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0. WIEDERHOLUNG

In diesem Abschnitt stellen wir die wichtigsten Begriffe und Sétze zusammen, die
aus der ,Einfithrung in die Funktionentheorie* bekannt sein sollten.

0.1. Isolierte Singularititen und Laurentreihen.

Sei D C C ein Gebiet, z € D. Ist f € O(D \ {z}), so heiit z isolierte Singularitit
von f.

Allgemein gilt, dass sich eine holomorphe Funktion f auf einem Kreisring
{zeC|r<|z—2| <R}

in eine konvergente Laurentreihe entwickeln lésst:

o0

f(z) = Z an(z — 20)"
mit (fiir r < p < R beliebig)
o B R OR(GLS
I¢—z0|=p

Dabei heifit die Laurentreihe > >° _ a,(z —z0)" konvergent an einer Stelle z € C,

wenn die beiden Reihen Y ja,(z — 20)" und > 7 a_,(z — z) ™" konvergieren;
der Wert der Laurentreihe ist dann die Summe der Werte dieser beiden Reihen.

Insbesondere gilt: Ist zy eine isolierte Singularitdt der holomorphen Funktion f,
dann ist f holomorph auf einer punktierten Kreisscheibe

{zeC|0<|z—2| <r}=U.(20) \ {20}

und ist dort gegeben durch eine konvergente Laurentreihe

o0

f(z) = Z an(z — 20)" .

n=—0oo

Ist f auf einer solchen punktierten Kreisscheibe beschrinkt, dann sind fiir n <
0 alle a,, = 0, die Singularitéit ist hebbar, und f ldsst sich holomorph nach z
fortsetzen durch f(zp) = ao (Riemannscher Hebbarkeitssatz).

Gilt a,, = 0 fiir n < —k, aber a_; # 0 (mit £ > 1), dann hat f bei z, einen Pol der
Ordnung k (oder einen k-fachen Pol). Dies ist dquivalent mit lim,_.,, f(2) = oco.

Sind unendlich viele Koeffizienten a,, fiir n < 0 von null verschieden, dann nennt
man 2y eine wesentliche Singularitit. In diesem Fall liegt das Bild unter f jeder
(beliebig kleinen) punktierten Umgebung von 2y dicht in C (Satz von Casorati-
Weierstra$l). (Tatsdchlich gilt sogar, dass f nahe zy hochstens einen Wert auslésst
(Satz von Picard).)



0.2. Cauchyscher Integralsatz und Cauchysche Integralformel.
Sei v ein nullhomotoper geschlossener Weg im Gebiet D, f holomorph in D. Dann
gilt

JEGLS

(Cauchyscher Integralsatz).

Fiir die ,,Umlaufzahl-Version* der Cauchyschen Integralformel miissen wir uns an
die Umlaufzahl erinnern: Sei v ein geschlossener Weg in C, z ¢ |v| (wir schreiben
|| fiir das Bild v([a, b]), wenn v : [a,b] — C). Dann setzen wir

1 1
Y

Damit haben wir folgende Version der Cauchyschen Integralformel: Sei f im Ge-
biet D holomorph, v ein in D nullhomotoper geschlossener Weg. Dann gilt fiir alle
ze D\ |yl

10.906) = o [ e,

0.3. Homotopie von Wegen.

Was bedeutet ,,nullhomotop“? Es gibt den allgemeinen Begriff der Homotopie von
Wegen:

Zwei Wege 9,71 : [a,b] — D heiflen homotop in D, wenn es eine stetige Funktion
(Homotopie) H : [0, 1] x [a,b] — D gibt mit H(0,t) = v(¢) und H(1,t) = v (¢) fur
alle t € [a,b]. Man kann sich H als eine stetige Familie von Wegen 75 : t +— H (s, t)
vorstellen, die 7 ,,stetig in v, deformiert*.

Die Wege vy und 7, heilen homotop mit festen Endpunkten, wenn es zusétzlich
20,21 € D gibt mit H(s,a) = zo und H(s,b) = z fiir alle s € [0, 1]. (Insbesondere
haben dann -y und 7; den selben Anfangspunkt z; und Endpunkt z;.)

Die Wege 79 und 7, heilen homotop als geschlossene Wege, wenn H zusétzlich
die Bedingung H(s,a) = H(s,b) fiir alle s € [0, 1] erfiillt. Das bedeutet, dass alle
Wege v, geschlossen sind.

Ein geschlossener Weg ~ : [a,b] — D heifit nullhomotop in D, wenn es einen
konstanten Weg ¢ gibt, so dass v und ¢ in D homotop als geschlossene Wege sind.
Anschaulich bedeutet das, dass man 7 innerhalb von D stetig zu einem Punkt
zusammenziehen kann.

Die wesentliche Aussage (aus der der Cauchysche Integralsatz folgt) ist hier, dass
fiir zwei Wege 79 und 7, in D, die in D homotop mit festen Endpunkten sind, und
eine in D holomorphe Funktion f gilt

[r@ac= [ reac.

Die selbe Aussage gilt, wenn vy und 7, als geschlossene Wege in D homotop sind.



1. DER RESIDUENSATZ

Der Residuensatz lésst sich als Verallgemeinerung der Cauchyschen Integralformel
verstehen. Thr Integrand f(¢)/(¢ — z) ist holomorph auf D mit Ausnahme einer
isolierten Singularitit (hebbar oder einfacher Pol) bei z. Der Residuensatz erwei-
tert dies zu einer Formel fiir das Integral einer Funktion mit beliebigen isolierten
Singularitéaten.

1.1. Definition. Sei z, eine isolierte Singularitit der holomorphen Funktion f.
Dann ist f in einer punktierten Umgebung von zy durch eine konvergente Lauren-
treihe darstellbar:

o0

f(z) = Z an(z — 29)" .

n=—oo

Das Residuum von f bei zy ist dann

Res,—., f(z) = Res,, f =a_1.
damit konnen wir den Residuensatz formulieren.

1.2. Satz (Residuensatz). Sei~y ein geschlossener, im Gebiet D nullhomotoper
Weg. Seien weiter zq,. .., z, € D\ |y|, und sei f € O(D\{z1,...,2m}). Dann gilt

/f(() ¢ = 27ri21(7, zj) Res, f .
g i=1

Bevor wir den Residuensatz beweisen, wollen wir uns noch iiberlegen, wie man
das Residuum berechnen kann, wenn die fragliche Singularitdt ein Pol ist.

1.3. Lemma. Sei zy eine isolierte Singularitdt der holomorphen Funktion f.
(1) Hat f bei zy einen einfachen Pol, dann gilt
Res,, f = lim (z — 29) f(2) .
2—20

(2) Sind f und g bei zy holomorph, und hat g eine einfache Nullstelle bei z,

so gilt
Res,, i = f/(zo) .
9  9'(=)
(3) Hat f bei zy einen k-fachen Pol, dann ist g(z) = (2 — 20)¥f(2) in z
holomorph, und

g(k—l)(z())

ReSZOf = W

Bewezs.

(1) Die Laurentreihe von f um 2, hat die Form

a_
f(z) = L fagtay(z—z) + -
zZ— 20

Daher ist (z — z0) f(2) = a—1 + (2 — 20)g(z) mit g holomorph in z,. Es folgt
lim, ., (z — 20) f(2) = a_1 = Res,, f.
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(2) Esgilt f(2) = f(20) + (2 —20) f(2) und g(2) = ¢'(20)(2 — 20) + (2 — 20)?9(2)
mit bei 2y holomorphen Funktionen f und §. f/g hat einen einfachen Pol
bei zp; nach Teil (1) folgt

f_ f(z . fl20) + (2 — 20) f(2 f (20
e = B =055 = i G G i)
(3) Die Laurentreihe von f um 2, hat die Form
f(2)=ap(z—20) "4+ Fa_i(z—2) 4.
Also ist
g(2) =ap+apa(z—2)+ - +ai(z—2)"+---

holomorph in z, (genauer: g hat eine hebbare Singularitit, die wir still-
schweigend durch holomorphe Fortsetzung verschwinden lassen), und

g(k—l)(ZO)
(k—1)!

nach der tiblichen Formel fiir Koeffizienten von Potenzreihen.

Res,, f=a_1 =

1.4. Ubung. Zeigen Sie folgende Aussage:

f habe einen einfachen Pol bei zy, und g sei holomorph bei zy. Dann gilt
ReSzo f.g = g(ZO) Reszo f .

1.5. Beispiel. Wir betrachten f(z) = ﬁ f ist holomorph auf ganz C mit
Ausnahme von zwei isolierten Singularitéten bei z = £i (wo der Nenner Nullstellen
hat). Die Nullstellen des Nenners sind einfach, also hat f einfache Pole, und die
Residuen sind nach Lemma 1.3, (2)
1 1 1 1 1
Res.;—5— ==~ und Res, 5 —=——=°.
I T L B s FA

Zum Beweis des Residuensatzes brauchen wir folgende Aussage.

1.6. Lemma. Sei D C C ein Gebiet, zy € D und f holomorph in D\ {z}. Dann
gibt es holomorphe Funktionen f1: C\ {20} — C und fo: D — C mit f = fo+ f1
auf D\ {z}.

f1 heifit dann auch der Hauptteil von f bei zy, fo dementsprechend der Nebenteil.

Beweis. Sei r > 0 mit U,(z9) C D. Dann ist f auf U,.(z) \ {20} durch eine
konvergente Laurentreihe darstellbar:

Wir setzen

o0 1 n
filz) = n;wan(z —20)" = s a_"(z - z0> '
Die f; definierende Reihe konvergiert fiir |2 — z|™' > 1/r, nach den Konver-
genzsitzen fiir Potenzreihen also auf ganz C\ {z}. Damit ist f; : C\ {2z} — C

definiert. Sei fo = f — fi1, zunéchst auf D\ {z0}. Auf U,(29) \ {20} stimmt f, mit
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der durch die Potenzreihe Y 7 a,(z — z)" gegebenen Funktion iiberein, die in z
eine hebbare Singularitéit hat. Also konnen wir fy holomorph auf D fortsetzen. [J

1.7. Folgerung. Sei D C C ein Gebiet, z1,22,...,2m € D, und [ seir holomorph
auf D\ {z1,...,2m}. Dann gibt es holomorphe Funktionen f, : D — C und
fi:C\{z}—=Cfirj=1,....mmit f = fo+fi+ -+ fm auf D\{z1, ..., 2}
Beweis. Durch Induktion mittels Lemma 1.6. Oder man definiert f; als den Haupt-
teil von f bei z; und fo = f — fi — -+ — fi,, und verifiziert wie im Beweis von

Lemma 1.6, dass fj in allen z; hebbare Singularitéten hat. O

Wir beweisen jetzt erst einmal folgenden Spezialfall des Residuensatzes:

1.8. Lemma. Sei zg € C, f holomorph auf C\ {20}, und sei v ein geschlossener
Weg in C mit zo & |y|. Dann gilt

/f(z) dz = 2mil(7y,z9) Res,, f .
gl

Beweis. f ist auf ganz C\ {zp} durch eine konvergente Laurentreihe dargestellt:

f(z) = Z an(z — 29)" .
Sei
-2 00
a a
F _ n _ n+1 n o n+1 )
(=) :Z_ P +;n+1<2 %)
Dann gilt
’ - - a_q B B 1
F(2) = f(2) = 25 = () - = Res, f.
Es folgt
, dz
f(z)dz= [ F'(z)dz + - Res,, f
zZ— 20
v gl v
=0+ 2mi (v, 20)Res,, f
nach Definition der Umlaufzahl. Il

Beweis des Residuensatzes. Nach Folgerung 1.7 kénnen wir schreiben

f=h+hA+fot -+ [,

wobei fy auf D und fiir j = 1,...,m die Funktionen f; auf C\ {z;} holomorph
sind. Es folgt

[rrac= [ n d<+fj JEGLE

=0+ Z 2mil (7, z;) Res., f

Jj=1

nach dem Cauchyschen Integralsatz und Lemma 1.8. U
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1.9. Bemerkung. Der Residuensatz gilt auch noch, wenn f in D unendlich viele
isolierte Singularitaten hat: Sei H : [0, 1] X [a, b] — D eine Homotopie von geschlos-
senen Wegen, die v zu einem Punkt zusammenzieht. Dann ist das Bild von H eine
kompakte Teilmenge von D, und wir kénnen D ersetzen durch eine Umgebung D’
des Bildes von H, deren Abschluss kompakt ist und ebenfalls in D enthalten ist.
Die Menge der isolierten Singularitéiten von f ist diskret (nach Definition hat jede
eine Umgebung, in der keine andere enthalten ist), also liegen nur endlich viele
davon im kompakten Abschluss von D’. Nach Konstruktion ist v auch in D’ null-
homotop. Damit konnen wir den Residuensatz auf D’ anwenden. Beachte auch,
dass fiir jedes z ¢ D’ die Umlaufzahl I(v, z) = 0 ist.

/ dz
sinz

|z|=37/2

1.10. Beispiel. Wir berechnen

Der Integrand 1/sinz hat Singularititen fiir z = km, k € Z. Der Nenner hat
jeweils eine einfache Nullstelle, also ist
1 1

Res,_jr —— = = (=1)*.
OB==k sinz  coskmw (=1)

Drei der Singularitéten liegen im Inneren des Kreises |z| = 37”, namlich z = —7,0, 7
(jeweils mit Umlaufzahl 1). Aus dem Residuensatz erhalten wir nun

d 1 1 1
/ - c 211 (Resz:_7r —— 4+ Res,—o —— + Res,—, —)

sin z sin z sin z sin z
|2|=37/2

—2mi(—141—1) = —2mi.

2. ANWENDUNGEN DES RESIDUENSATZES

Der Residuensatz ist sehr wichtig (auch im Hinblick auf die Staatsexamensklau-
sur), weil er viele Anwendungen bei der Berechnung von bestimmten (auch reellen)
Integralen und Werten von unendlichen Reihen hat.

2.1. Anwendung 1. Sei R eine rationale Funktion in zwei Variablen, so dass
R(z,y) fiir alle z,y mit 22 4+ y* = 1 definiert ist. Wir berechnen das Integral

27
/ R(sint, cost) dt .
0

Dazu beachten wir, dass mit ¢ = e’ gilt

~1 _ 1
COSt:§+C und sint:< C .
2 21
AuBerdem ist dt = —i¢ ™1 d(, so dass wir umformen koénnen:
2m
: . (=¢ ' CHCNdC
/R(Slnt,cost)dt——z / R( 5 T3 >?
0 l¢l=1

Sei

fz) = R(2S . 2_1) ,
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dann folgt aus dem Residuensatz

2T
/R(sin t,cost)dt = 2w Z Res, f,
0 lz|<1

wobei die Summe iiber die Pole von f im Inneren des Einheitskreises zu erstrecken
ist.

2.2. Beispiel. Um
2

1
/—dt
2+ cost

1 2
-1
Z)=Zz = .
fz) T(d+z+271)  A2Hdr+d

o

zu berechnen, bestimmen wir

Der Nenner hat (einfache) Nullstellen bei z = —2 + V3. Davon liegt 2 = -2+ V3
im Einheitskreis. Das Residuum ergibt sich zu

2 V3
R = ——=—.

Insgesamt haben wir dann also

2

1 2
A

2+ cost 3
0

2.3. Beispiel. Fiir

2w

1
—dt
/ (24 cost)?

0

haben wir . , A
e 2
/) a+z+271) (22 + 4z +1)2
Bei z = —2 + /3 haben wir jetzt einen Pol zweiter Ordnung; wir miissen also die
kompliziertere Formel aus Lemma 1.3, (3), verwenden. Es ist
4z
f(z) = ;
(2) (z+2+V3)2(2+2— V/3)2
also
o) = (42— V() = ——
(z 42+ /3)?
und
4(z+2+V3—-22 16 2
Res p,5f = of(~2 1 VB = HEF25V3—22) _ % 2.4

(z+2+V3)3 le=—24v3  (2v3)33 9

/ _47T 5
2+Cost 9 ’

0

Es ergibt sich also
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2.4. Anwendung 2. Sei f eine rationale Funktion, also f(z) = p(z)/q(z) mit
Polynomen p und ¢, so dass degq > degp + 2 und ¢ keine reellen Nullstellen hat.
Dann konvergiert das uneigentliche Integral

7 F(t) dt

(absolut), und wir konnen es mit dem Residuensatz berechnen. Dazu sei r > 0 so
grof}, dass alle Pole von f (Nullstellen von ¢) Betrag < r haben. Wir betrachten
den Weg 7, der aus dem reellen Intervall [—r, 7] und dem Halbkreis mit Radius r
in der oberen Halbebene besteht. Wir bezeichnen die beiden Teile von 7, mit 7,1
und 2. Dann gilt

Im 2>0

omi Y Reszf:/f(z) dz:/f(t)dt+/f(z)dz.

Wir lassen jetzt r grofl werden. Da deg g > deg p+2, gibt es eine Konstante C' > 0
mit |f(z)| < C|z|? fiir |z| hinreichend grofi. Dann folgt

/ f(2) dz‘ <mr-Cr?=nxCrt,
Yr,2

dieser Beitrag konvergiert also fiir » — oo gegen null. Damit ergibt sich

r

/ Ft)dt = lim | f(t)dt

T—00

:Tlijgoz/ F(2)dz — / f(z)dz)

= 27 Z Res, f — lim [ f(z)dz

Im 2z>0 Vo2
= 2m Z Res, f.
Imz>0
2.5. Beispiel. Wir berechnen
o
/ dt
14+t

Die Funktion f(z) = 1/(1+ 2?) hat einfache Pole bei z = +i; der Pol bei 2 = i ist
in der oberen Halbebene. Das Residuum ist

1
Resif:?.

Es folgt
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2.6. Beispiel. Wir berechnen

o0

Wir haben immer noch nur den einen Pol z = ¢ in der oberen Halbebene, aber
jetzt ist es ein Pol der Ordnung 2. Wir setzen

1 1

9(2) = (z —1) (1+22)2 = (z+1i)?

und finden ) 5 .
Res,_; ——— = ¢/(i) = — _ 1
Pty 2z Y (®) G+ip 4
Es folgt
7 dt - 1 T
— =27 — = —.
(14 2)2 4 2

2.7. Bemerkung. Die Funktion f braucht nicht unbedingt rational zu sein. Aus
dem Beweis ergibt sich, dass folgende Anforderungen ausreichen:

(1) f ist definiert und holomorph auf einer offenen Umgebung der abgeschlos-
senen oberen Halbebene H = {z € C | Imz > 0}, mit isolierten Singula-
ritdten, die nicht in R liegen;

(2) es gibt eine Folge (r,) mit r, — oo, so dass keine Singularitit von f in H
Betrag 7, hat, und so dass |f(2)| < er;17¢ fiir z € H mit |z| = r,, wobei
¢,e > 0 von v unabhéngig sind.

Man beachte, dass f hier durchaus unendlich viele isolierte Singularitdten in der
oberen Halbebene haben kann. Der Beweis zeigt, dass die dann unendliche Summe
von Residuen konvergiert.

Man kann z.B. v/z 4+ ¢ fiir Im 2z > —1 definieren als den Zweig, der bei z = 0 den
Wert e™/* = (1 4 i)/+/2 hat. Dann erfiillt f(z) = vz +i/(1 + 2?) die Vorausset-
zungen, und man kann das entsprechende Integral berechnen.

2.8. Anwendung 3. Bemerkung 2.7 zieht zum Beispiel, wenn f rational ist, so
dass der Nenner Grad mindestens um zwei gréfler als der Nenner hat und der
Nenner keine reellen Nullstellen besitzt, und wir f(z)e”* betrachten (denn |e?*| =
e~m* < 1 fiir € H). Wir erhalten

/ f(z)e™ do = 2mi Z Resc—, f(¢)e’.

Im z2>0

Wir wollen jetzt zeigen, dass das auch noch stimmt, wenn der Grad des Nenners
nur um eins grofler ist als der des Zihlers. In diesem Fall konvergiert das Integral
nicht mehr absolut; es ist dann

/ f(x)e™dr = lim [ f(x)e™ dx

r,8—00
—r

als uneigentliches Integral zu verstehen.

Um die Behauptung zu beweisen, wihlen wir r, s, > 0 und setzen vy, = [s, s + it],
Yo = [s +it,—r +it], y3 = [-r + it,—r] und v4 = [—r,s]. Wir koénnen r, st so
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grofl wihlen, dass alle Singularitdten von f in der oberen Halbebene in dem von
v1 bis 74 umrandeten Rechteck liegen. Dann gilt nach dem Residuensatz:

27i Z Resc—. f()e = (/—I—/—F/)f({)eiC dC+/f(x)em dx .
Im 2>0 " Yo 3 Zr
Wir miissen die Integrale {iber 7, 72 und 3 abschétzen. Aus der Grad-Bedingung

und der Lage der Pole folgt |f(2)| < ¢/|z| fiir ein festes ¢, wenn z auf einem der ;
liegt. Wir beginnen mit ~s:

‘/f(()eiC dC‘ < (r+s) 7%%§s|f<u+it)‘€_t < (r—i—s)%e"f.
72

Wir sehen [ — 0 fiir ¢ — oo. Fiir 7, haben wir

S

t t
i¢ : i5—Uu E —u E
[ 1@ de] < guas 15+ i) [l du < € [ e <
0! 0 0
und entsprechend
- c
[ #@ecaq < £
V3
Mit t — oo folgt

c

‘/f(:}:)em; dr — 271 Z ReSC:z f(oez‘c

Im 2>0

C
<<+
r S

und daraus, dass das uneigentliche Integral existiert und gleich der Summe der
Residuen (mal 27i) ist.

2.9. Bemerkung. Wie vorher kann man die Aussage erweitern auf Funktionen f
die in einer offenen Umgebung von H holomorph sind bis auf endlich viele Sin-
gularititen, sie nicht auf R liegen, so dass f(z) — 0 gilt fiir z — oo in H. (Hier
kann man nicht unendlich viele Singularitéiten zulassen, denn r, s,t miissen konti-
nuierlich nach oo gehen kénnen, ohne immer wieder an Singularitéiten ,, hdngen zu

bleiben*.)

2.10. Beispiel. Wir berechnen

[e.9]

/—cosx dx fir a > 0.
a? + x?
0

Hier muss man das Integral noch ein wenig bearbeiten, um es in die richtige Form
zu bringen:

o0 o0 o

cos T 1 COS T 1 e
/az—l—:r?dm:ﬁ/a2+x2dx:§Re/a2+$2dx

0 —00 —00
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(beachte, dass der Integrand gerade ist). Die Voraussetzungen sind dann erfiillt,
also gilt

[e.9]

eiz 61’(
/ mdl‘ = 2m Z RGSQZZ m
—00 Imz>0
e’ e 7
=2miRes¢—iy ——= = 2mi— = —e *.
=i g2 4 (2 2ia  a

Damit ist
(o]

CcoS T T
ﬁd:v:—e e,
a’ +x 2a

0

2.11. Beispiel. Analog gilt

/ f(z)e ™ dr = —2mi Z Resc—. f({)e ™,

Im z<0

wenn f(—z) die Voraussetzungen von Bemerkung 2.9 erfiillt. Man beachte das
Minuszeichen, das durch die entgegengesetzte Umlaufrichtung um das Rechteck
bedingt ist! Ist f etwa rational, so kann man durch eine geeignete Kombination
beider Formeln auch dann Integrale wie

/ f(x)cosxdr und / f(x)sinz dz

berechnen, wenn f(z) fiir x € R nicht nur reelle Werte annimmt (wie es im vor-
angegangenen Beispiel der Fall war).

Es ist etwa
1 i 1 x —ix
/Cosx,da::—/ ¢ ,dx+—/e - dx
T+ 2 T +1 2 T+
> Reseos o= 3 Resees £
= m’( Res¢—. - — Res¢—. )
Im 2>0 C + Im 2<0 C +
—m(—ResCZ,l ¢ ) = —ﬂ.
¢+ e

2.12. Erweiterung von Anwendung 3. Mit den bisherigen Methoden kénnen
wir zum Beispiel nicht das Integral
o)

sin x
dx
T

—0o0

berechnen, da die Funktion z — €*/z bei z = 0 einen Pol hat. Dabei ist die
Funktion (sinz)/z bei z = 0 vollig harmlos (hebbare Singularitéit). Wir kénnen
das Problem umgehen, indem wir folgenden Grenzwert betrachten:

lim(/e—dx+/e—dx>
eN\0 x X

£
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Ein solcher Grenzwert heifit auch Cauchyscher Hauptwert des Integrals und wird

héufig als
P / C dz
x

(in unserem Beispiel) geschrieben. Er existiert zum Beispiel, wenn die Funktion fiir
|z| — oo schnell genug abfillt und nur endlich viele einfache Pole auf der reellen
Achse hat.

Zur Berechnung mit dem Residuensatz ersetzen wir das Intervall [—¢,¢] durch
einen in der oberen Halbebene liegenden Halbkreis +. mit Radius € > 0 (wobei
£ so klein ist, dass dieser Halbkreis aufler 0 keine weiteren Singularitdten des
Integranden enthélt). Dann gilt wie vorher:

i T i . ¢iC ¢iC
\/?dl—‘—/?dm:QWlZReSC:Z?— ?dc

Im z>0 Ve

Um den Grenzwert zu bestimmen, miissen wir
e’
lim [ —d(¢
e\0 C
Ve
berechnen. Dazu beachten wir wieder, dass sich allgemein eine holomorphe Funk-

tion f in der Ni#he einer isolierten Singularitéit zy schreiben lidsst als f(z) =
F'(z) + RZ%Z;O]C, vergleiche den Beweis von Lemma 1.8. Wenn f bei zy nur einen
einfachen Pol hat, ist F' holomorph auch in zy. Es folgt mit 7. : [0,7] — C,
t— zg + eel™ ).
dg
/f(C) d¢ = F(z0+¢)— F(z0 — €) + (Res,, f)/
e Ve

¢— 20

=F(20+¢)— F(zg—¢) —miRes,, f.
Da F stetig in 2 ist, ist der Grenzwert einfach —mi Res,, f.

Fiir unser Beispiel ergibt sich

S .

ell’ )

P —dx = m
T

—00

(das Residuum bei 0 ist 1, und andere Singularititen gibt es nicht). Wegen

P/e—da;—P/ Cosmdx—i-i/ Smxd:r;
T T T
erhalten wir schlielich
/ sin x dr —
z

Der selbe Trick ldasst sich anwenden auf Integrale

7 f(z)e™ da,
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wenn f die Voraussetzungen von Bemerkung 2.9 erfiillt, abgesehen von endlich
vielen einfachen Polen auf der reellen Achse. Dann gilt

P / f(x)e™ dx = 2mi Z Resc—. f(¢)e’ + mi Z Resc—. f(Q)e.

Im z>0 Im z=0

Die entsprechende Aussage gilt fiir Integrale
P / f(z)dx
mit f wie in Bemerkung 2.7.

2.13. Anwendung 4. Man kann auch einseitig unendliche Integrale der Form

7 f(a)dz

unter geeigneten Voraussetzungen berechnen. Dafiir verwendet man einen Integra-
tionsweg um einen , geschlitzten Kreisring® herum: Wir wéhlen 0 < r < R und
e > 0 und setzen v, = [r + ig, R 4 i¢|, 73 = [R — ie,7 — i€]; 7, ist das entgegen
dem Uhrzeigersinn durchlaufene Stiick des Kreises vom Radius v R? 4+ €2 um 0,
das R + ie mit R — ie verbindet, und -, ist das im Uhrzeigersinn durchlaufene
Stiick des Kreises vom Radius v/r2 4+ €2 um 0, das r — ie mit r + ie verbindet.

Damit das funktioniert, brauchen wir eine Funktion f mit der Eigenschaft, dass
lim.\ o f(z+1i€) von lim.\ o f(x —ic) verschieden ist (sonst heben sich die Integrale
entlang von 7; und 73 im Limes gegenseitig weg).

2.14. Anwendung 4, Erster Fall. Hier betrachten wir Integrale der Form

o0

/:C“f(x) dx

0

mit f(x) rational, deg f < —2, f ohne Pole auf R.q und mit hochstens einem
einfachen Pol bei 0; auflerdem sei 0 < « < 1. Dann konvergiert das Integral
absolut.

Hier und im Folgenden sei Log : C\ R>y — C der Zweig des Logarithmus mit
Im Log z € ]0, 27[. Dann gilt

lim L e) =1 d lmL —ig) =1 270 .
lim og(x +ie) =logz un lim og(x —ie) = logx + 2mi

Wir definieren 2% = e*™¢= (fiir 2 € C \ Rx). Dann gilt

_ 2mia o

¢ und lim(x —ie)® = "™
e\.0

lim(x + i) = x
e\.0

und daher

R
tin( [ e+ [¢rac) = =) [ariodn.
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Nach dem Residuensatz ist, wenn r und R so gewéhlt sind, dass alle Singularitéiten
von f (aufler evtl. z = 0) vom Integrationsweg eingeschlossen sind,

hm/ / / /C“ (¢)d¢ = 2mi > Resc— " f(C) .

220

Wir miissen noch die Integrale {iber v, und 7, abschétzen. Zunéchst gilt

‘Za’ _ ‘eaLogz’ _ eaReLogz _ ealog\z| _ ’Z|o¢ )

AuBerdem ist |f(z)] < c|z|7! fiir [2| — 0 und |f(2)] < C|z|72 fiir |2| — oco. Damit
folgt

. . a . CRa_ : a—1 __
i ] €1) de| < 2 = 2rC i R =

und ebenso

lim lim}/g‘a d(‘ < hm 27rr— = 2mclimr® =0.
™\0e\.0 \.0
Alles zusammen bedeutet
r o 2mi o
/SC f(l’) dr = m ZRGSC:Z( f(C) .
0 220
2.15. Beispiel. Wir berechnen
(e e} xa
/ dx fir0 < a< 1.
2 +1

0

Unsere Funktion f(z) = 1/(2* + 1) hat Singularititen bei z = 4. Die Residuen
sind
(:i:’i)a eonri(l:Fl/Q)

+2i +2i
also ergibt sich

00
Tioy/2 eTrioc/Z

z® 211 e - T
dr = : 1 — ™) — : — .
/ 2 +1 1 — e2ma 94 ( ) 7Tef”a +1  2cos’
0

2.16. Anwendung 4, Zweiter Fall. Wie sieht es mit Integralen

7 f(z)dz

aus, wenn f eine rationale Funktion ohne Pole auf R>y und mit deg f < —2
ist? Auf den ersten Blick scheint unser Trick nicht zu funktionieren, weil f keine
unterschiedlichen Grenzwerte hat, wenn man sich von oben bzw. unten der reellen
Achse nidhert. Statt dessen betrachten wir f(z) Log z. Dann gilt

h\i% f(z +ie) Log(x 4+ ic) = f(x)logx und
li{% f(z —ie) Log(x — ie) = f(x)(logx + 2mi) .
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Damit ist
R
11{1(1)(/—!—/)]“(() Log ¢ d¢ = —27ri/f(x) dx
oo r
Unter Beachtung von lim,\ grlogr = 0 und limp_. IO%R = 0 erhalten wir dann
wie eben:

/f(:l:) dr = —ZRGSg:z f(¢)Log (.

z20

2.17. Beispiel. Wir berechnen

/ dx

3+ 1
0

Die Singularititen sind einfache Pole bei z = —1, 2z = ¢™/3 und 2z = /3. Die

Residuen von F(z) = (Logz)/(2* + 1) sind

Log(—1) mi
Res 4 F = o — T2
CS_1 3 3
Loge™* mi _,.5 m —1—iV3
oo = Samm =9 T 2 ™
Res 5mi/3 F = LOL&”/S — 57”?2#1’/3 _ YY) ﬂg
e 3e107i/3 9 e 5

Thre Summe ist

R

also ist

2.18. Erweiterung. Die Methode funktioniert auch noch fiir

o0

/Ploga: dz

0

mit f wie oben, wobei P ein Polynom ist. Dazu findet man ein Polynom ) mit
der Eigenschaft Q(X) — Q(X + 2mi) = 2miP(X) (es gibt stets so ein ) mit
deg @ = deg P + 1). Dann gilt analog

P(logz)f(x)dr =)  Resc= Q(Log ) f(C).
z20

0\8

Oben ist P(X) = 1; man kann dann Q(X) = —X nehmen.
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2.19. Anwendung 5. Man kann den Residuensatz auch verwenden, um unend-
liche Reihen der Form

> R(n)

n=1

auszuwerten, wobei R eine gerade rationale Funktion ist mit deg R < —2 und ohne
Pole in Z \ {0}. Als Beispiel beweisen wir

S1
— n2 6
Die Idee ist, die Funktion f(z) = R(z)h(z) geeignet zu integrieren, wo h holomorph
ist auf C \ Z mit einfachen Polen in Z vom Residuum 1. Eine solche Funktion ist

h(z) = mcotmz = TEORTE

sinmTz
Der Nenner sin 7wz verschwindet genau fiir z € Z, und das Residuum ist

T COSTN
Res,,mcotmz = —— =1.
T COSTN

Auflerdem haben wir folgende Abschétzung:

2.20. Lemma. Sei o > 0. Dann gibt es eine Konstante C' = Cy, so dass
‘7? cot 7TZ‘ < Cs
fir alle z € C mit dist(z,Z) = min{|z —n| :n € Z} > 4.

Bewets. Sei zundchst z = 4+ 1y mit Imz =y > 1. Dann ist

itz | pminz e27rzze—27ry 41 1+ 6—27Ty 1+ 6—27T
— | =T - ST ST
einz _ p—inz 627”1672#3/ -1 1— 6727ry 1— 6727r

‘ﬂ'COtﬂ'Z" =77

= C().

Wegen 7 cot(—mz) = —m cot w2 gilt die selbe Abschétzung auch fiir y < —1.

Die Menge K5 = {z € C | |Rez| < 3,|Imz| < 1,[z| > &} ist kompakt und
meotmz ist stetig auf Ky, also gibt es Cs > Cy mit |mcotmz| < Cs fiir z € K.
Wegen 7 cot m(z + 1) = 7 cot mz gilt diese Abschitzung auch fir

z € U(K5~|—n) ={2€C||Imz| < 1,dist(z,Z) > 6} .
neZ

Insgesamt folgt die Behauptung. U

Wir betrachten jetzt also die Funktion
T
f(z) = ;cot Tz .

Dann ist f iiberall holomorph bis auf z € Z. Fiir n € Z \ {0} haben wir bei z = n
einen einfachen Pol mit Residuum
1
Res, [ = — Res,o, meotmz = — .
n n
Fiir 2 = 0 haben wir einen Pol dritter Ordnung. Das Residuum ergibt sich dann
als

1/d\2 1ydN\21— 224 ...
o 3 e, -3
eso f 201\dz #Teo ﬂ-ZZ:O 2 \dz 1_%232_1_...220
1/7d\2 w2 2
= (—) (1 - —22 ) -
2<dz)( 57T )T T
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Fiir n > 0 sei jetzt 7, der positiv orientierte Rand des Rechtecks mit den Eckpunk-
ten (n+3)(£1+1). Auf v, liegen keine Singularitéten von f, und dist(|7,|,Z) = 1.
Nach Lemma 2.20 gibt es also eine Konstante C' mit |7 cot mz| < C' auf |y,|, un-
abhéngig von n. Es folgt, dass auf |v,| gilt

C

[f(2)] < Cmax{[z7] : 2 € |ya|} =

Fiir das Integral erhalten wir die Abschéatzung

C___ 16C n
(n+1)?° 2n+1 '

[ s@ac] < n+

Auf der anderen Seite gilt nach dem Residuensatz:
/f(g)dg ZiiResf 2@( ”2+2i1)
=27 = 2mi| —— — .
k= ' 3 k=1 k
Tn = -

Fiir n — oo folgt
—~1 IS 2
=Y = i (g [0 =
Tn
Ganz analog erhélt man allgemein das folgende Resultat.

2.21. Satz. Sei R eine gerade rationale Funktion mit deg R < —2 und ohne Pole
in Z \ {0}. Dann ist

iR(n) = —%(Resof + Z Res, f)

z€C\Z
mit f(z) = R(z) - mcotmz.

In der Summe auf der rechten Seite treten dabei nur die endlich vielen Pole # 0
von R auf. In unserem Beispiel ist die Summe leer, und es bleibt nur das Residuum
bei 0.

3. DAS NULL- UND POLSTELLEN ZAHLENDE INTEGRAL
Eine wichtige Anwendung des Residuensatzes innerhalb der Funktionentheorie

ist das Zéhlen von Null- und/oder Polstellen (oder allgemeiner w-Stellen) einer
meromorphen Funktion.

3.1. Definition. Eine Funktion f heifit meromorph auf einem Gebiet D C C,
wenn sie auf D holomorph ist bis auf isolierte Singularitéiten, die Pole sind. (f
darf also keine wesentlichen Singularitéiten haben.)

Wir brauchen die logarithmische Ableitung:
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3.2. Definition. Sei f holomorph und nicht konstant 0. Dann heifit die Funktion
f'/f die logarithmische Ableitung von f.
Aus der Produktformel fiir die Ableitung folgt
/ / /
Vo) _f' 9
faf 9
Der Name kommt daher, dass formal gilt - log f(z) = f'(z)/f(2).

Die fiir uns wichtigste Eigenschaft der logarithmischen Ableitung ist wie folgt:

3.3. Lemma. Sei zg € C, und sei f holomorph in einer punktierten Umgebung
von 2g, so dass zy keine wesentliche Singularitit von f ist. Sei aufferdem f nicht
die Nullfunktion. Dann ist f'/f holomorph in einer (evtl. kleineren) punktierten
Umgebung von zo mit hichstens einem einfachen Pol bei zy, und es gilt

0 falls f in 2o definiert ist und f(z9) # 0,

k  falls f in zy eine k-fache Nullstelle hat,

—k  falls f in zy einen k-fachen Pol hat.

I
/

Res,,

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass f in zo definiert (und damit auch holo-
morph) ist. Da f nicht die Nullfunktion ist, gibt es & > 0 und g holomorph bei z,
mit ¢g(zo) # 0 und

f(z) = (2 = 20)"g(2).
Es gibt eine punktierte Umgebung von zy, auf der f nicht verschwindet; dort ist
f'/f holomorph, und es gilt

f(z) 2=z g(z)
Wegen g(z9) # 0 ist der zweite Summand holomorph in zy. Der erste Summand
hat einen einfachen Pol mit Residuum £k, falls & > 0 ist. Wenn k = 0 ist, ist der
erste Summand nicht vorhanden, und f’/f ist holomorph bei z.

f'(2) ko q'(2)

Wenn f in 2y einen Pol der Ordnung k& hat, dann gilt analog

f(z) = (2 = 20)"g(2)
mit g holomorph bei zy und g(zp) # 0, und die selbe Uberlegung wie eben zeigt,
dass f'/f bei zy einen einfachen Pol mit Residuum —F hat. O

Wir fithren eine Schreibweise fiir die Vielfachheit einer Null- oder Polstelle ein.

3.4. Definition. Sei f in einer punktierten Umgebung von z5 € C holomorph
und nicht die Nullfunktion. Wir schreiben

0  falls f in 2 definiert und f(zo) # 0,
ord,, f =ord,—,, f(z) = ¢ k  falls f in 2 eine k-fache Nullstelle hat,
—k falls f in 2y einen k-fachen Pol hat.
Ist zy eine wesentliche Singularitét von f, so ist ord,, f nicht definiert.

Lemma 3.3 sagt dann
!/

Res,, f? =ord,, f,

wenn f in zg hochstens einen Pol hat.

Anwendung des Residuensatzes liefert jetzt:
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3.5. Satz. Sei D C C ein Gebiet, f meromorph auf D, und v ein in D nullho-
motoper geschlossener Weg, so dass keine Null- oder Polstelle von f auf || liegt.
Dann gilt

Lo
2mi ) f(Q)

Y

d¢=> I(y,z)ord. f.

zeD

Dabei ist die Summe auf der rechten Seite endlich, weil nur endlich viele Null- und
Polstellen von f im ,Inneren* von ~y (also dort, wo I(y, z) # 0 ist) liegen.

Ist v der positive orientierte Rand eines in D kompakt enthaltenen Gebiets G
(etwa einer offenen Kreisscheibe oder eines Rechtecks), dann sagt der Satz, dass das
Integral (bis auf den unvermeidlichen Faktor 2i) gleich der Anzahl der Nullstellen
minus der Anzahl der Polstellen von f in G ist, wobei die Null- und Polstellen mit
Vielfachheit gezéihlt werden.

Wir kénne Satz 3.5 benutzen, um (wieder einmal) den Fundamentalsatz der Al-
gebra zu beweisen.

3.6. Fundamentalsatz der Algebra. Sei f(z) = 2"+ a,_ 12" '+ -+ a1z +ag

ein Polynom mit komplezen Koeffizienten. Dann hat f in C genau n Nullstellen
(mit Vielfachheit gezihlt).

Beweis. Wir betrachten die logarithmische Ableitung von f:

f(z) n2" '+ (n—1)a, 12" %+ ...

f(2) 20+ a2V 4
nl+m—1a, 127 +...
Tz l+an_1271+...
n n((n—2)a1+ (n—3)a,22t+...)
_Z+ 22(1+an_12_1+...)

Wir sehen, dass
/
ﬁ@ﬂk%
fz) 217 [
fiir |z| hinreichend gro8. Es folgt fiir die Anzahl N(f) der Nullstellen von f:

PO ey 2 [ L[ (1O e

= li lim —
Rooo 277 f(<) R—o00 2771 ¢ = 2mi

ICI=R I<I=R ICI=R

f¢) ¢

Das erste Integral hat den Wert 277, das zweite konnen wir abschétzen, wenn R

grof} ist:

I<I= R

Es folgt N(f) = n. O

_n dg‘ R—:%R_’—"?O
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Satz 3.5 ist auch als das ,,Prinzip vom Argument® bekannt. Man kann ndmlich
wie folgt umformen (dabei sei v : [a,b] — D):

PO, 1 [P0
;I(W) ord- /= 2m‘/ G 2m'a/ om0

b
L[ (fe)(t) L [d¢
=i ) (T “ 7 2ri = 1(f27,0).
a fovy

Die Anzahl der Nullstellen minus die Anzahl der Polstellen von f im Inneren
von « (mit Vielfachheit und Umlaufzahl gezdhlt) ist also gleich der Umlaufzahl
von f o~ um 0. Diese wiederum ist das selbe wie 1/(27) mal die Gesamténderung
des Arguments von f(z) (also des Winkels von der reellen Achse zu f(z)), wenn z

den Weg v durchlauft.

3.7. Beispiel. Im Staatsexamen 2004 kam folgende Aufgabe vor:

,Betrachten Sie die Funktion f(z) = 2% + 2z + 1. Zeigen Sie, ohne die Nullstellen
explizit zu berechnen, dass f im Quadranten @ = {z € C | Rez > 0,Im z > 0} ge-
nau eine Nullstelle besitzt. Bestimmen Sie zum Beweis die Anderung von arg f(2)
langs der Kurve, die bei hinreichend grofem R den Viertelkreis {z € @ : |z| < R}
berandet.

Sei also v die Randkurve des Viertelkreises. Auf dem Weg von z = 0 nach z = R
dndert sich f(z) auf der reellen Achse von f(0) = 1 zu f(R) ~ R’ (wenn R gro8
ist). Auf dem Viertelkreis von z = R nach z = iR ist

f(z> — f(Rezt) — R6€6it +2Reit 4 1= R666it<1 +2R75€f5it +R76676it>;

das Argument ist also bis auf eine sehr kleine Abweichung durch 6t gegeben und
dndert sich von 0 nach 6-7/2 = 37 (plus €). Auf dem letzten Teilstiick von z = iR
nach z = 0 haben wir f(it) = 1 — 5+ 2it; der Wert l4uft also oberhalb der reellen
Achse von 1 — RS + 2iR nach 1. Man sieht (Zeichnung machen!), dass f o~yg den
Ursprung genau einmal in positiver Richtung umléuft. Nach dem Prinzip vom
Argument folgt, dass f im Viertelkreis mit Radius R fiir hinreichend grofies R
genau eine Nullstelle hat. Damit hat f auch im positiven Quadranten genau eine
Nullstelle.

Eine wichtige Anwendung ist der folgende Satz von Rouché.

3.8. Satz von Rouché. Se: G C C ein Gebiet und seien f und g meromorph
i G. Sei weiter v ein in G nullhomotoper geschlossener Weg, auf dem keine
Null- oder Polstellen von f oder g liegen. Wir setzen

N(f) :ZI(%z)ordzf und N(g) :ZI(%z)ordzg.

zeG zeG
Gilt |f(z) — g(2)| < |f(2)| fiir alle z € ||, dann ist N(f) = N(g).

Der haufigste Anwendungsfall ist, wenn + der positiv orientierte Rand eines in GG
kompakt enthaltenen Gebiets D ist. Dann ist N(f) die Anzahl der Nullstellen (mit
Vielfachheit) minus die Anzahl der Polstellen (mit Vielfachheit) von f in D, und
entsprechend fiir g.
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Bewers. Wie wir schon gesehen haben, ist
1 d¢ 1 d¢
N(f)=— | = d N(g)=— [ —=.
(7) 2m1 ¢ . (9) 211 ¢
foy g0y
Wir werden zeigen, dass die Wegen f o~y und go~ als geschlossene Wege in C\ {0}
homotop sind. Daraus folgt dann, dass die beiden Integrale iibereinstimmen.

Sei 7 : [a,b] — G. Wir definieren die ,lineare Homotopie*

H :[0,1] x [a,0] — C\{0},  (5,8) = (1= 5)f(v(1)) +s9(~(1)).
Es ist zu zeigen, dass H wohldefiniert ist, d.h., dass H(s,t) # 0ist fiir alle s € [0, 1],
t € [a,b]. Nun gilt aber fiir z € |7|
(1= s)f(2) +s9(2)| = [ [(2) = s(f(2) = 9(2))| = 1f(2)] = sf(2) = g(2)|
> [f(2)] = slf(2)] = (1 = )| f(2)] = 0,
wobei wir die Voraussetzung |f(z) — g(2)| < |f(2)| verwendet haben. Das zeigt

|H(s,t)] > 0, also H(s,t) # 0. Also ist H tatséichlich eine Homotopie in C \ {0}
(von geschlossenen Wegen, denn

F(v(0)) + s9(7(b)) = H(s,1)).
= (g o )(t); damit folgt

und daraus die Behauptung. O

3.9. Beispiel. Eine Aufgabe aus dem Staatsexamen 2007:
s sei a > 1 eine reelle Zahl. Zeigen Sie, dass die Gleichung
z-eF =1

im Einheitskreis D = {z € C : |z|] < 1} genau eine Losung z, hat, und dass diese
reell ist mit 0 < 25 < 1.

Da es um Nullstellen im Einheitskreis geht, wéahlen wir v als den positiv ori-
entierten Rand von D. Wir sind interessiert an der Anzahl der Nullstellen der
holomorphen Funktion f = ze** — 1 in D. Um den Satz von Rouché anwenden
zu konnen, brauchen wir eine zweite Funktion g, mit der wir f vergleichen koénnen,
und von der wir die Anzahl der Nullstellen in D kennen. Hier bietet es sich an,
g(z) = ze®# zu versuchen, denn offensichtlich hat g genau eine Nullstelle bei z = 0
und unterscheidet sich von f nur wenig. Fiir die Anwendung des Satzes miissen
wir die Differenz f — g auf |y| abschétzen. Im Beispiel gilt

[f(z) —g(z)] =1 und |g(z)] = [e]e" " = " > et > 1,

denn a > 1. Damit ist | f — g| < |g| auf |y|, und wir kénnen den Satz von Rouché
anwenden (mit vertauschten Rollen von f und g¢). Der Satz zeigt, dass f und g
gleich viele Nullstellen in D haben, also hat f ebenfalls genau eine Nullstelle
2o € D.

Die letzte Behauptung folgt aus dem Zwischenwertsatz: Es ist f(0) = —1 und
f(1) =1 —1 > 0, also gibt es eine reelle Nullstelle zwischen 0 und 1. Da es nur
eine Nullstelle in D gibt, muss zy diese reelle Nullstelle sein.

Wir verallgemeinern den Begriff der ,, k-fachen Nullstelle* ein wenig.
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3.10. Definition. Sei f eine nicht-konstante bei 2y € C holomorphe Funktion.
Sei weiter w € C. Dann heifit zy eine k-fache w-Stelle von f, wenn gilt

ord,—,,(f(z) —w) = k.

Es gilt dann also in einer Umgebung von zp, dass f(z) = w + g(z) ist mit einer
holomorphen Funktion g, die in 2, eine k-fache Nullstelle hat. Insbesondere gilt: Sei
w = f(20). Dann ist zy eine einfache w-Stelle von f genau dann, wenn f'(z) # 0
ist.

Der Satz vom Nullstellen zihlenden Integral gilt dann analog fiir w-Stellen, wenn
man ihn auf f(z) —w anwendet.

Wir erhalten noch folgende Beschreibung des lokalen Verhaltens einer holomor-
phen Funktion.

3.11. Satz. Sei f in einer Umgebung von zy € C holomorph und nicht konstant,
mit f(zo) = wo, und zo sei eine k-fache wy-Stelle von f (dann ist k > 1). Dann gibt
es Umgebungen V von zy und W von wy, so dass es fir jedes w € W\ {wy} genau
k verschiedene Punkte z1,...,z, € V gibt mit f(z;) = w; jeder dieser Punkte ist
eine einfache w-Stelle von f.

Beweis. Da f nicht konstant ist, gibt es eine Kreisscheibe V' um zy, so dass f
auf V definiert ist, und so dass f(2) # we und f'(z) # 0 ist fiir alle z € V' \ {20}.
Sei v der positiv orientierte Rand von V' und m = min.¢,| [ f(2) — wo|. Dann ist
m > 0, und wir setzen W = U,,,(wp). Sei nun w € W\ {wp}. Mit g(2) = f(2) —w
gilt dann
19(2) = (F(2) = wa)| = wo — w] < m < |£(2) - wy

fiir alle z € |y|. Nach dem Satz von Rouché 3.8 hat g also in V' genau so viele
Nullstellen wie f — wg, ndmlich k& (mit Vielfachheit gezéhlt). Wegen w # wy sind
diese Nullstellen von z, verschieden; wegen ¢'(z) = f'(z) # 0 fiir z € V' \ {20} sind
es einfache Nullstellen. Damit hat g genau k verschiedene einfache Nullstellen
Z1, ..., 2 in V; dies sind genau die w-Stellen von f. O

Als Folgerung erhalten wir einen neuen Beweis des Satzes von der Gebietstreue:

3.12. Folgerung. Sei f : D — C holomorph und nicht konstant auf dem Gebiet
D c C. Dann ist f(U) C C offen fir jede offene Teilmenge U C D.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass fiir jedes zg € U das Bild f(U) eine Umgebung
von wy = f(zp) enthélt. Das folgt aber unmittelbar aus Satz 3.11. O

Auflerdem konnen wir sagen, wann f lokal bijektiv ist:

3.13. Folgerung. Sei f : D — C holomorph und zy € D. Es gibt genau dann
Umgebungen U von zy in D und W von wy = f(20), die von f bijektiv aufeinander
abgebildet werden, wenn f'(z9) # 0 ist.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass f/'(z9) # 0 ist. Dann ist zy eine einfache
wo-Stelle von f, und Satz 3.11 gibt uns Umgebungen V' von zy und W von wy,
so dass W C f(V) und jedes w € W unter f genau ein Urbild in V' hat. Mit
U= f~Y(W)NV ergibt sich die Behauptung: f(U) = W, also ist f : U — W
surjektiv, und jedes w € W hat nur ein Urbild, also ist f : U — W injektiv.
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Falls f'(z9) = 0 ist, dann ist entweder f konstant, also sicher nicht lokal bijektiv,
oder zj ist eine k-fache wy-Stelle von f mit £ > 2. Dann zeigt Satz 3.11 aber, dass
f auf keiner noch so kleinen Umgebung von z, injektiv ist, also ist f ebenfalls
nicht lokal bijektiv. U

3.14. Folgerung. Sei f : D — C eine injektive holomorphe Funktion. Dann
ist die Umkehrfunktion f=' : f(D) — C ebenfalls holomorph, d.h., f ist eine
biholomorphe Abbildung D — f(D).

f : D1 — D, ist eine biholomorphe Abbildung, wenn f bijektiv ist und sowohl f
als auch f~! holomorph sind.

Beweis. Nach Folgerung 3.13 ist f/(2) # 0 fiir alle z € D. Daraus folgt, dass f~!
in w = f(z) komplex differenzierbar ist (mit (') (w) = 1/f(z)). Also ist f~!
auf f(D) holomorph. O

Wir kénnen das lokale Verhalten in der Umgebung einer k-fachen wy-Stelle noch
etwas genauer beschreiben:

3.15. Satz. Sei zy eine k-fache wy-Stelle der holomorphen Funktion f. Dann gibt
es Umgebungen U von zg und V von 0 und eine btholomorphe Abbildung h : U — V'
mit h(zo) =0, so dass auf U gilt

f(2) = wo + h(2)".

Beweis. In einer Umgebung von 2y gilt f(z) = wo+(2—20)*g(z) mit einer holomor-
phen Funktion g, so dass g(0) # 0. In einer eventuell kleineren Umgebung Ue:(20)
hat dann g keine Nullstelle, also existiert eine k-te Wurzel h von g (d.h., h* = g).

Wir setzen h(z) = (z — 29)h(z), dann ist
f(z) =wo+h(2)", h(z)=0 und K (z)#0.

Nach Folgerung 3.13 gibt es Umgebungen U von 2y und V' von 0,sodass h : U — V
biholomorph ist. [l

Anschaulich besagt dieser Satz, dass sich f in der Umgebung einer k-fachen wy-
Stelle im wesentlichen wie wg + (2 — 29)* verhélt.

4. DIE RIEMANNSCHE ZAHLENKUGEL

Die spezielle Behandlung von Polen ist manchmal etwas umstéandlich. Auf der
anderen Seite hat eine meromorphe Funktion in der Né#he eines Pols ein sehr
iibersichtliches Verhalten: Die Funktionswerte streben gegen unendlich. Es liegt
daher nahe, die komplexe Ebene C zu , kompaktifizieren“, indem man einen Punkt
,00“ hinzufiigt, den man dann als Grenzwert einer gegen unendlich divergierenden
Folge oder als Wert einer meromorphen Funktion in einem Pol auffassen kann.
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4.1. Die vervollstéindigte Ebene. Wir setzen zunéchst als Menge (verschiedene
Schreibweisen sind tiblich)

P'(C) =CP'=C =C := CU{o0}
und definieren die Topologie auf C wie folgt:

Eine Teilmenge U C C ist offen, wenn entweder U C C offen ist, oder wenn co € U
und C\ U C C kompakt ist.

(Es ist dann nicht schwer zu sehen, dass wir tatséchlich eine Topologie definiert
haben, d.h. dass beliebige Vereinigungen und endliche Durchschnitte von offenen
Mengen wieder offen sind, und dass () und C offen sind.)

Eine Umgebungsbasis fiir den Punkt oo ist also etwa durch die Komplemente der
abgeschlossenen Kreisscheiben U,.(0) mit r € R-( gegeben.

Wir zeigen erst einmal, dass wir die Ebene C auf diese Weise wirklich kompakti-
fiziert haben.

4.2. Satz. C ist hausdorffsch und kompakt.

Beweis. Es ist klar, dass je zwei Punkte in C C C disjunkte Umgebungen haben.
Um zu zeigen, dass C hausdorffsch ist, geniigt es also nachzuweisen, dass co und
z € C disjunkte Umgebungen haben. Als solche kann man etwa C \ U;(z) und
Uy (z) wihlen.

Sei nun (U;);es eine offene Uberdeckung von C. Dann gibt es iy € I, so dass
oo € U;,. Da U, in C offen ist, ist das Komplement C\Uj, eine kompakte Teilmenge
von C. Es gibt also eine endliche Teilmenge J C I, so dass

JuioC\u,.

ieJ

c= | u.

ieJU{io}

Es folgt

also gibt es eine endliche Teiliiberdeckung. Damit ist gezeigt, dass C kompakt
ist. U

4.3. Stereographische Projektion. Die Definition von C scheint nahezulegen,
dass der Punkt oo eine besondere Rolle spielt. Dies ist aber nicht so. Es gilt
nimlich, dass C homdomorph zur Kugeloberfliche S? ist (und auf S? sind alle
Punkte , gleich®). Ein Homéomorphismus ist durch die stereographische Projektion
gegeben. Dazu betten wir die komplexe Ebene C in den R? ein durch x + iy —
(z,9,0); die S? ist die Oberfliche der Einheitskugel mit ,Nordpol“ N = (0,0, 1).
Dann ist die Abbildung

T+ 1y

1—2z"

die durch Projektion von N weg gegeben ist, ein Homdomorphismus (die Inverse
ist

p: SP\{N} —C,  (z,y,2) —

-1 . 2 . 2 2
o :C— 5%, x+2y»—>1+x—2+y2(2x,2y,x +y —1)),
der sich via ¢(N) = oo zu einem Homéomorphismus zwischen S? und C fortsetzt

(Ubung!).
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Diese Tatsache erklart den Namen Riemannsche Zahlenkugel (oder Zahlensphire)
fiir die vervollstandigte Ebene C.

4.4. Satz (Abbildungen nach (@) Sei f meromorph auf G C C. Dann ldisst
sich f zu einer stetigen Funktion f : G — C fortsetzen, indem man fir jede
Polstelle zy von f setzt f(z) = oc.

Beweis. Sei zy eine Polstelle von f und U eine Umgebung von z, so dass f auf
U \ {z} holomorph ist. Es geniigt zu zeigen, dass f in z, stetig ist. Wir wissen
(siehe 0.1), dass |f(z)| — oo fiir z — zp. Das bedeutet, dass es zu jedem M > 0
ein € > 0 gibt, so dass |f(z)] > M fur alle z € U.(29) \ {20}. Da die Mengen
{z € C:|z] > M} U{oo} eine Umgebungsbasis von oo bilden, ist das gerade die
Definition der Stetigkeit von f in 2. O

Das legt folgende Definition nahe.

4.5. Definition. Sei G C C ein Gebiet, f : G — C stetig. Dann heiBt f holomorph
i 29 € G, wenn es eine Umgebung U von z; gibt, so dass entweder

e f(z) # oo, f(U) C Cund f holomorph auf U, oder
e f(z) =00, f(U)c C\ {0} und 1/f holomorph auf U.

Dabei definieren wir (1/f)(z) = 1/f(z) wenn f(z) # 0,00, (1/f)(z) = 0 fiir
f(z) =00 (und (1/f)(2) = oo fiir f(z) = 0). f heiBt holomorph, wenn f in allen
Punkten 2y € G holomorph ist.

A

4.6. Folgerung. Sei f meromorph auf G C C. Dann ist f : G — C wie in
Satz 4.4 holomorph.

Ist umgekehrt f : G — C holomorph, so ist entweder f = oo konstant, oder
D = f~Y(c0) C G ist diskret, und f: G\ D — C ist meromorph auf G.

Beweis. f ist stetig nach Satz 4.4 und jedenfalls aulerhalb der Pole von f holo-
morph. Sei zy € G ein Pol von f. Dann gilt (1/f)(z) — 0 fiir z — zp, also hat 1/f
in 2 eine hebbare Singularitit und lésst sich zu einer dort holomorphen Funktion
fortsetzen, die mit 1/ f iibereinstimmt. Also ist f in 2o holomorph.

Ist f:G — C holomorph und nicht konstant co, dann sind die oo-Stellen von f
isoliert (denn die Nullstellen der dort holomorphen Funktion 1/f sind isoliert),
also ist D diskret. Nach Voraussetzung ist f|\ p holomorph als Abbildung nach C.
AuBerdem gilt fiir zp € D, dass f(z) — oo fiir z — 2, also auch |f(z)] — oo.
Das impliziert, dass f|e\p in 2o einen Pol hat. Insgesamt ist also f|g\p in G
holomorph bis auf isolierte Singularitdten, die Pole sind, also ist die Funktion
meromorph in G. U

Wir koénnen also meromorphe Funktionen mit holomorphen Funktionen nach C
identifizieren und umgekehrt (mit Ausnahme der konstanten Funktion f = 00).

Analog kénnen wir auch Funktionen auf (Teilmengen von) C betrachten.
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4.7. Definition. Sei G C C ein Gebiet (also offen und zusammenhéngend) und
f : G — C eine Abbildung. f heifit holomorph in zy € G, wenn entweder

e 2o € Cund f in zy holomorph ist nach Definition. 4.5, oder
e 2y = 00, und sich z — f(1/z) zu einer in 0 holomorphen Funktion fortset-
zen lésst.

Ist f auf dem Komplement einer kompakten Teilmenge von C holomorph, so hat
z+ f(1/z) in z = 0 eine isolierte Singularitét. Je nachdem, ob diese Singularitét
hebbar, ein Pol oder wesentlich ist, sagt man, f habe bei oo eine hebbare Singu-
laritét, einen Pol oder eine wesentliche Singularitét. f lédsst sich genau dann zu
einer in oo holomorphen Funktion nach C fortsetzen, wenn f in oo eine hebbare
Singularitdt hat. f lédsst sich genau dann zu einer in oo holomorphen Abbildung
nach C fortsetzen, wenn f in oo hochstens einen Pol hat. In diesem Fall setzen wir

ordes (f) = ordg(z — f(1/2)) .

4.8. Beispiele.

(1) z — 1/z lisst sich zu einer biholomorphen Abbildung C — C fortsetzen
(Ubungsaufgabe).

(2) Jedes nicht konstante Polynom f(z) = a,2" + -+ + ag ldsst sich zu einer
holomorphen Abbildung C — C fortsetzen, indem man f(co0) = oo setzt.
Ist a,, # 0, dann hat f einen n-fachen Pol bei oo.

(3) Die Exponentialfunktion z + e* ldsst sich nicht zu einer holomorphen

Abbildung C — C fortsetzen, denn sie hat eine wesentliche Singularitét
bei oo.

Es gibt sehr viele holomorphe Funktionen C — C. Wie sieht es mit holomorphen
Funktionen C — C aus?

Wir betrachten zunéchst einen Spezialfall.

4.9. Lemma. Sei f : C — C holomorph mit f(C) C C (d.h., f ist die Fortsetzung
einer ganzen Funktion). Dann ist f ein Polynom.

Beweis. Da f in oo holomorph ist, hat z — f(1/z) in 0 schlimmstenfalls einen
Pol. Es gibt also ein n > 0 und eine Konstante M > 0, so dass |f(1/z)| < M/|z|"
ist fiir z nahe bei 0. Es folgt, dass |f(z)| < M|z|™ ist fiir grofle |z|, also auch fiir
alle z € C. Aus der Cauchyschen Abschétzung fiir die Taylorkoeffizienten von f
ergibt sich dann, dass f ein Polynom vom Grad hochstens n ist. Il

Zur Erinnerung: Ist f auf einem Gebiet G C C holomorph, und ist Ug(0) C G, so
hat f eine Potenzreihenentwicklung

f(z) = Z a,z",
n=0

die in Ug(0) konvergiert, und es gilt (als Folgerung aus der Cauchyschen Integral-

formel)
_ 1 f(Q)
= o / gt 46

OUR(0)
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Daraus folgt die Cauchysche Abschitzung der Taylorkoeffizienten
1 maxp.i=r [ f(z)|  max =g |f(2)]
la,| < p 2R s = 7 .
Ist f: C — C eine ganze Funktion mit |f(z)| < M|z|™ fir |z| groB, dann kann
man R beliebig grof§ wéihlen, und es folgt fiir m > n

n
|am|éhRnil£f Rm =0,

also ist
- e
m=0
ein Polynom vom Grad hochstens n. Fiir n = 0 hat man den Satz von Liouville.

4.10. Folgerung. Ist f : C—cC holomorph, dann ist f konstant.

Beweis. Am einfachsten sieht man das so: f ((@) C C ist als stetiges Bild einer
kompakten Menge kompakt, also insbesondere beschrénkt. Dann ist f|c eine be-
schriankte ganze Funktion, nach dem Satz von Liouville also konstant.

Hier ist ein anderer Beweis: Wenn f nicht konstant ist, dann ist f (@) sowohl
kompakt und damit abgeschlossen, als auch offen (nach dem Satz von der Gebiets-
treue). Die einzigen sowohl offenen als auch abgeschlossenen Teilmengen von C
sind C selbst und die leere Menge (denn C ist zusammenhéngend); von diesen ist
nur die leere Menge kompakt. Das Bild von f ist aber nicht leer, Widerspruch. [J

4.11. Satz. Sei f : C—C holomorph. Dann ist entweder f = oo konstant, oder
f st die eindeutig bestimmte holomorphe Fortsetzung einer rationalen Funktion

auf C.

Beweis. Sei f nicht konstant oco. Dann ist nach Folgerung 4.6 f die eindeutig
bestimmte holomorphe Fortsetzung einer auf C meromorphen Funktion h. Da f
bei oo ebenfalls holomorph ist, gibt es eine punktierte Umgebung von oo in C,
in der h keine Pole hat. Das bedeutet, dass die Pole von h in einer kompakten
Teilmenge von C enthalten sind; es folgt, dass h nur endlich viele Pole hat. Sei p
ein Polynom, das in den Polen von h Nullstellen der entsprechenden Vielfachheit
hat. Dann ist p - h (nach ,Stopfen® der jetzt hebbaren Singularitéten) eine ganze
Funktion, die bei oo einen Pol hat. Nach Lemma 4.9 ist ¢ = p - h ein Polynom,
also ist h = ¢/p eine rationale Funktion. Il

4.12. Folgerung. Die biholomorphen Abbildungen C — C sind genau die gebro-
chen-linearen Funktionen
az+b
cz+d

Z

mit ad # be.

Diese Abbildungen heiflen auch Mdébius- Transformationen.

Beweis. Ist f wie angegeben, dann ist f nach Satz 4.11 eine holomorphe Abbildung
C — C. Die Bedingung ad # be stellt sicher, dass f nicht konstant ist. Man rechnet
nach, dass

dz—b

zZ — —
—cz+a
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die Umkehrfunktion ist:
dijif; —b  dlaz+b)—blcz+d)  (ad—bc)z

az+b - =z;
—ctZi+a —claz+b)+alcz+d)  ad—be

damit ist klar, dass f biholomorph ist.

Sei umgekehrt f : C—C biholomorph. Dann ist wiederum nach Satz 4.11 f eine
rationale Funktion: f = p/q mit Polynomen p und ¢ ohne gemeinsame Nullstellen.
Sei n = max{degp,degq}; dann ist p — Ag fiir fast alle A € C ein Polynom
vom Grad n. Es gibt also (mit Vielfachheit gezihlt) n Nullstellen von p — Ag.
Diese sind keine Nullstellen von ¢, also gilt, wenn z; eine solche Nullstelle ist,
ord,,(p — A\q) = ord,,(f — A). Es gibt also n A-Stellen von f (mit Vielfachheit).
Nach Satz 3.11 gibt es dann fiir w # A nahe bei A genau n verschiedene w-Stellen
von f.Ist n > 1, ist f also nicht injektiv und damit nicht biholomorph. Da f nicht
konstant sein kann, folgt, dass n = 1 sein muss. Das bedeutet gerade, dass f eine
gebrochen-lineare Funktion ist. Il

Ist G C C ein Gebiet (oder allgemeiner eine Riemannsche Fliache, siehe unten),
dann heiflen die biholomorphen Abbildungen G — G auch die Automorphismen
von GG. Wir werden sie im néchsten Kapitel genauer studieren.

4.13. Riemannsche Flachen. Die Zahlenkugel C ist das erste Beispiel einer
nichttrivialen Riemannschen Fliche. Analog zum Begriff der differenzierbaren
Mannigfaltigkeit aus der reellen Analysis ist eine Riemannsche Fléche ein ,,Raum*,
der lokal so aussieht wie ein Teil der komplexen Ebene. Formal ist eine Riemann-
sche Fliache eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit M mit einem Atlas, der offene
Teilmengen von M mit offenen Teilmengen von C identifiziert und dessen Karten-
wechsel holomorph sind. Sind M und M’ zwei Riemannsche Flichen, so ist eine
Abbildung f : M — M’ holomorph, wenn die durch Vor- und Nachschaltung der
Karten (bzw. deren Inversen) entstehenden Funktionen holomorph sind.

Jedes Gebiet G C C ist eine Riemannsche Fldche; ein Atlas besteht aus der einen

Abbildung G — C.

Ein Atlas fiir die Zahlenkugel C ist zum Beispiel gegeben durch die beiden Funk-
tionen ¢ 5> C 4 Cund € > C\{0} — C, z — 1/2, 00 — 0. Unsere Definition der
Holomorphie von Funktionen auf (4.7) bzw. nach C (4.5) bedeutet dann gerade
,holomorph beziiglich der Karten*.

Leider haben wir in dieser Vorlesung nicht die Zeit, uns ndher mit Riemannschen
Fléachen zu beschéftigen.

Es folgen noch einige Aussagen iiber meromorphe Funktionen, die nicht direkt
etwas mit der Zahlenkugel zu tun haben, aber auch kein eigenes Kapitel verdienen.

4.14. Definition. Sei G C C (oder C C) eine nicht leere offene Teilmenge. Wir
bezeichnen die Menge der meromorphen Funktionen auf G mit M(G).

4.15. Satz. M(G) ist ein Ring. M(G) ist ein Korper genau dann, wenn G zu-
sammenhdngend ist.

Beweis. Es ist klar, dass Summe, Differenz und Produkt von meromorphen Funk-
tionen wieder meromorph sind (man betrachte die Laurentreihen in einem gege-

benen Punkt). M(G) ist ein Korper genau dann, wenn fiir 0 # f € M(G) auch
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1/ f wieder meromorph ist. Das ist wiederum genau dann der Fall, wenn die Null-
stellenmenge von f diskret ist, denn dann ist 1/f eine Funktion mit isolierten
Singularitdten auf G, die hebbar oder Pole sind. Ist die Nullstellenmenge von f
nicht diskret, dann hat sie einen Haufungspunkt zy, und nach dem Identitéitssatz
ist dann f = 0 auf der Zusammenhangskomponente von G, die zy enthélt. Ist G
zusammenhéngend, folgt f = 0, ein Widerspruch. Also muss f invertierbar sein.
Ist G' nicht zusammenhéngend, dann ist die Funktion, die auf einer Zusammen-
hangskomponente den Wert 0 und auf den anderen den Wert 1 hat, meromorph
(sogar holomorph) und nicht invertierbar. O

4.16. Folgerung. Sei G C C (oder C C) ein Gebiet, und seien f,g € O(G) mit
g # 0. Dann ist f/g € M(G).

Beweis. Nach Satz 4.151ist 1/g € M(G); damit ist auch f/g = f-1/g € M(G). O

Es ist eine interessante Frage, ob auch die Umkehrung gilt: Ist jede auf G meromor-
phe Funktion f ein Quotient von auf G holomorphen Funktionen? Das ist sicher
richtig, wenn f nur endlich viele Pole hat, denn dann kann man ein Polynom p
finden, das die entsprechenden Nullstellen hat; dann ist f = h/p mit h € O(G)
(vergleiche den Beweis von Satz 4.11). Fiir den allgemeinen Fall braucht man den
Weierstrafischen Produktsatz, iiber den wir spater noch sprechen werden. Er stellt
sicher, dass es eine geeignete holomorphe Funktion p auch dann noch gibt, wenn
f unendlich viele Pole in G hat.

5. KONFORME ABBILDUNGEN UND AUTOMORPHISMEN

5.1. Konforme Abbildungen. Eine konforme Abbildung ist eine winkeltreue
und orientierungserhaltende stetig differenzierbare Abbildung G — R? wo G C R?
ein Gebiet ist. Was heifit das genau? Sei f = (g, h) : G — R? glatt und (g, yo) € G.
Dann ist die Ableitung df(,,,y,) gegeben durch die Jacobi-Matrix

d(g,h) _ a—Z(%,yo) @(xo,yo)
8($,y) (m();yO) - (gh g% ) .

%(9507 Yo) a_y(l’o: Yo)
f heiBt winkeltreu in (xg, o), wenn J = J(xg, yo) eine invertierbare lineare Abbil-
dung R? — R? ist, die Winkel erhilt. Wenn wir das Skalarprodukt zweier Vektoren
v=(vy,v2)" und w = (wy,wy)" mit

J(%,yo) =

(v, W) = Viwy + Vows
bezeichnen, dann ist der Winkel a zwischen v und w gegeben durch
(v, w)

Vv, o)/ ww)

(Wir nehmen natiirlich an, dass weder v noch w der Nullvektor ist.) Wenn wir fiir

v und w einmal (1,0)" und (0,1)" und einmal (1,0)" und (1,1)7 einsetzen, dann

sehen wir, dass die Spalten von J, die ja die Bilder der Basisvektoren sind, die

gleiche Lénge haben und aufeinander senkrecht stehen miissen. Es ist also
J=MA

mit A € R.o und einer orthogonalen Matrix A (d.h. AAT = I ist die Einheitsma-

trix; die Spalten von A bilden eine Orthonormalbasis von R?). Dann gilt

(Av, Aw) = (v,w), also (Jv, Jw) = \*{v,w),

Ccos o =
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woraus folgt, dass J winkeltreu ist. J muss also die obige Form haben. Eine or-
thogonale Matrix A beschreibt eine Drehung oder eine Spiegelung an einer Gera-
den durch den Ursprung; die winkeltreuen linearen Abbildungen sind also Dreh-
streckungen oder Spiegelungen, gefolgt von einer Streckung.

f heiBt orientierungserhaltend in (zo,y), wenn J = J(xg,y) eine orientierungs-
erhaltende invertierbare lineare Abbildung ist, d.h. orientierte Basen in orientierte
Basen iiberfiihrt. Letzteres ist dquivalent zu det J > 0.

Fiir eine orthogonale Matrix A gilt det A = £1, und det A = 1 fiir Drehungen A,
det A = —1 fiir Spiegelungen A. Ist J also winkeltreu und orientierungserhaltend,
so ist J eine Drehstreckung und umgekehrt.

Wenn wir jetzt wie iiblich C mit R? identifizieren, dann entsprechen die Dreh-
streckungen genau den C-linearen Abbildungen, also z — az mit a € C\ {0}. (Ist
a = re” mit r > 0 und ¢ € R, dann ist das die Drehung um den Winkel ¢, zusam-
men mit der Streckung um den Faktor r.) Ist aber die Ableitung in zy = xo + iyo
einer reell stetig differenzierbaren Funktion f : G — C (G C C ein Gebiet) von der
Form z — az, dann ist f in z; komplex differenzierbar mit Ableitung f'(z) = «a.
Wir halten fest:

5.2. Lemma. Sei G C C ein Gebiet. Eine reell stetig differenzierbare Abbildung
f G — Cist konform in zy € G genau dann, wenn f in zg komplex differenzierbar
ist mit f'(zo) # 0.

Interessanter ist es, wenn f nicht nur in einem Punkt konform ist.

5.3. Definition. Sei G C C ein Gebiet, f : G — C reell stetig differenzierbar.

(1) f heiit lokal konform bei zg € G, wenn es eine Umgebung U von zp in G
gibt, so dass f in jedem Punkt von U konform ist.

(2) Ist G’ C C ein Gebiet und f : G — G’, dann heifit f konform, wenn f
bijektiv und in jedem Punkt von G konform ist.

Aus Lemma 5.2 ergibt sich dann folgende Charakterisierung:

5.4. Satz. Set G C C ein Gebiet, f : G — C reell stetig differenzierbar. Dann
ist [ lokal konform bei zg € G genau dann, wenn f bei zg holomorph ist, und

f'(z0) #0.

Sei G' = f(G). Dann ist f : G — G konform genau dann, wenn f biholomorph
15t.

Ist f bei zy € G lokal konform, dann gibt es eine offene und zusammenhdngende
Umgebung U von zo in G, so dass f : U — f(U) konform ist.

Bewets. f ist bei z lokal konform genau dann, wenn f in jedem Punkt einer Um-
gebung U C G von 2y konform ist. Nach Lemma 5.2 bedeutet das, dass f in jedem
Punkt von U komplex differenzierbar ist mit nicht verschwindender Ableitung.
Also ist f holomorph bei zy mit f/'(z9) # 0. Ist umgekehrt f holomorph bei zj
mit f'(z9) # 0, dann ist f komplex differenzierbar auf einer Umgebung von z,
und (wegen der Stetigkeit von f’) f’ verschwindet auf einer eventuell kleineren
Umgebung U nicht. Nach Lemma 5.2 ist f dann konform in jedem Punkt von U,
also lokal konform bei zg.

Ist f : G — G’ konform, dann ist f bijektiv, und nach dem ersten Teil ist f
holomorph mit f’ # 0 auf G. Nach Folgerung 3.14 ist f dann biholomorph. Ist



32

umgekehrt f : G — G’ biholomorph, dann ist f bijektiv, und f ist holomorph;
auBerdem wissen wir, dass f’ nicht verschwindet (siehe etwa Folgerung 3.13). Es
folgt, dass f konform ist.

Ist nun f bei zy lokal konform, dann haben wir gesehen, dass f bei z5 holomorph
ist mit f’(zy) # 0. Nach Folgerung 3.13 ist dann f bei 2 lokal biholomorph, d.h.
es gibt eine (0BdA offene und zusammenhéngende) Umgebung U von zy in G, so
dass f: U — f(U) biholomorph ist. Dann ist f : U — f(U) aber konform. O

5.5. Definition. Sei G C C (oder G C C) ein Gebiet. Ein Automorphismus von G
ist eine biholomorphe (dquivalent: konforme) Abbildung f: G — G.

5.6. Bemerkung. Die Automorphismen eines Gebietes G bilden eine Gruppe,
die Automorphismengruppe Aut(G) von G. Die Verkniipfung in Aut(G) ist durch
das Hintereinanderschalten der Abbildungen gegeben; das neutrale Element ist die
Identitatsabbildung idg.

Wir hatten bereits gesehen (Folgerung 4.12):

“Hz ‘ a,byed € C ad £ bel

Aut(C) = {z —

cz +

5.7. Lemma. Die Abbildung

. b
¢ : GLy(C) — Aut(C), (CCL Z) — (z — :jjd)

st ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Der Kern besteht aus den skalaren

Matrizen XI mit A € C\ {0}.

Beweis. Es ist nachzupriifen, dass das Produkt zweier invertierbarer Matrizen auf
die Verkniipfung der entsprechenden Mobius-Transformationen abgebildet wird.
Das ist eine Ubungsaufgabe. Die Surjektivitit ist klar. Ist eine Matrix M im Kern,
folgt (M) =1id, also b=c=0und a =d, d.h. M = X[ mit A = a = d. O

5.8. Bemerkung. Nach den bekannten Sétzen aus der Algebra gilt also
_ GL,(C)
C{A[|xecC\{o}}’

Aut(C) = PGL,(C) :

Folgendes ist niitzlich zu wissen:

5.9. Lemma. Ist v € Aut((@) mit v # idg, dann hat v genau einen oder genau
zwei Fizpunkte in C.

Insbesondere gilt: Hat v mindestens drei Fixpunkte, dann ist v die Identitét.

Beweis. Sei v(z) = (az + b)/(cz + d). Die Fixpunkte z € C werden durch die
Gleichung

Y(2)=2 &= az+b=(cz+d)z < cz*+(d—a)z—b=0
beschrieben. Im Polynom rechts sind alle Koeffizienten null genau dann, wenn
a=dund b = c =0, also wenn v = idg ist. Anderenfalls gibt es hochstens zwei
Losungen. co € C ist ein Fixpunkt genau dann, wenn ¢ = 0 ist (denn y(oc0) = a/c);

in diesem Fall hat das Polynom Grad < 1, und es gibt hochstens einen weiteren
Fixpunkt. Ist ¢ # 0, dann gibt es einen oder zwei Fixpunkte in C. U
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5.10. Satz. Seien z1, 29,23 € C und w1y, Wo, Wy € C je drei verschiedene Punk-

te. Dann gibt es genau einen Automorphismus v € Aut(C) mit y(z;) = w; fir
j=1,2,3.

Beweis. Eindeutigkeit: Sind v, und 7, zwei Automorphismen mit v, (z;) = 12(2;) =
w; fiir j =1,2,3, dann gilt fiir v =75 oy
Yz) =n" (n(z) =7 (w) =2,
also hat ~ die drei Fixpunkte 21, 25, 23. Nach Lemma 5.9 folgt v = id, also v; = 7».
Existenz: Seien zunéchst z; = 0, 2o = 1, 23 = 0o. Wir setzen an
az+b b a+b a
—= e e 0 = -, — ]_ = —, e = —,

W)= EE = =) =g, we =)= T = (o) = 2
Wir nehmen erst einmal an, dass w; # oo. Dann erhalten wir das lineare Glei-
chungssystem

b—wid=0, a+b—wyec—wyd=0, a—w3c=0

aus drei Gleichungen in den vier Variablen a,b,c,d; es muss eine nichttriviale
Losung haben, die ein geeignetes v liefert. (ad # be folgt aus wy # wy # w3 # wy.)
Ist etwa w; = 0o, dann muss die erste Gleichung ersetzt werden durch d = 0,
und das Argument geht genauso durch. Analog fiir ws = 0o oder w3 = co. Wir
schreiben 7., w,w,; flir den Automorphismus, den wir konstruiert haben.

Sind nun 21, 25, 23 beliebig, dann erfiillt

_ -1
’Y - ,ywlvw27w3 © 721,22,23

die Bedingungen. U

Die Aussage des Satzes wird manchmal auch formuliert als ,,Aut(@) operiert scharf
3-fach transitiv auf C*«.

Eine Gruppe G operiert k-fach transitiv auf einer Menge X, wenn es zu je k
verschiedenen Elementen x1,...,2 € X und y1,...,yx € X ein g € G gibt mit
g(xj) = y; fur alle 1 < j < k. Die Operation ist scharf k-fach transitiv, wenn
dieses g € (G eindeutig bestimmt ist.

Wir werden jetzt die Automorphismengruppen von einigen anderen Gebieten be-
stimmen. Als erstes betrachten wir die komplexe Ebene C.

5.11. Lemma. Se: U C C eine punktierte Umgebung von z = 0. Ist f : U — C
holomorph und injektiv, dann ldsst sich f zu einer injektiven holomorphen Funk-
tion f: U U{0} — C fortsetzen.

Beweis. f hat in z = 0 eine isolierte Singularitdt. Wir zeigen, dass hier keine
wesentliche Singularitét vorliegen kann. Wir wissen nédmlich (Satz von Casorati-
Weierstra$, siehe § 0), dass das Bild jeder punktierten Umgebung einer wesentli-
chen Singularitdt in C dicht liegt. Sei zg € U, und sei B C U eine offene Kreis-
scheibe um zp mit einem Radius < |z]. Da f nicht konstant ist, ist f(B) C C
offen. Sei jetzt V' C U\ B eine weitere punktierte Umgebung von z = 0. Dann ist
f(V) dicht in C, muss also mit f(B) nichtleeren Durchschnitt haben. Jeder Punkt
in diesem Durchschnitt hétte dann mindestens zwei Urbilder unter f, eines in B
und eines in V. Das widerspricht der Tatsache, dass f injektiv ist.

Wir haben also eine hebbare Singularitdt oder einen Pol. In beiden Féllen gibt es
die holomorphe Fortsetzung f : U — C (im ersten Fall ist f(0) = lim,_¢ f(z) € C,
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im zweiten Fall ist f(0) = co). Im zweiten Fall ist f offensichtlich injektiv, im
ersten Fall ebenfalls: Wire f(z) = f(0) mit 2z # 0, dann gébe es disjunkte
Umgebungen von z, und von 0, die unter f auf die selbe Umgebung von f(0)
abgebildet wiirden; dann wére aber f schon nicht injektiv gewesen. U

Exkurs: Der Satz von Casorati-Weierstrafl. Da es niitzlich ist, die Beweis-
idee fiir den Satz von Casorati-Weierstrafl zu kennen, sei der Beweis hier kurz
skizziert.

Sei also U eine punktierte Umgebung von 2y € C, f : U — C holomorph mit einer
wesentlichen Singularitét bei zg. Wir nehmen an, f(U) sei nicht dicht in C. Dann
gibt es eine nicht leere offene Menge V' C C mit f(U) NV = (. (Eine Teilmenge
A C X eines topologischen Raumes X ist dicht genau dann, wenn A jede nicht
leere offene Teilmenge von X trifft.) Sei w € V und r > 0 mit U,(w) C V. Dann
gilt fiir alle z € U:
1 1

lf(z) —w| >, also auch }f — ‘gr
die isolierte Singularitit zg von z — 1/(f(z) — w) ist damit hebbar, und es gibt
eine holomorphe Funktion g : U U {2z} — C mit g(2) = 1/(f(2) — w) fiir alle
z € U. Dann folgt fiir z € U, dass

mit g holomorph in 2y, damit kann f in 2z aber schlimmstenfalls einen Pol haben.
Das ist ein Widerspruch dazu, dass f eine wesentliche Singularitédt hat. Also muss
die Annahme falsch sein, und f(U) ist dicht in C.

5.12. Bemerkung. FEine Aussage wie in Lemma 5.11 gilt auch, wenn U C C eine
punktierte Umgebung von einem beliebigen zy € C ist, und auch fir f: U — C.

Beweis. Man betrachte z — f(z — z9) (falls 29 € C) bzw. z — f(1/2) (falls
2 = 00). Hat f Werte in C, dann ersetze man U durch U\ f~(c0). Da f injektiv
ist, wird dadurch héchstens ein Punkt entfernt. Am Ende fiigt man den Punkt mit
dem Funktionswert oo wieder ein. Das Argument, das im Beweis von Lemma 5.11
dafiir gegeben wurde, dass f im Falle einer hebbaren Singularitit injektiv ist, zeigt
allgemein, dass eine holomorphe Abbildung U — C injektiv ist, wenn sie auflerhalb
einer endlichen Menge injektiv ist. O

5.13. Satz. Die Automorphismen von C sind genau die affinen Abbildungen
z—az+b

mit a,b € C, a # 0.

Beweis. Sei f : C — C ein Automorphismus. Dann ist f bijektiv. Nach Lem-
ma 5.11 und Bemerkung 5.12 mit zyg = oo kann man f zu einem Automorphismus
f von C fortsetzen, und es gilt f (0) = 0. f muss eine Mabius-Transformation
sein: b

~ az

f(Z) - cz + da
die Bedingung f(c0) = oo bedeutet ¢ = 0. Dann kann d nicht ebenfalls verschwin-
den, und wir kénnen so skalieren, dass d = 1 ist. Es folgt f(z) = f(z) = az +b fiir
alle z € C; die Bedingung ad # bc reduziert sich auf a # 0.
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Umgekehrt ist klar, dass alle affinen Abbildungen der angegebenen Form Auto-
morphismen von C sind. U

Als néchstes betrachten wir die punktierte Ebene C* = C \ {0}.

5.14. Satz. Die Automorphismen von C* sind genau die Abbildungen der Form
f(z)=az oder  f(z)=-
mit a € C\ {0}.

Beweis. Es ist klar, dass die angegebenen Funktionen Automorphismen von C*
sind. Sei also umgekehrt f : C* — C* ein Automorphismus. Nach Lemma 5.11
und Bemerkung 5.12 ldsst sich f zu einem Automorphismus ¢ : C — C fort-
setzen (Ubungsaufgabe). Es muss gelten g(0) = 0, g(00) = oo oder g(oo) = 0,
g(0) = oo. Diese Bedingungen an die Mobius-Transformation g fithren sofort auf
die angegebenen Formen. O

Jetzt wenden wir uns der offenen Einheitskreisscheibe D = {z € C : |z| < 1} zu.
Das wichtigste Hilfsmittel dabei ist das folgende Lemma von Schwarz:

5.15. Lemma (Schwarz). Sei f : D — D holomorph mit f(0) = 0. Dann gilt
fir alle z € D, z # 0, dass |f(z)| < |z|; auferdem ist |f'(0)] < 1. Gilt an einer
Stelle Gleichheit, dann ist f eine Drehung: f(z) = wz mit |w| = 1.

Beweis. Sei g(z) = f(z)/z; dann hat g in z = 0 eine hebbare Singularitét, die
wir durch ¢(0) = f(0) ,,stopfen konnen. Die erste Aussage des Lemmas ist dann
dquivalent zu |g(z)| < 1 fiir alle z € D.

Sei 0 < r < 1. Die Funktion g nimmt ihr Maximum auf der abgeschlossenen
Kreisscheibe K, = U,.(0) auf dem Rand an. Dort gilt aber

(o] = O _ G

|| r r

Es folgt, dass |g(z)| < 1/r ist fiir alle z mit |z| < r. Mit r — 1 folgt |g(z)| < 1 fiir
alle z € D.

Gilt |g(z9)| = 1 fiir ein 29 € D, dann nimmt g sein Maximum (]g| = 1) in einem
Punkt im Inneren jedes K, mit r > |z| an, und g muss konstant sein: g = w mit
lw| = 1. Es folgt f(z) = wz wie behauptet. d

5.16. Folgerung. Die Automorphismen [ der offenen Einheitskreisscheibe D mit
f(0) = 0 sind genau die Drehungen z — wz, |w| = 1.

Beweis. Es ist klar, dass jede Drehung ein Automorphismus von D ist, der 0 fest
liasst. Sei umgekehrt f € Aut(D) mit f(0) = 0. Dann sind sowohl f als auch f~1
holomorphe Funktionen D — D. Wir konnen also Lemma 5.15 auf beide anwenden
und erhalten

2l = 1F (@) < ()] < |2l e alle z € D.

Es muss also Gleichheit gelten: | f(z)| = |z| fiir alle z € D; nach dem zweiten Teil
von Lemma 5.15 folgt dann, dass f eine Drehung sein muss. O



36

5.17. Folgerung. Die Automorphismen der punktierten offenen Einheitskreisschei-
be D* = D\ {0} sind genau die Drehungen z — wz (d.h., w € C mit |w| =1).

Bewers. Es ist klar, dass die Drehungen Automorphismen von D* sind. Sei um-
gekehrt f : D* — D* ein Automorphismus. Dann ist 0 eine isolierte Singularitét
von f. Da f beschriankt ist (|f| < 1), ist die Singularitat hebbar durch einen Wert
w € D. Da die Fortsetzung g : D — D injektiv sein muss und f bijektiv ist, muss
w = 0 sein (beachte: w € D, da ¢g(D) offen ist). Es ist also g ein Automorphismus
von D mit g(0) = 0. Nach Folgerung 5.16 ist dann f eine Drehung. O

5.18. Bemerkung. Mit analogen Argumenten kann man beweisen:

Ist G = D\ S mit S endlich und f : G — G ein Automorphismus, dann lisst sich
f zu einem Automorphismus g von D fortsetzen, und es gilt g(S) = S.

Um die Automorphismengruppe von D vollstandig zu bestimmen, benétigen wir
noch eine Konstruktion.

5.19. Lemma. Sei zg € D. Dann ist die Mébius- Transformation

zZ— 20

Do 2 -
0 1—Zyz

ein Automorphismus von D, und es gilt p(zo) = 0.
Beweis. Ist |z| = 1, so gilt

S | P St N
11— Zoz| |2||1Z — Zo|

zo‘_ lz—20| |z — 2]
)

P
O
denn |z|*> = 2z = 1. ¢,, bildet also den Einheitkreis in sich ab. Da (wie man
einfach nachpriift) 4P;01 = Y_,,, bildet ¢,, sogar den Einheitskreis auf sich ab.
Da die Abbildung auf C bijektiv ist, muss sie D entweder auf D oder auf C \ D
abbilden. Wegen ¢(zp) = 0 € D muss ¢,,(D) = D sein. Damit ist ¢, eine bijektive
holomorphe Abbildung D — D, also ein Automorphismus von D. O

Man kann auch direkt nachrechnen, dass ¢,,(D) C D ist, denn fiir 2,z € D ist

11— Zoz]* — |2 — 2" = (1 = [2[*)(1 — |20])* > 0.

5.20. Satz. Die Automorphismen der offenen Einheitskreisscheibe D sind genau
die Mobiustransformationen
w(z — 2p)
R WPx\2) = —————
SD O( ) 1 _ ZOZ

mit zo € D und |w| = 1.

Beweis. Es ist klar, dass die angegebenen Abbildungen Automorphismen von D
sind. Sei umgekehrt f: D — D ein Automorphismus. Sei 29 = f~1(0). Dann ist
g = fo,! ein Automorphismus von D mit g(0) = f(¢.,((0)) = f(z0) = 0. Nach
Folgerung 5.16 ist g(z) = wz mit |w| = 1 eine Drehung. Es folgt

[(2) = (g 092)(2) = wpz(2) -
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5.21. Folgerung.

(1) Aut(D) = {f € Aut(C) | f(D) = D}.

(2) Aut(D) operiert transitiv auf D, aber nicht zweifach transitiv.

Beweis. (1) ,D% ist klar, und Satz 5.20 zeigt ,,C*.

(2) Seien 21,z € D. Dannist f = ¢ o, € Aut(D), und f(z1) = ¢ (@2, (1)) =
©1(0) = z5. Also operiert Aut(D) transitiv auf D. Seien jetzt z; = w; = 0 und
Zo,we € D mit 0 < |z9| < |wg|. Dann gibt es keinen Automorphismus f von D
mit f(z1) = w; und f(z3) = wy, denn nach Folgerung 5.16 miisste f eine Drehung
sein, dann wére aber |wy| = |f(22)| = |22|, Widerspruch. O

5.22. Folgerung. Seien zg € D undw € C mit |w| = 1. Dann gibt es genau einen
Automorphismus f von D mit f(0) = zy und f'(0) = w|f'(0)].

Beweis. Ubung. U

Bevor wir uns biholomorphen Abbildungen zwischen D und anderen Gebieten
zuwenden, soll noch eine wichtige Eigenschaft der Mobius-Transformationen er-
wahnt werden. Wir haben ja gesehen, dass alle Automorphismen, denen wir bis
jetzt begegnet sind, Mobius-Transformationen sind.

5.23. Satz. Eine Mobius-Transformation bildet Kreise und Geraden in C wieder
auf Kreise und Geraden ab.

Man kann Geraden auch auffassen als Kreise durch den Punkt oo € C. Tatséchlich
entsprechen die Kreise und Geraden in C gerade allen Kreisen auf der Zahlenkugel.

Beweis. Jede Mobius-Transformation kann geschrieben werden als eine Verkniip-
fung von Abbildungen der Form z — uz +v und 2z +— 1/z:

az+b 1 a
cz+d (be ad)c%—l—cd * c
fiir ¢ # 0; fiir ¢ = 0 ist es klar. Es geniigt also, die Behauptung fiir 2z +— uz 4+ v
und fiir z — 1/z zu zeigen. Eine Abbildung z +— wuz + v ist eine Drehstreckung
zusammen mit einer Verschiebung und fithrt offensichtlich Geraden in Geraden

und Kreise in Kreise iiber. Der interessante Fall ist also die Abbildung z +— 1/z.

Wir schreiben z = x4y mit 2,y € R. Dann haben Kreise und Geraden Gleichun-
gen der Form

a® +y*)+Br+yy+5=0
mit a, 8,7, € R mit 5% ++% > 4ad. (Wenn o = 0, dann diirfen $ und ~ nicht
beide verschwinden, und wir haben eine Gerade. Wenn « # 0, dann haben wir

den Kreis ) ) 5
B)Q ( 7)2_6 +7° —da
<m+2a + y+2a N 402 ’
und die Bedingung stellt sicher, dass er positiven Radius hat.) Die Abbildung
2 1/z bildet (z,y) auf (717, —374,2) ab. Die Gleichung wird also transformiert
in
1 T Y
ax2+y2 +6x2+y2 _fyac?—l—y
Die Koeffizienten erfiillen die obige Bedingung, also haben wir wieder eine Gerade
oder einen Kreis. O

s +0=0 < S +yH)+pr—yy+a=0.
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Unter z — 1/z werden Kreise durch 0 auf Geraden nicht durch 0 abgebildet und
umgekehrt.

5.24. Das Doppelverhiltnis. Man kann Kreise und Geraden auch durch das
Doppelverhéltnis charakterisieren. Es ist wie folgt definiert: Seien zg, 21, 29, 23 € C
paarweise verschieden. Dann gibt es genau eine Mo&bius-Transformation ¢ mit
©(z1) =0, p(z2) = 1 und p(z3) = co. Wir definieren

DV (20, 21, 22, 23) = ¢(20) € C\ {0, 1}.

Man rechnet nach, dass

Z— 21 [R2 — 21
o(z) ==/
Z — 23/ Z9 — Z3

ist. Es folgt

<0 —21/22 — 21 (20 — 21)(22 — 23)

Dv<20,21,212,253) = > > -
0 — <3

22 — 23 (Zo - 23)(22 - 21) '

Dann gilt:

N

(1) Fiir alle ¢ € Aut(C) und alle zy, z1, 29, 23 wie oben gilt

DV(SD(ZO)7 ©(21), p(22), 90(23)) = DV (20, 21, 22, 23) -

(2) Seien zg, 21, 22, 23 und wy, Wy, W, w3 jeweils paarweise verschiedene Punkte
in C. Es gibt genau dann eine Mdébius-Transformation ¢ mit ¢(z;) = w,
fir 3 =0,1,2,3, wenn DV (2o, 21, 22, 23) = DV (wp, w1, we, ws).

(3) Seien zg, 21, 22, 23 € C paarweise verschieden. Dann liegen zg, z1, 22, 23 auf

einem Kreis oder einer Geraden genau dann, wenn DV (2, 21, 22, 23) reell
ist. (Geraden enthalten den Punkt oo, Kreise nicht.)

Beweis. (1) Seien f,g € Aut(C) mit f(z1) = 0, f(z2) = 1, f(23) = oo und
g(p(z1)) =0, g(p(22)) =1, g(p(23)) = 0o. Dann gilt go ¢ = f, und es folgt

DV(SO(ZO)7 ©(21), p(22), 90(33)) = 9(90(20)) = f(20) = DV (20, 21, 22, 23) -

(2) Teil (1) zeigt eine Richtung. Seien z; und w; wie angegeben mit DV (2, 21, 22, 23) =

DV (wo, wy, we, ws). Seien weiter f,g € Aut(C) mit f(z1) =0, f(22) = 1, f(z3) =
oo und g(w;) = 0, g(wse) = 1, g(ws) = oo. Dann gilt auch

f(Zo) = DV(ZO, 21, %2, 23) = DV(UJO, w1, Wa, w3) = g(wo) )
und g7 lo f € Aut(@) hat die gewiinschte Eigenschaft.

(3) Zunéchst gilt: z, 0, 1, oo liegen auf einem Kreis oder einer Geraden (hier muss es
die reelle Achse sein) genau dann wenn z = DV(z,0, 1, 00) reell ist. Die allgemeine
Aussage folgt jetzt aus Teil (2) und Satz 5.23. O

Wir wollen jetzt biholomorphe Abbildungen zwischen verschiedenen Gebieten stu-
dieren. Wir werden an Hand von Beispielen sehen, dass viele Gebiete biholomorph
zu D sind. Sei

H={zeC|Imz> 0}

die obere Halbebene.
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5.25. Satz. Die Mdbius-Transformationen
11—z 11—z
Z— 1 und Z -
142 1+ 2

induzieren zueinander inverse holomorphe Abbildungen

f:D—H und g H— D.

Beweis. f bildet 1, i, —1 ab auf 0, 1, co. Nach Satz 5.23 muss f daher den Ein-
heitskreis auf die reelle Achse abbilden. Es folgt, dass f die offene Kreisscheibe D
entweder auf H oder auf die untere Halbebene abbilden muss. Wegen f(0) =i € H

ist das erste richtig. Man rechnet nach, dass f und g zueinander invers sind; es
folgt g(H) = D. O

5.26. Lemma. Seien G und G' Gebiete, und sei f : G — G’ biholomorph. Dann

18t
br : Aut(G) — Aut(G'), h+—— foho f*

ein Isomorphismus der Automorphismengruppen von G und G'.

Beweis. Zunichst ist ¢, wohldefiniert, denn mit h und f ist auch ¢¢(h) = fohof~!
wieder biholomorph; auerdem bildet ¢¢(h) G" auf G’ ab. Weiterhin gilt

dr(ha) o ¢(ha) = (fohiof ) o (fohaof™)
:fohlo(f*lof)ohgof*1
:fO<h10h2>Of_1

=¢ f(hl © hz) :
Damit ist ¢y ein Gruppenhomomorphismus. Schlielich sieht man leicht, dass ¢ ;-1
zu ¢y invers ist, also ist ¢ auch bijektiv. ]

5.27. Folgerung. Die Automorphismengruppe von H besteht aus den Mdbius-
Transformationen

az+b

cz+d

Z

mit a,b,c,d € R und ad — bc > 0.

Beweis. Man kénnte das aus Lemma 5.26 und unserer Kenntnis von Aut(D)
(Satz 5.20) ableiten. Etwas einfacher geht es so: da Aut(D) aus Mobius-Trans-
formationen besteht und D und H mittels einer M&bius-Transformation zuein-
ander biholomorph sind, folgt aus Lemma 5.26, dass auch Aut(H) aus Mobius-
Transformationen besteht, und zwar genau aus denen, die H auf sich abbilden.
Diese miissen insbesondere die reelle Achse auf sich abbilden, also die Punkte 0, 1,
oo auf Punkte in RU {oco} abbilden. Das lineare Gleichungssystem im Beweis von
Satz 5.10 hat dann reelle Koeffizienten, also gibt es eine Losung a,b,c,d € R. Es
folgt, dass die Mobius-Transformationen mit reellen Koeffizienten gerade die sind,
die die reelle Achse fest lassen. So eine Transformation bildet dann H entweder
auf sich oder auf die untere Halbebene ab. Es gilt

ai+b ad—bc
ci+d +d?’
also wird ¢ € H genau dann nach H abgebildet, wenn ad — bc > 0 ist. U

Im
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Wir koénnen in Satz 5.25 noch eine Multiplikation mit —i (Drehung um 90° im
Uhrzeigersinn) nachschalten. Dann bekommen wir die biholomorphe Abbildung
1—=2
1+2
von D auf die rechte Halbebene R = {z € C | Rez > 0}. Die rechte Halbebene
ist einfach zusammenhéngend und enthélt den Ursprung nicht, also gibt es dort
einen Zweig log des Logarithmus, den wir so wéhlen kénnen, dass log1l = 0 ist.
Entsprechend gibt es fiir & € C auf R die Potenzfunktionen z — z® = exp(alog z).
log und z — 2 fiir 0 < a < 2 sind injektiv (beachte, dass log(re) = log r +it und
(re)™ = ree® fiir r > 0 und —7/2 < ¢t < 7/2). Wir erhalten so biholomorphe
Abbildungen zwischen D und weiteren Gebieten:

Z

5.28. Gebiete konform Aquivalent zu D.

(1) Das Bild von R unter log ist der Streifen {z € C | —7/2 < Imz < 7/2}.
Durch Skalieren, Drehen und Verschieben lésst sich dieser auf jeden an-
deren Streifen (d.h., eine von zwei parallelen Geraden begrenzte offene

Menge) biholomorph abbilden:
Alle Streifengebiete sind biholomorph zu D.

(2) Das Bild von R unter z — 2% mit 0 < a < 2 ist der Winkelbereich
{z=7re¥|r>0,—-an/2 < ¢ <an/2}.

Durch Drehen und Verschieben erhalten wir jedes Gebiet, das durch zwei
von einem Punkt ausgehende Halbgeraden begrenzt wird:

Alle Winkelgebiete sind biholomorph zu D.

(3) Als Spezialfall mit o = 2 erhalten wir:
Die geschlitzte Ebene C\ R<q ist biholomorph zu D.

(4) Wenn wir den positiven Quadranten {z € C | Rez > 0,Im z > 0} (Spezial-
fall eines Winkelgebiets) einer Mobius-Transformation unterwerfen, die die
reelle Achse fest ldsst und die imagindre Achse auf die Einheitskreislinie
abbildet (wie zum Beispiel z — (z —1)/(z 4+ 1)), dann wird er auf das In-
nere eines Halbkreises abgebildet. Mit Logarithmen und Potenzfunktionen
erhélt man dann weiter:

Kreissektoren und Gebiete, die durch drei Geraden begrenzt werden, von
denen eine auf den beiden anderen senkrecht steht, sind biholomorph zu D.

Man sieht an diesen Beispielen, dass offenbar sehr viele Gebiete biholomorph
zur Einheitskreisscheibe sind. Das wirft die Frage auf, ob man solche Gebie-
te G charakterisieren kann. Eine notwendige Bedingung ist sicherlich, dass G
und D hom6omorph sein miissen, denn eine biholomorphe Abbildung ist auch ein
Homéomorphismus. Insbesondere muss G einfach zusammenhdngend sein (d.h.,
jeder geschlossene Weg in G lédsst sich innerhalb von G zu einem Punkt zusam-
menziehen).

Wenn man sich vergegenwirtigt, wie kompliziert und vielgestaltig einfach zusam-
menhéngende Gebiete G C C sein konnen und dass andererseits holomorphe
Funktionen starken Einschrinkungen unterliegen (man denke etwa an den Satz
von Liouville), dann ist das folgende Ergebnis recht iiberraschend.
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5.29. Riemannscher Abbildungssatz. Se: G C C ein einfach zusammenhdn-
gendes Gebiet. Dann ist G bitholomorph dquivalent zu D.

Der Beweis erfordert keine weitergehenden Hilfsmittel (man braucht allerdings
den Satz von Montel iiber Familien holomorpher Funktionen), ist aber etwas in-
volviert; wir lassen ihn deshalb aus Zeitgriinden hier weg. Wer mochte, kann ihn
zum Beispiel in [F1] oder [Jac] nachlesen.

Aus Folgerung 5.22 kann man noch folgenden Zusatz ableiten:

Ist zy € G, dann gibt es genau eine btholomorphe Abbildung f : G — D mit
f(z0) = 0 und f'(z0) € Ro.

Wenn wir einfach zusammenhéngende Gebiete in C betrachten, dann gibt es drei
verschiedene Moglichkeiten:

(1) G=C.
Ist f : C — D holomorph und nicht konstant, dann ist f(C) sowohl of-
fen (Satz von der Gebietstreue) als auch kompakt (als stetiges Bild der
kompakten Menge (@) Keine nicht leere Teilmenge von D erfiillt diese Be-
dingungen. Also muss f konstant sein. Insbesondere kann C nicht zu D
biholomorph sein.

(2) G=C\{z}.
Wir kénnen eine Mobius-Transformation anwenden, die zy auf oo abbildet.
Das Bild von G ist dann C \ {oo} = C. In diesem Fall ist also G zur
komplexen Ebene biholomorph.

Ist f : C — D holomorph, dann ist f beschrinkt, nach dem Satz von
Liouville also konstant. Insbesondere kann C nicht zu D biholomorph sein.

(3) C\ G hat > 2 Elemente.

Wie eben kénnen wir eine Mobius-Transformation anwenden, die einen der
Punkte im Komplement von G auf oo abbildet. Das Bild von G ist dann
eine echte Teilmenge von C, und nach dem Riemannschen Abbildungs-
satz 5.29 ist G biholomorph zu D.

Fragen in Richtung dieser Uberlegungen kommen immer wieder gerne im Staats-
examen vor. Es ist also sinnvoll, sich die verschiedenen Félle genau anzuschauen.

6. FOLGEN, REIHEN UND UNENDLICHE PRODUKTE HOLOMORPHER
FUNKTIONEN

Fiir die Diskussion einiger weiterer wichtiger Existenzsitze der Funktionentheorie
miissen wir uns ein wenig mit der Konvergenz von Folgen holomorpher Funktionen
befassen. Grundlegend dafiir ist folgende Beobachtung.

6.1. Definition. Sei G C C ein Gebiet und (f,) eine Folge von Funktionen
fn: G — C. Wir sagen, die Folge (f,) konvergiert kompakt auf G, wenn fiir je-
de kompakte Teilmenge K C G die Folge der Einschrankungen (f,|x) gleichméBig
konvergiert.
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6.2. Bemerkung. Kompakte Konvergenz ist das selbe wie lokal gleichmdf$ige
Konvergenz. Letztere bedeutet, dass jedes z € G eine Umgebung U C G hat,
so dass (f,|v) gleichméfig konvergiert.

Jede kompakte Teilmenge wird von endlich vielen solcher Umgebungen iiberdeckt;
daher folgt kompakte Konvergenz aus lokal gleichmé&figer Konvergenz. Umgekehrt
hat jedes z € G eine Umgebung U, so dass U C G kompakt ist; daher folgt lokal
gleichméflige Konvergenz aus kompakter Konvergenz.

6.3. Lemma. Sei G C C ein Gebiet und (f,) eine Folge holomorpher Funktionen
fn : G — C. Konvergiert die Folge kompakt auf G, so ist die Grenzfunktion
f =lim,_ fn wieder holomorph, und (f!) konvergiert kompakt gegen f'.

Man darf dann also Ableitung und Grenzwert vertauschen. Man beachte die we-
sentlich schwichere Voraussetzung gegeniiber der analogen Aussage aus der reellen
Analysis, wo die gleichméaflige Konvergenz der Ableitungen vorausgesetzt werden
muss!

Beweis. Da (f,) lokal gleichméfig konvergiert, existiert die Grenzfunktion f und
ist jedenfalls stetig. Wir beweisen erst einmal, dass f holomorph ist. Dazu ver-
wenden wir den Satz von Morera: f ist holomorph, falls fv f(z)dz = 0 fur alle
Rénder 4 von Dreiecken in G. Da || kompakt ist, konvergiert (f,,) gleichméBig
auf v. Daraus folgt

/f(z) dz = /7111—>r1(>10 fn(z)dz = 7}1320 fu(2)dz=1lim 0=0.

n—o0

v 8!
Also ist f holomorph.

Es bleibt die kompakte (oder lokal gleichméBige) Konvergenz der Ableitungen f/
gegen [’ zu zeigen. Sei dazu zy € G. Wir miissen zeigen, dass es eine Umgebung U
von zg in G gibt, so dass f! auf U gleichméBig gegen f’ konvergiert. Sei Uy = U,.(z0)
eine offene Kreisscheibe um 2y mit Uy C G, und sei U = U, /2(20). Sei weiter v der
positiv orientierte Rand von Uy. Wir verwenden die Cauchysche Integralformel:

ne) =5 [ 22

Comi ) (-2

Y

fiir alle z € Up und alle n. Fiir z € U ist [(( — 2)7%| < 4/r* auf |y| gleichméBig
beschrankt, also konvergiert die Folge der Funktionen

fa(€)
(¢ —2)?
gleichméBig auf U x |y| gegen f(¢)/(¢ — 2)*. Es folgt, dass auch die Folge der
Integrale auf U gleichméBig konvergiert, und zwar gegen f'(z):

lim f/(z) = lim ! fn—(OdC: L/ lim fn—(OdC

(2,¢) —

n—o0 n—o0 21 (¢ —2)? 211 ) n—oo (¢ — 2)?
_ 1 fQ
o) T ¢ = f'(2).
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Fiir uns im Folgenden interessanter werden unendliche Reihen sein. Fiir die kom-
pakte Konvergenz von Reihen gibt es ein relativ leicht zu handhabendes Kriterium.
Wir schreiben

[flx =sup{[f(2)] : z € K7}

Wenn K kompakt und f auf K stetig ist, dann ist das Supremum ein Maximum.

6.4. Satz. Sei G C C ein Gebiet und (f,)n>0 eine Folge von auf G holomorphen
Funktionen. Gilt fir jede kompakte Teilmenge K C G, dass

(9
§£:|j%|K < 00,
n=0

dann konvergiert die Reihe Y~ fn kompakt auf G, und man darf die Reihe be-
liebig umordnen, ohne die Grenzfunktion zu dndern. Insbesondere ist die Grenz-
funktion F holomorph, und die Reihe Y ", fr konvergiert kompakt gegen F'.

Bewers. Dass die Reihe kompakt konvergiert, bedeutet, dass die Folge der Parti-
alsummen F), = Z?:o f; kompakt konvergiert. Sei K C G kompakt. Dann gilt fiir

n<m:
|Fm_Fn|K:‘ Z ijS Z | filx < Z | fil s

Jj=n+1 Jj=n+1 Jj=n+1

und da 35, [fjlx konvergiert, gehen die Reihenreste .. |f;|x gegen null. Es
folgt, dass fiir jedes z € K die Folge (Fn(z))
stiert der Grenzwert

>0 eine Cauchy-Folge ist. Also exi-

n—oo

F) = lm Faz) = ful2),

und es gilt
|F = Fulx < lim |Fy = Filx <) 1flx =2 0.
i>n
Damit konvergiert (F,,) gleichméfiig auf K gegen F'. Da die kompakte Teilmenge

K C G beliebig war, gilt auch, dass (F},) auf G kompakt konvergiert. Die Aussagen
im letzten Satz (,Insbesondere ... “) folgen dann aus Lemma 6.3.

Es bleibt noch zu zeigen, dass man die Reihe beliebig umordnen kann, ohne die
kompakte Konvergenz oder die Grenzfunktion zu dndern. Da alle |f,|x > 0 sind,
ist die Voraussetzung gegen Umordnung der Reihe unempfindlich, also konvergiert
auch jede umgeordnete Reihe kompakt. Wahlt man K = {z} fiir z € G, dann sagt
die Voraussetzung, dass die Reihe ) >, f,.(z) absolut konvergiert. Es folgt, dass
der Wert F'(z) der Reihe bei beliebiger Umordnung erhalten bleibt. O

6.5. Bemerkung. Satz 6.4 liefert einen weiteren Beweis dafiir, dass Potenzreihen
im Inneren ihres Konvergenzkreises eine holomorphe Funktion definieren, und dass
man Potenzreihen gliedweise differenzieren darf.

Wir wollen jetzt den Begriff der kompakten Konvergenz auf Reihen meromorpher
Funktionen ausdehnen. Wir lassen uns von der Vorstellung leiten, dass das Kon-
vergenzverhalten nicht von den ersten endlich vielen Termen beeinflusst werden
sollte. Das fiihrt zu folgender Definition.
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6.6. Definition. Sei G C C ein Gebiet und (f,,),>0 eine Folge auf G meromorpher
Funktionen. Wir sagen, dass die Reihe Y~ | f, auf G kompakt konvergiert, wenn
es zu jeder kompakten Teilmenge K C G einen Index ng gibt, so dass fiir alle

n > ng die Funktion f, keine Pole in K hat und die Reihe ) o Jnoauf K
gleichméBig konvergiert.

Dann ist f = fi + -+ fu, + Zn>nK fn mit Ausnahme von hochstens endlich
vielen Polen (die von fi,..., f,, kommen) auf K definiert und (auf jeder in K
enthaltenen offenen Menge) meromorph. f hidngt nicht von ng ab, also bekommen
wir eine meromorphe Funktion f auf ganz G.

n>n

Sei jetzt f eine auf C meromorphe Funktion mit einem Pol in a € C. Dann hat f
in einer punktierten Umgebung von a die Laurentreihenentwicklung
-1 %)
@)= 3 anle =) + D anle — a)' = hal2) + au2),
n=—~k n=0
wobei h, und g, die beiden Teilsummen bezeichnen. h, heiflit der Hauptteil von f
bei z = a, g, der Nebenteil. (Wir hatten das frither schon fiir beliebige isolierte
Singularitaten gesehen.) Der Hauptteil ist ein Polynom in 1/(z—a) ohne konstantes
Glied. Jede auf C meromorphe Funktion liefert eine Familie {h, | a € P;} von
Hauptteilen; dabei ist Py die Menge der Pole von f.

Wir wollen uns nun der umgekehrten Fragestellung zuwenden: Wenn wir eine
Familie {h, | a € P} von moglichen Hauptteilen vorgeben (das bedeutet, dass
P C C diskret ist, und h, jeweils ein Polynom in 1/(z — a) ohne konstantes Glied
sein muss), gibt es dann immer eine dazu passende meromorphe Funktion?

Wie so héaufig ist die Frage nach der Eindeutigkeit einfacher zu beantworten als
die nach der Existenz.

6.7. Lemma. Seien f und g auf C meromorphe Funktionen. Dann haben f und g
genau dann die selben Hauptteile, wenn f — g holomorph ist.

(Ganz genau miisste man sagen, dass f — ¢g nur hebbare Singularitéiten hat.)

Beweis. Wir betrachten einen Punkt a € C und zeigen: f und g haben in a den
selben Hauptteil <= f — g hat eine hebbare Singularitit in a.

Sei dazu hg ¢ bzw. h, 4 der Hauptteil von f bzw. g in a. Der Hauptteil von f — g
bei a ist dann h, ¢ — hg 4, und f — g hat genau dann eine hebbare Singularitéit
bei a, wenn dieser Hauptteil verschwindet, also wenn h, ¢ = hy 4 ist. Il

Nun zur Existenz. Sie ist der Inhalt des Satzes von Mittag-Leffler:

6.8. Satz von Mittag-LefHler fiir C. Se: P C C diskret, und fiir jedes a € P
sei h, ein Polynom in (z — a)™' ohne konstantes Glied. Dann gibt es eine auf C

meromorphe Funktion f, die auflerhalb P holomorph ist und in jedem a € P den
Hauptteil h, hat.

Beweis. Die Grundidee fiir den Beweis ist einfach, dass man die Reihe ) h,
betrachtet. Das Problem ist allerdings, dass es keinerlei Garantie dafiir gibt, dass
diese Reihe auch konvergiert. Man muss also geeignete Korrekturterme einfiihren.
Erst einmal miissen wir uns aber die Menge P genauer ansehen. Wenn P endlich
ist, dann haben wir kein Problem; dann ist obige Reihe eine endliche Summe,
und es ist klar, dass sie eine Losung ist. Wir nehmen also ab jetzt an, dass P
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unendlich ist. AuBerdem kénnen wir aus P endlich viele Elemente entfernen, denn
die entsprechenden Hauptteile kénnen wir am Ende wieder addieren. Wir kénnen
also auch annehmen, dass 0 ¢ P ist.

Behauptung: P ist abzdhlbar.

Das folgt aus C = |J,,», U,(0) und daraus, dass jede abgeschlossene (also kompak-
te) Kreisscheibe nur endlich viele Punkte einer diskreten Menge enthilt.

Wir kénnen also schreiben
P ={ai,as,a3,...} mit 0<|a| <lag| <lasz| <... und |a,| — 0.

Unsere Losungsfunktion wird folgende Form haben:

o0

f(z) = Z(han(z) - gn(z>) )

n=1

wobei g,, eine geeignete holomorphe Funktion ist. Wenn diese Reihe kompakt kon-
vergiert, dann wird f in C\ P holomorph sein, und der Hauptteil von f in a,
ist h,, (denn alle anderen Summanden sind holomorph bei a,,). Die einfachsten
auf ganz C holomorphen Funktionen sind die Polynome. Wir werden also ver-
suchen, g, als ein Polynom zu wihlen, das h,, auf einer geeigneten Menge gut
approximiert. Konkret gehen wir wie folgt vor: Die Funktion h,, ist auf U, (0)
holomorph; die Taylorreihe von h,, in z = 0 konvergiert also auf K, = (_]|an| /2(0)
gleichméBig gegen h,,,. Es gibt also ein Taylorpolynom g, mit |h,, — gn|x, < 27"
Behauptung: Die Reihe > 7 (h,, — gn) konvergiert kompakt auf C.

Sei K C C kompakt. Wegen |a,| — oo gibt es einen Index N, so dass fiir alle
n > N gilt K C K,, (denn K ist beschrankt). Dann sind die h,, — g, fir n > N
auf K holomorph, und es gilt

Z‘han _gn|K S Z‘han _gn{Kn S Z 2—n - 2_N < oo,
n>N n>N n>N
also konvergiert die Reihe kompakt auf C nach Satz 6.4 und Definition 6.6.

Die Summenfunktion f der Reihe hat (wie oben gezeigt) die verlangten Hauptteile.
O

In der Praxis wird man die ,, Konvergenz erzeugenden Summanden® g,, nicht immer
so wéahlen wie im Beweis angegeben. Es muss lediglich gesichert sein, dass die
entstehende Reihe kompakt konvergiert.

6.9. Beispiel. Wir betrachten P = Z und die Hauptteile h, = (2 —n)~2 In
diesem Fall konvergiert die Reihe ) _, h, schon kompakt, man kann also auf die

Konvergenz erzeugenden Summanden ganz verzichten (Ubung). Man kann zeigen,

dass
Y=o
(z—n)?2  sin’rmz

nel

gilt (Ubung).
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6.10. Beispiel. Wir betrachten wieder P = Z, aber diesmal h, = (2 —n)~'.
In diesem Fall konvergiert ) h,, nicht absolut (Abschétzung nach unten gegen
die harmonische Reihe), also miissen wir geeignete g, einfiithren. Die Taylorreihe
bei z = 0 von (z —n)~ ! ist (fiir n # 0)

1 1 1 1 z 22

z—n nl-—=2 n o n
n

Wir probieren g, = —1/n; es gilt

1 1 2
Lo a2 me s
z—n n n(z—n) n(z—mn)l = n?
Daran sieht man, dass die Reihe
1 1 1
h(z) = -+ < + —)
z z—n n

kompakt konvergiert (Ubung). Man kann dann zeigen, dass
h(z) = wcotmz

ist (Ubung). Durch Zusammenfassen der Terme fiir n und —n erhilt man die
alternative kompakt und absolut konvergente Reihenentwicklung

1 & 2z
mecotmz = — + —_.
z ;2’2—712

6.11. Bemerkung. Der Satz von Mittag-Leffler gilt allgemein fiir beliebige Ge-
biete G C C. In diesem Fall muss die Menge der Polstellen diskret in G sein,
die Pole kénnen sich aber gegen den Rand von G hidufen. Unser Beweis deckt den
allgemeinen Fall also nicht mit ab. Der allgemeine Beweis verwendet die selbe Idee
(Konvergenz erzeugende Summanden), ist aber technisch etwas komplizierter.

Als néchstes wenden wir uns der Frage zu, in wie weit wir die Nullstellen einer
auf C holomorphen Funktion vorschreiben kénnen. Eine notwendige Bedingung
ist sicherlich, dass sich die Nullstellen nirgends héufen, denn sonst miisste die
Funktion nach dem Identitétssatz die Nullfunktion sein. Unsere Frage lautet also:
Gegeben eine diskrete Menge N C C und fiir jedes a € N eine positive ganze
Zahl n,, gibt es dann stets eine ganze Funktion f, die in a € N jeweils eine
Nullstelle der Vielfachheit n, hat und sonst nirgends verschwindet?

Wir betrachten erst einmal wieder die Frage, wie eindeutig eine solche Funktion
bestimmt ist.

6.12. Lemma. Seien f und g zwei ganze Funktionen. Genau dann haben f und g
die selben Nullstellen mit den selben Vielfachheiten, wenn es eine ganze Funktion h
qibt, so dass f = e g.
Beweis. Die Funktion e” verschwindet nirgends, also gilt v,(eg) = v,(g) fiir alle
a € C, d.h., g und f = e"¢ haben die selben Nullstellen.

Gilt umgekehrt, dass f und g die selben Nullstellen haben, dann ist der Quotient
f/g holomorph und verschwindet nirgends. Da C einfach zusammenhéngend ist,
gibt es einen Logarithmus h von f/g. Es folgt f/g = e", also f = e”g. O

Nun zur Existenz. Das ist der Inhalt des folgenden Satzes.
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6.13. Weierstraflscher Produktsatz fiir C. Sei N C C diskret, und fiir jedes
a € N seing € Z~g. Dann gibt es eine ganze Funktion f : C — C, die ina € N
jeweils eine Nullstelle der Vielfachheit n, hat und sonst nirgends verschwindet.

Der Satz macht noch eine Aussage iiber die Gestalt einer solchen Funktion, was
den Namen ,,Produktsatz“ erklart. Wir kommen nach dem Beweis darauf zuriick.

Beweis. Angenommen, es gibt so eine Funktion f. Dann gilt fiir die logarithmische
Ableitung g = f'/f, dass g holomorph ist bis auf einfache Pole in @ € N mit Re-
siduum n,, (vergleiche die Diskussion des Null- und Polstellen z&hlenden Integrals
in Abschnitt 3). Die Hauptteile von g sind also h, = n,/(z — a) fiir a € N. Nach
dem Satz 6.8 von Mittag-Leffler gibt es eine solche Funktion g. Wir wollen daraus
unser f konstruieren. Dazu fixieren wir einen Punkt zgp € C\ N und definieren fiir
z€ C\ N

1) = exo( [ atc)dc).

wobei v irgend ein Weg in C\ N von 2 nach z ist.

Wir zeigen zunéchst, dass f wohldefiniert ist, also f(z) nicht von der Wahl des
Weges v abhéngt. Seien dazu v, und 7, zwei Wege von zg nach z, und sei v der
geschlossene Weg, den wir erhalten, wenn wir erst 7; und dann in Gegenrichtung
~9 durchlaufen. Es gilt dann

/9(0 ¢ — /Q(C) ¢ = /Q(C) d¢ = QWiZI(%a)na = 2mik € 2miZ

" aeN

nach dem Residuensatz, wobei k eine ganze Zahl ist. Es folgt

exp( [ 9(6)dc) = e exp [ 9(0)a6) = exv( [ oc)dc).

7 V2 2
denn e?™ = 1. Das zeigt, dass f wohldefiniert ist.

Jetzt zeigen wir, dass f in C\ N holomorph ist. Sei dazu w € C\ N und U =
U,(w) C C\ N eine offene Kreisscheibe um w. Fiir z € U konnen wir als Weg ~
einen festen Weg vy von 2o nach w nehmen, an den wir die Strecke [w, z] anhéngen.
Dann ist

[o©dc= [ gcyac+ / 9(¢) dC

der erste Summand ist konstant, und der zweite ist holomorph in U (und definiert
dort eine Stammfunktion von g). Damit ist auch f holomorph in U. Da f(z) ein
Wert der Exponentialfunktion ist, gilt f(z) # 0 fiir alle z € C\ N. Aulerdem folgt
aus der Konstruktion von f, dass f'/f = g ist.

Wir haben also eine in C \ N holomorphe und nicht verschwindende Funktion f
definiert, so dass f’/f bei a € N den Hauptteil n,/(z — a) hat. Das folgende
Lemma 6.14 zeigt, dass dann f bei a eine hebbare Singularitdt hat, so dass die
holomorphe Fortsetzung von f in den Punkt a eine Nullstelle der Vielfachheit n,
hat. Damit ist der Beweis abgeschlossen. O
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6.14. Lemma. Sei a € C, und f sei in einer punktierten Umgebung U von a
holomorph und # 0, so dass f'/f in a einen einfachen Pol mit Residuum n € Zq
hat. Dann ist die Singularitit a von f hebbar, und die holomorphe Fortsetzung
von [ auf U U {a} hat in a eine Nullstelle der Vielfachheit n.

Beweis. Wir konnen in einer punktierten Kreisscheibe V' um a schreiben
f'(z) _ m
flz)  z-a

mit einer auch in a holomorphen Funktion h. Sei fiir z € V

+ h(z)

92) = £z~ a) " exp(~ [ hg)ac).

Dann ist g in V' holomorph und ohne Nullstellen, und es gilt
J) ) n

9(z)  f(z) z-—a

Es folgt, dass g konstant ist; sei 0 # C' € C der Wert von g. Dann haben wir

z

) = €z = ) exp( [ 1))

a

—h(z)=0.

der letzte Faktor ist holomorph und verschwindet nicht bei a, also hat f eine
holomorphe Fortsetzung in den Punkt a mit einer Nullstelle der Vielfachheit n. [

6.15. Bemerkung. Wie der Satz von Mittag-Leffler gilt auch der Weierstra3sche
Produktsatz fiir beliebige Gebiete G C C. Das folgt iibrigens nicht aus unserem
Beweis des Produktsatzes aus dem Satz von Mittag-Lefler, denn wir haben ver-
wendet, dass C einfach zusammenhéngend ist (wo?). Es gibt aber einen direkten
Beweis, der sich auf die allgemeine Situation anpassen lésst.

6.16. Folgerung. Sei G C C ein Gebiet. Dann ist der Korper der meromorphen
Funktionen auf G der Quotientenkérper des Rings der holomorphen Funktionen

auf G.

Beweis. Jeder Quotient von zwei holomorphen Funktionen ist meromorph. Wir
miissen also nur die Umkehrung zeigen. Sei also f meromorph auf G, und sei P
die Menge der Polstellen von f, und fiir a € P sei n, = —ord, f die Vielfachheit
der Polstelle a. Nach dem Weierstrafischen Produktsatz 6.13 gibt es eine auf GG
holomorphe Funktion g, die genau in allen a € P Nullstellen der Vielfachheit n,
hat (beachte: P ist diskret in ). Dann hat h = fg nur hebbare Singularitéiten,
kann also zu einer auf G holomorphen Funktion fortgesetzt werden, und f = h/g
ist Quotient zweier holomorpher Funktionen wie gewiinscht. O

6.17. Warum ,,Produktsatz“? Wenn man sich die Konvergenz erzeugenden
Summanden in der Konstruktion der Funktion g im Beweis von Satz 6.13 ansieht,
dann erhélt man die genauere Aussage, dass man ¢ in der Form

Zk“_l

_no 1 1 zZ
g('z)_erzz”“(z—a+a+a2+ +aka>
0#a€N
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withlen kann mit geeigneten Zahlen k, € Zs,. Fiir f erhilt man daraus das (kom-
pakt konvergente) unendliche Produkt

fz) =2" 0}:!]\,((1 _ 2)@3 5(3)2+"'+&(2)k“> g

Diese Darstellung erklart den Namen Produktsatz.

6.18. Beispiel. Wir betrachten die Funktion f(z) = sinmz. Das ist eine ganze
Funktion mit einfachen Nullstellen in Z und ohne weitere Nullstellen. Die loga-
rithmische Ableitung von f ist

f'(z) mcosmz
9() f(2) sinmz o F
nach Beispiel 6.10 gilt

g(z):§+ Z (zin+%>

0#n€Z

Aus der Konstruktion oben folgt, dass
sinmz = Cz H (1 — 3)65
n
0#n€eZ
mit einer Konstanten C' € C. Die Ableitung bei z = 0 der rechten Seite ist C
(betrachte den z-Term der Taylorreihe), die der linken Seite ist 7. Es folgt, dass

C' = 7 ist, und wir haben (wenn wir die Faktoren zu n und —n zusammenfassen)
die Produktdarstellung der Sinusfunktion:

0 2

sinwz:wzH<1—Z—2>.
n

n=1
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