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1. EINFUHRUNG

Diese Vorlesung setzt die Vorlesung , Einfithrung in die Algebra“ fort. Zweck der
Vorlesung ist es, Thnen den Stoff aus dem Bereich der Algebra nahe zu bringen, den
Sie fiir die Staatsexamensklausur brauchen, der aber in den ersten beiden Algebra-
Vorlesungen (,,Einfiihrung in die Zahlentheorie und algebraische Strukturen® und
,Einfithrung in die Algebra“) nicht untergebracht werden konnte. Natiirlich kann
die ,, Vertiefung der Algebra“ auch fiir Fach-Studierende interessant sein, die sich
im Bereich der Algebra spezialisieren wollen; Leistungspunkte gibt es allerdings
nur fiir die Lehramts-Studierenden.

Dieser noch fehlende Stoff umfasst im Wesentlichen die sogenannte Galoistheorie.
Kurz gesagt, handelt es sich um das Studium der Struktur von Zerfallungskorpern;
insbesondere um die Beschreibung der Zwischenkorper zwischen dem Grundkorper k
und dem Zerfillungskorper K eines Polynoms f € k[X]. Eine entscheidende Rolle
spielt dabei die Automorphismengruppe der Korpererweiterung £ C K. Dies ist
eine endliche Gruppe der Ordnung [K : k], deren Elemente man mit gewissen
Permutationen der Nullstellen von f in K identifizieren kann. Daran kénnen Sie
schon sehen, dass Sie sich noch einmal die Theorie der algebraischen Korperer-
weiterungen und die Theorie der endlichen Gruppen aus der ,Einfithrung in die
Algebra“ gut ansehen sollten.

Die Bezeichnung ,,Galoistheorie verweist auf Evariste Galois, der die grundle-
genden Zusammenhénge Anfang der 1830er Jahre erkannte und kurz darauf nach
einem Duell im Alter von 20 Jahren starb.

Um diese Zusammenhénge zu verdeutlichen, beginnen wir mit einem Beispiel, das
so oder #hnlich immer mal wieder als Aufgabe im Staatsexamen auftaucht.

Beispiel. Wir setzen k£ = Q und betrachten das Polynom f = X* — 17 € Q[X].
Das Eisenstein-Kriterium mit p = 17 sagt uns, dass f in Z[X] und damit auch
in Q[X] irreduzibel ist.

Wir wollen einen Zerfallungskorper K von f konstruieren. Da QQ in den algebraisch
abgeschlossenen Korper C eingebettet ist, erhalten wir K als Q(ay,...,a4) C
C, wobei aq,...,a4 € C die vier Nullstellen von f sind. Wir miissen also die
komplexen Nullstellen von f finden. Eine davon ist sicherlich oy = V17. Fiir
jede weitere Nullstelle o gilt dann (a/ay)* = at/a] = 17/17 = 1, also ist a/oy
eine vierte Einheitswurzel. Davon gibt es vier Stiick, ndmlich 1, 2, i2 = —1 und

i3 = —i. Wir erhalten also

a=VIT,  a=iV17, a3=-VI7T und = ay=—iVIT.

(Allgemein gilt analog, dass die Nullstellen in C von X" —a genau die Zahlen (J /a
sind fir j = 0,1,...,n — 1, wobei ¢, = e*™/" eine primitive nte Einheitswurzel
ist.) Wegen a3 = —ay und oy = —ay ist

K = Q(ala g, (3, 054) == Q(ala 052) - Q(W) ?’\4/1_7) - Q(W? Z) .
Die letzte Gleichheit folgt aus
V17T =i - V17 € Q(V17,4)

und

T,
1= Vi € Q(V17,iV17).

E. Galois
(1811-1832)


http://de.wikipedia.org/wiki/Galois
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Hier verwenden wir, dass der Korper k(a, 3,7, ...) genau aus allen rationalen Aus-
driicken in «, 8,7, . .. iiber k besteht, also Quotienten von Polynomen in o, 5,7, . ..
mit Koeffizienten in & (wobei der Nenner natiirlich nicht verschwinden darf).

Was ist der Grad der Korpererweiterung Q C K7 Um ihn zu bestimmen, zer-
legt man die Korpererweiterung am besten in zwei Schritte und verwendet den
Gradsatz:

[K Q] = [K:Q(V17)]- [Q(v17) : Q].

Den zweiten Faktor kénnen wir leicht bestimmen. Zur Erinnerung:

1.1. Lemma. Sei k C k(a) eine einfache algebraische Kérpererweiterung. Sei
weiter m € k[X] das Minimalpolynom von a. Dann ist

[k(a) : k] = deg(m).
Allgemeiner gilt: Ist p € k[ X] ein normiertes Polynom mit p(a) = 0, dann ist
[k(a) : k] < deg(p) .

Hier wissen wir, dass v/17 eine Nullstelle des normierten irreduziblen Polynoms f
ist, also ist f das Minimalpolynom von /17, und es folgt

[Q(V17) : Q] = deg(f) = 4.
Es bleibt der Faktor

(K : Q(V17)] = [Q(V17, 1) : Q(V1T)]
zu bestimmen. Dies ist ebenfalls eine einfache Korpererweiterung, denn wir adjun-
gieren 4 zu Q(v/17). Da i Nullstelle von X2+1 ist, ist der Grad dieser Erweiterung
hochstens deg(X? + 1) = 2. Da 4 nicht reell ist, aber wegen v/17 € R der Kérper
Q(v/17) in R enthalten ist, ist X2 + 1 auch in Q(+v/17)[X] irreduzibel (da ohne
Nullstelle), und es folgt

[K:Q(V17)] = 2, also  [K:Q]=2-4=38.
Wir betrachten jetzt die Automorphismen der Kérpererweiterung Q C K.

1.2. Definition. Sei k C K eine Korpererweiterung. Ein Automorphismus dieser
Korpererweiterung ist ein Automorphismus o von K mit o, = id; (also o(a) = a
fir alle a € k).

Wie {iblich bildet die Menge aller Automorphismen eine Gruppe, die Automor-
phismengruppe der Korpererweiterung, geschrieben Aut(K/k). Sie ist eine Unter-
gruppe der Automorphismengruppe Aut(K) von K. &

Ein Automorphismus eines Korpers K ist ein bijektiver Ringhomomorphismus
o: K — K. Wir erinnern uns:

1.3. Lemma. Seien K ein Korper und R # {0} ein Ring. Dann ist jeder Ring-
homomorphismus ¢: K — R injektiv.

Beweis. ¢ ist genau dann injektiv, wenn ker(¢) = {0} ist. Nun ist ker(¢) ein Ideal
von K, aber als Korper hat K nur die beiden Ideale {0} und K. ker(¢) = K
kommt wegen ¢(1) = 1 # 0 nicht infrage, also muss ker(¢) = {0} sein. Q

Auch die Surjektivitdt miissen wir normalerweise nicht nachweisen, denn es gilt
Folgendes.

LEMMA
Grad fur
einfache KE

DEF
Automorphis-
mus einer KE

LEMMA
Ringhom.
von Kdrpern
sind injektiv
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1.4. Lemma. Sei k C K eine endliche Korpererweiterung und sei o: K — K
ein Ringhomomorphismus mit o|), = idy. Dann ist o € Aut(K/k).

Bewets. Wir erinnern uns daran, dass K ein k-Vektorraum ist. Weil o ein Ring-
homomorphismus ist und o(A) = A gilt fiir A € k, ist o eine k-lineare Abbildung
K — K. Da die Korpererweiterung endlich ist, ist K als k-Vektorraum endlich-
dimensional. Nach Lemma 1.3 ist ¢ injektiv. Ein injektiver Endomorphismus eines
endlich-dimensionalen Vektorraums ist aber schon bijektiv. u

Ist £ = Q, dann ist die Bedingung , 0|, = id;“ automatisch erfiillt, denn alle
rationalen Zahlen lassen sich aus 0 und 1 erzeugen, die beide unter jedem Auto-
morphismus von K fest bleiben. Es gilt hier also einfach

Aut(K/Q) = Aut(K) = {o: K — K | 0 Ringhomomorphismus} .

Wie kénnen wir die Elemente von Aut(K/Q) beschreiben? Offenbar geniigt es, die
Bilder der Erzeuger v/17 und ¢ zu kennen, denn dann weifl man auch, wie jeder
Q-rationale Ausdruck in diesen Erzeugern abgebildet wird, also kennt man die
Abbildung auf ganz K. Was sind nun die méglichen Bilder von v/17 und von 4?
Dazu ein Lemma:

1.5. Lemma. Sei k C K eine Korpererweiterung, o € K und f € k[X] ein
Polynom mit f(a) = 0. Ist 0 € Aut(K/k), dann ist o(«) eine Nullstelle von f
in K.

Beweis. Sei f = ap X"+ ap, 1 X" 1+ ...+ a1 X + ap. Dann ist
flo(a)) = apo(a)” 4 an_1o(a)" 4+ ... + aro(a) + ag
= o(ap)o(a™) + o(an_1)o(@™ ) +...+ o(a))o(a) + o(ag)
= 0(apa" + ap_ 10"+ .+ ara+ ag)
=0o(f(a)) =a(0) =0,

Hierbei haben wir verwendet, dass ¢ ein Ringhomomorphismus ist, und dass
o(a) = a gilt fiir alle a € k, also insbesondere fiir die Koeffizienten von f. Q

Damit sehen wir, dass fiir o € Aut(K/Q) gelten muss
o(V1T) € {V17,iV17, —V/17, —iV/17} und  o(3) € {i,—1}.

Um zu sehen, welche dieser (insgesamt acht) Moglichkeiten tatséchlich zu einem
Automorphismus fithren, brauchen wir ein weiteres Lemma.

1.6. Lemma. Sei k C K = k(a) eine einfache Korpererweiterung, sei f das
Minimalpolynom von « diber k, und sei f € K eine Nullstelle von f. Dann gibt es
einen eindeutig bestimmten Automorphismus o € Aut(K/k) mit o(a) = .

Beweis. Wir erinnern uns daran, dass die durch X +— «a (Auswertungshomo-
morphismus) gegebene Abbildung k[X] — K einen k-linearen Isomorphismus
¢o: k[ X]/(f) — K induziert. (Denn der Kern ist gerade (f): Die Polynome
mit Nullstelle o sind genau die Vielfachen des Minimalpolynoms. Das Bild ist
k(o) = K.) Da f auch das Minimalpolynom von f ist, erhalten wir ebenso einen
k-linearen Isomorphismus ¢z: k[X]/(f) — K. Die Komposition ¢ o ¢, " leistet
das Gewiinschte. Q

LEMMA
Surjektivitat
automatisch

LEMMA
Nullstellen
bleiben
Nullstellen

LEMMA
Existenz
von Auto-
morphismen
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Wir kénnen das hier wie folgt anwenden:

(1) Es gibt ein eindeutig bestimmtes o € Aut(K/Q(7)) < Aut(K/Q) mit
o (V7) = i T

(2) Es gibt ein eindeutig bestimmtes 7 € Aut(K/Q(v/17)) < Aut(K/Q) mit
7(1) = —1.

Die erste Aussage folgt daraus, dass f auch iiber Q(%) irreduzibel ist (denn es gilt
[Q(4,V17) : Q(3)] = 4 = deg(f)), die zweite daraus, dass X2 + 1 iiber Q(v/17)
irreduzibel ist (das haben wir bereits bei der Bestimmung von [K : Q] benutzt).
Fir 0,7 € Aut(K/Q) gilt also

o(V17) = iV17,

Dass X% —17 iiber Q(4) irreduzibel bleibt, kann man auch mit dem Eisenstein-Kriterium
sehen: Der Ring Z[i] der ganzen gaufischen Zahlen, dessen Quotientenkorper Q(¢) ist,
ist euklidisch und damit ein Hauptidealring. Die Primzahl 17 zerlegt sich in Z[Z] in ein
Produkt von zwei nicht-assoziierten Primelementen: 17 = (4 + ¢)(4 — ¢). Mit (z.B.)
7 =4+ 4 gilt dann, dass 7 alle Koeffizienten von X* — 17 bis auf den Leitkoeffizienten
teilt, aber 72 den konstanten Term 17 nicht teilt. Damit ist X% — 17 irreduzibel iiber Z[]
und also auch tiber Q(2).

o(i)=41 und  T(V17)=V17, 7(i)=—i.

Daraus folgt 0* = 72 = idg und 707 = o0~ !, wie folgende Tabellen zeigen. Wir

schreiben o = v/17. (Beachte: 07 = 0 o 7; 7 wird zuerst ausgefiihrt.)

2

3

4

2

3

o 0o o oc*| 7 T¢|oT Ot O°T | TOT
allta —a —ta o] a alta —a —ial|—ita
7 2 7 7 2| —2 t|—2 —1 —1 7

Wir erhalten insgesamt acht verschiedene Automorphismen, nidmlich

idg, o, 02, 03, T, OT, 027', 037',

und die Relationen o = 72 = idg, 707 = 0! zeigen, dass die Gruppe Aut(K/Q)

isomorph zur Diedergruppe D, ist, wobei o der Drehung um 7/2 und 7 einer
Spiegelung entspricht.

Wenn man die vier Nullstellen von f betrachtet, dann ergibt sich folgende Wirkung
der acht Automorphismen (die natiirlich auch dadurch festgelegt sind, was sie mit

diesen Nullstellen machen, denn die Nullstellen von f erzeugen K).

2

3

2

3

idg o o o T oT  o°T  o°T

o o @ —a —ita| « @ —a —io
o i@ —a —ta o | —ta o« 0 —«
—a | —a —ta « i | —a —ta o« Qv
—ta | —ta  « i —a | ta —a —ta o

Wir sehen, dass die vier Nullstellen jeweils permutiert werden. Das gilt allgemein:

1.7. Lemma. Seien k C K eine Korpererweiterung, o € Aut(K/k) und f €
k[X] normiert. Sei weiter Ny = {o € K | f(a) = 0} die Menge der Nullstellen
von f in K. Dann permutiert o die Elemente von Ny, und wir erhalten einen
Gruppenhomomorphismus Aut(K/k) — S(Ny), o+ ol|y,. Ist K ein Zerfillungs-
korper von f, dann ist dieser Gruppenhomomorphismus injektiv.

Dabei bezeichnet S(X) die symmetrische Gruppe (Gruppe der Permutationen)
einer Menge X. Wir konnen die Gruppe Aut(K/k) also als eine Untergruppe
von S(Ny) betrachten.

LEMMA
Automor-
phismen
permutieren
Nullstellen
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Beweis. Nach Lemma 1.5 bildet o die Menge Ny in sich ab. Da o bijektiv ist, ist
a| ~; Jedenfalls injektiv. Weil Ny endlich ist, muss o ~; dann auch bijektiv sein, also
ist o|n, € S(Ny). Dass die Abbildung o + oy, ein Gruppenhomomorphismus
ist, ist klar.

Ist K Zerféllungskorper von f, dann gilt K = k(Ny), und o ist durch oy, ein-
deutig bestimmt. Also ist die Abbildung Aut(K/k) — S(Ny), 0 = 0|y, in diesem
Fall injektiv. a

In unserem Beispiel konnen wir die Diedergruppe D, sogar ,,sehen“: Die Gruppe
Aut(K/Q) entspricht ndmlich genau der Symmetriegruppe des Quadrats in der
Ebene C, dessen Ecken die vier Nullstellen von f sind. (Es gilt aber nicht, dass die
Wirkung etwa von o auf jedes Element von K einer Drehung um 7/2 entspricht,
denn zum Beispiel ist o(1) = 1. Diese Entsprechung gilt nur fiir die Menge der
Nullstellen von f; sie kommt aus der speziellen Form des Polynoms und lésst sich
nicht unbedingt auf andere Polynome iibertragen.)

Wir haben also unserem Polynom f € Q[X] eine Gruppe zugeordnet. Wir iiberle-
gen uns jetzt, dass das ganz allgemein funktioniert.

Dazu verallgemeinern wir zunéchst Lemma 1.6:

1.8. Lemma. Sei k C K = k(«a) eine einfache Korpererweiterung und sei f
das Minimalpolynom von « tber k. Seien L ein weiterer Korper und ¢: k — L
ein Homomorphismus. Wir schreiben f¢ fir das Polynom in L[X]|, das aus f
entsteht, indem man ¢ auf die Koeffizienten anwendet. Ist f € L eine Nullstelle
von f?, dann gibt es einen eindeutig bestimmten Homomorphismus ¢: K — L

mit $(a) = B und G = .

Insbesondere gibt es genau #{p € L | f¢(8) = 0} verschiedene Homomorphismen
o K — L mit | = .

Beweis. Der durch X — a € K gegebene Einsetzungshomomorphismus ¢, ist
surjektiv. Wir betrachten folgendes Diagramm:

kX)L
/'/
%‘i
P ¥

Nach der universellen Eigenschaft des Polynomrings gibt es genau einen Ringho-
momorphismus ¢g: k[X] — L mit ¢s|r = ¢ und ¢5(X) = 8. Da ¢s(f) = f9(5) =
0 ist, gilt ker(¢g) O (f)rx]- Also induziert ¢g einen eindeutig bestimmten Homo-
morphismus ¢ mit den gewiinschten Eigenschaften.

Fiir jedes solche ¢ muss gelten f#(@()) = @(f(a)) = $(0) = 0, a muss also auf
eine Nullstelle von f¢ in L abgebildet werden. Nach dem bereits Bewiesenen gibt
es zu jeder solchen Nullstelle genau ein passendes . a

T

_/_P
NI

—Q

A

LEMMA
Fortsetzung
von Auto-
morphismen

«
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1.9. Satz. Sei f € Q[X] ein normiertes irreduzibles Polynom und K C C der
Zerfallungskorper von f in C. Dann gilt # Aut(K/Q) = [K : Q], und Aut(K/Q)
ist in natirlicher Weise eine Untergruppe von S(Ny), wobei

Ny ={a e C| f(a) = 0}
die Menge der Nullstellen von f in C ist.

1.10. Definition. Diese Untergruppe von S(Ny) heifit die Galoisgruppe von f
(iiber Q), Gal(f/Q). O

Beweis. Wir zeigen durch Induktion iiber [K : L] fiir jeden Zwischenkorper Q C
L C K, dass sich jeder Homomorphismus ¢: L — K auf genau [K : L] ver-
schiedene Weisen zu einem Automorphismus von K fortsetzen liasst. Die Aussage
SFAU(K/Q) = [K : Q] folgt dann mit L = Q (mit dem eindeutig bestimmten
v: Q= K).

Im Induktionsanfang ist L = K und [K : L] = 1; in diesem Fall ist die Aussage
trivial. Sei nun Q C L C K ein Zwischenkorper. Dann gibt es eine Nullstelle
a € K von f mit a ¢ L (denn K wird von allen Nullstellen erzeugt; wéren sie
bereits alle in L, dann folgte L = K). Sei L' = L(a) C K und sei ¢: L — K ein
Homomorphismus. Sei weiter f; das Minimalpolynom von « iiber L; dann sind f7,
und f7 Teiler von f in K[X], und weil f in K keine mehrfachen Nullstellen hat,
hat ff in K genau deg(f;) = deg(fr) = [L': L] verschiedene Nullstellen. Nach
Lemma 1.8 gibt es also [L': L] verschiedene Fortsetzungen von ¢ zu Homomor-
phismen ¢’: L' — K. Nach Induktionsvoraussetzung (beachte [K : L'] < [K : L]
wegen L C L) lasst sich jedes solche ¢ auf genau [K : L'| verschiedene Wei-
sen zu einem Automorphismus von K fortsetzen. Insgesamt sehen wir, dass es
genau [K : L'| - [L/ : L] = [K : L] verschiedene Fortsetzungen von ¢ zu einem
Automorphismus von K gibt, wie behauptet.

Die zweite Aussage im Satz wurde bereits in Lemma 1.7 bewiesen. u

Wenn # N = n ist und man die Nullstellen irgendwie nummeriert, dann kann man
S(Ny) mit der symmetrischen Gruppe S, identifizieren. Die Galoisgruppe von f
ist dann eine Untergruppe von S,; sie ist bis auf Konjugation in .5, eindeutig
bestimmt. (Konjugation in S,, entspricht einem Wechsel der Nummerierung —
Ubung!) In unserem Beispiel konnen wir also schreiben Gal(f/Q) = Dj.

Wir werden das bald auf beliebige Korper (an Stelle von Q) verallgemeinern.

1.11. Beispiel. Damit Sie sehen, dass die Gleichung # Aut(K/Q) = [K : Q]
nicht immer gelten muss, betrachten wir jetzt noch den Korper L = Q(+/17).
Die Nullstellen von f in L sind V17 und —+/17. Damit gibt es nur die beiden
Automorphismen idy, und 02|z, also ist

1= [L:Q] # #Aut(L/Q) = 2.
Die Voraussetzung, dass K Zerfallungskorper eines Polynoms ist, ist also wesent-
lich. &

Wir kénnen nun jeder Untergruppe U < Gal(f/Q) = Aut(K/Q) einen Zwi-
schenkdrper der Korpererweiterung Q C K zuordnen durch

FU)={a€e K|o(a)=afiralleceU}.

Dieser Korper F(U) heifit auch der Fizkdrper von U, weil er aus den Elementen

SATZ
# Aut(K/Q)
= [K: Q]

DEF
Galoisgruppe
Gal(f/Q)

BSP
# Aut(K/Q)
7 [K: Q]

DEF
Fixkorper
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besteht, die von U fest gelassen werden, die also Fixpunkte von allen ¢ € U sind.
Wie sieht das im Beispiel aus? Dazu beachten wir, dass sich jedes Element von K
eindeutig in der Form

a+ba + ca® +do® +ei + fia + gia® + hia®

mit a, b, c,d, e, f, g, h € Q schreiben ldsst. Wenn wir dafiir kurz (a, b, ¢, d, e, f, g, h)
schreiben, dann operieren die Elemente von Gal(f/Q) wie folgt:

id (a/7 b7 c? d’ 67 f7 g7 )
o| (a,—f,—c, h, e, b,—g,—d)
o’ | (a, b, c,—d, e,—f, g,—h)
o3| (a, f,—c,—h, e, —b g, d)
7| (a, b, ¢, d,—e,— —h)
or | (a, f,—c,—h,—e, b g, d)
o’t| (a, =b, ¢, —d, —e, f, —g, h)
o3t | (a,—f,—c, h,—e, =b, g, d)

Welche Untergruppen hat die Diedergruppe D47 Aufler der trivialen Gruppe und
Dy selbst kann es noch Untergruppen der Ordnung 2 und 4 geben. Eine Unter-
gruppe der Ordnung 2 besteht aus id und einem Element der Ordnung 2; es gibt
also die fiinf Untergruppen

(0%, (1), Aom), (o?1), (o°r).
Untergruppen der Ordnung 4 sind entweder zyklisch, also von einem Element der
Ordnung 4 erzeugt — das liefert eine Untergruppe (o) — oder von zwei mitein-
ander kommutierenden Elementen der Ordnung 2 erzeugt. Das liefert noch zwei
Untergruppen

(02, 7) und (0% oT).

Wir bestimmen jetzt die zugehdrigen Zwischenkorper.

o F({id}) =K
denn alle Elemente sind Fixpunkte der Identitat.
o F((0%)) = Q(V17,49),
denn aus der obigen Tabelle findet man fiir x € K in der Basisdarstellung:
oX(r)=2 &< b=d=f=h=0.
o F((r)) = Q(V17).
Hier muss e = f = g = h = 0 sein.

o F((o1)) = Q((1 +4)V17).
Hier gilt c=e =0, b= f, d = —h; die Elemente haben die Form

a+b(1+4d)a+gia’+d(1—i)a®=a+b(l+14)a+ %((1 +i)a)2 - C51((1 +z')oz)3.

o F({o%71)) = Q(iv/17).
Es gilt b = d = e = g = 0; die verbleibenden Terme sind Potenzen von za.
o F((o*7)) = Q((1 - 4)V1T).
Das ist analog zu (o).
o F({o)) = Q(4),
denno(z) =2 <= b=c=d=f=9g=h=0.
o F((0%, 7)) = Q(V1T).
Fixpunkt von ¢ und 7 zu sein bedeutet b =d = e = f = g = h = 0, also haben
die Elemente die Form a + ca? = a + ¢/17.
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o F({(0? 01)) = Q(iV17).
Ahnlich wie eben findet man die Bedingung b = c=d =e = f = h = 0; die
Elemente haben die Form a + gia? = a + ¢gi/17.

[ ] JT"(D4) - Q
Wenn ein Element sowohl unter ¢ als auch unter 7 fest bleibt, folgt b =c=d =

Da offenbar zu einer grofleren Untergruppe ein kleinerer Fixkorper gehort, wird
aus dem ,,Untergruppenverband“

AN
N

(V17,4) Q((1 + 2)V17) Q((1 - 4)V17)

\\/
~

(iV/17)
Wir werden spéter sehen, dass das tatséchlich alle Zwischenkorper sind.
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2. WIEDERHOLUNG: SEPARABLE KORPERERWEITERUNGEN

Eine wichtige Eigenschaft der Galois-Erweiterungen (die wir in dieser Vorlesung
genauer studieren wollen) ist, dass sie separabel sind. Endliche separable Korperer-
weiterungen haben auflerdem die schone Eigenschaft, dass sie einfach sind. In die-
sem Abschnitt wiederholen wir die relevanten Begriffe und Resultate (vgl. §13 im
Skript ,,Einfiihrung in die Algebra“ vom Sommersemester 2013, wo Sie auch alle
Beweise finden).

2.1. Definition. Seien K ein Korper und 0 # f € K[X] ein Polynom. f heifit
separabel, wenn fiir jeden irreduziblen normierten Teiler A von f gilt, dass h in
einem Zerfallungskorper von h (oder f) nur einfache Nullstellen hat. &

Héufig wird einfach gefordert, dass f selbst in seinem Zerfallungskorper nur einfa-
che Nullstellen hat, was eine stiarkere Einschriankung ist. Fiir irreduzible Polynome
stimmen beide Versionen iiberein, und wir werden den Begriff | separabel“ fast aus-
schliellich im Zusammenhang mit irreduziblen Polynomen verwenden. In diesem
Fall konnen wir Separabilitidt auf einfache Weise charakterisieren.

2.2. Lemma. Seien K ein Kiorper und f € K[X] irreduzibel. Dann ist [ genau
dann separabel, wenn die Ableitung ' # 0 ist.

2.3. Folgerung. Ist K ein Korper der Charakteristik 0, dann ist jedes irreduzible
Polynom iiber K separabel.

Beweis. In Charakteristik 0 gilt fir f nicht konstant, dass deg(f’) = deg(f) — 1
ist; es folgt f' #£ 0, also ist f nach Lemma 2.2 separabel. a

2.4. Beispiel. Nicht separable (irreduzible) Polynome sind also nicht so einfach
zu finden. Das Standardbeispiel sieht so aus: Sei K = F,(y) der Quotientenkérper
des Polynomrings F,[y] und sei f = X? —y € K[X]. Nach dem Eisenstein-
Kriterium (mit dem Primelement y € F,[y|) ist f irreduzibel. Auf der anderen
Seite ist f/ = pXP~! = 0, da K Charakteristik p hat. Also ist f nicht separabel.
Sei L ein Zerfallungskorper von f iiber K und sei o € L eine Nullstelle von f.
Dann ist o = y und es gilt

(X—a)lf=XP-a?=XP—-y=1Ff,
also hat f die p-fache Nullstelle o in L. &

Wir erweitern den Begriff , separabel“ auf Elemente und Korpererweiterungen.

2.5. Definition. Sei k C K eine Korpererweiterung. Ein Element a € K heifit
separabel tiber k, wenn es algebraisch iiber £ ist und sein Minimalpolynom {iiber k
separabel ist. Die Korpererweiterung k& C K heifit separabel, wenn jedes Element
a € K separabel {iber k ist. Anderenfalls heifit sie inseparabel. &

DEF
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2.6. Lemma. Sei k C K eine Korpererweiterung und a € K algebraisch tiber k.

(1) Ist char(k) =0, dann ist a separabel iber k.

(2) Ist char(k) =p > 0, dann ist a genau dann separabel tiber k,
wenn k(a?) = k(a) ist.

(3) a ist separabel iber k genau dann, wenn die Korpererweiterung k C k(a)
separabel ist.

Korper mit der Eigenschaft, dass jede algebraische Erweiterung separabel ist, ha-
ben einen besonderen Namen.

2.7. Definition. Ein Korper K heifit vollkommen oder perfekt, wenn jedes irre-
duzible Polynom in K[X]| separabel ist. Dann ist auch jede algebraische Korperer-
weiterung von K separabel. &

2.8. Satz.

(1) Gilt char(K') = 0, dann ist K vollkommen.

(2) Gilt char(K) =p >0, dann ist K genau dann vollkommen,
wenn {a? | a € K} = K gilt, wenn also der Frobenius-Endomorphismus
¢o: K — K, avw— a?, surjektiv ist.

(3) Ist K endlich, dann ist K vollkommen.

Sei K ein Korper.

2.9. Beispiel. Ein unvollkommener Korper ist also nicht so leicht zu finden. Wie
Beispiel 2.4 zeigt, ist F,(y) ein solcher. In jedem Fall muss es ein unendlicher
Korper von Primzahlcharakteristik sein. &

Wir kommen zum Satz vom primitiven Element. Wir behandeln den wesentlichen
Schritt als Lemma vorneweg.

2.10. Lemma. Seik C K eine Korpererweiterung und seien a,b € K algebraisch
tiber k mit b separabel iber k. Dann gibt es ¢ € k(a,b) mit k(c) = k(a,b).

Beweis. k(a,b) ist eine endliche Erweiterung von k. Ist k ein endlicher Korper,
dann ist auch k(a,b) endlich. Dann ist die Erweiterung k& C k(a,b) einfach. Wir
konnen ab jetzt also annehmen, dass k£ unendlich ist.

Seien f das Minimalpolynom von a und g das Minimalpolynom von b iiber k
und sei k(a,b) C L ein Zerfallungskorper von fg tiber k. Wir bezeichnen die
verschiedenen Nullstellen von f in L mit a = aq,as, ..., a, und die verschiedenen
Nullstellen von ¢ in L mit b = by, b, ..., b,. Die Menge der \ € k, fiir die es ein
Paar (i,7) # (1,1) gibt mit
a+ Ab = a; + )\bj

ist endlich (jedes Paar (i, j) schlieBt hochstens ein A aus). Da k unendlich ist, gibt
es also ein A € k mit ¢ := a + Ab # a; + Ab; fiir alle (i,7) # (1,1). Wir wollen
jetzt k(c) = k(a,b) zeigen. Die Inklusion ,,C* ist klar; es bleibt also a,b € k(c)
zu zeigen. Wir zeigen b € k(c), dann folgt a = ¢ — A\b € k(c). Dazu betrachten
wir h = ggT(g, f(c — AX)) in k(c)[X]. Da b eine gemeinsame Nullstelle von ¢
und f(c — AX) ist, muss X — b ein Teiler von h sein (in k(a, b)[X]). Wire b; mit
j > 1 eine Nullstelle von h, dann wire b; auch eine Nullstelle von f(c — AX), also
wére ¢ — A\b; = q; fiir ein 1 < ¢ < m, im Widerspruch zur Wahl von A. Da h ein
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Teiler von g sein muss und da g nur einfache Nullstellen hat (denn b ist separabel
iiber k — hier wird diese wichtige Voraussetzung verwendet!), folgt h = X —b. Da
der ggT aber durch den Euklidischen Algorithmus in k(c)[X] berechnet werden
kann, folgt b € k(c). a

2.11. Beispiel. Wir betrachten unser Standardbeispiel Q € K = Q(v/17,4), den
Zerfillungskorper von X4 — 17 iiber Q. Mit A = 1 sehen wir, dass alle Elemente
i"/17 £ 4 (mit 0 < m < 3) paarweise verschieden sind. Da wir uns in Charakte-
ristik 0 befinden, sind alle Elemente separabel. Es folgt K = Q(+/17 + 4). &

2.12. Satz. Sei k C K eine Korpererweiterung und seien a,by, ..., b, € K alge-

braisch tiber k mit by, ..., b, separabel iber k. Dann gibt es ¢ € k(a,by, ..., b,) mit
k(c) = k(a,by,...,by).

Insbesondere ist jede endliche separable Korpererweiterung k C K einfach, hat
also ein primitives Element ¢ (mit K = k(c)).

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach n. Fiir n = 0 gilt die
Behauptung trivialerweise mit ¢ = a. Sei also n > 1. Nach Induktionsvorausset-
zung gibt es ¢ € k(a,by,...,b,—1) mit k(a,by,...,b,_1) = k(c); insbesondere ist
¢ algebraisch iiber k. Dann haben wir

k(a,by, ... bp_1,b,) = k(a,by,...,bp_1)(bn) = k(¢)(by) = k(,by) .
Nach Lemma 2.10 gibt es ¢ € k(c, b,) mit k(¢ b,) = k(c).

Ist £ C K endlich und separabel, dann wird K von endlich vielen separablen
Elementen iiber k erzeugt; damit ist der erste Teil des Satzes anwendbar. a

Wie Algebraizitét ist auch Separabilitdt transitiv:

2.13. Satz. Sei k C K eine Korpererweiterung.

(1) Sind a,b € K, sodass a separabel ist iber k und b separabel ist tiber k(a),
dann 1st b auch separabel tiber k.

(2) Ist K C L eine weitere Korpererweiterung, dann ist k C L genau dann
separabel, wenn die Erweiterungen k C K und K C L beide separabel sind.

(Hier endet die ,, Wiederholung®; die folgenden Resultate wurden nicht in der
,Einfithrung in die Algebra“ besprochen.)

Endliche separable Korpererweiterungen haben auch gute Eigenschaften hinsicht-
lich der Existenz von Kérperhomomorphismen.

2.14. Satz. Seik C K eine endliche separable Korpererweiterung und sei K C L
eine weitere Korpererweiterung. Dann gibt es hiochstens [K : k] Kérperhomomor-
phismen K — L, die auf k die Identitdt induzieren. Fir geeignete (,hinreichend
grofe) Korpererweiterungen L (z.B. wenn L algebraisch abgeschlossen ist) gibt
es genau [K : k] solcher Homomorphismen.

BSP
primitives
Element

SATZ
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primitiven
Element

SATZ
Transitivitat
der
Separabilitat

SATZ
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Beweis. Nach dem Satz vom primitiven Element 2.12 gibt es ein Element o € K,
sodass K = k(«). Sei f das Minimalpolynom von « iiber k; dann haben wir
deg(f) = [K : k]; wir bezeichnen diese Zahl mit n. Wir hatten bereits gesehen, dass
jeder , k-Homomorphismus“ ¢: K — L das primitive Element « auf eine Nullstelle
von f in L abbilden muss; aulerdem ist ¢ durch ¢(«) eindeutig bestimmt. Es folgt,
dass es hochstens so viele Moglichkeiten fiir ¢ gibt, wie f Nullstellen in L hat, und
das sind hochstens n.

Nun nehmen wir an, dass L einen Zerfallungskérper von f iiber k enthélt. Da
k C K separabel ist, ist o separabel, was bedeutet, dass f in L nur einfache
Nullstellen hat. Da f in L[z] nach Annahme in Linearfaktoren zerfillt, hat f
in L genau n Nullstellen. Wie im Beweis von Lemma 1.6 gibt es zu jeder dieser
Nullstellen einen eindeutig bestimmten k-Homomorphismus ¢: K — L. d

Wir beweisen noch ein allgemeines Lemma. Die erste Aussage hatten wir bereits
am Beispiel Q C Q(v/17, 2) gesehen.

2.15. Lemma. Sei K ein Kiorper und sei G C Aut(K) eine endliche Untergruppe
der Automorphismengruppe von K. Dann operiert G auf K.

(1) k=F(G)={a€ K |~v(a)=a fir alle y € G}
1st ein Teilkorper von K.

(2) Sei a € K und seien a = vy, g, . .., qy, die verschiedenen Elemente der
Bahn von a unter G. Dann ist

f=(@—a)(x—a) - (x—an) € k[z]

ein normiertes wrreduzibles Polynom. Insbesondere ist o algebraisch tiber k
mit Minimalpolynom f.

(3) k C K ist separabel und [K : k| = #G.

2.16. Definition. F(G) heifit der Fizkorper von G. &
Die Schreibweise variiert in der Literatur.

Beweis.

(1) Esist zu zeigen, dass k unter Addition, Negation, Multiplikation und Kehr-
wertbildung abgeschlossen ist und 0 und 1 enthélt. Das folgt daraus, dass
alle v € G Korperautomorphismen sind.

(2) Es ist zunéchst zu zeigen, dass f Koeffizienten in & hat. Wir kénnen die
Automorphismen von K zu Automorphismen des Polynomrings K[z] fort-
setzen, indem wir sie auf die Koeffizienten der Polynome anwenden. Fiir
v € G gilt dann (f) = f, denn 7 permutiert die Elemente der Bahn von «
und damit die Faktoren in der Produktdarstellung von f. Das bedeutet,
dass alle Koeffizienten Fixpunkte der Operation von G sind; nach Definiti-
on des Fixkorpers sind sie also in k = F(G). Dass f normiert ist, ist klar.
Als Nullstelle eines normierten Polynoms in k[x| ist a dann algebraisch
iitber k. Es bleibt zu zeigen, dass f irreduzibel ist. Das liegt daran, dass
G auf der Bahn von « (wie auf jeder Bahn) transitiv operiert: Haben wir
eine Faktorisierung f = fifs in k[z]|, wobei wir annehmen kénnen, dass
fi(a) = 0 ist, dann muss jeder Automorphismus von K « auf eine Null-
stelle von f; abbilden. Also hat f; schon alle Elemente der Bahn von «

LEMMA
Fixkorper
einer

Untergruppe
von Aut(K)

DEF
Fixkorper

A
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als Nullstellen; damit muss f, konstant sein. Da f € k[z] irreduzibel und
normiert ist und « als Nullstelle hat, muss f das Minimalpolynom von «
iiber k sein.

(3) Sei @ € K und f wie in Teil (2) das Minimalpolynom von « iiber k.
Da f offensichtlich iiber K in Linearfaktoren zerfillt, hat f nur einfache
Nullstellen, also ist « separabel iiber k. Da o € K beliebig war, folgt,
dass die Korpererweiterung k& C K separabel ist. Wir zeigen, dass die
Korpererweiterung auch endlich ist: Nach Teil (2) gilt fiir jedes o € K

[k(a) : k] = deg(f) = #(G - ) < #G.

Nach dem Satz vom primitiven Element 2.12 folgt, dass jeder Zwischen-
kérper £ C L C K, der iiber k endlich ist, Grad < #G hat. Sei L ein
Zwischenkorper mit [L : k] endlich und maximal. Gébe es € K \ L,
dann wire L C L(f) C K und damit [L : k] < [L(B) : k] < oo, im
Widerspruch zur Wahl von L. Es folgt K = L, also ist k£ C K endlich, und
[K : k] < #G. Auf der anderen Seite gilt nach Satz 2.14 #G < [K : k],
also muss Gleichheit gelten. a

2.17. Folgerung. Sei k C K eine endliche separable Kéorpererweiterung. Dann
gilt # Aut(K/k) < [K : k] mit Gleichheit genau dann, wenn jedes normierte
irreduzible Polynom f € klz], das in K eine Nullstelle hat, in K|x] bereits in
Linearfaktoren zerfdillt.

Beweis. Die Aussage ,# Aut(K/k) < [K : k] ist als Spezialfall L = K in
Satz 2.14 enthalten. Hat K die angegebene Eigenschaft, dann ist im Beweis von
Satz 2.14 L = K ein Zerfallungskorper von f, und es folgt Gleichheit. Jetzt nehmen
wir umgekehrt an, dass # Aut(K/k) = [K : k] gilt. Dann ist k£ = F(Aut(K/k)),

denn
k C F(Aut(K/k)) und (K : k| = #Aut(K/k) = [K : F(Aut(K/k))]

nach Lemma 2.15, (3). Sei f € k[z] normiert und irreduzibel und g € K mit
f(B) = 0. Wir betrachten die Bahn {¢(5) | ¢ € Aut(K/k)} von [ unter der
Automorphismengruppe von k C K; ihre Elemente seien 3 = 3, Bs, ..., ,,. Nach
Lemma 2.15 ist dann f = [[/_,(z — f;) € k[z] das Minimalpolynom von j, also

ist f = f, und f zerfillt in K[z] in Linearfaktoren. Qa

2.18. Definition. Eine Korpererweiterung & C K mit der Eigenschaft, dass jedes
normierte irreduzible Polynom f € k[z], das in K eine Nullstelle hat, in K[z] in
Linearfaktoren zerfallt, heif3t normal. &

(Das ist eine ziemlich ddmliche Bezeichnung, weil ,normal® alles Mogliche heiflen
kann, aber sie hat sich nun einmal durchgesetzt.)

2.19. Beispiele. Seik C K eine Korpererweiterung vom Grad [K : k] = 2. Dann
ist £ C K normal. Denn sei f € k[z] ein normiertes irreduzibles Polynom, das in K
eine Nullstelle o hat. Dann folgt deg(f) < 2. Jedes Polynom vom Grad 1 ,,zerfallt“
trivialerweise in Linearfaktoren. Wir konnen demnach deg(f) = 2 annehmen, also
f=2?+azx+bmit a,b € K. Dann ist aber f = (z —a)(z+a+ «) in K|[x]; damit
zerfallt f in Klz| in Linearfaktoren.

FOLG

# Aut(K /k)
< [K : k]
DEF
normale KE
BSP

(nicht)
normale KE
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Eine Korpererweiterung vom Grad 3 braucht dagegen nicht normal zu sein. Zum
Beispiel hat f = 2% — 2 in K = Q(+/2) eine Nullstelle, zerfillt aber iiber K nicht
in Linearfaktoren, da die anderen beiden Nullstellen nicht in K liegen. Also ist
Q C K nicht normal.

Ist K algebraisch abgeschlossen, dann ist & C K mnormal, weil jedes Polynom
in K[z] in Linearfaktoren zerfallt. &

2.20. Beispiel. Im Gegensatz zu Algebraizitit und Separabilitdt ist Normalitat BSP
nicht transitiv. Zum Beispiel ist Q € Q(v/17) nicht normal, denn L = Q(+/17) Normalitat
enthilt nur zwei der vier Nullstellen von z* — 17. Auf der anderen Seite sind aber nicht

die beiden Korpererweiterungen Q € Q(v/17) und Q(v/17) € Q(+/17) normal, da transitiv
sie Grad 2 haben. &
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3. GALOIS-ERWEITERUNGEN

3.1. Definition. Eine Korpererweiterung & C K heilit galoissch oder Galois-
Erweiterung, wenn k = F(Aut(K/k)) ist. In diesem Fall heiit Aut(K/k) die
Galoisgruppe der Korpererweiterung k C K; sie wird haufig Gal(K/k) geschrie-
ben. &

Beachte: k C F(Aut(K/k)) gilt immer nach Definition von Aut(K/k). Die Bedin-
gung ist also, dass jedes unter Aut(K/k) festgehaltene Element von K bereits in k
liegt.

Man beachte auch die zwei ,;s“ in ,,galoissch*!

3.2. Beispiel. Die Korpererweiterung Q C K = Q(+v/17) ist nicht galoissch, denn

K hat keine nichttrivialen Automorphismen (jeder Automorphismus muss v/17 auf
eine Nullstelle von X3 — 17 abbilden; in K gibt es aber keine andere Nullstelle);
damit ist F(Aut(K/Q)) = K # Q. &

Wir kénnen endliche Galois-Erweiterungen charakterisieren:

3.3. Satz. Sei k C K eine endliche Kiorpererweiterung. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

1) k C K ist galoissch.

2)

3) #Aut(K/k) = [K : k.
)

4) K st Zerfillungskorper eines normierten separablen irreduziblen Polynoms

f € klx].

k C K ist separabel und normal.

(
(
(
(

Beweis. ,,(1) = (3)¢: Wir wenden Lemma 2.15 an auf G = Aut(K/k). Nach
Voraussetzung ist k = F(G), also ist [K : k] = #G (und k C K ist separabel).

»(3) = (1)“: Sei wieder G = Aut(K/k); es gelte [K : k] = #G. Dann haben wir
k C F(G) C K und nach Lemma 2.15 gilt [K : F(G)] = #G = [K : k]. Daraus
folgt k = F(G).

(1) = (2)“: Wir haben schon gesehen, dass aus (1) die Separabilitit folgt. AuBer-

dem folgt (3); nach Folgerung 2.17 bedeutet die Gleichheit [K : k] = # Aut(K/k)
gerade, dass k C K normal ist.

»(2) = (4)¢: Da k C K endlich und separabel ist, gibt es nach dem Satz vom
primitiven Element 2.12 ein o € K mit K = k(«). Sei f das Minimalpolynom
von « iiber k. Da k C K normal ist und f die Nullstelle o in K hat, zerfallt f
in K[z] in Linearfaktoren. Damit ist K ein Zerfallungskorper von f; f ist separabel,
da « separabel iiber k ist (denn k C K ist separabel).

»(4) = (3)“: Das folgt aus dem Beweis von Satz 2.14. a
Da Normalitét nicht transitiv in Korpererweiterungen ist, gilt das analog fiir die
Eigenschaft galoissch zu sein (wie dasselbe Beispiel zeigt).

Die Aquivalenz von (1) und (2) gilt auch noch fiir unendliche algebraische Kérperer-
weiterungen (Satz von Artin, siehe z.B. [IKM, Satz 26.7]).
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3.4. Beispiel. Ist char(k) # 2 und & C K eine quadratische Korpererweite-
rung (also mit [K : k] = 2), dann ist & C K galoissch, denn eine quadratische
Erweiterung ist stets normal, und sie kann nur dann inseparabel sein, wenn die
Charakteristik den Grad teilt. Es gilt dann Aut(K/k) = {idk, 7} fiir einen Au-
tomorphismus 7 # idgx. Wegen char(k) # 2 konnen wir die iibliche quadratische
Ergénzung durchfiihren. Das zeigt, dass K = k(y/a) ist fiir ein a € k (sodass a
kein Quadrat in k ist). Das Minimalpolynom von +/a ist 2? — @ und hat —/a als
einzige weitere Nullstelle, also muss 7(v/a) = —/a sein.

Als konkretes Beispiel haben wir R C C = R(¢); in diesem Fall ist 7 die komplexe
Konjugation: 7(a + bi) = a — bi. s

3.5. Beispiel. Zu Beginn dieser Vorlesung haben wir ausfiihrlich die Kérperer-

weiterung Q C K = Q(+/17, ¢) studiert. Da K der Zerfillungskorper von z* — 17
ist, ist diese Korpererweiterung galoissch; wir hatten gesehen, dass die Galoisgrup-
pe Aut(K/Q) = Dy ist.

Demgegeniiber ist Q C Q(+/17) nicht galoissch, denn die Erweiterung ist nicht
normal. Daran sieht man, dass Zwischenkorper einer Galois-Erweiterung nicht
galoissch iiber dem Grundkoérper sein miissen. &

3.6. Beispiel. Ist £ C K eine Erweiterung von endlichen Korpern, so ist sie
galoissch.

Sei ¢ = #k (dann ist ¢ = p/ eine Primzahlpotenz und p ist die Charakteristik
von k), dann ist ¢: K — K, z — 27 ein Automorphismus von K, der die Elemente
von k (und nur diese, denn die Fixpunkte sind genau die ¢ Nullstellen von 27 — z)
fest ldsst, also ist ¢ € Aut(K/k), und es gilt F(Aut(K/k)) C F((¢)) = k. Damit
ist k C K jedenfalls galoissch und es folgt zusitzlich, dass Aut(K/k) = (¢) ist,
denn

#Aut(K/k) = [K - k] = [K - F((¢))] = #(¢) -
Die Galoisgruppe Aut(K/k) ist also zyklisch und wird von ¢ erzeugt. &

3.7. Beispiel. Die Automorphismengruppe von R ist trivial: Aut(R) = {idg}.
Sei dazu o € Aut(R). Dann gilt fiir z € R:

r>0 = FyecRiz=9y* < FzcR:0(x)=2" < o(x)>0.
Damit folgt auch fiir x,y € R:
>y <= r2—y>0 <= oxz—y) >0 < o(z) >0o(y);

o erhélt also die Anordnung von R. Als Korperautomorphismus ist o die Identitét
auf dem Primkorper Q C R. Da eine reelle Zahl z durch L(z) ={a € Q| a < x}
eindeutig bestimmt ist (als z = sup L(z)), und weil o(L(x)) = L(x) gilt, folgt

o(x) =o(sup L(z)) =supo(L(z)) =sup L(z) = x.

Als Konsequenz ergibt sich, dass es keine Galois-Erweiterung £ C R mit £ # R
geben kann. &
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3.8. Lemma. Ist K der Zerfillungskirper tber k eines (nicht notwendig irredu-
ziblen) normierten separablen Polynoms f € k[z|, dann ist k C K galoissch.

Beweis. Seien f1, fo, ..., fin die verschiedenen normierten irreduziblen Faktoren
von f. Da f separabel ist, sind auch alle f; separabel. Dann koénnen wir statt f
auch fo = fifs--- fin betrachten; fy hat nur einfache Nullstellen in K. Wir zeigen,
dass # Aut(K/k) = [K : k| ist. Sei dazu k C L C K ein Zwischenkorper. Wir
schreiben Homy (L, K) fiir die Menge der Homomorphismen L — K, die auf k die
Identitét induzieren. Wir nehmen als Induktionsvoraussetzung an, dass

# Homy (L, K) = [L : k]

ist (das ist im Induktionsanfang mit L = k erfiillt). Ist L = K, dann sind wir
fertig, denn Homy (K, K') = Aut(K/k). Anderenfalls gibt es eine Nullstelle « € K
von fo mit ¢ L. Sei L' = L(«) C K, dann ist L C L’ eine nichttriviale einfache
Korpererweiterung. Sei f, das Minimalpolynom von « iiber L; dann hat f, genau
deg fo, = [L' : L] verschiedene Nullstellen in K, und dasselbe gilt fiir f¢ fiir
jeden Homomorphismus ¢ € Homy(L, K) (denn f, und f¢ sind Teiler von fo
in K[z]). Nach Lemma 1.8 ldsst sich jedes ¢ € Homy(L, K) also auf genau [L : L]
verschiedene Arten zu einem Homomorphismus L' — K fortsetzen. Insgesamt
erhalten wir dann

#Homy (L', K) = [L": L] - #Homy(L,K)=[L": L]-[L : k] = [L" : K]

wie gewiinscht. (Ahnlich hatten wir bereits im Beweis von Satz 1.9 argumentiert. )
Aus # Aut(K/k) = [K : k] folgt mit Satz 3.3, dass k C K galoissch ist. a

Wir betrachten jetzt eine Galois-Erweiterung k& C K mit einem Zwischenkorper L.
Wann sind die beiden Kérpererweiterungen £ C L und L C K wieder galoissch?

3.9. Satz. Sei k C K eine endliche Galois-Erweiterung und sei k C L C K
ein Zwischenkorper. Dann ist L C K galoissch. Die Erweiterung k C L ist genau
dann galoissch, wenn (L) = L ist fir alle v € Aut(K/k). In diesem Fall ist

O: Aut(K/k) — Aut(L/k), ~+— 7|1

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern Aut(K/L). Insbesondere ist
Aut(K/L) ein Normalteiler von Aut(K/k) und Aut(L/k) ist isomorph zur Fak-
torgruppe Aut(K/k)/ Aut(K/L).

Die letzte Aussage liefert eine Erkldrung fiir die Bezeichnung ,,normal“ bei Kor-
pererweiterungen.

Beweis. Wir zeigen erst einmal, dass L. C K galoissch ist. Nach Satz 3.3 ist K
Zerfallungskorper iiber k eines normierten (sogar irreduziblen) separablen Poly-
noms f € k[z]. Dann ist K auch Zerfallungskorper von f iiber L. Nach Lemma 3.8
ist also L C K galoissch.

Da k C K nach Satz 3.3 separabel ist, gilt das auch fiir £ C L. Wiederum nach
Satz 3.3 ist k£ C L also genau dann galoissch, wenn k C L normal ist. Wir zeigen,
dass das dquivalent ist zu Vy € Aut(K/k): v(L) = L.

Sei jetzt zundchst k C L als normal angenommen; sei a € L und v € Aut(L/k).
Wir miissen zeigen, dass y(a) € L ist. Sei dazu f € k[z] das Minimalpolynom
von a, dann sind alle Nullstellen von f in K bereits in L (denn k C L ist normal).
Auf der anderen Seite muss «y(a) aber eine Nullstelle von f sein, also ist v(a) € L.

LEMMA
Zerfallungs-
korper sind
galoissch

SATZ
galoissch

fiir Zwischen-
korper
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Jetzt nehmen wir an, dass y(L) = L ist fir alle v € Aut(K/k). Wir wollen
zeigen, dass dann k C L normal ist. Sei also f € k[z] irreduzibel und normiert
und a € L eine Nullstelle von f. Da k C K normal ist, zerfallt f in K[z] in
Linearfaktoren. Aus Lemma 2.15 folgt, dass Aut(K/k) auf den Nullstellen von f
in K transitiv operiert. Da (L) = L ist fiir alle v € Aut(K/k) und eine Nullstelle
(ndmlich a) in L ist, sind alle Nullstellen in L, also zerfillt f auch schon in L]z| in
Linearfaktoren. Wir sehen also, dass jedes irreduzible normierte Polynom f € k[z],
das in L eine Nullstelle hat, in L[z] in Linearfaktoren zerfillt. Damit ist £ C L
normal.

Sei jetzt k C L galoissch. Fiir v € Aut(K/k) folgt aus v(L) = L, dass die Ein-
schrankung |, € Aut(L/k) ist; die Abbildung & ist also wohldefiniert, und es
ist klar, dass ® ein Gruppenhomomorphismus ist. Die Definition von Aut(K/L)
liefert ker(®) = Aut(K /L), also ist Aut(K /L) ein Normalteiler von Aut(K/k). Es
bleibt die Surjektivitit von ® zu zeigen. Nach dem Homomorphiesatz fiir Gruppen
ist das Bild von @ isomorph zu Aut(K/k)/ Aut(K/L). Es gilt dann
Aut(K/k)  #Aut(K/k) [K:FK]
Aut(K/L)  #Aut(K/L) [K:L]
also folgt Gleichheit. Damit ist ® surjektiv; die letzte Behauptung folgt dann
auch. 0

[L: k] = # Aut(L/k) > #

= [L K],

3.10. Definition. Ist k& C K eine endliche separable Korpererweiterung, dann DEF

ist K = k() eine einfache Korpererweiterung nach dem Satz vom primitiven Galois-
Element 2.12. Sei f € k[z] das Minimalpolynom von « iiber k. Sei L ein Zer- Abschluss
fallungskorper von f iiber K. Dann ist L auch Zerfallungskorper von f iiber k,

also ist k C L eine Galois-Erweiterung. Auf der anderen Seite muss jede Galois-
Erweiterung von k, die K enthélt, einen Zerfallungskorper von f enthalten. Damit

ist L (bis auf Isomorphie) die kleinste K enthaltende Galois-Erweiterung von k.

Die Erweiterung & C L heif3t der Galois-Abschluss oder die galoissche Hiille von

kCK. &

Wir kommen jetzt zu einem wichtigen Aspekt der Galoistheorie, ndmlich zur Be-
schreibung aller Zwischenkorper durch die Untergruppen der Galoisgruppe. Sei
k C K galoissch. Wir erinnern uns an die Konstruktion des Fixkorpers einer Un-
tergruppe der Automorphismengruppe:

F:{U C Aut(K/k) | U Untergruppe} — {L | L Zwischenkorper von k C K}
Ur— F(U)={a€e K|VyeU: ~(a) =a}
Es gibt auch eine Abbildung in der anderen Richtung, ndmlich
U: {L| L Zwischenkorper von k C K} — {U C Aut(K/k) | U Untergruppe}
L—U(L) =Aut(K/L).

Die wesentliche Aussage des nun folgenden Satzes ist, dass diese beiden Abbildun-
gen zueinander invers sind.

3.11. Satz. Sei k C K eine endliche Galois-Erweiterung. Dann sind die oben SATZ
definierten Abbildungen F und U inklusionsumkehrend und zueinander invers. Galois-

Fiir einen Zwischenkorper L von k C K gilt, dass k C L genau dann galoissch ist, Korrespondenz

wenn U(L) Normalteiler in Aut(K/k) ist.

Inklusionsumkehrend heifit dabei, dass aus U; C U, die die umgekehrte Inklusion
F(Uy) D F(Uy) folgt; entsprechend fiir U.
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Beweis. Dass F und U inklusionsumkehrend sind, folgt direkt aus den Definitio-
nen. Wir zeigen, dass die Abbildungen zueinander invers sind. Fiir Untergruppen U
und Zwischenkorper L gilt

UcCUFU)) und L c FU(L))

(denn jedes Element von U lédsst F(U) elementweise fest und jedes Element von L
wird von allen Elementen von U(L) festgelassen). Nach Satz 3.9 ist L C K fir
jedes L galoissch, also ist nach Satz 3.3 #U(L) = [K : L]. Nach Lemma 2.15 gilt
K : F(U)] = #U. Beides zusammen bedeutet

#U = #U(F((U)) und (K : Ll =[K:FUL))].
Zusammen mit der bereits bewiesenen Inklusion folgt

U=UF)) und L =FU(L)),

was zu zeigen war.

In Satz 3.9 hatten wir schon gesehen, dass aus ,,k C L galoissch® folgt, dass U(L) =
Aut(K/L) ein Normalteiler von Aut(K/k) ist. Fiir die umgekehrte Implikation
iiberlegen wir Folgendes. Seien v, ¢ € Aut(K/k). Dann gilt

¢ € Aut(K/L) <= VYae€ L: ¢(a)=a
< Va € L: y(¢(a)) = y(a)
< Va € L: (777 )(v(a) = ( )
= Vbeq(L): (v )(b) =
= 19 € Aut(K/v(L))'
Das bedeutet Aut(K/y(L)) = v Aut(K/L)y~' = Aut(K/L), wobei wir benutzen,
dass Aut(K/L) ein Normalteiler ist. Es folgt U(L) = U(y(L)), nach dem ersten

Teil des Satzes also L = (L) (fiir alle v € Aut(K/k)). Nach Satz 3.9 bedeutet
das, dass k C L galoissch ist. a

Da es relativ einfach ist, sich einen Uberblick iiber die Untergruppen einer endli-
chen Gruppe zu verschaffen, erlaubt es uns dieser Satz, auch alle Zwischenkorper
einer endlichen Galois-Erweiterung zu beschreiben.

3.12. Beispiel. Fiir die Galois-Erweiterung Q ¢ K = Q(v/17,4) hatten wir
bereits die Untergruppen der Galoisgruppe Aut(K/Q) = D, klassifiziert und die
zugehorigen Fixkdrper bestimmt. Satz 3.11 sagt uns nun, dass es keine weiteren
Zwischenkorper gibt.

Die nichttrivialen Normalteiler von Dy = (o, 7) sind die Untergruppen (o), (o2, T)
und (0% o7) vom Index 2 und das Zentrum (o?). Die einzigen (mchttrwlalen)

Zwischenkorper, die iiber @ galoissch sind, sind also Q(7), Q(v/17), Q(iv/17 )
und Q(V17,4).

BSP
Q(V17,i)
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4. DIE DISKRIMINANTE

Sie kennen alle die Losungsformel fiir quadratische Gleichungen:
_ —pEVPP—4g
5 :

Lasst sich eine Formel dieser Art auch fiir Gleichungen héheren Grades finden?
Dabei soll ,,dieser Art“ bedeuten, dass auler den vier Grundrechenarten auch noch
n-te Wurzeln vorkommen diirfen. Die Galois-Theorie wird uns darauf eine Antwort
liefern.

?+pr+qg=0 =

Wir betrachten zunéchst ein Polynom vom Grad 3:
f(z) =2 +az® + bz + c.

Ahnlich wie man ein Polynom vom Grad 2 durch ,quadratisches Ergénzen® ver-
einfachen kann, kénnen wir hier durch ,kubisches Ergénzen“ den Koeffizienten

von 2 zum Verschwinden bringen:

f(z - 3a) =(2®—ar’+.. ) tar*+... =2 +pr+q
mit Koeffizienten p und ¢, die gewisse Ausdriicke in a, b und ¢ sind. Wir nehmen
daher an, dass unser Polynom diese Form hat. Auflerdem nehmen wir an, dass das

Polynom irreduzibel ist, denn sonst konnten wir es faktorisieren, und dann hétten
wir es mit Polynomen kleineren Grades zu tun. Sei also

f(z) = 2° + px + q € k[]

irreduzibel; dabei sei k ein Korper mit char(k) # 2,3. Sei K der Zerfallungskorper
von f iiber k; dann ist £ C K eine Galois-Erweiterung, und die Galoisgruppe
von f ist

Gal(f/k) = Aut(K/k) .
Wir hatten bereits gesehen, dass man Gal(f/k) mit einer Gruppe von Permuta-
tionen der Nullstellen von f in k identifizieren kann. Wenn wir die Nullstellen als
aq, g, a3 nummerieren, dann kénnen wir also Gal(f/k) als Untergruppe von Ss

betrachten. Da k(ay) C K und [k(a) : k] = deg(f) = 3 ist, folgt
#Gal(f)=[K : k] € {3,6}.

Es gibt also die beiden Moglichkeiten Gal(f/k) = S oder Gal(f/k) = Az (denn
die alternierende Gruppe Ajs ist die einzige Untergruppe von S3 der Ordnung 3).
Wie konnen wir entscheiden, welche der beiden Moglichkeiten zutrifft?

Im Fall Gal(f/k) = S5 muss es einen Zwischenkérper & C L C K geben, der
quadratisch iiber k ist, namlich L = F(A3). Dann ist L = k(v/d) fiir ein d € k, das
kein Quadrat ist. Da A3 ein Normalteiler von S ist, ist k& C L galoissch (das wissen

wir schon, da jede quadratische Korpererweiterung in Charakteristik # 2 galoissch
ist) mit Galoisgruppe S3/As. Das heiit konkret, dass fiir 0 € S3 = Gal(f/k) gilt

ceAs=>o0(Vd)=vVd und o€ S5\ A= o0(Vd)=—-Vd.

(Im zweiten Fall wird v/d nicht festgelassen, muss also auf die andere Nullstelle
von x? — d abgebildet werden.) Man kann das als

o(Vd) = e(o)Vd
zusammenfassen; dabei ist e(0) das Signum der Permutation o.

Umgekehrt gilt: Ist § € K mit o(d) = (0)d fiir alle 0 € Ss, dann ist 6% € k
und L = k(§). Denn o(6%) = 0(0)? = e(0)?6* = 4° fiir alle 0 € S, also ist
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62 € F(S3) = k. Da 0 von allen o € Aj festgelassen wird, gilt entsprechend
€ F(Ay) = L. Aus § € L\ k folgt L = k(5).

Wir werden jetzt ein solches Element ¢ aus den Nullstellen von f zusammenbauen:
(5 = (oq — Oég)(Oél — 043)(042 — 043) .

Eine Permutation o der drei Nullstellen vertauscht die drei Faktoren und dndert
moglicherweise bei einigen von ihnen das Vorzeichen:

o(9)
4}
also hat ¢ die gewiinschte Eigenschaft.

disc(f) = d = 0% = [ (s — @))* € k*

i<j

= (_1)#{(i,j)|1§i<j§3,a(i)>o(j)} = ¢(0)

Y

heilt die Diskriminante von f. Wir haben dann das folgende Ergebnis:

4.1. Satz. Seien k ein Korper mit char(k) # 2,3 und f = 2° + px + q € k[x] ir- SATZ
reduzibel. Ist disc(f) € k* ein Quadrat in k, dann ist Gal(f/k) = As, anderenfalls As oder Ss
ist Gal(f/k) = Ss.

Beweis. Tst disc(f) = 62 kein Quadrat in k, dann ist § ¢ k, also gibt es den
quadratischen Zwischenkorper L = k(0) und es folgt 2 = [L : k| | [K : k] =
# Gal(f/k), also muss Gal(f/k) = S; sein.

Sei jetzt disc(f) ein Quadrat, also 0 € k. Sei 0 € Gal(f/k) C Ss3. Nach dem oben
Gesagten gilt einerseits 0(d) = e(0)d, andererseits wegen ¢ € k aber auch o(§) = 9.
Beides zusammen impliziert (o) = 1, also o € Asz. Es folgt A3 C Gal(f/k) C As,
also Gal(f/k) = As. a

Aus der Tatsache, dass disc(f) in jedem Korper enthalten ist, der die Koeffizienten
von f enthélt, folgt, dass disc(f) durch diese ausgedriickt werden kann. Konkret
gilt:

4.2. Lemma. Fir f =23+ pr + q gilt LEMMA
Diskrimi-
disc(f) = —4p® — 27¢% . nante fir

Grad 3

Beweis. Aus f = (v — a1)(x — ag)(z — ag) folgt

o) +ag+az =0, a1 + s + apag = p, a1y = —( .
Die behauptete Gleichheit folgt dann durch eine einfache, aber umsténdliche Rech-
nung. a

Die Aussage von Satz 4.1 ldsst sich verallgemeinern. Dazu definieren wir die Dis-
kriminante fiir ein beliebiges normiertes Polynom.



84. Die Diskriminante 23

4.3. Definition. Seien k ein Kérper und f € k[z| ein normiertes Polynom vom
Grad n > 1. Sei K ein Zerfallungskorper von f iiber k, sodass

=1l - € KLl

Dann ist die Diskriminante von f definiert als

disc(f) = H(OQ — ;). &

i<j

4.4. Lemma. Seien k ein Korper und f € k[x] ein normiertes Polynom vom
Grad n.

(1) disc(f) €

(2) disc(f) 7é 0 genau dann, wenn f nur einfache Nullstellen hat; insbesondere
st f dann separabel.

Beweis. Der zweite Teil folgt direkt aus der Definition der Diskriminante. Wenn
disc(f) = 0 ist, dann ist disc(f) € k. Sei also jetzt disc(f) # 0. Dann ist f se-
parabel, also ist £ C K eine Galois-Erweiterung, wobei K ein Zerfallungskorper
von f iiber k ist. Die Elemente von Gal(f/k) = Aut(K/k) permutieren die Null-
stellen «; von f und damit die Faktoren in der Definition von disc(f). Es folgt
disc(f) € F(Aut(K/k)) = k. a

4.5. Bemerkung. Man kann sogar zeigen, dass die Diskriminante ein Polynom
mit ganzzahligen Koeffizienten in den Koeffizienten ag, a, ..., a,_1 von

f=a"4ap 12" '+ ...+ ax? + iz + ag

ist. Genauer gilt

1 a1 Uy o e ao 0 .-~ 0

0 1 a1 e a a -+ 0

_(_ (n) 0 O . e 1 Ap—1 “ee a1 Qg

dise(f) = (=1)%: n (n—1a,—1 (n—2)a,_2 a; 0o --- 0
0 n (n—1Day—1 --- 2as a, -+ 0

0 0 e n (n—1a,1 - 2a a

Das ist eine (2n — 1)-reihige Determinante, in deren ersten n — 1 Zeilen die Koef-
fizienten von f stehen (in jeder Zeile gegeniiber der vorigen um einen Platz nach
rechts verschoben) und in deren letzten n Zeilen die Koeffizienten der Ableitung f’
stehen. Zum Beispiel erhalten wir fiir f = 2% + px + ¢

1 0 p g O 1 0 »p q 0
01 0 p g 01 0 P q
disc(f)=—3 0 p 0 0O|=—|0 0 —=2p =3¢ O
030p0 00 0 -2 -3¢
0030 p 00 3 0 p
= —((=2p)(=2p)p + (=39)(—3q)q) = —4p® — 27¢" .

DEF
Diskrimi-
nante

LEMMA
Diskrimi-

nante und
mehrfache
Nullstellen
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Fiir f = 2% + px + ¢ erhalten wir die bekannte Formel
L pgq
disc(f)=—12 p 0| =p*—4q.
0 2 p

Die Verallgemeinerung unseres Satzes 4.1 lautet jetzt wie folgt.

4.6. Satz. Sei k ein Korper mit char(k) # 2 und sei f € k[x] ein normiertes SATZ
Polynom vom Grad n > 1 mit disc(f) # 0. Dann ist f separabel und es gilt fir Gal C A,
die Galoisgruppe Gal(f/k) C S,:

Gal(f/k) C A, < disc(f) ist ein Quadrat in k.

Beweis. Dass aus disc(f) # 0 folgt, dass f separabel ist, hatten wir bereits in
Lemma 4.4 gesehen. Sei K ein Zerfillungskorper von f iiber k und sei 9 € K mit

62 = disc(f), also etwa
0 =]l — ),

<]
wenn aq,...,q, € K die Nullstellen von f sind. Fiir o € Gal(f/k) C S, gilt
dann wie vorher ¢(0) = (0)d. Ist disc(f) ein Quadrat in k, dann ist 0 € k, also
o(6) = ¢, und es folgt (o) = 1 (man beachte 1 # —1 wegen char(k) # 2), also
o€ A, Ist 0 ¢ k, dann ist L = k(J) ein Zwischenkorper vom Grad 2 in k C K
und es gilt L = F(Gal(f/k) N A,), denn

O'|L:idL <~ 0'((5)2(5 <~ E(O’):l.
Dann muss Gal(f/k) N A,, eine echte Untergruppe von Gal(f/k) sein, also folgt
Gal(f/k) ¢ A,. Q
Fiir Polynome f = 22+ px+¢q vom Grad 2 bedeutet das gerade (falls char(k) # 2):
f zerfillt iiber k <= p* — 4q ist ein Quadrat in k.
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5. LOSUNGSFORMELN FUR GLEICHUNGEN VOM GRAD 3 UND 4

Fiir ein irreduzibles Polynom f = 2% + px + ¢ € k[z] (mit char(k) # 2,3) vom
Grad 3 haben wir den Kérperturm

k C L = k(+/disc(f)) C K,

wobei K der Zerfallungskorper von f ist; die Korpererweiterung L C K ist ga-
loissch mit Galoisgruppe A3 = 7Z/3Z. Kénnen wir die Elemente von K (also ins-
besondere die Nullstellen von f) durch geeignete dritte Wurzeln von Elementen
von L ausdriicken? Dazu nehmen wir erst einmal an, dass k eine primitive dritte
Einheitswurzel enthélt, also ein Element w mit w? = 1, aber w # 1 (d.h., w erfiillt
die Gleichung w?+w+1 = 0). Sei 0 € Aut(K/L) ein Erzeuger. Dannist 0: K — K
ein L-linearer Endomorphismus des L-Vektorraums K, und ¢ hat Ordnung 3. Das
Minimalpolynom von ¢ als L-linearer Endomorphismus teilt 3 —1, also ist o diago-
nalisierbar (hier brauchen wir char(k) # 3) und die Eigenwerte sind unter 1, w,w?
zu finden. Der Eigenwert 1 tritt mit Vielfachheit 1 auf; der zugehorige Eigenraum
ist L. Es tritt also w oder w? als Eigenwert auf; tatséichlich sogar beide (sei etwa
a € K Eigenvektor zum Eigenwert w, dann ist o(a?) = (0())? = (wa)? = w?a?,
also ist o? ein Eigenvektor zum Eigenwert w?). Sei o € K Eigenvektor zum Eigen-
wert w?, also o(a) = w?a. Dann ist a = a® € L, denn o(a?) = (w?a)? = wba? = a3
und es folgt K = L(/a) (denn o € K\ L).

Wenn £ keine primitive dritte Einheitswurzel enthélt, dann adjungieren wir eine,
ersetzen k also durch k(w) = k(v/—3). Um eine explizite Formel zu bekommen,
miissen wir noch herausfinden, wie wir das Element a durch die Koeffizienten
von f und y/disc(f) ausdriicken kénnen. Seien dazu a, ag, ag die Nullstellen von f
in K. Wir kénnen die Nummerierung so wihlen, dass o(a1) = as, o(ay) = ag und
o(az) = ay ist. Dann gilt fiir o = a; + was + w?azs:
ola) = ay +waz + wa; = W (way + wias + ar) = wia,

also liegt v im richtigen Eigenraum. Wir machen noch ein paar vorbereitende
Rechnungen. Sei dazu

§ = (a1 — ag)(ay — az)(ay — as) = (afay + ajas + aza) — (103 + anai + azad)

eine Quadratwurzel aus disc(f). Aus einem Koeffizientenvergleich

P rprtqg=f=(r—a)(r—a)(r—as)

folgt
a4+ ag +ag =0, a1 + a3 +asag =p und  apasag = —q
und damit
(aFag + asas + ajan) + (a1as + asaj + aza?)
= (a1 + ag + a3z)(agas + agaz + asaz) — 3aasas
und

ai’ + ag’ + 043
= (041 -+ (67) + 063)3 — 3(0&1 -+ (6%) -+ 063)(061042 + Q3 -+ 062063) + 30610(2043

=—3q.
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AuBlerdem ist w = —% + %\/—3. Wir haben dann
a=a®=(a; +way +wiasz)?
= a} + a3 + aj + 6ajazas

+ 3w(ddag + a1a3 + ajas) + 3w (aras + ajas + axal)

3 3
= -3¢ — 6q + éw(Bq +0)+ §w2(3q —9)

o 3v=3
- 2q T

3 )

Mit & = o + w?as + was und @ = & erhalten wir analog

S RORION!

Dabei gilt
oo = a% + oz% + ozg — Qg — Q13 — Qa3
= (a1 + oo + O[3>2 — 3(&1@2 + oas + OéQOég)
= —3p.
Wegen
1 1
o ==((a1+a+az) +at+a)=<(a+a)
3 3 i
ist 7

N. Tartaglia

S R ORI ERY (N C ORI a

dabei sind die dritten Wurzeln so zu wéhlen, dass ihr Produkt —p/3 ist. Wir halten
fest:

5.1. Satz. Sei k ein Korper mit char(k) # 2,3 und f = 2% + pr + q € k[z]. Sei SATZ

k C K eine Korpererweiterung, die eine primitive dritte Einheitswurzel w und die Lésungsformel
Nullstellen von f enthdlt. fiir kubische
Gleichungen

Sei weiter d = (p/3)* + (¢/2)* = —disc(f)/(4-27) und § = Vd € K eine Qua-

dratwurzel von d. Seien o = 3/ —q/2 4+ 6, = \/—q/2 — 0 € K dritte Wurzeln mit

aa = —p/3. Dann sind die Nullstellen von f in K gegeben durch

ap = a+a, s = wa + wa und as = wia + wa.

Diese Formeln gehen auf Tartaglia und del Ferro (ca. 1515) zuriick. Cardano
veroffentlichte sie als Erster (1545), nachdem er unveroffentlichte Notizen von :
del Ferro dazu gesehen hatte, obwohl Tartaglia ihm die Formeln nur unter der G. Cardano
Bedingung verraten hatte, dass er sie geheim hilt. (1501-1576)

Beweis. Dass 6, o, @ € K sind, folgt aus den vorhergehenden Uberlegungen (und
in jedem Fall kénnte man K geeignet wihlen). Man rechnet nun nach:

ooy =’ = (=5 +0) (-5 -9) = (3) - ((5) + (5)) = (-5)"


http://de.wikipedia.org/wiki/Niccol%C3%B2_Tartaglia
http://de.wikipedia.org/wiki/Scipione_del_Ferro
http://de.wikipedia.org/wiki/Gerolamo_Cardano
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also konnen a und & wie angegeben gewéahlt werden. Es gilt dann:
mtatas=14+w+w)a+ 1+ +wa=0,

a0 + oqas + agas = (w+w? + 1) + (WP +w + 1)a?
+ (W +wtw+w +w+w)aa
= —3aq =1p,
aapas = o’ +a° + (W +w+ Data + (1 +w? +w)aa®

—drat= L 1 5
a” + « 2+ 5 q.

Die Behauptung folgt durch Koeffizientenvergleich in
f=2*+pr+q=(v—a)(r—a)(z—as). Q

Fiir diesen Beweis haben wir die Galois-Theorie nicht gebraucht, wohl aber dafiir,
die Formel herzuleiten.

5.2. Beispiel. Sei k =Q, K = C und f = 2® — 3z + 1 € Q[z]. Wir haben also BSP
p = —3 und ¢ = 1. Das ergibt 2 —3x+1

d=(p/3)°+(¢/2)" = -1+ 1/4 = =3/4,
also § = v/—3/2. Fiir o haben wir a = {’/—1/2 +v/=3/2 = Yw (mit w = e2™/3 =

(=1 + +/=3)/2 wie oben), also kénnen wir a = (5 = €>™/Y nehmen; das ergibt
dann @ = 1/a = ¢, '. Die Nullstellen von f sind demnach

2
C9+C§1:2cos§,
2,1 4 —4 8
Wy +w (e~ = (g + (g :2COSE und
4
C{)2C9+w<9_1:<—9_2+<92:2COS?. s

In diesem Beispiel mussten wir mit echt komplexen Zahlen rechnen (4 ist rein
imaginér), obwohl die Nullstellen alle reell sind. Das ist kein Zufall.

5.3. Lemma. Sei f € R[x] normiert mit deg(f) = 3. Dann hat f entweder genau LEMMA
eine oder genau drei reelle Nullstellen (mit Vielfachheit gerechnet). Der erste Fall kubische

tritt ein, wenn disc(f) < 0 ist, der zweite Fall, wenn disc(f) > 0 ist. Polynome
iber R

Beweis. Seien aq, as, ag € C die Nullstellen von f. Es ist
disc(f) = (a1 — az)*(a; — a3)?(as — asz)?.

Sind die Nullstellen reell, dann ist disc(f) Quadrat einer reellen Zahl, also > 0.
Sind nicht alle Nullstellen reell, dann gibt es eine reelle Nullstelle o und ein Paar
zueinander konjugierter komplexer Nullstellen 5 und . Dann ist

disc(f) = ((a — B)(a — §))*(8 - B)? <0,

denn der erste Faktor ist das Quadrat der von null verschiedenen reellen Zahl
a? —2aRe B+ |B]? und der zweite Faktor ist —4(Im 3)? < 0. a
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Da wir fiir die Losungsformel die Quadratwurzel aus — disc(f)/108 brauchen, ist
diese rein imaginédr genau dann, wenn die Nullstellen von f alle reell sind. Diese
Beobachtung (‘casus irreducibilis” genannt) hat iibrigens in der historischen Ent-
wicklung letztendlich zur Anerkennung der komplexen Zahlen gefiihrt, nicht etwa
der Wunsch, einer Gleichung wie 22+ 1 = 0 eine Losung zu verschaffen. Denn man
konnte ja akzeptieren, dass so eine Gleichung keine (reelle) Losung hat, wihrend
im kubischen Fall drei reelle Losungen existieren konnten, zu deren Berechnung
man aber die komplexen Zahlen benétigte.

Fiir die Losung einer Gleichung vom Grad 4 gehen wir erst einmal davon aus, dass
das zugehorige Polynom Galoisgruppe S4 hat. In der Sy gibt es als Normalteiler die
Kleinsche Vierergruppe Vy = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}. Es ist S4/Vy = S
(S4 operiert auf den drei nichttrivialen Elementen von V; durch Konjugation, das
liefert einen Homomorphismus in die S3 mit Kern V}). Der entsprechende Zwi-
schenkorper ist dann galoissch iiber dem Grundkoérper mit Galoisgruppe S3, man
sollte ihn also durch Losen einer geeigneten kubischen Gleichung erhalten konnen.
Die verbleibende Erweiterung bis zum Zerfallungskérper hat dann Galoisgrup-
pe Vi =2 Zsy X Zs und ist durch Quadratwurzeln erzeugbar. Die Nullstellen der
kubischen Gleichung sollten also gerade den Fixkorper von V erzeugen. Wie bei
quadratischen und kubischen Gleichungen konnen wir durch geeignete Verschie-
bung erreichen, dass das Polynom vierten Grades, dessen Nullstellen wir berechnen
wollen, die Form f = 2* + px? 4 gx + r hat. Wir bezeichnen die Nullstellen von f
mit aq, as, ag, ay. Dann sind die Elemente

B=(a1+az)(as+a), B =(a1+az)(aet+as) und "= (a1+ay)(as+as)

in F(V}), denn sie sind unter den Permutationen in V} invariant. Wegen oy + ap +
as + ay =0 ist

(1 +a9)’=—-p,  (a+ay)’=—-F und (a1 +a)=-F",
sodass mit geeigneten Quadratwurzeln gilt
1
041:5((041+042)+(041+043)+(a1+044 ) = \/ B8 +~v-5").
Man kann folgende Beziehung nachrechnen:
(= B) (& — B)(a - B") = a® — 2pz® + (p° — dr)a + ¢*.

Auflerdem ist (o + as)(aq + ag) (a1 + ay) = —¢. Wir fassen zusammen:

5.4. Satz. Seik ein Korper mit char(k) # 2,3 und f = 2* +pz? +qx+r € k[z]. SATZ
Sei k C K eine Korpererweiterung, die eine primitive dritte Einheitswurzel w und Lésungsformel

die Nullstellen von f enthdlt. fur
Sei g = o3 — 2px® + (p* — 4r)x + ¢*. Dann zerfillt g iiber K in Linearfaktoren. Gleichungen
vom Grad 4

Seien 3,0, 5" € K die Nullstellen von g (die man mit Satz 5.1 bestimmen kann).
Seien weiter vy = /=B € K,y = /—=0,7" = /3" € K Quadratwurzeln, sodass

vY'y" = —q. Dann sind die Nullstellen von f gegeben durch
o =3(v+9"+7"),
az=3(1—=7"=7"),
as=3(—y++ —9")  und
a=3(=v=7"+7").

Die Formeln gehen auf Ferrari (ca. 1545) zuriick.


http://de.wikipedia.org/wiki/Casus_irreducibilis#Casus_irreducibilis
http://de.wikipedia.org/wiki/Lodovico_Ferrari
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Das Polynom ¢ heifit die kubische Resolvente von f. Es gilt disc(g) = disc(f),
denn (z.B.) B — ' = (o — aq)(az — az).

Beweis. Man rechnet die relevanten Beziehungen nach, analog zum Beweis von
Satz 5.1. a

5.5. Beispiel. Wir betrachten wieder k = Q, K = C und f = 2* — 1022 + 1. Die
kubische Resolvente ist g = 2 + 202 + 96x = x(x + 8)(x + 12). Thre Nullstellen
sind 8 =0, 8/ = =8, 87 = —12. Wir kénnen also v = 0, ¥ = 2v/2, 7/ = 2V/3

wahlen und erhalten die Nullstellen
V243, —V2—-+v3, V2—V3 und —V2+V3.

In diesem Fall kénnte man die Losungen auch durch sukzessives Losen zweier qua-

dratischer Gleichungen finden: 22 = 5+ 2\/6, also sind die Losungen /5 + 2/6.
Tatséachlich ist (\/§ + \/5)2 = 5 4 2v/6; der Satz liefert die einfachere Form di-
rekt. &

Die kubische Resolvente erlaubt es uns auch, zwischen den verschiedenen Moglich-
keiten fiir die Galoisgruppe eines irreduziblen Polynoms vom Grad 4 zu unterschei-
den. Grundsétzlich gilt folgende Aussage:

5.6. Lemma. Seik ein Korper und f € k[x] ein normiertes Polynom ohne mehr-
fache Nullstellen in seinem Zerfdllungskorper. Dann ist f genau dann irreduzibel,
wenn die Galoisgruppe Gal(f/k) auf den Nullstellen von f transitiv operiert.

Beweis. Sei K ein Zerfallungskorper von f iiber k. Dann ist Gal(f/k) = Aut(K/k).
Wenn diese Gruppe transitiv auf den Nullstellen von f operiert, dann ist f nach
Lemma 2.15 irreduzibel. Ist die Operation nicht transitiv, dann fiihrt jede Bahn
wiederum nach Lemma 2.15 zu einem nichttrivialen Teiler von f in k[z], also ist
in diesem Fall f nicht irreduzibel. u

Die transitiv operierenden Untergruppen der Sy sind (bis auf Konjugation)

(1) die zyklische Gruppe Cy = ((1234)),
(2) die Kleinsche Vierergruppe Vj,

(3) die Diedergruppe Dy = ((1234), (13)),
(4) die alternierende Gruppe A, und

(5) die symmetrische Gruppe Sy selbst.

Davon sind die V4 und die A4 in der A4 enthalten, die iibrigen Gruppen nicht
(denn ein Viererzykel ist eine ungerade Permutation). Da wir iiber die Diskri-
minante feststellen konnen, ob die Galoisgruppe in der A, enthalten ist, miissen
wir noch zwischen V; und A, bzw. zwischen C4, D, und S; unterscheiden. Dazu
betrachten wir die Anzahl der Nullstellen der kubischen Resolvente in k. Wenn
eine Nullstelle, zum Beispiel f' = (a1 + a3)(ag + a4) in k liegt, dann muss jedes
Element o € Gal(f/k) C 54 dieses Element fest lassen, was damit dquivalent
ist, dass o die Partition {{1,3},{2,4}} von {1,2,3,4} fest lisst. Das bedeutet
Gal(f/K) C D,. (Beachte, dass die kubische Resolvente g keine mehrfachen Null-
stellen hat, denn disc(g) = disc(f) # 0.) Sind alle drei Nullstellen von ¢ in &, dann
folgt entsprechend Gal(f/k) C V.

BSP
zt — 1022 + 1

LEMMA
Kriterium
fir
irreduzibel
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5.7. Satz. Sei k ein Korper und sei f € k[x] irreduzibel vom Grad 4 mit d = SATZ
disc(f) # 0. Sei weiter g die kubische Resolvente von f und n die Anzahl der Galoisgruppen

Nullstellen von g in k. Dann ergibt sich die Galoisgruppe Gal(f/k) aus folgender Grad 4
Tabelle (dabei heifit ,d =0 dass d ein Quadrat in k ist):

n=0 n=1 n=3
d:D A/l - ‘/;l
d+# 0 Sy Cy, Dy —

Die Unterscheidung zwischen C'y und Dy ist etwas schwieriger; wir werden das hier
nicht ausfithren. Man kann aber im Fall ,Cy oder D,* geeignete Ausdriicke D in
den Koeffizienten von f und der Nullstelle von g in k& konstruieren, sodass (wenn
D # 0 ist, anderenfalls muss man einen anderen Ausdruck verwenden) man genau
dann im Fall Cy ist, wenn D ein Quadrat in £ ist. In den Beispielen unten werden
wir statt dessen ad-hoc-Argumente verwenden.

Ist b € k die einzige Nullstelle von ¢ in k und hat f die Form f = 2* + pz? + gz + r,
dann ist die Galoisgruppe genau dann Cy, wenn 2b%p — 3bp? — 4br — 3¢? ein Quadrat
in k ist. Dieser Ausdruck ergibt sich (mit b = ') aus

((a%ag + agag + a§a4 + aial) — (ala% + a2a§ + ozgozi + a4a%))2 .

Die Elemente der C4 lassen beide Terme in der Differenz fest, wahrend die zusétzlichen
Elemente der D4 die beiden Terme vertauschen. Die Galoisgruppe ist die Cy4 also genau
dann, wenn die Differenz in k ist, jedenfalls dann, wenn diese Differenz nicht null ist.

Bevor wir uns Beispiele anschauen, iiberlegen wir noch Folgendes:

Sei f € k[z] vom Grad 4 mit kubsicher Resolvente ¢. Ist ¢ irreduzibel, dann
operiert G = Gal(f/k) transitiv auf den Nullstellen von g. Damit ist das Bild
von G unter G — S; — S3 mindestens die As. Ist f nicht irreduzibel, dann
muss f eine Nullstelle in £ haben, denn im verbleibenden Fall, dass f Produkt
zweier irreduzibler Faktoren vom Grad 2 ist, ist G C ((1 2), (3 4)) (wobei wir die
Nullstellen so nummeriert haben, dass die ersten beiden zu einem der irreduziblen
Faktoren gehoren) und damit #G ein Teiler von 4, sodass das Bild von G in S;
nicht durch 3 teilbare Ordnung haben kann. Also:

Ist g irreduzibel und hat f keine Nullstelle in k, dann ist auch f irreduzibel.

5.8. Beispiele. Wie iiblich sei £ = Q. BSP

Grad 4:
(1) f=2"+ 2+ 1. Dann ist f irreduzibel nach dem Reduktionskriterium mit  Gg|ojs-

p =2 (denn z* +z + 1 ist irreduzibel in Fy[z]) und g = 2° — 4z +1 mit  gryppen
disc(f) = disc(g) = —4(—4)* — 27 1% = 256 — 27 = 229.

g ist irreduzibel (da ohne rationale Nullstelle; nur +1 kommen in Frage)

und disc(f) ist kein Quadrat, also ist Gal(f/Q) = S;.

(2) f=2a2"+32% - To + 4. Dann ist g = 2% — 622 — Tz + 49. Zur Berechnung
der Diskriminante betrachten wir g(z + 2) = 2® — 19z + 19; es ergibt sich

disc(f) = disc(g) = —4(—19)* — 27 -19? = 17689 = 133?2.

Auflerdem ist g(x + 2) irreduzibel nach Eisenstein mit p = 19. f hat keine
rationale Nullstelle (nur £1, +2 kommen infrage), also ist f irreduzibel

und Gal(f/Q) = A,.
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(3) f = 2 — 2; f ist irreduzibel nach Eisenstein mit p = 2. Die kubische
Resolvente ist g = 2 4+ 8z = x(2? 4 8); der zweite Faktor ist irreduzibel,
also ist die Galoisgruppe C4 oder D,. Wir wissen, dass f zwei reelle und
ein Paar konjugiert komplexe Nullstellen hat. Die komplexe Konjugation

liefert ein Element von Gal(f/Q), das genau zwei Nullstellen vertauscht.
Damit kann Gal(f/Q) nicht Cjy sein, also ist Gal(f/Q) = D,.

(4) f=a2'+ 1. BEsist f(z+ 1) = 2* + 423 + 62% + 4 + 2; dieses Polynom ist
irreduzibel nach Eisenstein mit p = 2. Es ist g = 2® — 42 = z(z — 2)(z +2)
mit drei rationalen Nullstellen, also ist die Galoisgruppe V.

(5) f = 2" + 2® + 2% + x + 1. Die Nullstellen von f sind gerade die fiinften
Einheitswurzeln aufier 1, also ¢, ¢2,¢3,¢* mit ¢ = >/ Wenn K C C
der Zerfallungskorper von f ist, dann ist K = Q(({) (da sich die anderen
Nullstellen durch ¢ ausdriicken lassen), also ist # Gal(f/Q) = #[K : Q] =
deg(f) = 4. Die Galoisgruppe ist also Cy oder V. Da f irreduzibel ist
(f(x +1) = 2* + 52 + 102% + 10z + 5 ist irreduzibel nach Eisenstein),
operiert Gal(f/Q) transitiv auf den Nullstellen. Es gibt also ein Element
o € Gal(f/Q), das ¢ auf ¢? abbildet. Dann ist o(¢?) = (¢*)* = (%, o(¢*) =
(Bt = ¢ = ¢ und o(C) = (¢?)? = (5 = (; o operiert also als Zykel
der Lénge 4 auf den Nullstellen. Damit muss die Galoisgruppe isomorph
zur C4 sein.

Alternativ konnte man die kubische Resolvente bestimmen:

5. 5 205
oy o422 0 205
flo—3)=a+ 5o + 37+ 50
damit ist
—x3—§x2—§x+§
9= 1 167 64"

Mégliche rationale Nullstellen von ¢ erfiillen 6423 — 8022 — 180z + 25 = 0,
der Zahler muss also ein Teiler von 25 und der Nenner ein Teiler von 64
sein. Man findet die Nullstelle —5/4 und damit

e

I=\T Y\ Tt g

Die Diskriminante des zweiten Faktors ist (—5/2)? —4-5/16 = 5, also kein
Quadrat, damit hat g genau eine Nullstelle, und die Galoisgruppe von f
muss Cy oder Dy sein. Da sich alle Nullstellen von f durch eine ausdriicken

lassen, ist # Gal(f/Q) = 4, also ist Gal(f/Q) = Cj. &
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6. KREISTEILUNGSKORPER UND KREISTEILUNGSPOLYNOME

Bevor wir uns der Frage zuwenden konnen, welche Polynomgleichungen durch ,,Ra-
dikale“ (also Ausdriicke, die n-te Wurzeln enthalten kénnen) gelost werden kénnen,
miissen wir uns noch genauer mit dem einfachsten Fall einer ,, Radikalerweiterung*
beschéftigen, ndmlich mit der Adjunktion von Einheitswurzeln.

6.1. Definition. Secien k ein Korper und n € Z-o, sodass char(k) { n. Dann ist
X" — 1 € k[X] separabel. Der Zerfallungskorper K,, von X™ — 1 {iber k heifit der
n-te Kreisteilungskorper iiber k. &

Man adjungiert also gerade die n-ten Einheitswurzeln zu k. Der Name ,,Kreistei-
lungskorper” kommt daher, dass die n-ten Einheitswurzeln in C gerade die Ecken
eines regelméfligen, dem Einheitskreis einbeschriebenen, n-Ecks sind; sie teilen also
den Einheitskreis in n gleiche Teile.

X™ — 1 ist separabel, weil die Ableitung nX"! nur bei null verschwindet (denn
n # 0 in k), was aber keine Nullstelle von X™ —1 ist. Also hat X™ — 1 nur einfache
Nullstellen.

Wir erinnern uns daran, dass eine primitive n-te Einheitswurzel ein Element ¢ der
Ordnung n in der multiplikativen Gruppe ist; es gilt also (" = 1, aber (™ # 1
fiir 1 < m < n. Dann ist ¢ ein Erzeuger der Gruppe der n-ten Einheitswurzeln.
Alle primitiven n-ten Einheitswurzeln sind gegeben durch ™ mit 0 < m < n und
m L n.

6.2. Satz. Sei k ein Kérper mit char(k) 1 n und sei K, der n-te Kreistei-
lungskorper tber k. Dann ist k C K,, eine Galois-Erweiterung. Sei ( € K, eine
primitive n-te Einheitswurzel. Dann ist K, = k(¢) und

O Aut(K, /k) — (Z/nZ)™, v+ log, 7(€)
st ein injektiver Gruppenhomomorphismus. Fir m € Z sei daber
log, (™ =m +nZ.

Insbesondere ist [K, : k] ein Teiler von ¢(n) (Eulersche ¢-Funktion) und die
Galoisgruppe Aut(K,/k) ist abelsch.

Beweis. Der Zerfallungskorper eines separablen Polynoms ist eine Galois-Erweite-
rung. Da alle Nullstellen von X™ — 1 Potenzen von ( sind, gilt K,, = k(). Sei
v € Aut(K,/k). Dann ist 7(¢) wieder eine primitive n-te Einheitswurzel, also ist
7(¢) = ¢ mit m L n. Damit ist log:v(¢) = m +nZ € (Z/nZ)*, also ist ¢ als
Abbildung wohldefiniert. Ist 4" ein weiteres Element von Aut(K,/k), dann gilt
7(¢) = ¢™ fiir geeignetes m’, und es folgt (7' 07)(¢) = 7/(¢™) =~/ (()™ = ¢™™,
also gilt (7' o v) = &(+)®(). Damit ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus. ® ist
injektiv, denn ker(®) = {idg, }: Gilt ®(y) = 1, dann wird ¢ von = festgelassen;
wegen K, = k(¢) muss dann v = idg, sein.

Es folgt, dass Aut(K,,/k) zu einer Untergruppe von (Z/nZ)* isomorph und damit
abelsch ist. Nach dem Satz von Lagrange haben wir dann

(K, : k] = # Aut(K, /k) | #(Z/nZ)* = $(n). a

DEF
Kreisteilungs-
korper

DEF
primitive
n-te Ein-
heitswurzel

SATZ
Kreisteilungs-
korper
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Es stellt sich jetzt die Frage, ob ® surjektiv sein kann, d.h., ob [K,, : k] = ¢(n)
moglich ist. Im Rest dieses Abschnitts werden wir zeigen, dass das fiir £ = Q der
Fall ist.

Zuerst definieren wir ein Polynom &, kleineren Grades als n, sodass K, auch
Zerfallungskorper von @, ist.

6.3. Definition. Das Polynom
o.- [I x-0-= JI (X-emmecy]

ceC 0<m<n,mln

pr. n-te EW

heifit das n-te Kreisteilungspolynom. &

6.4. Lemma. Das Kreisteilungspolynom hat folgende Figenschaften:

(1) 1y, ®a= X" =1 (d durchliuft die positiven Teiler von n).
(2) ®,, € Z[X], und P, ist normiert.

Beweis.

(1) Jede n-te Einheitswurzel ¢ € C ist eine primitive d-te Einheitswurzel fiir
genau einen Teiler d von n (ndmlich d = #(()). Die Nullstellen von X" —1
sind also gerade die Nullstellen aller Polynome ®4 mit d | n zusammen.
Daraus, und weil alle vorkommenden Polynome normiert sind, folgt die
Produktformel.

(2) Dass ®,, normiert ist, ist klar. Wir zeigen ®,, € Z[X] durch Induktion. Fir
n=1ist &; = X — 1 € Z[X]. Sei also n > 1. Nach Teil (1) gilt dann

—_— Xn — 1 .
Hd|n,d<n (I)d ’

nach Induktionsvoraussetzung ist der Nenner ein normiertes Polynom mit
ganzzahligen Koeffizienten. Polynomdivision zeigt, dass der Quotient auch
ganzzahlige Koeffizienten hat. a

P,

6.5. Beispiele. Die ersten paar Kreisteilungspolynome ergeben sich wie folgt:

P =X -1
Py=X+1
Py = X2+ X +1
P, =X2+1

Ps=X"+ X+ X?+ X +1
Ps=X>—-—X+1
Allgemein gilt fiir Primzahlen p:
XP—1
X -1
und fiir Zweierpotenzen 2™ mit m > 1:

Pom = X2 101,

P, = =XP 4 XPTP 4+ X+

DEF
Kreisteilungs-
polynom

LEMMA
Eigensch.
Kreisteilungs-
polynom

BSP
Kreisteilungs-
polynome
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Diese Beispiele lassen vermuten, dass die Koeffizienten von ®,, immer nur —1, 0
oder 1 sind. Das ist aber falsch: Die Koeffizienten werden sogar beliebig grofl. Das
kleinste n, fiir das ein Koeffizient vom Betrag > 1 auftritt, ist n = 105. &

6.6. Lemma. Sei k ein Kérper und char(k) t n. Sei @, € Ek[X]| das n-te
Kreisteilungspolynom, als Polynom tiber k betrachtet. Dann ist der n-te Kreis-
teilungskorper K, tber k der Zerfillungskorper von @, k., und [K, : k] = ¢(n) gilt
genau dann, wenn @, irreduzibel ist.

Beweis. Sei ¢ eine Nullstelle von ®,, ;. Dann ist ¢ eine primitive n-te Einheits-
wurzel, also gilt K,, = k((), und Letzterer ist der Zerfallungskérper von @, ;. Das
Minimalpolynom f von ( iiber £ ist ein Teiler von ®,, ;; es gilt

(K« k] = deg(f) < deg(®n) = ¢(n)

mit Gleichheit genau dann, wenn f = ®,,; ist, also wenn ®,, ;, irreduzibel ist. U

Es bleibt zu zeigen, dass ®,, {iber Q irreduzibel ist. Der entscheidende Beweisschritt
wird im folgenden Lemma getan.

6.7. Lemma. Sein € Z~, sei ( € C eine primitive n-te Einheitswurzel und sei
f € Q[X] das Minimalpolynom von (. Sei weiter p eine Primzahl mit pt n. Dann

ist f(¢?) = 0.

Beweis. Wir nehmen an, die Behauptung sei falsch. Da (? eine Nullstelle von ®,,
ist, konnen wir ®,, = fg schreiben mit normierten Polynomen f und ¢, sodass
g(¢?) = 0 ist. Da ¢ eine Nullstelle von g(X?) ist, gilt f | g(X?). Aus dem Lemma
von Gauf3 folgt, dass f und ¢ ganzzahlige Koeffizienten haben. Wir kénnen also
die Gleichung ®, = fg modulo p betrachten: &,z = fg in F,[X], und f teilt
g(XP) = g” (hier verwenden wir a? = a fiir @ € F, und (z + y)? = 2P + ¢? in
Charakteristik p). Auf der anderen Seite sind f und g teilerfremd, da X™ — 1 auch
iiber I, nur einfache Nullstellen hat. Das ist der gewiinschte Widerspruch. u

6.8. Satz. Sein € Z-o. Dann ist ®,, € Q[X] irreduzibel. Fiir den n-ten Kreistei-
lungskirper K, iber Q gilt [K, : Q] = ¢(n), und Aut(K,, /Q) = (Z/nZ)*.

Beweis. Sei f ein irreduzibler Faktor von ®,,. Sei ( € C eine Nullstelle von f; dann
ist ¢ eine primitive n-te Einheitswurzel mit Minimalpolynom f. Nach Lemma 6.7
ist dann fiir jede Primzahl p { n auch (? eine Nullstelle von f. Durch nochmalige
Anwendung des Lemmas sieht man, dass dann auch (79 fiir beliebige Primzahlen
p,q 1 n eine Nullstelle von f ist; das kann dann auf beliebige Produkte von n nicht
teilenden Primzahlen ausgedehnt werden. Da jede primitive n-te Einheitswurzel
die Form ¢ hat mit 0 < m < n und m L n und da jedes solche m als Produkt
von Primzahlen p { n geschrieben werden kann, sind alle primitiven n-ten Ein-
heitswurzeln Nullstellen von f. Dann muss aber f = ®,, sein; insbesondere ist &,
selbst irreduzibel.

Die restlichen Aussagen folgen aus Satz 6.3 und Lemma 6.6. a

Anwendung:
Konstruierbarkeit des reguliren n-Ecks mit Zirkel und Lineal.

Wir konnen das Erarbeitete verwenden, um folgenden Satz von Gaufl zu beweisen:
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6.9. Satz. Sein € Z~o. Das requldre n-Eck ist genau dann mit Zirkel und Lineal
konstruierbar, wenn ¢(n) = 2™ ist fir ein m > 0. Das bedeutet konkret, dass n die
Form n = 2Fp1py -+ - p; hat mit k > 0 und paarweise verschiedenen Fermatschen
Primzahlen py,pa, ..., 0.

Zur Erinnerung: Eine Fermatsche Primzahl ist eine Primzahl der Form 2™ +1. Da-
bei muss m selbst eine Potenz von 2 sein. Die folgenden Fermatschen Primzahlen
sind bekannt:

Fp=2"41=3 F=22+1=5 FR=2"+1=17,
=2 4+1=257, F,=22+1=65537.

Fermat hatte vermutet, dass F,, = 22" + 1 immer eine Primzahl ist; das ist jedoch
bereits fiir n = 5 falsch, wie schon Fuler zeigte. Es ist unbekannt, ob es weitere
Fermatsche Primzahlen gibt. Man wei}, dass Fj, Fg, . . ., F3o (und viele weitere F,,)
keine Primzahlen sind.

Beweis. Wir hatten im letzten Semester gesehen, dass eine Zahl a € C genau
dann konstruierbar ist, wenn Q(«) aus Q durch sukzessive quadratische Erweite-
rungen erhalten werden kann. Eine notwendige Bedingung ist, dass [Q(«) : Q)] eine
Potenz von 2 ist. Das regulidre n-Eck zu konstruieren bedeutet, den Winkel 27 /n
zu konstruieren, und das ist dazu dquivalent, die primitive n-te Einheitswurzel
¢, = €2™/™ zu konstruieren. Nun haben wir gelernt, dass [Q((,) : Q] = ¢(n) ist,
also ist die angegebene Bedingung jedenfalls notwendig fiir die Konstruierbarkeit.
Es bleibt zu zeigen, dass die Bedingung auch hinreichend ist. Sei also ¢(n) = 2.
Die Gruppe I' = Aut(Q(¢,)/Q) = (Z/nZ)* ist abelsch von der Ordnung 2™.
Man findet dann (etwa mit Hilfe des Klassifikationssatzes fiir endliche abelsche
Gruppen) leicht eine Folge

(id) =Gy <G1<Gy<...<Gp=T

von Untergruppen mit (Gy : Gy_1) = 2 firallek = 1,2, ..., m. Nach dem Satz 3.11
iiber die Galois-Korrespondenz gehort dazu eine Kette von Korpererweiterungen

Q=L,CLy1C...CL CLy=Q()
(mit Ly = F(Gy)), sodass [Li_1 : L] = 2 ist. Das zeigt, dass ¢, konstruierbar ist.

e

Die Charakterisierung der n mit ¢(n) = 2™ ergibt sich so: Sei n = 2"p{'p5* - - - p’
die Primfaktorzerlegung von n (mit r» > 0, paarweise verschiedenen ungeraden
Primzahlen p; und e; > 1). Dann ist

o(n) = ¢(2")p(p1")o(p3*) - - - o (")
= 2O = pe T (e — 1) -0 (e — 1)
Das ist genau dann einer Zweierpotenz, wenn das auf jeden Faktor zutrifft. Das

bedeutet gerade e; = 1 fiir alle j und p; = 2" 4 1, also dass die p; Fermatsche
Primzahlen sind. a
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7. RADIKALERWEITERUNGEN UND AUFLOSBARE (GRUPPEN

7.1. Definition. Sei k ein Korper. Eine Radikalerweiterung von k ist eine Kor-
pererweiterung k C K, sodass es einen Turm von Koérpererweiterungen

k=KyCK CKyC...CK,,

gibt mit K C K,, und der Eigenschaft, dass es fiir jedes j € {1,2,...,m} ein
Element a; € K;_; und eine Zahl n; € Z-, mit char(k) { n; gibt, sodass K; der
Zerfallungskorper von X" — a; iiber K;_; ist. &

Man erhélt also K; aus K;_; durch Adjunktion aller n;-ter Wurzeln aus a;. Das
bedeutet, dass sich alle Elemente von K durch einen Radikalausdruck iiber k
darstellen lassen, also eine Formel, die Elemente von k, die vier Grundrechenarten
und n-te Wurzeln verwendet.

Die Ergebnisse aus Abschnitt 5 lassen sich dann so interpretieren, dass die Null-
stellen eines Polynoms vom Grad hochstens 4 {iber k in einer Radikalerweiterung
von k enthalten sind.

Unser Ziel in diesem Abschnitt wird es sein, das folgende Ergebnis zu beweisen:

7.2. Satz. Sei k C K eine endliche Kiorpererweiterung und char(k) = 0. Dann
ist K eine Radikalerweiterung von k genau dann, wenn es eine endliche Galois-
Erweiterung k C L gibt, deren Galoisgruppe aufiosbar ist, und sodass K C L
15t.

Was ist eine auflésbare Gruppe?

7.3. Definition. FEine Gruppe G heifit auflosbar, wenn es eine Kette von Unter-
gruppen

{1} =G, <G, <... <G, =G
in G gibt, sodass fiir alle j € {1,2,...,n} die Untergruppe G;_; ein Normalteiler
von G; mit abelscher Faktorgruppe G;/G;_; ist. %

Es ist nicht schwer zu sehen, dass Untergruppen und Faktorgruppen von auflésba-
ren Gruppen wieder auflosbar sind.

7.4. Lemma. Sei G eine auflosbare Gruppe und U < G eine Untergruppe. Dann
ist U ebenfalls auflosbar.

Beweis. Sei
{I}=Go<G:1<... <G, =G

eine Kette von Untergruppen wie in Definition 7.3. Fiir j € {0,1,...,n} sei U; =
UNG,. Dann ist

eine Kette von Untergruppen von U. Fiir gegebenes j > 1 betrachten wir den
Gruppenhomomorphismus ¢;: U; = UNG; — G; — G;/G,-1. Sein Kern ist
UynNnGj-y = UNGj-1 = Uj_q, also ist U;_; < U; und wir bekommen nach
dem Homomorphiesatz fiir Gruppen einen njektiven Gruppenhomomorphismus
U;j/Uj—y — Gj/Gj_l. Da G;/G-1 nach Voraussetzung abelsch ist, gilt das auch
tir U;/U;_1, denn diese Gruppe ist zu einer Untergruppe von G;/G,_; isomorph.
Damit ist U auflosbar. a
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7.5. Lemma. Sei G eine Gruppe und N <G ein Normalteiler. Dann ist G genau
dann auflosbar, wenn sowohl N als auch die Faktorgruppe G/N auflésbar sind.

Beweis. “=": Sei (G auflosbar. Nach Lemma 7.4 ist dann auch N auflosbar. Um zu
zeigen, dass G/N auflosbar ist, sei ¢: G — G /N der kanonische Epimorphismus,
und

{(1=Gy <G, <...<G, =G

eine Kette von Untergruppen wie in Definition 7.3. Wir setzen Q; = ¢(G;) < G/N,
dann ist

{len}=Qo<@Q1 <...<Q,=G/N
eine Kette von Untergruppen von G/N mit Q;_1<@Q); fiir alle j € {1,2,...,n}. Der

Kern von G 4 Q; — Q;/Q;—1 enthélt G,_4, also erhalten wir einen surjektiven
Gruppenhomomorphismus G;/G;_1 — @;/Q;j—1. Damit ist Q;/Q;_1 (als Quotient
einer abelschen Gruppe) abelsch, und G/N ist auflosbar.

“<": Seien N und G/N auflosbar, und seien

Ketten von Untergruppen wie in Definition 7.3. Fir j € {0,1,...,m} sei G; = N;
und fiir £ € {0,1,...,n} sei Gpix = ¢ (Q4), wobei ¢: G — G/N der kanonische

Epimorphismus ist (beide Definitionen von G,, = N stimmen iiberein). Dann ist
{1}=Gy <G <...<Gp1<Gp=N<Gpp1 <...<Gpin=G

eine Kette von Untergruppen von G mit G;_; < Gj fiir alle j > 1, und es gilt
Gj/Gj—l = Nj/Nj—l flﬂ'j <m und Gj/Gj—l = Qj—m/Qj—m—l fllI‘j > m; alle

Quotienten sind nach Voraussetzung abelsch, also ist G auflésbar. u

7.6. Lemma. Ist G endlich, dann kann man in Definition 7.3 sogar verlangen,
dass die Quotienten G;/G;_1 zyklisch (und von Primzahlordnung) sind.

Beweis. Durch Induktion iiber #G. Klar fiir #G = 1. Sei G also nichttrivial und
auflésbar und sei G,,_1 <G,, = G der letzte Schritt in der Kette von Untergruppen
aus Definition 7.3; dabei sei ohne Einschrankung G, 1 # G. Nach Induktions-
voraussetzung konnen wir annehmen, dass die Quotienten G;/G;_; zyklisch von
Primzahlordnung sind fiir j < n. Wenn G/G,,_; ebenfalls zyklisch ist, dann sind
wir fertig. Anderenfalls gibt es eine echte Untergruppe @@ C G/G,_; von Prim-
zahlordnung (nach dem Satz von Cauchy oder dem Klassifikationssatz fiir endliche
abelsche Gruppen). Da G/G,,_1 abelsch ist, ist Q Normalteiler. Nach Induktions-
voraussetzung (#(G/Gn-1)/Q < #G/Gh—1 < #G) gibt es eine Kette

{Lerannyjt <@ <...<Q,, = (G/G1)/Q

mit Quotienten, die zyklisch von Primzahlordnung sind. Wie im Beweis von Lem-
ma 7.5 konnen wir die Ketten zu einer Kette fiir G mit den gewiinschten Eigen-
schaften zusammensetzen. a

Die Existenz der Losungsformeln fiir Gleichungen von Grad < 4 hingt mit folgen-
der Tatsache zusammen:
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7.7. Satz. Sein € Z~qy. Die symmetrische Gruppe S, ist genau dann auflosbar,
wenn n < 4 ist.

Beweis. Die Gruppen S7 und S; sind abelsch und daher trivialerweise auflosbar.
Die Gruppe S5 enthélt den abelschen Normalteiler A3 mit abelscher Faktorgruppe
Ss/As = 7 /2Z, ist also ebenfalls auflosbar. In der S, haben wir die Kette {id} <
Vy < Ay <S4 mit abelschen Faktorgruppen Sy /Ay = Z/27, Ay/Vy = 7,/37 und
Vi & (Z)27) & (Z./2Z).

Sei jetzt n > 5. Dann ist die Untergruppe A, < 5, eine nicht-abelsche einfache
Gruppe. Wire S, auflésbar, dann miisste auch A,, auflésbar sein. Eine einfache
Gruppe hat aber (definitionsgemif}) keine nicht-trivialen Normalteiler, also kénnte
die Lange der Untergruppen-Kette nur 1 sein. Die Faktorgruppe A, /{id} = A,
ist aber nicht abelsch, also kann die Bedingung fiir Auflosbarkeit nicht erfiillt
werden. a

Tatséichlich haben wir die im Beweis fiir n = 3 und n = 4 angegebenen Ketten
von Untergruppen fiir die Konstruktion der Losungsformeln benutzt.

Aus Satz 7.7 und Satz 7.2 folgt, dass die Nullstellen eines irreduziblen Polynoms
vom Grad n > 5, dessen Galoisgruppe S,, (oder A,) ist, nicht durch einen Ra-
dikalausdruck gegeben werden koénnen. Dieses Resultat (Satz von Abel-Ruffini)
wurde sehr viel spéter erhalten als die expliziten Formeln fiir niedrigere Grade,
die ja aus dem 16. Jahrhundert stammen. Wie in vielen anderen dhnlichen Fiéllen
liegt das daran, dass ein Unmoglichkeitsbeweis oft sehr viel schwieriger zu fithren
ist als der Nachweis, dass ein Objekt mit gewissen Eigenschaften (wie die expli-
ziten Losungsformeln) existiert: Auf die Losungsformeln kann man mit geniigend
Intuition und Hartndckigkeit kommen (und ihre Giiltigkeit kann man dann ohne
allzu grofle Schwierigkeiten beweisen), wihrend man fiir den Beweis ihrer Nicht-
Existenz erst einmal die Theorie der Radikalerweiterungen (und dafiir wiederum
die Galois-Theorie) aufbauen muss.

Ein wesentlicher Schritt im Beweis von Satz 7.2 wird durch das folgende Lemma
geleistet.

7.8. Lemma. Seik ein Korper, n € Z~o mit char(k) { n; k enthalte eine primi-
tive n-te Einheitswurzel C.

(1) Seia € k und K der Zerfillungskorper von X™ —a tiber k. Dann ist k C K
galoissch mit zyklischer Galoisgruppe, deren Ordnung ein Teiler von n ist.

(2) Sei k C K eine galoissche Kirpererweiterung mit zyklischer Galoisgruppe
der Ordnung n. Dann gibt es a € k, sodass K der Zerfillungskorper von
X" —a tber k ist.

Beweis.

(1) Sei @ € K mit o™ = a eine Nullstelle von X™ —a. Dann sind alle Nullstellen
von der Form (‘a mit j € {0,1,...,n — 1}. Wegen ¢ € k ist K = k(a).
Ein Automorphismus v € Aut(K/k) ist dann durch () festgelegt. Wir
definieren ®: Aut(K/k) — Z/nZ, v — j + nZ, wobei y(a) = (Ja ist.
Nach den eben Gesagten ist ® wohldefiniert und injektiv; auflerdem ist ¢
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ein Gruppenhomomorphismus: Seien v,v" € Aut(K/k) mit ®(v) = j+nZ,
®(y') = j' + nZ. Dann ist

(vo7)(@) =1(Y(a) = 7(¢7a) = ¢"y(a) = ¢ Fa = ¢Ha,

also ist ®(yo~) = (j+7') +nZ = ®(y) + (7). Es folgt, dass Aut(K/k)
zu einer Untergruppe von Z/nZ isomorph ist; das sind aber (bis auf Iso-
morphie) genau die zyklischen Gruppen mit n teilender Ordnung.

(2) Sei v € Aut(K/k) ein Erzeuger (also ord(y) =n). v: K — K ist k-linear,
die Eigenwerte miissen n-te Einheitswurzeln sein. Als k-linearer Automor-
phismus endlicher Ordnung (die nicht durch char(k) teilbar ist) ist v dia-
gonalisierbar; seien ay, ..., a, € K k-linear unabhéngige Figenvektoren zu
den Eigenwerten ("™, ...,("™". Da ord(y) = n ist und kein echter Teiler
davon, gilt ((™,..., (™) = ((). Es gibt also ganze Zahlen [y, ... 1, mit
C=(¢m)h .. (M)l Sei a = alt ... al». Dann ist

y(a) = () - y(ag) = v(an) -y ()"
= (leal)ll e (Cm"an)l" — (gml)h e (Cmn)ln .0/11 e aln" =(a.

Genauso sieht man, dass 1,a,a?,...,a" ! Eigenvektoren zu den Eigen-
werten 1,¢,¢%, ..., ¢! sind. Damit sind 1,0, 0?,...,a" ! eine k-Basis
von K; insbesondere ist K = k(a). Auflerdem gilt fiir a = ", dass
v(a) = y(a™) = v(a)" = (Ca)" = a™ = a ist; es folgt a € k. Das zeigt, dass
K der Zerfédllungskorper von X" — a iiber k ist. u

Um das auf unser Problem anwenden zu kénnen, miissen wir sicherstellen, dass k
ygeniigend viele® Einheitswurzeln enthélt. Damit das funktioniert, brauchen wir
noch etwas mehr Information aus der Galoistheorie.

7.9. Satz. Sei k C K eine Korpererweiterung und seien Ly und Lo Zwischenkor-
per, die endlich und galoissch tber k sind. Dann ist auch das Kompositum LqLo
iber k galoissch, und Aut(LiLo/k) — Aut(Li/k) x Aut(La/k), v — (Y|, 7|1s)s

st ein injektiver Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Nach Satz 3.3 gibt es separable (irreduzible) Polynome fi, fo € k[X],
sodass L; und Lo die Zerféallungskoérper von f; und fs iiber k£ sind. Dann ist Lq Lo
der Zerfallungskorper von f; fo, und nach Lemma 3.8 ist L, L,y iiber k galoissch.

Die angegebene Abbildung ist wohldefiniert, da L; und Lo galoissch iiber & sind,
siehe Satz 3.9. Dass die Abbildung ein Gruppenhomomorphismus ist, ist klar. Ist
v € Aut(LyLy/k) im Kern, dann folgt v|,, = id, und 7|z, = idz,. Weil sich die
Elemente von L Lo rational iiber £ durch die Elemente von L, und L, ausdriicken
lassen, folgt v =idy,,. Der Kern ist also trivial. Q

7.10. Satz. Seik C K eine Korpererweiterung und seien Ly und Ly Zwischenkor-
per, sodass Ly endlich und galoissch tiber k ist. Dann ist Ly Lo galoissch tiber Lo,
und Aut(LyLo/Loy) — Aut(Lyi/k), v — v|L,, ist ein injektiver Gruppenhomo-
morphismus. Insbesondere ist Aut(LyLo/Ly) isomorph zu einer Untergruppe von
Aut(Lq/k).
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Beweis. Nach Satz 3.3 gibt es ein separables (irreduzibles) Polynom f € k[X], so-
dass Ly der Zerfallungskorper von f iiber k ist. Dann ist L Ly der Zerféallungskorper
von f iiber Ls, also ist nach Lemma 3.8 Ly Ly galoissch iiber L.

Dass die angegebene Abbildung wohldefiniert und ein Gruppenhomomorphismus
ist, siecht man wie im Beweis von Satz 7.9. Ist v € Aut(LiLs/Ly) im Kern, dann
folgt ~|p, = idr,; auBerdem ist v|y, = idy, nach Definition von Aut(L;Ly/Ls).
Wie oben folgt v = idy, 1,; der Kern ist also trivial. Q

Damit konnen wir schon einmal eine Richtung von Satz 7.2 beweisen:

7.11. Lemma. Seichar(k) =0 und k C K galoissch mit auflésbarer Galoisgrup-
pe. Dann ist k C K eine Radikalerweiterung.

Beweis. Sei G = Aut(K/k) und sei {1} = Go < G; < ... < G, = G eine
Kette von Untergruppen wie in Definition 7.3. Nach Bemerkung 7.6 konnen wir
annehmen, dass die Quotienten G;/G,_; alle zyklisch sind. Sei N das kleinste
gemeinsame Vielfache aller ihrer Ordnungen. Sei L der N-te Kreisteilungskorper
(hier brauchen wir char(k) = 0 oder wenigstens char(k) { N), dann ist nach
Satz 7.10 KL galoissch iiber L und die Galoisgruppe G’ ist als Untergruppe von
Aut(K/k) ebenfalls auflosbar. Sei {1} = G, < G} < ... < G, = G’ eine Kette
von Untergruppen mit zyklischen Quotienten von N teilender Ordnung und seien
L=1~L,C Ly, C...CL C Ly= KL die zugehdrigen Fixkorper. Nach
Satz 3.11 ist L; ; galoissch iiber L; mit zyklischer Galoisgruppe G’/G’_; der
Ordnung n; | N. Da die N-ten Einheitswurzeln in L vorhanden sind, folgt nach
Lemma 7.8, dass es a; € L; gibt, sodass L;_; der Zerfallungskorper von X™ — a;
iiber L; ist. AuBerdem ist L der Zerfillungskorper von X*» — 1 iiber k. Wegen
K C KL ist K eine Radikalerweiterung. u

Fiir die andere Richtung miissen wir noch ein wenig mehr arbeiten.

7.12. Lemma. Ist k C K eine Radikalerweiterung, dann gibt es eine Radikaler-
weiterung k C L mit K C L, die galoissch ist.

Beweis. Sei k = Ko C K1 C Ky C ... C K,, ein Korperturm wie in Definition 7.1
mit K C K,,. Wir fithren den Beweis durch Induktion iiber m. Im Fall m = 0 ist
nichts zu zeigen (denn K = k). Sei also m > 0. Wir kénnen die Induktionsvor-
aussetzung auf K,,_; anwenden: Es gibt eine galoissche Korpererweiterung & C L’
mit K,,_1 C L', die eine Radikalerweiterung ist. Sei K,, der Zerfallungskorper
von X" —a iiber K, 1 (mit a € K,,_1). Dannist a € L'; sei {a) = a,a9,as,...,q;}
die Bahn von a unter Aut(L//k). Dann ist f = (X" —a1)(X" —ag) -+ (X" —q) €
k[X], denn die Koeffizienten von f sind unter Aut(L’/k) invariant, da die Fakto-
ren nur permutiert werden. Sei L” der Zerfiallungskoérper von f iiber k, dann ist
k C L" galoissch. Sei schliellich L = L'L” das Kompositum von L' und L”. Nach
Satz 7.9 ist k C L galoissch. Auflerdem ist L auch der Zerfillungskorper von f
itber L', enthilt also K,, als Zerfallungskorper von X" — a, iiber K,,_; C L'. Es
bleibt zu zeigen, dass k C L eine Radikalerweiterung ist. Das ergibt sich daraus,
dass wir einen Korperturm

L'=LyCcLiCLyC...CcL;=1L

haben, wo L; der Zerfallungskérper von X" —a; iiber L;_; ist, zusammen mit der
Aussage, dass k C L' eine Radikalerweiterung ist. a
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Das folgende Lemma ergibt den letzten fehlenden Schritt im Beweis von Satz 7.2:

7.13. Lemma. Istk C K eine galoissche Radikalerweiterung, dann ist Aut(K/k)
auflosbar.

Beweis. Sei k = Ko C K1 C Ky C ... C K,, ein Korperturm wie in Definition 7.1
mit K C K,,. Nach Lemma 7.12 kéonnen wir annehmen, dass k& C K,, eben-
falls galoissch ist. Es geniigt dann zu zeigen, dass Aut(K,,/k) auflosbar ist, denn
Aut(K/k) ist eine Faktorgruppe von Aut(K,,/k), also nach Lemma 7.5 ebenfalls
auflosbar.

Der Beweis geht durch Induktion iiber m. Der Fall m = 0 ist klar (die triviale
Gruppe ist auflosbar). Sei also m > 0. Dann ist K; der Zerfallungskorper eines
Polynoms X" — a € k[X] (mit char(k) { n) und damit eine Galois-Erweiterung
von k. Nach Induktionsvoraussetzung, angewandt auf die galoissche Radikalerwei-
terung Ky C K,,, ist die Untergruppe Aut(K,,/K;) von Aut(K,,/k) auflosbar.
Nach Lemma 7.5 gentigt es also zu zeigen, dass auch die Faktorgruppe Aut(K/k)
auflosbar ist. Dazu beachten wir, dass K; den n-ten Kreisteilungskorper k' iiber k
enthélt (denn eine primitive n-te Einheitswurzel ergibt sich als Quotient geeigneter
Nullstellen von X" — a). Wir haben also den Turm k& C k' C K;. Nach Propo-
sition 6.2 ist k C k' galoissch mit abelscher Galoisgruppe, und nach Lemma 7.8
ist &' C K7 mit abelscher (sogar zyklischer) Galoisgruppe; insgesamt folgt (wieder
mit Lemma 7.5), dass Aut(K;/k) auflosbar ist. a

Der Beweis von Satz 7.2 geht dann so:

Beweis. ,,=%“: Sei k C K eine Radikalerweiterung. Nach Lemma 7.12 gibt es ei-
ne galoissche Radikalerweiterung £ C L mit K C L. Nach Lemma 7.13 ist die
Galoisgruppe von k C L auflosbar.

,<"“: Sei char(k) = 0 und k£ C L endlich und galoissch mit auflésbarer Galoisgrup-
pe, sodass K C L. Nach Lemma 7.11 ist £ C L eine Radikalerweiterung. Dann ist
aber k C K ebenfalls eine Radikalerweiterung (man kann denselben Kérperturm
verwenden wie fiir k C L). a

Daraus ergibt sich unmittelbar:

7.14. Folgerung. Seik ein Kiorper mit char(k) =0 und f € k[X]. Dann lassen
sich die Nullstellen von f genau dann durch Radikalausdriicke tiber k darstellen,
wenn die Galoisgruppe Gal(f/k) auflosbar ist.

7.15. Folgerung. Fiir jedes n > 5 gibt es Polynome f € Q[X], deren Nullstellen
nicht durch Radikalausdriicke darstellbar sind.

Beweis. Wir konstruieren ein Polynom f mit Gal(f/Q) = S5. Da S5 nicht auflésbar
ist, sind die Nullstellen von f nicht durch Radikalausdriicke darstellbar. Fiir belie-
biges n > 5 betrachten wir ein Polynom der Form fg mit g € Q[X]| normiert vom
Grad n — 5. Die Konstruktion von f wird durch das folgende Lemma erledigt. Q4
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7.16. Lemma. Seip eine ungerade Primzahl.

(1)
(2)

(3)

Ist G eine Untergruppe von Sy, sodass G ein Element der Ordnung p und
eine Transposition enthdlt, dann ist G = S),.

Ist f € Q[X] normiert vom Grad p und irreduzibel, sodass f genau p — 2
reelle und ein Paar konjugiert komplexer Nullstellen hat, dann hat f Ga-

loisgruppe Gal(f/Q) = S,.

Polynome wie in Teil (2) existieren.

Beweis.

(1)

(3)

Nach eventueller Anderung der Nummerierung kénnen wir annehmen, dass
die Transposition 7 = (1 2) in G ist. Das Element der Ordnung p erzeugt
eine Untergruppe, die transitiv auf {1,2,...,p} operiert; es gibt also ein
Element der Ordnung p in GG, das 1 auf 2 abbildet. Wiederum nach even-
tueller Anderung der Nummerierung der Elemente 3,4, ..., p konnen wir
annehmen, dass der p-Zykel 0 = (123 ... p)in Gist. Fir 1 <m <p—2
ist 0™ oT oo™ = (m+ 1 m+ 2), also enthéilt G alle Transpositionen
(12),(23),..., (p—1p). Diese Transpositionen erzeugen S,; es folgt, dass
G = S, ist.

Sei G = Gal(f/Q). Da f irreduzibel ist, ist p ein Teiler von #G, also enthélt
G ein Element der Ordnung p (Satz von Cauchy oder Sylow). Sei Q C
K C C der Zerfallungskorper von f. Die komplexe Konjugation induziert
durch Einschrinkung auf K ein Element von G, das die beiden konjugiert
komplexen Nullstellen von f vertauscht und die iibrigen Nullstellen fest
lasst; dieses Element entspricht also einer Transposition. Nach Teil (1)

folgt G = S,,.
Wir betrachten zunéchst das folgende Polynom vom Grad p:

h=X(X2—2)(X2—4)- (X2 = (p—3))(X2 + 2p?)

(p—3)/2
= X (X% 4+ 2p?) H (X% —2j)
= XP + <2p2— W)X”‘%L... € Q[X].

Es hat offensichtlich genau p—2 reelle Nullstellen. Seine (p—2)-te Ableitung
1st

he=? = %!XQ +(p—2)! (2p2 . W)

und damit ohne reelle Nullstelle. Aulerdem gilt fiir ungerade Zahlen 1 <
2m+1 < p— 2, dass

(p—3)/2
h(EV2m +1) = £v2m +12m+1+2p°) [[ @m—j)+1)

Betrag > 2p? hat. Da h nur einfache Nullstellen hat, und zwar an den

Stellen —/p — 3, ..., —V4, —v/2,0,v2,...,1/p — 3, miissen die Vorzeichen

an den p — 1 Stellen

—/p=2,...,—V3,—-1,1,V3,... . \/p—2

LEMMA

Gal(f/Q)
=5,
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alternieren. Wir setzen jetzt f = h + 2. Das Polynom h ist ungerade und
h = X? mod 2. Es folgt f = X? mod 2 und f(0) = 2; damit ist f irredu-
zibel nach dem Eisenstein-Kriterium. Da 2 < 2p? ist, hat f an den p — 1
oben angegebenen Stellen dasselbe Vorzeichen wie h; nach dem Zwischen-
wertsatz hat f also mindestens p — 2 reelle Nullstellen. Auf der anderen
Seite kann f nicht mehr als p — 2 reelle Nullstellen haben, denn sonst hétte
die (p — 2)-te Ableitung von f zwei reelle Nullstellen (Induktion mit dem
Satz von Rolle), was wegen f®~2 = h(P=2) nicht stimmt. a

Fiir p = 5 kann man z.B. auch f = X° — 6X + 1 nehmen (denn f ist irreduzibel
mod 5 und hat genau drei reelle Nullstellen: > 3 mit Zwischenwertsatz, < 3, da
' =5X* — 6 nur zwei reelle Nullstellen hat).

7.17. Bemerkung. Man kann fiir jedes n (nicht nur fiir Primzahlen) Polynome
iiber Q konstruieren, deren Galoisgruppe S, (oder auch A,,) ist. Die weitergehen-
de Frage, ob jede endliche Gruppe (bis auf Isomorphie) als Galoisgruppe eines
Polynoms iiber Q auftritt, das sogenannte Umkehrproblem der Galoistheorie, ist
jedoch offen.

Auf der anderen Seite ist leicht einzusehen, dass jede endliche Gruppe als Galois-
gruppe irgendeiner Galois-Erweiterung auftritt: Sei GG eine endliche Gruppe mit
#G = n, dann ist G isomorph zu einer Untergruppe der S, (betrachte die Ope-
ration von G auf sich selbst durch Translation). Ist p > n eine Primzahl, dann ist
Sy, isomorph zu einer Untergruppe von S, (die aus den Permutationen besteht,
die gewisse p — n Elemente fest lassen). Sei Q C K eine Galois-Erweiterung mit
Aut(K/Q) = S, und sei k = F(G) der Fixkérper von G (als Untergruppe von S,
betrachtet). Dann ist nach dem Satz 3.11 iiber die Galois-Korrespondenz k C K
galoissch mit Aut(K/k) = G.

Wenn man sich bei der Definition von Radikalerweiterungen auf die Adjunktion
von Quadratwurzeln (statt beliebiger n-ter Wurzeln) beschrénkt, dann erhélt man
genau die (mit Zirkel und Lineal) konstruierbaren Elemente, vgl. die ,, Einfiihrung
in die Algebra®. Mit im Wesentlichen dem gleichen Beweis (sogar einfacher, weil die
zweiten Einheitswurzeln 41 in jedem Koérper der Charakteristik 0 schon vorhanden
sind) erhélt man dafiir die folgende Aussage:

7.18. Satz. Sei k C C ein Teilkérper und sei o € C. Dann sind dquivalent:

(1) « ist ausgehend von den Elementen von k mit Zirkel und Linear konstru-
erbar.

(2) Es gibt eine Galois-Erweiterung k C K mit K C C und o € K, sodass
# Aut(K/k) = 2™ ist fir ein n € Zo.

(3) « ist algebraisch tber k und fir das Minimalpolynom f € k[X] von «
iber k gilt # Gal(f/k) = 2" fir ein n € Z>o.

Der Beweis liefert zunédchst, dass die Galoisgruppe auflésbar sein muss (mit suk-
zessiven Quotienten = 7 /27, was bedeutet, dass die Gruppenordnung eine Potenz
von 2 sein muss). Der Schritt, der im Beweis noch fehlt, ist folgende Aussage (fiir

p=2):

SATZ
Charakteri-
sierung von
Konstruier-
barkeit
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7.19. Satz. Sei p eine Primzahl und G eine endliche p-Gruppe, d.h., #G = p"
fir ein n € Zso. Dann ist G auflosbar. Genauver: Es gibt eine Kette {1} = Gy <
Gy < ... < G, = G von Untergruppen mit G;_1 < G; und G;/G;_1 = Z/pZ fir
alle 1 <7 <n.

Wir zeigen zuerst ein Lemma. Das Zentrum einer Gruppe G war definiert als
Z(G)={geG|Vg €CG:gg =gg}.
Man beachte die folgenden beiden Eigenschaften:

e Die Elemente von Z(G) sind gerade die Fixpunkte der Operation von G auf sich
selbst durch Konjugation (denn gh = hg <= hgh™' = g).
e Jede Untergruppe von Z(G) ist ein Normalteiler von G.

7.20. Lemma. Seip eine Primzahl und G eine nicht-triviale endliche p-Gruppe.
Dann ist Z(G) nicht-trivial. Insbesondere hat G einen Normalteiler N der Ord-
nung #N = p.

Jede Gruppe der Ordnung p ist zyklisch, also gilt dann N = Z/pZ.

Beweis. Wir betrachten die Operation von G auf sich selbst durch Konjugation:
g * h = ghg™'. Die Bahnen dieser Operation haben Lingen, die Teiler von #G
sind; die Léngen sind also Potenzen von p. Es folgt, dass die Anzahl der Fix-
punkte durch p teilbar ist. Da das neutrale Element ein Fixpunkt ist, gibt es
mindestens p Fixpunkte. Die Fixpunkte sind aber gerade die Elemente des Zen-
trums, also ist Z(G) nicht-trivial. Da p | #Z(G), hat Z(G) eine Untergruppe der
Ordnung p; jede Untergruppe von Z((G) ist ein Normalteiler von G. Qa

Beweis von Satz 7.19. Induktion iiber n. Im Fall n = 0 ist G trivial, und es ist
nichts zu zeigen. Sei also n > 0. Nach Lemma 7.20 hat G einen Normalteiler GGy
mit #G; = p. Sei G’ = G/G1, dann ist #G' = p™~'; nach Induktionsvoraussetzung
gibt es also eine Kette

{1G’}:G£]§G/1§§GITL71:G/

von Untergruppen von G’ mit G';_; <G und G'/G_| = Z/pZ fir 1 < j <n—1.
Sei ¢: G — G’ der kanonische Epimorphismus. Wir setzen G; = ¢~'(G_,) fiir
1 <j <n (fiir j =1 erhalten wir dieselbe Gruppe G; wie oben) und Gy = {14},
dann gilt G;/G;1 = G /G = Z/pZ fir 2 < j < nund G1/Gy = Gy =
Z/pZ. a

Sei a € C algebraisch mit Minimalpolynom f iiber Q vom Grad n. Die Bedingung
»n ist Zweierpotenz® ist notwendig fiir die Konstruierbarkeit von « (denn da f
irreduzibel ist, gilt n | # Gal(f/Q)) — das haben wir in der ,Einfiihrung in die Al-
gebra® fiir verschiedene Unmoglichkeitsbeweise benutzt — aber nicht hinreichend.
Wir haben gesehen, dass es irreduzible Polynome f vom Grad 4 iiber Q gibt mit
Gal(f/Q) = Sy oder Ay, aber #5, = 24 und # A, = 12 sind keine Zweierpotenzen.
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