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§17. Summen von Untervektorrdumen, Komplemente, Kodimension 2

17. SUMMEN VON UNTERVEKTORRAUMEN, KOMPLEMENTE, KODIMENSION

Eines unserer Ziele in diesem Semester ist die Vervollstandigung der Klassifikation
der Endomorphismen eines endlich-dimensionalen Vektorraums V' (oder dquiva-
lent: der Klassifikation von n x n-Matrizen bis auf Ahnlichkeit) im Fall, dass
das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfillt (was iiber einem alge-
braisch abgeschlossenen Korper wie C immer der Fall ist). Das wird auf die so-
genannte ,, Jordan-Normalform* fithren. In diesem Zusammenhang (aber auch an
anderen Stellen) wird es hilfreich sein, den Vektorraum V' zu ,zerlegen®, sodass
der Endomorphismus auf den einzelnen ,, Teilen“ von V ein leicht iiberschauba-
res Verhalten zeigt. Dafiir brauchen wir den Begriff der ,direkten Summe* von
(Unter-)Vektorraumen.

Sei V' ein Vektorraum. Wir erinnern uns daran, dass beliebige Durchschnitte von
Untervektorraumen von V' wieder Untervektorrdume sind (Lemma 7.3), dass das
im Allgemeinen aber nicht fiir Vereinigungen von Untervektorraumen gilt. Statt
dessen konnen wir aber den kleinsten Untervektorraum betrachten, der alle be-
trachteten Untervektorrdume (und damit ihre Vereinigung) enthélt. Das fithrt auf
folgende Definition.

17.1. Definition. Seien V' ein Vektorraum und (U;);e;r eine Familie von Unter-
vektorrdumen von V. Dann heifit der von der Vereinigung | J,.; U; erzeugte Unter-
vektorraum von V' die Summe der Untervektorrdume U;; wir schreiben

il icl
Im Fall I = {1,2,...,n} schreibt man auch

U +Us+...+U,  oder ZUZ-
=1

statt Y .., Ui. &

Die Schreibweise erklart sich durch die folgende Eigenschaft.

17.2. Lemma. SeiV ein Vektorraum.

(1) Sind Uy, Us, ..., U, Untervektorrdume von V', dann ist
U+ Us+ ...+ U, ={us+us+...+u, | ug € Up,ug €Us, ... u, € Uyt

(2) Ist (U;)ier eine Familie von Untervektorrdumen von V', dann ist

S U= {Zu | J C I endlich, w; € U; fiir alle i € J} .

el e

Bewers. Es ist klar, dass die jeweils rechts stehende Menge in der links stehenden
enthalten ist, denn ihre Elemente sind Linearkombinationen von Elementen von
UrU...0UU, bzw. J,c; Us (Satz 7.9). Wir zeigen, dass die rechts stehende Menge
ein Untervektorraum von V' ist. Dann folgt analog zum Beweis von Satz 7.9, dass
sie das Erzeugnis der Vereinigung der U; ist. Sei U die Menge auf der rechten Seite.
Wir priifen die drei Bedingungen fiir einen Untervektorraum nach (Definition 6.1).
Dabei nutzen wir aus, dass die U; Untervektorrdaume sind.

e 0 € U: Wir konnen alle u; = 0 wihlen (bzw. im zweiten Fall fiir J die leere
Menge nehmen).

DEF
Summe von
Unter-VR

LEMMA
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der Summe
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e Abgeschlossenheit unter der Addition: Im ersten Fall seien
u=u;+us+...+u, und o =uj+ul+... +u,
zwei Elemente von U (mit u;, u; € U; fir alle ¢ € {1,2,...,n}). Dann ist auch
u+tu = (uy +uy) + (ug +uy) + ...+ (up +u) €U .
Im zweiten Fall seien J, J' C I endlich und
U:ZW und u/:Zué
icJ ieJ!

zwei Elemente von U. Wenn wir u; = 0 (bzw. u}, = 0) setzen fiir i € J'\ J (bzw.

i€ J\J), dann gilt
u—i—u':Zui—l—Zu;: Z w; + Z u;, = Z (u; +u;) € U.
ieJ ieJ’ ieJug’ ieJug’ ieJuJ’
e Abgeschlossenheit unter der Skalarmultiplikation: Seien A ein Skalar und u =
up +us + ...+ u, bzw. u = ZieJ u; ein Element von U. Dann ist
Moo= My + Mg+ Ay baw. du= ) A
ieJ

wieder ein Element von U. a

17.3. Beispiele.

o Ist I =0, dann ist )., U; = {0} der Null-Vektorraum.

e Ist U C V ein Untervektorraum, dann gilt U + U = U.

e Ist V' ein Vektorraum, I eine Menge und sind (fir i € I) A; C V beliebige

Teilmengen, dann gilt
Z<A¢> = <U Ai) .

el el

(Beweis als Ubung.) Das bedeutet: Ist A; ein Erzeugendensystem von U; (fiir
alle ¢ € I), dann ist | J,.; A; ein Erzeugendensystem von ) .., U;. )

Was kann man iiber die Dimension von U = U; + U, sagen? Da U; C U und
Uy C U, gilt jedenfalls

dim U > max{dim Uy, dim U, }

(und Gleichheit ist moglich, ndmlich genau dann, wenn U; C U, oder Uy C Uy).
Wie grofl kann dim U hochstens werden? Wenn B; eine Basis von U; und Bj eine
Basis von Uj ist, dann ist nach dem obigen Beispiel B;U B, ein Erzeugendensystem
von U, also gilt

dim U S #(Bl U Bg) S #Bl + #BQ = dim U1 + dim U2 .

Der folgende Satz gibt genauere Auskunft.

BSP
Summen von
Unter-VR
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17.4. Satz. SeiV ein Vektorraum mit Untervektorrdumen Uy und Us. Dann gilt

Daran sieht man, dass dim(U; + Us) = dim U; + dim U, genau dann gilt, wenn U,
und U, den kleinstméglichen Durchschnitt {0} haben (vorausgesetzt, alle Dimen-
sionen sind endlich).

Beweis. Ist dimU; = oo oder dimU; = oo, dann ist auch dim(U; 4+ Uy) = oo
(denn Uy, Uy C Uy 4+ Us), und die Gleichung stimmt. Wir kénnen also annehmen,
dass U; und Uy endlich-dimensional sind, etwa dimU; = n; und dimUs; = ns.
Sei m = dim(U; N Uy) < min{ny,ny}. Wir wihlen eine Basis (by,bs,...,by,)

von Uy NU,, die wir einerseits zu einer Basis (b1, ..., by, b),41, 0,0, ., b}, ) von Uy
3 : 3 /! /! /! I
und andererseits zu einer Basis (b, ..., bm, 0, 1 b0 o, ..., ) von Uy ergénzen
(Basisergénzungssatz mit Folgerung 9.7). Ich behaupte, dass
. / / / /! /! /!
B = (b1, b, by bigy - 0y O Ugy - b))

eine Basis von U; 4 U, ist. Daraus folgt die Gleichung im Satz, denn

dim(U1+U2):#B:m—i-(nl—m)—l—(ng—m):n1+n2—m.

Es bleibt die Behauptung zu zeigen. Es ist klar, dass B ein Erzeugendensystem
von U; + U, ist, denn B enthélt Erzeugendensysteme von U; und von Us. Wir
miissen also noch nachweisen, dass B linear unabhingig ist. Seien also \; (fiir
ie{l,2,....m}), N (firi € {m+1,....,m}) und X/ (firi € {m+1,...,n2})
Skalare mit

Aby A+ Ab A b A D A b ALY =0,

Wir schreiben diese Gleichung als

w=Mby + ...+ Apby + A b0 +...+/\;Hb;“l:\—>\;;+1b;;+l — = /\ggbg% :
651 E};Q
Wir sehen, dass u € U; N U, ist, also ist u eine Linearkombination von by, . .., b,,.
Da by, ... ,0p, 0, 1, 0, und by, ... by, by g, ..., by jeweils linear unabhingig
sind (als Basen von U; und Us), miissen
Mpg1 ==y =X i=...=X =0
sein; daraus folgt dann auch \; =... = \,, =0. a

Man kann sich die Aussage ganz gut mit Hilfe der analogen Aussage iiber Kardi-
nalitdten von Mengen merken:

#(My U My) + #(My N M) = #M, + #M, .

Tatséichlich beruht obiger Beweis auf dieser Relation, wobei die Mengen Basen der
vorkommenden Untervektorriume sind. Allerdings darf man diese Analogie auch
nicht zu weit treiben: Die fiir Mengen giiltige Relation

#H(M; U My U M) + #(My N M) + #(My N Ms) + #(My N M)
= #M, + #My + #M;z + #(M; N My N Ms)
iibersetzt sich nicht in eine analoge Dimensionsformel (Ubung).

Besonders interessant ist der Fall U; N U, = {0}.

SATZ
Dimension
der Summe
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17.5. Lemma. SeiV ein Vektorraum mit Untervektorraumen Uy und Usy. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) UyNnUy = {0}.
(2) Jedes Element u € Uy + U, ldsst sich eindeutig schreiben als u = uy + us
mit u; € Uy und uy € Us.

Ist Uy 4+ Uy endlich-dimensional, dann sind beide Aussagen dquivalent zu

Beweis. Die Aquivalenz von (1) und (3) (unter der angegebenen Voraussetzung)
folgt direkt aus der Dimensionsformel in Satz 17.4. Wir zeigen noch die Aquivalenz
von (1) und (2).

Es gelte (1) und es sei © = uy + us = u} + u) mit uy, v} € Uy und ug, uy € Us.
Daraus folgt uy — u} = u), —uy € Uy N Uy = {0}, also uy = v} und uy = ub.

Jetzt gelte (2) und es sei u € Uy N Us. Dann sind 0 = 0+ 0 = u + (—u) zwei
Darstellungen des Nullvektors; aus der Eindeutigkeit der Summendarstellung folgt
also u = 0. a

17.6. Definition. Wenn die Aussagen (1) und (2) in Lemma 17.5 gelten, dann

heiflt die Summe von U; und U, direkt. &

Die Eigenschaften (1) und (2) in Lemma 17.5 lassen sich auch so ausdriicken:
Vuy € Uy, ug € Us: (u1+u2 =0 = w =uy :0).

In dieser Form lésst sich das verallgemeinern.

17.7. Definition. Seien V ein Vektorraum und (U;);c; eine Familie von Unter-
vektorrdumen von V. Dann heifit die Summe der U; direkt, wenn fiir jede endliche
Teilmenge J C I und beliebige Elemente u; € U; fiir i € J gilt

i€J
Ist V = 3"..; U; und die Summe direkt, dann schreiben wir auch
v-Qu
i€l

bzw. V=U®&Us ® ... dU,, wenn [ = {1,2,...,n} ist. O
Lemma 17.5 hat dann die folgende Verallgemeinerung.

17.8. Lemma. Seien V ein Vektorraum und (U;);cr eine Familie von Untervek-
torraumen von V. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) Fir jedesi € I qilt Ui N Y- cp iy U = {0}
(2) Die Summe der U; ist direkt.

Ist I endlich und ), ., U; endlich-dimensional, dann sind die Aussagen dquivalent
21

(3) dim Y., Ui = 32,0, dim U,

LEMMA
Summe direkt

DEF
direkte

Summe
zweier UVR

DEF
direkte
Summe

LEMMA
direkte
Summe
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Beweis. ,,(1)=(2)“: Sei J C I endlich und seien u; € Uj fiir i € J mit )
Sei 19 € J. Dann ist

Uiy = Z (—’LLl) € Uio N Z Ul = {0},
icJ\{io} i€\{io}

also ist u;, = 0. Da iy € J beliebig war, miissen alle u; = 0 sein; damit ist die
Summe direkt.

»(2)=(1)*: Seii € T und w € U; N3 p 1y Uj. Dann gibt es J C I'\ {i} endlich
und Elemente u; € U; fiir j € J, sodass

Zuj:u, also (—u)—i—Zuj:O

jeJ jeJ

ieg Ui = 0.

ist, wobei —u als Element von U; betrachtet wird. Definition 17.7 besagt dann,
dass u = 0 sein muss.

»(2)=(3)“: Ist >_,.; U; endlich-dimensional, dann gilt das auch fiir alle U; (denn
sie sind in der Summe enthalten). Fiir jedes i € I sei B; eine Basismenge von Uj,
dann ist B = J,.; B; ein (endliches) Erzeugendensystem von ., U;.

B ist linear unabhéngig: Sei B; = {bi1, bi2, . . . , bim, } mit m; = dim U; und seien \;;

Skalare mit e
>N Nijbi =0.

el

iel j=1
——
cU;
Weil die Summe direkt ist, folgt Z;n:l Aijbij = 0 fiir alle 4 € I und dann \;; = 0
fir alle j € {1,2,...,m;}, weil B; eine Basis ist. Als linear unabhéingiges Erzeu-

gendensystem ist B eine Basis von )., U, also gilt
dim» Uy =#B =Y #B =Y dimU;.
iel iel il
»(3)=(1)“: Es gilt fiir jedes i € I
> dimt; 2 dim > Uy = dim (Ui + > U;)
jel jel jen\{i}
(*)
<dimU;+dim Y U; <dimU;+ Y dimU; = dimUj,
jel\{i} JEN{i} jEI
also muss bei (x) Gleichheit herrschen. Aus Satz 17.4 folgt dann

Uin Y U ={0}. Q

je\{i}

17.9. Beispiel. Hier ist ein Beispiel, das zeigt, dass die vielleicht erst einmal BSP
néher liegende Version Vi, j € I: i # j = U;NU; = {0} fiir Bedingung (1) nicht
ausreichend ist.

Seien V =R?, U; = ((1,0)), Uy = {(0,1)) und Us = ((1,1)). Dann gilt offenbar
UyNUs=U;NUs=UNU; ={(0,0)},
aber die Summe U; + Us + Us ist nicht direkt. Zum Beispiel gilt
(0,0) = (1,0) + (0,1) + (—1,-1)

als Summe je eines Elements von Uy, U und Us. &
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Eine Zerlegung von V' als direkte Summe, V' = U; & Us, fiithrt in natiirlicher Weise
zu zwei linearen Abbildungen 7;: V' — U; und my: V' — Us. Wir erhalten sie wie
folgt: Jedes v € V ldsst sich eindeutig schreiben als v = uy + ug mit u; € U; und
ug € Uy. Dann ist mp(v) = uy und mo(v) = ug. Diese Abbildungen sind linear, weil
A = Aug + Aug ist, und fiir o' = u) + uy gilt v + 0" = (ur + u)) + (ug + uh).

AuBerdem sind 7; und 7y surjektiv, denn |y, = idy, und mo|y, = idy,.

17.10. Definition. Die Abbildungen m; und 7 heiflen die Projektionen von V
auf Uy bzw. U, beziiglich der Zerlegung V = U, & Us. &

Wenn wir mit py, pa: V — V die Abbildungen bezeichnen, die durch p;(v) = m;(v)
gegeben sind (sie unterscheiden sich von m; und 79 nur durch den vergréferten
Wertebereich), dann gilt

PLOPL =Di, DP20OP2=D2, sowie piopy=prop; =0 und p;+py=idy .

Umgekehrt gilt: Ist p: V' — V ein Projektor, d.h. eine lineare Abbildung mit
pop = p, dann gilt V = im(p) & ker(p), wobei ker(p) = im(idy —p) ist (Ubung).
Mit p' = idy —p gilt dann auch p’ op’ =p/, pop’ =p op=0und p+p =idy.

Wir fiihren jetzt noch zwei Begriffe ein, die manchmal niitzlich sind.

17.11. Definition. Seien V ein Vektorraum und U C V ein Untervektorraum.
Ein weiterer Untervektorraum U’ C V heifit komplementdr zu U oder ein Kom-
plement von U in V, wenn V = U & U’ gilt. &

Konkret bedeutet die Bedingung, dass UNU’ = {0} und U + U’ =V gilt.

17.12. Beispiele.
e V ist das einzige Komplement von {0} in V und {0} ist das einzige Komplement
von V in V.

e Normalerweise gibt es aber viele Komplemente. Sei zum Beispiel V' = R? und
U = ((1,0)) C V. Dann sind die Komplemente von U gerade alle Untervek-
torraume der Form U’ = ((a, 1)) mit a € R beliebig. &

Gibt es immer ein Komplement?

17.13. Satz. Seien V ein endlich-dimensionaler Vektorraum und U C V ein
Untervektorraum. Dann gibt es ein Komplement U’ von U in V. Fiir jedes Kom-
plement U" von U gilt

dimU + dim U’ = dim V.

Beweis. Sei m = dimU < dimV = n. Wir wéhlen eine Basis (b1, b,...,b5)
von U und ergénzen sie zu einer Basis (b1, ..., bu, bmt1, ..., b,) von V. Dann ist
U = (bm+1,--.,b,) ein Komplement von U:

U+U/:<b17"'7bm7bm+17"'7bn>:V und UﬂU/:{O},

weil by, ..., b, linear unabhéingig sind. Die Dimensionsformel folgt aus Lemma 17.5.
U

DEF
Projektionen

DEF
Projektor

DEF
Komplement

BSP
Komplemente

SATZ
Existenz von
Komplementen
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Derselbe Beweis zeigt, dass es auch in beliebigen Vektorrdumen stets Komplemente gibt,
wenn man den Basisergdnzungssatz fiir Mengen verwendet, der mit Hilfe des Zornschen
Lemmas bewiesen wurde. Vergleiche die Diskussion nach Satz 9.5.

Wir sehen hier insbesondere, dass alle Komplemente von U dieselbe Dimension
dim V' —dim U haben. Das gilt ganz allgemein, auch wenn V' unendliche Dimension
hat.

17.14. Lemma. SeienV ein Vektorraum und U C V ein Untervektorraum. Seien
weiter U] und Ul zwei Komplemente von U in V. Dann sind U] und U} isomorph;
insbesondere gilt dim U] = dim Us,.

Beweis. Wir betrachten die lineare Abbildung ¢ = 7 o v: U] — Uj; dabei sei
t: U] — V die Inklusionsabbildung und 7: V' — U die Projektion beziiglich der
Zerlegung V = U & Uj. Dann gilt

ker(¢) = ker(m) NU; = UNU] = {0},

also ist ¢ injektiv. (Die erste Gleichheit folgt daraus, dass ¢ injektiv ist.) Wir
miissen noch zeigen, dass ¢ auch surjektiv ist, dann ist ¢ ein Isomorphismus und
Ui und U sind isomorph. Sei dazu us € U;. Dann gibt es eindeutig bestimmte
w € U und u; € U] mit uy = u + uy. Wir konnen das auch als u; = (—u) + us
lesen, woraus ¢(u;) = uy folgt. a

Damit ist folgende Definition sinnvoll.

17.15. Definition. Seien V' ein Vektorraum und U C V ein Untervektorraum,
der ein Komplement U’ in V' hat. Dann heif3t

codimy U = dim U’

die Kodimension von U in V. &

Es gilt dim U + codimy U = dim V: Ist die Kodimension klein, dann ist U ,,gro3*,
also nicht weit davon entfernt, ganz V' zu sein.

17.16. Beispiel. Die Kodimension kann auch fiir unendlich-dimensionale Unter-
vektorrdume endlich sein. Sei zum Beispiel P der reelle Vektorraum der Poly-
nomfunktionen, sei a € R und sei U, = {p € P | p(a) = 0} = kerev,. Dann ist
der eindimensionale Untervektorraum C' = (x +— 1) der konstanten Funktionen ein
Komplement von U, in P (fiir p € P gilt eindeutig p = (p—p(a))+p(a) € U, +C),
also ist codimp U, = 1. Dieselbe Uberlegung zeigt, dass der Untervektorraum der
in einem Punkt a verschwindenden Funktionen auch in anderen Funktionenrédum-
en (alle Funktionen, stetige Funktionen, n-mal stetig differenzierbare Funktionen
usw.) Kodimension 1 hat.

Mit Polynomdivision (Satz 15.16) sieht man analog: Sind ay, as, . .., a, € R paar-
weise verschieden und ist Uy, . 4, = Us, NUq, N...NU,, der Untervektorraum der
Polynomfunktionen, die in aq, . . ., a, verschwinden, dann ist der Untervektorraum
P, der Polynomfunktionen vom Grad < n ein Komplement von U,, ,, in P,
also gilt codimp Uy, 4, = n. Denn jedes Polynom p kann eindeutig geschrieben
werden als
p(x) = q(@)(x — ar)(z —az) -+ (v — an) + ()

mit ¢ € P und r € P_,, und die Polynomfunktionen, die in a4, ..., a, verschwin-
den, sind von der Form x — q(z)(x — a1)(z — az) - - - (z — a,). &

LEMMA
Komplemente
sind

isomorph

DEF
Kodimension

BSP
Kodimension
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Der Begriftf der Kodimension erlaubt eine etwas genauere Formulierung des ,,Rang-
satzes” 10.17. Zur Erinnerung: Der Satz besagt, dass fiir eine lineare Abbildung
¢:V— W gilt

dimker(¢) + rk(¢) = dimker(¢) + dimim(¢) = dim V.

Wenn V' unendlich-dimensional ist, dann ist das eine relativ schwache Aussage.
Die folgende Version gibt zusétzliche Information, wenn der Rang von ¢ endlich
ist:

17.17. Satz. Sei¢: V — W eine lineare Abbildung mit rk(¢) < oo. Dann gilt

codimy ker(¢) = dimim(¢) = rk(¢) .

Beweis. Wir wihlen eine Basis (b, bo,. .., by,) von im(¢) (mit m = dimim(¢)).
Seien weiter vy, vs,...,v,, € V Urbilder von by, by, ..., b, unter ¢. Dann sind
V1, Vs, . .., Uy linear unabhéngig, denn aus

/\1U1—|—)\2U2—|—...+>\m’llm:0

folgt

0= ng(/\lvl + )\21)2 + ...+ )\mvm) = )\1[)1 + )\ng +...+ )\mbm
und damit \y = Ay = ... = \,, =0, weil by, bo, ..., by, linear unabhéngig sind. Wir
setzen

U= {(v1,v9,...,0,) CV;

dann ist U ein Komplement von ker(¢) in V und dim U = m, woraus die Behaup-
tung folgt.

o U +ker(¢p) =V: Sei v € V, dann gibt es Skalare Ay, ..., \,, mit
3(v0) = Atby + ... + Ambp -
Sei v/ = v — (M1 + ... + Ay, dann ist
d(v") = p(v) — (Mby + ...+ Ambp) =0,

also v’ € ker(¢) und v = v' + (Av1 + ... + A\pom) € ker(¢) + U.

e U Nker(¢) = {0}: Sei v € U N ker(¢), dann gibt es Skalare Ai,..., A, mit
v=MANv1 + ...+ ApUn,. AuBlerdem gilt

Oz(ﬁ(’l)):)\lbl—l-—i-)\mbm,

woraus A\; = ... = A\, = 0 und damit v = 0 folgt. u

Am Ende dieses Abschnitts wollen wir noch untersuchen, wann eine Zerlegung
eines Vektorraums V' als direkte Summe V = U; @ Uy & ... @ U, einer analogen
Zerlegung eines Endomorphismus f von V entspricht. Dazu miissen wir erst einmal
sagen, was Letzteres bedeutet.

SATZ
Rangsatz mit
Kodimension
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17.18. Lemma. SeiV =U,®UsP... DU, eine Zerlequng eines Vektorraums V'
als direkte Summe von Untervektorrdumen. Seien weiter

iU = Uy, fo:Uy—= Uy, o, [ Uy, — Uy,

lineare Abbildungen. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Endomorphismus f
von V- mit f(v) = f;(v) fir allei € {1,2,...,n} und alle v € U,.

Beweis. Jedes v € V ldsst sich eindeutig schreiben als v = uy + us + ... + u, mit
uy € Uy, ug € Uy, ..., u, € U,. Wenn f(u;) = fi(u;) gelten soll, dann miissen wir

f definieren durch

Dann gilt auch f(v) = f;(v) fiir v € U;; es bleibt nur noch zu zeigen, dass f linear
ist. Das folgt aus

f=uofiom+tiofoom+...+ 1,0 from,,

wobei 7;: V' — U; die Projektion auf U; und ¢;: U; — V die Inklusionsabbildung
ist. (Alternativ kann man das auch wie vor Definition 17.10 nachrechnen.) Q

17.19. Definition. Die Abbildung f in Lemma 17.18 heifit die direkte Summe
von f1, fa, ..., fn; wir schreiben

f=H@f®...0fn. &

Wenn ein Endomorphismus f als direkte Summe von Endomorphismen f; ge-
schrieben werden kann, dann muss offenbar f(U;) C U; gelten. Wir geben dieser
Eigenschaft einen Namen:

17.20. Definition. Seien V ein Vektorraum, U C V ein Untervektorraum und

f ein Endomorphismus von V. Dann heifit U f-invariant oder invariant unter f,
wenn f(U) C U gilt. &

17.21. Satz. Sei V=U,®&Us®... DU, eine Zerlegung eines Vektorraums V als
direkte Summe von Untervektorriumen. Sei weiter f € End(V'). f lisst sich genau
dann als direkte Summe von Endomorphismen f; € End(U;) schreiben, wenn alle
Untervektorrdume U; invariant unter f sind.

Beweis. Wir hatten schon gesehen, dass die Bedingung notwendig ist. Wir miissen
noch zeigen, dass sie auch hinreichend ist. Es gelte also f(U;) C U; fiir alle
i€{1,2,...,n}. Dann konnen wir f; € End(U;) definieren durch f;(u) = f(u)
firu e U damit gilt f=f1 B foD... D [ a
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17.22. Beispiel. Ist f ein Endomorphismus von V und A ein Skalar, dann ist der
Eigenraum FE,(f) unter f invariant (denn f(v) = Av fiir v € E\(f)).

Ist V' endlich-dimensional und f € End(V) diagonalisierbar mit den paarweise
verschiedenen Eigenwerten Ai, Ao, ..., \,,, dann gilt

V=FE\(f)®En(f)®... @ Ey,(f)

(denn V' hat eine Basis aus Eigenvektoren von f) und

f=hehe.. & n
mit f; = Aiidg,, (r). In diesem Fall lisst sich f also in besonders einfach gebaute
Abbildungen zerlegen. s

Wir iiberlegen uns jetzt noch, wie die Matrix von f = f1 & fo @ ... D f, beziiglich
einer an die direkte Summenzerlegung angepassten Basis aussieht.

17.23. Lemma. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit einer Zerle-
gung V. =U1 & Uy @ ... d U,, seien f; € End(U;) firi € {1,2,...,n} und sei
f=hH®fr®...d[f,. Seien B; Basen von U; und B die durch Aneinanderhdngen

von By, Bs, ..., B, gegebene Basis von V. Dann ist
M| O|---] 0
0 |My|---] 0
Matp p(f) = .
0| 0| - |M,

eine Block-Diagonalmatriz, wobei M; = Matp, p,(f;) die Matrizen von f; beziiglich
der Basen B; sind.

Beweis. Das folgt aus f(b) = fi(b) € U; fur Elemente b € B;: in den den Elementen
von B; entsprechenden Spalten von Matg g(f) konnen nur die den Elementen
von B; entsprechenden Zeilen von null verschiedene Eintrige enthalten, und die
sich daraus ergebende Untermatrix ist die Matrix von f; beziiglich B;. a

BSP
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18. AQUIVALENZRELATIONEN, QUOTIENTENRAUME UND AFFINE
UNTERRAUME

Wir erinnern uns daran, dass der Kern jeder linearen Abbildung f: V — V' ein
Untervektorraum von V ist. In diesem Abschnitt wollen wir der umgekehrten Frage
nachgehen: Ist jeder Untervektorraum der Kern einer linearen Abbildung?

Im Fall, dass V' endlich-dimensional ist, kénnen wir mit unseren Kenntnissen iiber
direkte Summen und Komplemente recht leicht zeigen, dass die Antwort ,Ja“
lautet: Sei U ein Untervektorraum des endlich-dimensionalen Vektorraums V, dann
hat U ein Komplement U’ in V' (Satz 17.13), es ist also V' = U @ U’. Die zu dieser
Zerlegung gehorende Projektion 7: V' — U’ hat dann U als Kern.

Dieses Argument ist aus zwei Griinden etwas unbefriedigend. Zum Einen verwen-
det es die Existenz von Basen (genauer: den Basisergdnzungssatz), die wir nur
fiir endlich-dimensionale Vektorraume gezeigt haben. Zum Anderen ist das Kom-
plement U’ im Normalfall weit davon entfernt, eindeutig bestimmt zu sein; wir
miissen bei der Konstruktion der linearen Abbildung also eine Wahl treffen.

In diesem Abschnitt werden wir eine Konstruktion kennen lernen, die diese Nach-
teile vermeidet: Sie funktioniert fiir jeden Untervektorraum jedes Vektorraums und
erfordert keine Auswahlen. Die Art dieser Konstruktion des , Quotientenraums*
und des zugehorigen , kanonischen Epimorphismus® ist recht typisch fiir die Me-
thoden der Algebra und wird in sehr &hnlicher Form im Rahmen der Vorlesungen
,Einfiithrung in die Zahlentheorie und algebraische Strukturen“ und , Einfithrung
in die Algebra®“ wieder auftauchen, dann fiir andere algebraische Strukturen wie
zum Beispiel Ringe und Gruppen.

Sei also V' ein (beliebiger) K-Vektorraum und U C V ein Untervektorraum. Wenn
es eine lineare Abbildung f: V' — V' gibt mit ker(f) = U, dann gibt es auch
eine surjektive solche Abbildung, denn wir kénnen einfach die im Wertebereich
eingeschrinkte Abbildung f: V — im(f) betrachten. Wir nehmen jetzt also an,
dass wir so eine surjektive lineare Abbildung f: V' — V' mit Kern U haben. Wie
konnen wir dann den Vektorraum V' beschreiben?

e Die Elemente von V' konnen wir durch Elemente von V' repréasentieren; dabei
wird v" € V' durch jedes v € V mit f(v) = v représentiert (das ist moglich, weil
f surjektiv ist). Zwei Elemente v; und vy von V stellen genau dann dasselbe
Element von V' dar, wenn f(v1) = f(vy) ist. Das ist dquivalent zu f(v; —v9) = 0,
also zu vy — vy € ker(f) = U.

e Die Addition und Skalarmultiplikation auf V'’ kann unter Zuhilfenahme der
Linearitdat von f ebenfalls {iber die entsprechenden Operationen von V erfolgen:
Sind v; und vy Reprisentanten von v} = f(v1) und vy = f(vs), dann ist vq + vy
ein Représentant von v} + v4, denn f(vy + ve) = f(v1) + f(v2). Ebenso ist fur
A € K auch \v; ein Reprasentant von Avj.

Wir schreiben [v] (statt f(v)) fur das von v € V reprisentierte Element von V"

Dann konnen wir unsere Uberlegungen wie folgt zusammenfassen: Falls V' exi-
stiert, dann

(1) besteht V' aus allen [v] mit v € V;

(2) es gilt [v1] = [vg] <= v —vy €U

(3) und [v1] + [v2] = [v1 + o], AJv] = [Av].
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Es liegt also nahe, V' auf diese Weise zu definieren; dann ware f: V. — V' v — [v],
die passende surjektive lineare Abbildung mit Kern U (denn [v] = 0 genau dann,
wenn v € U). Dafiir miissen wir nachweisen, dass diese Vorgehensweise zu keinen
Widerspriichen fiihrt.

Der erste Punkt dabei ist, sich zu iiberlegen, dass die Gleichheit der Elemente
von V' sinnvoll definiert ist. Eine sinnvolle Definition von Gleichheit muss sicher
die folgenden Eigenschaften haben:

(1) Jedes Element ist gleich zu sich selbst.

(2) Wenn a und b gleich sind, dann sind auch b und a gleich.

(3) Wenn sowohl a und b, als auch b und ¢ gleich sind, dann sind auch a und ¢

gleich.

Wir gieflen das in eine formale Definition. Dafiir brauchen wir den Begriff der
Relation.

18.1. Definition. Seien X und Y beliebige Mengen. Eine Relation zwischen X
und Y ist eine Teilmenge R C X x Y. Man sagt, x € X steht in der Relation R zu
y € Y (oder z und y stehen in der Relation R), wenn (z,y) € R gilt. Manchmal
schreibt man dafiir abkiirzend = R y.

Im Fall X =Y spricht man von einer Relation auf X. &

18.2. Beispiele.

Auf jeder Menge X gibt es die Gleichheitsrelation {(x,z) | x € X} und die
Allrelation X x X.

Auf R gibt es die Vergleichsrelationen {(z,y) € R x R | z < y} und analog fiir <,
> >,

Auf Z gibt es die Teilbarkeitsrelation {(a,b) € Z x Z | 3¢ € Z: ac = b}, deren
Bestehen als a | b notiert wird.

Zwischen einer Menge X und ihrer Potenzmenge P(X) gibt es die Element-
Relation {(z,7) € X x P(X) |z € T}. &

18.3. Definition. Seien X eine Menge und R eine Relation auf X. Dann heif3t
R eine Aquivalenzrelation, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(1) Vo € X: x R x (Reflexivitét).
(2) Vo,y € X: (+t Ry = y R z) (Symmetrie).
(3) Vo,y,z€ X: (x RyAy Rz = z R z) (Transitivitét). o

Die Gleichheitsrelation und die Allrelation sind Aquivalenzrelationen auf jeder
Menge X. Dagegen sind die Vergleichsrelationen auf R (auler der Gleichheit) und
die Teilbarkeitsrelation auf Z keine Aquivalenzrelationen, denn (z.B.) aus a < b
folgt nicht unbedingt b < a und aus a | b folgt nicht unbedingt b | a.

DEF
Relation

BSP
Relationen

DEF
Aquivalenz-
relation
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18.4. Beispiele. Beispiele fiir Aquivalenzrelationen, die wir schon kennen gelernt
haben, sind die , Aquivalenz“ und die ,, Ahnlichkeit“ von Matrizen.

Zur Erinnerung: Zwei Matrizen A, B € Mat(m X n, K) sind dquivalent, wenn sie
dieselbe lineare Abbildung K™ — K™ beziiglich i.A. verschiedener Basen (von
K™ und K™) darstellen. Das ist gleichbedeutend damit, dass es Matrizen P €
GL(m, K) und @ € GL(n, K) gibt mit B = PAQ. Wir hatten in der Linearen
Algebra I gezeigt, dass das genau dann der Fall ist, wenn rk(A) = rk(B) gilt.

Zwei Matrizen A, B € Mat(n, K) sind dhnlich, wenn sie denselben Endomor-
phismus von K" beziiglich i.A. verschiedener Basen von K™ darstellen. Das ist
gleichbedeutend damit, dass es P € GL(n, K) gibt mit B = P~'AP. Uber einem
algebraisch abgeschlossenen Korper wie C wird die Klassifikation von Matrizen bis
auf Ahnlichkeit durch die Jordan-Normalform geleistet, die wir spéter in dieser
Vorlesung studieren werden. &

Man kann eine Aquivalenzrelation als eine , vergroberte® Version von Gleichheit
verstehen: Man betrachtet Elemente als gleich, obwohl sie nicht unbedingt iden-
tisch sind, aber so, dass die wesentlichen Eigenschaften der Gleichheit erfiillt sind.
Das fiihrt zu einer Einteilung von X in Klassen als untereinander gleich betrach-
teter Elemente:

18.5. Satz. Sei X eine Menge und sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Ist
x € X, dann schreiben wir [z] fir die Menge {y € X | y ~ x} und nennen [z]
die Aquivalenzklasse von x (beziiglich ~). Fir x,y € X sind dann die folgenden
Aussagen dquivalent:

(1) y~z.

(2) y € [x].

(3) [x] = [y]-

(4) [zl N[y #0.

Insbesondere sind je zwei Aquivalenzklassen entweder gleich oder disjunkt.

Beweis.
»(1) < (2)“: Das ist die Definition von [z].

»(1) = (3)“: Fir z € X gilt (unter der Voraussetzung y ~ x, also auch = ~ y):
zEx] &= 2z~ = 2~y = z€ [y,

also sind [z] und [y] gleich. Die mittlere Aquivalenz benutzt die Transitivitéit von ~.

»(3) = (4)“ ist trivial, denn x € [z] = [y].

,(4) = (1)“: Sei z € [z] N [y], dann gilt z ~ 2 und z ~ y. Die Symmetrie von ~
impliziert y ~ z, die Transitivitdt dann y ~ x. d

18.6. Definition. In der Situation von Satz 18.5 schreiben wir
X/~ ={[z] |z € X} C P(X)

fiir die Menge der Aquivalenzklassen und nennen X/~ die Quotientenmenge von X
beziiglich ~. Die Abbildung X — X/~, x +— [z], ist surjektiv; sie heifit die
kanonische Surjektion. &

Wir konnen das auf unser Problem anwenden.
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18.7. Lemma. Seien V ein K-Vektorraum und U C V' ein Untervektorraum. Die
wie folgt definierte Relation =y auf V ist eine Aquivalenzrelation. Statt v =y v’
schreiben wir v =o' mod U (gesprochen v ist kongruent zu v' modulo U*).
v=vmodU <= v—v" €U.
Statt V)= schreiben wir V/U fiir die Quotientenmenge. Fiir die Aquivalenzklas-
sen gilt
] ={eV|v—-velU}t={v+u|luelU}=v+U.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass die so definierte Relation reflexiv, symmetrisch

und transitiv ist:

e FirveVgltv—v=0€eU, alsov=vmodU.

e Fiir v,v" € V gelte v = v mod U, das bedeutet v — v’ € U. Dann ist auch
V' —v=—(v—"2") € U und damit v" = v mod U.

e Fiir v,v',v"” € V gelte v = v’ mod U und v' = v”" mod U, also v—',v' —v" € U.
Dann ist auch v —v" = (v =) + (v — V") € U, also gilt v = v” mod U.

Die Aussage iiber die Gestalt der Aquivalenzklassen ist klar (mit u =o' —v). Q

Wir wollen jetzt gerne V' = V/U setzen, mit der kanonischen Surjektion als
linearer Abbildung V' — V’. Dazu miissen wir auf V/U eine K-Vektorraum-
Struktur definieren. Wenn die kanonische Surjektion linear sein soll, dann miissen
[v] + [v'] = [v+v'] und A[v] = [Mv] gelten (fiir v,v" € V und A € K). Wir miissen
also nachweisen, dass diese Definitionen der Addition und der Skalarmultiplikation
sinnvoll sind. Das wird durch zusatzliche Eigenschaften von =y sichergestellt.

18.8. Lemma. Die Relation =y aus Lemma 18.7 hat folgende Eigenschaften:
(1) Fiir vy, v, v}, 05 € V gilt:

Aus v; = v} mod U und ve = vl mod U folgt vi + ve = v] + v mod U.

(2) Fiir v,v" € V und A € K gilt: Aus v =v" mod U folgt \v = Av' mod U.

Eine Aquivalenzrelation auf einem Vektorraum mit diesen zusitzlichen Eigenschaf-
ten (also Vertréglichkeit mit der Vektorraum-Struktur) wird auch als Kongruenz-
relation bezeichnet.

Beweis. (1) Wir haben vy — v}, ve — v} € U, also auch
(v1 +v2) — (V] +vh) = (v1 —v]) + (va —0h) € U.

(2) Aus v —v" € U folgt \v — M = A(v—) € U. a

18.9. Satz. Seien V ein K-Vektorraum und U C V' ein Untervektorraum. Durch
die Festlegungen

[v] + [V'] = [v+ V] und — X-[v] = [\]
wird die Menge V/U zu einem K -Vektorraum.

Die kanonische Surjektion w: V. — V/U, v+ [v], ist dann eine lineare Abbildung
mit ker(m) = U.
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Beweis. Zuerst ist zu zeigen, dass die Definitionen der Addition und Skalarmulti-
plikation sinnvoll (,, wohldefiniert“) sind: Da es im Allgemeinen viele Moglichkeiten
gibt, ein Element von V/U in der Form [v] zu schreiben, miissen wir nachpriifen,
dass die Definitionen nicht von der Auswahl der Reprasentanten abhéngen. Es
gelte also [v1] = [v]] und [vg] = [v}], d.h. v; = v} mod U und vy = v, mod U. Nach
Lemma 18.8 folgt dann vy +wvy = v} 405 mod U, also [v; +v3] = [v] +v}]. Das zeigt,
dass die Summe von [v;] und [vy] nicht von der Wahl der Repréisentanten abhéngt.
Auf analoge Weise zeigt man, dass auch die Definition der Skalarmultiplikation
sinnvoll ist.

Als Néchstes miissen wir die Axiome fiir einen Vektorraum nachpriifen. Sobald klar
ist, dass Addition und Skalarmultiplikation wohldefiniert sind, folgen diese aber
direkt aus ihrer Giiltigkeit fiir V, wobei man natiirlich 0 = [0] und —[v] = [—v]
setzt. Wir zeigen das am Beispiel eines der Distributivgesetze: Seien v, v’ € V und
A € K. Dann gilt

A[v] + [V]) = Ao + 0] = [AMv+0)] = Mo+ M| = [M] + [MW] = AJv] + A[v].
Die anderen Axiome zeigt man nach demselben Schema: Linke Seite als Restklasse

eines Elements von V' schreiben, dann das Axiom in V anwenden, dann in die
rechte Seite umformen.

Dass die kanonische Surjektion 7 linear ist, folgt schlieflich direkt aus der Defini-
tion von Addition und Skalarmultiplikation in V/U. Tatséchlich ist die Definition
gerade so gemacht, damit 7 linear wird! Es gilt dann (man beachte Oy,y = [Oy],
also [v] = 0yyy <= vel)

ker(m) = {v eV |[t] =0} ={v eV |velU}=U. 0

18.10. Definition. Der Vektorraum V/U (,,V modulo U*) heifit der Quotienten-
raum von V modulo U; die lineare Abbildung 7: V' — V/U heifit der zugehorige
kanonische Epimorphismus. &

Damit ist die eingangs gestellte Frage positiv beantwortet.

Hat U ein Komplement U’ in V, dann ist die Einschriankung des kanonischen
Epimorphismus 7: V' — V/U auf U’ ein Isomorphismus U’ — V/U (Ubung).
Es folgt codimy U = dim U’ = dim V/U. Wir kénnen also die Kodimension fiir
beliebige Untervektorraume als codimy U = dim V/U definieren, ohne auf die
Existenz eines Komplements angewiesen zu sein. Die Formel

dim U + codimy U = dim V

ist dann nichts anderes als der ,Rangsatz* dim V' = dimker(7) 4+ dimim(x) fir
den kanonischen Epimorphismus 7.

Wir beweisen jetzt noch einige Eigenschaften von Quotientenraum und kanoni-
schem Epimorphismus.

Als Erstes beantworten wir die Frage, wann eine lineare Abbildung f: V — W
eine lineare Abbildung ¢: V/U — W _induziert, wann es also so ein ¢ gibt,
sodass ¢ o = f ist, wobei m: V' — V/U der kanonische Epimorphismus ist: Gibt
es ¢, sodass das folgende Diagramm , kommutiert*?

vl .ow

7
l //
/ o)

V/U

DEF
Quotienten-
raum

kanonischer
Epimorphismus

DEF
Kodimension
allgemein
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Da fiir jedes u € U gilt, dass 7(u) = 0 ist, muss auch f(u) = ¢(7(u)) = 0 sein;
das bedeutet U C ker(f). Wie der folgende Satz zeigt, ist diese Bedingung auch
hinreichend.

18.11. Satz. Seien V ein Vektorraum mit Untervektorraum U und w: V — V/U
der kanonische Epimorphismus. Sei weiter f: V — W linear. Es gibt genau dann
eine lineare Abbildung ¢: V/U — W mit f = ¢ om, wenn U C ker(f) ist. ¢ ist
eindeutig bestimmt und genau dann injektiv, wenn U = ker(f) ist.

Beweis. Dass die Bedingung notwendig ist, hatten wir uns bereits iiberlegt. Fiir
die Gegenrichtung nehmen wir U C ker(f) an. Wenn es ¢ gibt, dann muss gelten

#([v]) = o(m(v)) = f(v);

das zeigt schon einmal die Eindeutigkeit; die Frage ist nur, ob wir ¢ tatséchlich so
definieren konnen. Dazu miissen wir zeigen, dass f(v) nicht vom Repréisentanten
von [v] abhéngt. Es seien also v,v" € V mit [v] = [v/], also v — v’ € U. Dann ist

f)=f((v=2)+2) = flo =)+ f(v) = f(v),

weil aus v —v' € U C ker(f) folgt, dass f(v — v') = 0 ist. Damit ist ¢ durch
o([v]) = f(v) wohldefiniert, und es gilt jedenfalls ¢ o m = f. Es bleibt zu zeigen,
dass ¢ linear ist. Das folgt aber aus der Linearitdt von 7 und von f:

O([v] + [v']) = o([v +V]) = flv +0) = f(v) + f(V) = o([v]) + &([])
und
P(A]) = ¢([Av]) = f(Av) = Af(v) = Ag([v]) -
¢ ist genau dann injektiv, wenn ker(¢) trivial ist. Aus der Definition von ¢ folgt

#([v]) =0 <= v € ker(f); auBerdem gilt natiirlich [v] = 0 <= v € U. Beides
zusammen zeigt ker(¢) = {0} <= ker(f) =U. Q

Satz 18.11 erlaubt uns, lineare Abbildungen mit Definitionsbereich V/U zu kon-
struieren.

Der folgende Satz ist wichtig. In den Algebra-Vorlesungen werden Sie dhnliche
Resultate fiir Gruppen und Ringe (statt wie hier Vektorrdume) kennen lernen.

18.12. Satz. Sei f: V — W eine lineare Abbildung. Seien w: V. — V/ker(f)
der kanonische Epimorphismus und ¢: im(f) — W die Inklusionsabbildung. Dann
gibt es einen eindeutig bestimmten Isomorphismus ¢: V/ker(f) — im(f), sodass
f=t1o0¢om ist:

v—1 w
V/ker(f) ——im(f)

Insbesondere sind V/ker(f) und im(f) isomorph.

Eine wichtige Aussage des Homomorphiesatzes ist, dass Bilder von Homomorphis-
men mit Quelle V' (bis auf Isomorphie) dasselbe sind wie Quotientenrdume von V.

SATZ
lin. Abb.
auf V/U

SATZ
Homomor-
phiesatz fiir
lineare Abb.
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Beweis. Nach Satz 18.11 gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung
¢: V/ker(f) =W mit f = ¢ om. Es gilt im(¢) = im(f), also kénnen wir ¢
im Wertebereich einschrénken zu ¢: V/ ker(f) — im(f); es folgt f =copom. Es
bleibt zu zeigen, dass ¢ ein Isomorphismus ist: ¢ ist injektiv nach Satz 18.11 und

surjektiv wegen im(¢) = im(¢) = im(f). Qa

18.13. Beispiel. Die rationalen Cauchy-Folgen bilden einen Untervektorraum C' BSP

des Vektorraums QY der Folgen iiber Q, denn Summen und skalare Vielfache Konstruktion
von Cauchy-Folgen sind wieder Cauchy-Folgen. In C bilden die Nullfolgen einen von R aus Q
Untervektorraum N. Jede Cauchy-Folge konvergiert in R und jede reelle Zahl ist

Grenzwert einer rationalen Cauchy-Folge. Das liefert uns eine surjektive Q-lineare

Abbildung

lim: C — R, (ay)nen — lim a,

n—o0

mit Kern N (,,Nullfolge* heifit ja gerade ,, Grenzwert null“). Aus dem Homomor-
phiesatz 18.12 folgt jetzt, dass C'/N isomorph zu R ist (als Q-Vektorraum). Dies
ist eine der Moglichkeiten, wie man die reellen Zahlen aus den rationalen Zah-
len konstruieren kann. In der , Einfithrung in die Zahlentheorie und algebraische
Strukturen“ werden wir lernen, dass die gleiche Konstruktion auch die Struktur
von R als Korper mitliefert. &

Weitere Anwendungen des Homomorphiesatzes sind durch die folgenden ,,Isomor-
phiesétze” gegeben.

18.14. Satz. Seien V ein Vektorraum und U;,Us C V' zwei Untervektorriume. SATZ
Dann ist die Abbildung Erster Iso-

morphiesatz
gbel/(UlﬂUQ)—)(Ul—f-Ug)/UQ, u+(UlﬂU2)»—>u+U2

ein Isomorphismus. %
U,

(Wir verwenden hier die prizisere Schreibweise v+ U fiir die Aquivalenzklasse [v],
weil wir es mit zwei verschiedenen Quotientenrdumen zu tun haben. In der Be- 1\
schreibung von ¢ ist u ein Element von U;.) UinU,

Bewezs.
U1 Ul + U2

| T~

Ul/(Ul N Uz) 7 (Ul + U2>/U2

Wir betrachten die Verkniipfung f: U; — (U; + Us,)/Us der Inklusionsabbildung
Uy — U; + Uy mit dem kanonischen Epimorphismus U; + Uy — (Uy + Us) /Us.
Dann ist ker(f) = Uy N Us. AuBlerdem ist f surjektiv: Sei v 4+ Uy € (Uy + Us)/Us
mit v € Uy + Us, dann gibt es u; € Uy und uy € Uy mit v = uy + us. Es folgt
v+U; =u;+U; = f(u), dav—uy = ug € Uy. Nach dem Homomorphiesatz 18.12
existiert der Isomorphismus ¢ wie angegeben. a
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18.15. Satz. Seien V ein Vektorraum und U, C Uy C V' Untervektorrdaume.
Dann ist Uy /Uy ein Untervektorraum von V /Uy und die Abbildung
¢V/U2—>(V/U1)/(UQ/U1), U+U2P—)(U+U1)+U2/U1

1st etn Isomorphismus.

Beweis.

1% VU,

| |

V/Us —= (V/U1)/(U>/Uh)

Sei m: V. — V/U; der kanonische Epimorphismus; dann ist Us/U; = 7(Us) ein
Untervektorraum von V/U;. Wir betrachten die Verkniipfung f von 7 mit dem
kanonischen Epimorphismus V/U; — (V/Uy)/(Uy/Uy). Da beide Epimorphismen
surjektiv sind, gilt das auch fiir f. AuBerdem ist ker(f) = 7= (Uy/U;) = U,. Die
Behauptung folgt dann wieder aus dem Homomorphiesatz 18.12. a

Die Aquivalenzklassen [v] = v + U, die in diesem Zusammenhang auch Nebenklas-
sen (von U) oder Restklassen (modulo U) heilen, haben auch eine geometrische
Interpretation als , verschobene Untervektorrdume® (man verschiebt ndmlich U
um den Vektor v). Dafiir gibt es einen eigenen Namen.

18.16. Definition. Sei V' ein Vektorraum. Ein affiner Unterraum von V ist ent-
weder die leere Menge oder eine Menge der Form v + U mit v € V und einem
Untervektorraum U von V. Die Dimension von v+ U ist dim(v+ U) = dim U; die
Dimension des leeren affinen Unterraums wird als —oo definiert. &

Wir kennen affine Unterrdume bereits als Losungsmengen von linearen Gleichun-
gen (siehe Satz 12.10): Die Losungsmenge jeder linearen Gleichung f(x) = b (wobei
f:V — W eine lineare Abbildung ist) ist ein affiner Unterraum von V. Umgekehrt
ist jeder affine Unterraum von V' auch Losungsmenge einer linearen Gleichung. Das
ist klar fiir die leere Menge (wéhle f =0: V — K und b = 1); fiir A = v+ U ist
A = 7!([v]) fiir den kanonischen Epimorphismus 7: V' — V/U.

Das liefert uns zwei verschiedene Moglichkeiten, einen nicht-leeren affinen Unter-
raum A des endlich-dimensionalen Standard-Vektorraums K™ zu beschreiben (wir
betrachten die Elemente von K™ als Spaltenvektoren):

(1) Als verschobener Untervektorraum in der Form A = x¢ + (x1,..., Tn),
wobei (&1, ...,x,,) eine Basis des linearen Unterraums A — A ist.

(2) Als Losungsmenge eines Systems von linearen Gleichungen Mx = b.

Von einer Beschreibung der Form (2) kommen wir zu einer Beschreibung der
Form (1), indem wir den Losungsalgorithmus fiir lineare Gleichungssysteme ver-
wenden. Fiir die umgekehrte Richtung miissen wir U = (xq,...,x,,) als Kern
einer Matrix M schreiben. Sei dafiir M’ die (m x n)-Matrix, deren Zeilen durch
x| ,...,z] gegeben sind. Dann folgt, dass der Zeilenraum der gesuchten Matrix M
genau der Kern von M’ ist (Ubung). Indem wir eine Basis des Kerns von M’ als
Zeilen in eine Matrix schreiben, bekommen wir also einen Kandidaten fiir M; die

rechte Seite b ergibt sich dann als b = Mx.

Welche Art der Beschreibung niitzlicher ist, hdngt davon ab, was wir mit dem
affinen Unterraum anstellen wollen. Wenn wir zum Beispiel den Durchschnitt von

SATZ
Zweiter Iso-
morphiesatz

1% ViU,
U, U,/U;
U
DEF
Nebenklasse
Restklasse
DEF
Affiner
Unterraum
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zwel (oder mehr) affinen Unterrdumen bestimmen wollen (der, wie wir bald sehen
werden, wieder ein affiner Unterraum ist), dann ist Beschreibung (2) hilfreicher.

Der Untervektorraum U, der zu einem nicht-leeren affinen Unterraum A gehort,
ist durch A eindeutig bestimmt, denn es ist U = A — A = {v —v' | v, € A}.
Dagegen ist der , Aufpunkt“ v nicht eindeutig bestimmt (aufler im Fall U = {0}),
denn jedes v € A erfiillt A=v+U.

Wir kénnen affine Unterrdume durch eine Abgeschlossenheitseigenschaft charak-
terisieren.

18.17. Satz. Seien V ein K-Vektorraum und A C V' eine Teilmenge. Dann sind SATZ

aquivalent: Charakteri-
S, sierung
(1) A ist ein affiner Unterraum von V. ffiner
(2) A ist unter ,affinen Linearkombinationen® abgeschlossen: Unterraume

Fiir alle a1, a9, ...,a, € Aund \i, o, ..., Ay €E K mit \i+Xo+.. .+, =1
gilt \yay + Asas + ...+ M\ya, € A.

Beweis. ,,(1)=(2)“: Wenn A = () ist, ist nichts zu zeigen. Sei also A = v 4+ U mit
v € V und einem Untervektorraum U. Dann ist a; = v 4+ u; mit u; € U fiir alle
j€{1,2,...,n}, also erhalten wir

Aar 4+ Aag + ..o+ Apan = A (v up) + Ao(v+ug) + ..o+ AV F uy)
=AM+ X+ )+ Aug + Asus + . Ay,
:U+()\1U1+)\QUQ+...+)\7L'LL”)EU+U:A.

»(2)=(1)“: Wenn A = () ist, dann ist A ein affiner Unterraum. Wir kénnen also
A # () annehmen; sei v € A fest gewdhlt und U = A—v={a—v|a€ A} CV.
Wir zeigen, dass U ein Untervektorraum von V ist; dann folgt, dass A = v + U
ein affiner Unterraum ist.

e0cU,da0=v—vund v € A ist.

e U ist abgeschlossen unter der Addition: Seien v = ¢ — v und v’ = @’ — v mit
a,a’ € A. Nach (2) gilt a + a —v € A (das ist eine affine Linearkombination),
alsoist u+u' = (a+d —v)—vel.

e U ist abgeschlossen unter der Skalarmultiplikation: Seien u = a — v mit a € A
und A € K. Nach (2) gilt A\a—Av+v € A, alsoist \u = (Aa—Av+v)—v e U. Q

Daraus folgt, dass Durchschnitte von affinen Unterrdumen wieder affine Unterrdume
sind.

18.18. Folgerung. Sei V ein Vektorraum und sei (A;);cr eine Familie von affinen FOLG

Unterrdumen von V mit I # 0. Dann ist (,c; A; ebenfalls ein affiner Unterrauwm Durchschnitte

von V. von affinen
Unterrdaumen

Beweis. Nach Satz 18.17 sind alle A; abgeschlossen unter affinen Linearkombina-
tionen. Seien jetzt ay,as,...,a, € A = (\,c; A; und seien Ay, A, ..., A, Skalare
mit Ay +Xo+...+ A\, = 1. Dannist a = A\ja; + Xsas+.. .+ N\a, € A; firallei € I,
also ist a € A. Damit ist A unter affinen Linearkombinationen abgeschlossen, also
ist A wiederum nach Satz 18.17 ein affiner Unterraum von V. (N

Ist Ay =v;+U; und (,c; A =v+ U # 0, dann ist U =, Us (Ubung).
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18.19. Beispiel. Welche affinen Unterrdume gibt es im R3?

e Die leere Menge ist ein affiner Unterraum.
e Jede einelementige Menge {x} ist ein affiner Unterraum der Dimension 0.

e Jede Gerade (nicht unbedingt durch den Nullpunkt) ist ein affiner Unterraum
der Dimension 1.

e Jede Ebene (nicht unbedingt durch den Nullpunkt) ist ein affiner Unterraum
der Dimension 2.

e RR3 selbst ist der einzige affine Unterraum der Dimension 3.

Zwei Geraden konnen zusammenfallen, sich in einem Punkt (affiner Unterraum der
Dimension 0) schneiden oder disjunkt sein (dann sind sie parallel oder windschief).
Fiir eine Gerade g und eine Ebene E gibt es die folgenden Moglichkeiten: g C F,
gNE = {P} oder gN E = ) (dann ist g parallel zu E). Zwei Ebenen kénnen
tibereinstimmen, sich in einer Geraden schneiden oder disjunkt sein (dann sind sie
parallel).

Man kann affine Unterrdume wahlweise in der Form A = v + U (wenn A # ()
oder als Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems beschreiben. Eine (affine)
Gerade im R?® kann also in der Form ¢ = xo + (y) beschrieben werden (mit
,Aufpunkt* x, und ,Richtungsvektor* y # 0) oder in der Form

1171 + a12%2 + 1373 = by
2171 + A22%2 + ag373 = by

(mit linear unabhéngigen Vektoren (aq1, ajs, a13) und (ag1, ass, ass)). Diese zweite
Form kann man auch so interpretieren, dass man g als Schnitt zweier nicht paralle-
ler Ebenen darstellt, denn jede der beiden Gleichungen beschreibt eine Ebene. &

Analog zur linearen Hiille kann man jetzt die affine Hiille einer Teilmenge T' C V' de-
finieren als den kleinsten affinen Unterraum, der T enthélt (formal: als Durchschnitt
aller affinen Unterrdume, die T" enthalten). Auf dieselbe Weise, wie wir gezeigt haben,
dass die lineare Hiille von T' genau aus allen Linearkombinationen von Elementen von T'
besteht, sieht man, dass die affine Hiille von T" genau aus allen affinen Linearkombina-
tionen von Elementen von T besteht. Es gilt dim(affine Hiille von T') < #7" — 1. Zum
Beispiel ist die affine Hiille von drei verschiedenen Punkten im R? entweder eine Gerade
(wenn die drei Punkte auf einer Geraden liegen) oder eine Ebene, namlich die durch die
drei Punkte aufgespannte Ebene.

Ein anderes Beispiel ist die affine Hiille A der Vereinigung g1 U g2 zweier Geraden im R3.
Im Fall g1 = g2 ist A = g1 = g9. Schneiden sich g; und ¢ in einem Punkt, dann
spannen sie gemeinsam die Ebene A auf (die die Form A = x¢ + (y;, y,) hat, wobei
g1 N g2 = {xp} ist und y;, y, Richtungsvektoren von ¢g; und gs sind). Sind ¢g; und g¢o
parallel, dann spannen sie ebenfalls eine Ebene auf (finden Sie eine Beschreibung dieser
Ebene!). Sind g; und g schlieflich windschief, dann ist A = R3.

Sind A7 = v1 + Uy und Ay = vy + Us endlich-dimensionale und nicht-leere affine Un-
terrdume eines Vektorraums V und ist A die affine Hiille von A; U Ay, dann kann man
folgende Dimensionsformel zeigen:

dim A — o dim A +dim A —dim(A1 N 4z),  falls A0 A # 0
| dim Ay + dim Ay — dim(Uy N Uz) + 1, falls A1 N Ay = 0.

BSP
Affine
Unterraume

im R3
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19. DER DUALRAUM

Wir hatten im ersten Semester schon gesehen, dass die Menge aller Homomor-
phismen f: V — W zwischen zwei K-Vektorrdumen V und W selbst wieder die
Struktur eines K-Vektorraums Hom(V, W) hat (Satz 10.20). Ein besonders wich-
tiger Spezialfall tritt auf, wenn W = K ist.

19.1. Definition. Sei V ein K-Vektorraum. Eine lineare Abbildung ¢: V' — K
heiBt auch eine Linearform auf V. Der Vektorraum V* = Hom(V, K) heifit der
Dualraum von V. &

Die Elemente von V* sind also gerade die Linearformen auf V. Wir erinnern uns
an die Definition der Vektorraumstruktur von V*: Fiir Linearformen ¢, ¢’ € V*
und A € K ist ¢ + ¢’ die Linearform v — ¢(v) + ¢'(v) und A¢ ist die Linearform
v = Aop(v).

19.2. Beispiele. Auf dem Standardvektorraum K" sind die Koordinatenabbil-
dungen oder Projektionen

prj: (21, T2, ..., Tn) > 15, je{1,2,...,n},

Linearformen.

Ist V' ein Vektorraum von reellen Funktionen auf einer Menge X, dann ist fiir
jedes x € X die Auswertungsabbildung

evy: fr— f(x)
eine Linearform auf V.

Ist V* der Dualraum eines Vektorraums V, dann ist zu jedem v € V die Auswer-
tungsabbildung

evy: ¢ — @(v)

eine Linearform auf V* also ein Element des Bidualraums V** = (V*)*. L]

Wir erinnern uns daran, dass eine lineare Abbildung durch ihre Werte auf einer
Basis eindeutig bestimmt ist und dass diese Werte beliebig vorgegeben werden
konnen (Satz 10.11). Daraus ergibt sich der folgende wichtige Satz.

19.3. Satz. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit Basis (vy, . .
Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Basis (v, . ..
fir allei,j € {1,2,...,n} gilt

5 Un)-
,vr) des Dualraums V*, sodass

1, fallsi=j;

vi (v3) ! {O, falls 1 # .

DEF
Linearform
Dualraum

BSP
Linearformen

DEF
Bidualraum

SATZ
Existenz und
Eindeutigkeit
der dualen
Basis
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19.4. Definition. In der Situation von Satz 19.3 heifit die Basis (v, ..., v}) die
zur Basis (vy,...,v,) duale Basis von V*. &
Man beachte, dass jedes Element v} der dualen Basis von allen Elementen vy, . .., v,

abhéngt, nicht nur von v;!

Beweis. Die Linearformen v} sind durch die angegebene Bedingung eindeutig fest-
gelegt, denn wir schreiben ihre Bilder auf einer Basis von V' vor. Es bleibt zu zeigen,
dass diese Elemente vj,v3,...,v; € V* eine Basis bilden.

Wir zeigen zuerst, dass sie linear unabhéngig sind. Seien dazu Ay, Ao, ..., A\, Skalare
mit A\vj + Avs + ... + A\v) = 0. Wir werten die links stehende Linearform auf
V1, Vg, ..., U, AUS:
0=0(vj) = (Mv] + Xvs + ...+ A0 ) (vy)

= Mop(v) 4 -+ Ay () £ A5 (05) + Ajavi () + -4 Awvg (vg)

:)\10++)\],10+)\]1+)\]+10++)\n0

=A;.
Also sind alle A\; = 0, und die lineare Unabhéngigkeit ist bewiesen.
Wir miissen noch zeigen, dass die v} ein Erzeugendensystem von V* sind. Sei dazu
¢ € V* beliebig. Dann gilt

¢ = ¢(v1)v] + P(v2)v; + ... + d(vn)vy,

denn beide Seiten sind Linearformen, die auf der gegebenen Basis von V' dieselben
Werte annehmen: Wie eben gilt

(v} + d(v2)vs + ... + d(va)vy,) (v)) = d(v;) -
Das zeigt, dass ¢ eine Linearkombination von v}, v3, ..., v} ist.

(Alternativ kénnten wir argumentieren, dass dim V* = dim Hom(V, K) = dim V' =
n ist, sodass die lineare Unabhéngigkeit bereits ausreicht.) u

Wenn V' nicht endlich-dimensional ist, dann kann man zu einer Basis (b;);e; von V
immer noch eine Familie (b});cs in V* konstruieren, die b (b;) = d;; erfiillt. Diese Familie
ist linear unabhéngig (mit demselben Beweis wie eben), aber kein Erzeugendensystem
von V* denn jede Linearkombination (die ja immer nur endlich viele Vektoren involviert)
der b; nimmt nur auf endlich vielen Basiselementen b; von null verschiedene Werte an.
Es gibt aber zu jeder Wahl von Werten auf allen b; eine zugehorige Linearform; zum
Beispiel gibt es ¢ € V* mit ¢(b;) =1 fiir alle j € I, aber ¢ ¢ ({b} | i € I}).

19.5. Beispiel. Die duale Basis zur Standardbasis (e, es,...,e,) von K" be-
steht gerade aus den Koordinatenabbildungen (pry, pry,...,pr,). Wir bekommen
einen Isomorphismus f: K" — (K™)*, indem wir e; auf pr; abbilden. Wenn wir
die Elemente von K™ als Spaltenvektoren betrachten, dann kénnen wir die Ele-
mente des dualen K™ als Zeilenvektoren auffassen. Sind x,y € K", dann ist die
Auswertung von x ' auf y gegeben durch die Multiplikation einer (1 x n)-Matrix
mit einer (n X 1)-Matrix oder auch durch das Skalarprodukt:

wT('y) = f(z)(y) = $Ty =T -Y=T1Y1+ ...+ TplYn-
Es ist namlich

f(@)(y) = (xipry+ ...+ 2pr,)(y) = 21y + - Tnl L

Aus dem Satz ergibt sich unmittelbar:

DEF
duale Basis

BSP

duale Basis
der
Standardbasis
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19.6. Folgerung. Ist V ein endlich-dimensionaler Vektorraum, dann gilt
dimV =dim V™.
Insbesondere sind V und V* isomorph.

Die Aussage von Folgerung 19.6 ist fiir unendlich-dimensionale Vektorrdume falsch. Das
liegt daran, dass die Dimension (als Méchtigkeit einer Basis definiert) des Dualraums V*
,unendlicher® ist als die Dimension von V selbst. Genauer bedeutet das: Es gibt zwar in-
jektive, aber keine surjektiven Abbildungen von einer Basis von V' in eine Basis von V*.
Diese Aussage ist verwandt mit dem Satz aus der Mengenlehre, dass die Potenzmen-
ge P(X) einer Menge X stets echt méchtiger ist als X: Es gibt keine surjektive Abbildung
X — P(X). Zum Beweis sei f: X — P(X) irgendeine Abbildung. Wir betrachten die
Teilmenge
T={zeX|z¢ f(x)}CX.

(Als Element von P(X) ist f(z) eine Teilmenge von X, also ist die Bedingung ,,z ¢ f(z)“
sinnvoll. Die Konstruktion ist #hnlich wie in der Russellschen Antinomie, die am Ende
des Abschnitts iiber Mengenlehre in der Linearen Algebra I im Kleingedruckten erwihnt
wird.) Dann ist 7' € P(X) nicht im Bild von f. Denn wire T' = f(x) fiir ein z € X,
dann erhielte man den Widerspruch

2T <= x¢ f(x) < x¢T

(die erste Aquivalenz ist die Definition von T, die zweite folgt aus f(z) = T). Der
Zusammenhang ergibt sich so: Sei B eine Basis von V. Dann gibt es zu jeder Teilmenge T’
von B eine eindeutig bestimmte Linearform ¢p € V* mit ¢p(b) = 1 fiir alle b € T
und ¢7(b) = 0 fiir alle b € B\ T. Die Menge 7 = {¢7 | T C B} C V* hat die
Miéchtigkeit von P(B). Die ¢ sind zwar nicht linear unabhiingig (zum Beispiel gilt
o1 + ¢ — drur — drar = 0), aber man kann zeigen, dass 7 eine linear unabhéingige
Teilmenge gleicher Michtigkeit enthélt (das kommt daher, dass jede lineare Relation
nur endlich viele ¢ enthélt). Es folgt, dass jede Basis von V* echt méchtiger sein muss
als B.

Ein Isomorphismus V' — V* ist — nach Wahl einer Basis (v, vs,...,v,) von V
— dadurch gegeben, dass man v; auf v; abbildet. Der Isomorphismus hidngt von
der Wahl der Basis ab (man kann leicht Beispiele finden, die das belegen), er ist
also nicht ,natiirlich oder kanonisch. Im Unterschied dazu gibt es eine kanonische
lineare Abbildung in den Bidualraum V**

Bevor wir das zeigen, formulieren wir noch eine Aussage, die wir spéater brauchen.

19.7. Lemma.

(1) Seien V und W Vektorrdume und U C V' ein Untervektorraum. Ist aufer-

dem f: U — W eine lineare Abbildung, dann kann man f zu einer linearen
Abbildung F: V — W fortsetzen (es gilt also F|y = f).

(2) Ist V ein Vektorraum und 0 # v € V, dann gibt es ¢ € V* mit ¢p(v) = 1.
Allgemeiner gilt: Ist U C 'V ein Untervektorraum und v € V\ U, dann gibt
es ¢ € V* mit ¢ly = 0 und ¢(v) = 1.

Bewezs.

(1) Wir verwenden, dass es ein Komplement U’ von U in V' gibt. Das haben
wir nur fiir V' endlich-dimensional bewiesen; es gilt jedoch auch allgemein.
(Dafiir braucht man den Basisergénzungssatz fiir unendliche Mengen und
damit das Auswahlaxiom.) Jedes Element v von V' ldsst sich dann eindeutig
schreiben als v = v + v’ mit v € U und ' € U’; wir definieren F' durch

FOLG
V= V*fir
V endl.-dim.

LEMMA
Fortsetzung

linearer
Abbildungen
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F(v) = f(u). F ist linear als Komposition der Projektion auf U (beziiglich
der Zerlegung V' = U @ U’) und der linearen Abbildung f; es ist klar, dass
(2) Wir wenden Teil (1) an auf U = (v) und f: U — K, Av — A. Fiir die
allgemeinere Aussage betrachten wir 0 # [v] € V/U; dann gibt es eine Li-
nearform ¢: V/U — K mit ¢([v]) = 1. Damit hat ¢ = gor die gewiinschten
Eigenschaften, wobei 7: V' — V/U der kanonische Epimorphismus ist. Q

19.8. Satz. Sei V ein K-Vektorraum. Dann ist die folgende Abbildung ein injek-
tiver Homomorphismus:

ay: V — V™ v+ (evv: qu(b(v)).

Ist 'V endlich-dimensional, dann ist cy ein Isomorphismus.

Beweis. Es sind verschiedene Aussagen zu zeigen.

e ev, € V** (siehe Beispiel 19.2): ev, ist eine Abbildung V* — K; wir miissen
zeigen, dass ev, linear ist:

evy(¢ + @) = (¢ + &) (v) = 6(v) + ¢'(v) = evy(9) + evy(¢)
und analog fiir die Skalarmultiplikation. (Hier benutzen wir die Definition der
Vektorraumstruktur von V*.)

e ay ist linear: ay (v + V') = evyy bildet ¢ € V* auf ¢p(v + v') = ¢(v) + ¢(v') =
evy (@) +evy (@) ab, hat also denselben Effekt wie oy (v) 4+ ay (v'). Analog sehen
wir, dass ay (Av) = ev), die Abbildung ¢ — ¢(Av) = Ap(v) ist und daher mit
Aay (v) tibereinstimmt. (Hier benutzen wir, dass die Elemente von V* lineare
Abbildungen sind, und die Definition der Vektorraumstruktur von V**)

o oy ist injektiv: Wir zeigen ker(ay ) = {0}. Sei v # 0. Nach Lemma 19.7 gibt
es ¢ € V* mit (ayv(v))(¢) = ¢(v) =1 # 0, also ist ay(v) # 0 und damit
v ¢ ker(ay). Es bleibt also nur der Nullvektor als einzig mogliches Element
von ker(ay).

e qay ist Isomorphismus, falls dim V' < oo: In diesem Fall gilt nach Folgerung 19.6
dimV = dim V* = dim V**. Als injektive lineare Abbildung zwischen endlich-
dimensionalen Vektorrdumen derselben Dimension muss oy dann ein Isomor-
phismus sein (Folgerung 10.14). Q

Ist V' endlich-dimensional, dann kann man also V und V** durch den kanoni-
schen Isomorphismus ay miteinander identifizieren und damit V' als den Dual-
raum von V* betrachten. Das bedeutet, dass die Beziehung zwischen V und V*
symmetrisch ist. Das wird zum Beispiel durch die néchste Aussage illustriert.

19.9. Folgerung. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum; sei (v, ..., v})
eine Basis von V*. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Basis (vy,va,...,0,)
von V, sodass (v, vs, ..., v5) die zu (vy,vq,...,v,) duale Basis ist.

Beweis. Sei (vi*,v3*,...,v*) die zu (v],v5, ..., v}) duale Basis von V** Da ay ein
Isomorphismus ist, gibt es eindeutig bestimmte vy, vq, ..., v, € V mit ay (v;) = vy

fir alle j € {1,2,...,n}; (v1,vq,...,v,) ist eine Basis von V. Auflerdem gilt fiir
alle 1,5 € {1,2,...,n}:

Vi (v) = (av(v;)) (v]) = v} (v]) = d;i = 035,

SATZ
kanon. Abb.
in den
Bidualraum

FOLG
Basis dual zu
Basis von V*
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also ist (v],v3,...,v}) die zu (vq,vs,...,v,) duale Basis. Die Eindeutigkeit folgt
aus der Eindeutigkeit der v}™. a
Sind (vq,vs,...,v,) und (v}, v, ...,v}) zueinander duale Basen von V und V*
dann gilt:

*

. und

Yot e V' vt =0"(v) - v] + o (ve) -y + .o+ 0% (v,) - v
VoeV: wv=vi(v) -vi4+ovs) va+...+0(v)- v,.

Die erste Aussage haben wir im Beweis von Satz 19.3 verwendet, die zweite folgt
durch Vertauschen der Rollen von V' und V* Diese zweite Relation zeigt, dass man
die Elemente v} der dualen Basis als Koordinatenabbildungen beziiglich der Basis
(v1,...,v,) von V interpretieren kann.

19.10. Beispiel. Sei V = K[X]., der Vektorraum der Polynome iiber K vom
Grad < n. Seien aq,as,...,a, € K paarweise verschieden. Dann wissen wir, dass
die Auswertungsabbildungen ev,, fir i € {1,2,...,n} linear unabhéngig sind; sie
bilden also eine Basis von V* Welche Basis von V' ist dazu dual? Wenn diese Basis
(p1, P2, - - -, pn) ist, dann muss gelten p;(a;) = &;;, also ist

X—aj
pZ_Hai_aj.
J#i

Die obige Relation liefert dann fiir p € V' beliebig, dass

p=plar) - p1+plaz) -p2+ ...+ plan)  pn
ist — wir erhalten wieder die Lagrangesche Interpolationsformel, vergleiche Bei-
spiel 10.15. )

Wir haben gesehen, wie man Vektorraume und Basen ,dualisieren® kann. Jetzt
erweitern wir das auf lineare Abbildungen: Ist f: V — W linear und ¢ € W*,
dann ist f'(¢) = ¢o f: V — K eine Linearform auf V:

v
fl \f:(@
WK

Wir erhalten eine Abbildung f': W* — V*.

19.11. Definition. Ist f: V — W linear, dann heifit f7: W* = V* ¢+ ¢ o f,
die zu f duale oder transponierte lineare Abbildung. &

Dass f' tatséchlich linear ist, folgt aus der Definition der Vektorraumstruktur
auf W*:

flo+d)=(+¢)of=gof+d of=f(d)+ [ (¢)
und
FT0) =)o f=Aoof)=AT(¢).
Auch die Bezeichnung f* ist gebréuchlich.
Die Notation f' erklirt sich durch die folgende Aussage.

BSP
Interpolations-
polynome als
duale Basis

DEF
duale lineare
Abbildung
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19.12. Satz. Seien V und W endlich-dimensionale K-Vektorriume, seien B SATZ
und B’ Basen von V und W und seien B* und B’ die dazu dualen Basen von V* fT und AT
und W*. Sei f: V — W linear und A = Matg g/ (f) die f beziglich der Basen B

und B’ darstellende Matriz. Dann gilt

Matp g+ (fT) = AT.

Beweis. Seien B = (by, by, ..., b,), B’ = (b},0,,...,0),) und A = (a;;). Wir schrei-
ben B* = (b3, b5,...,0%) und B = (b, 05", ..., b "). Dann ist

f(b;) = a;by + agby + ...+ ap;bl,
also ist
ai; = b (f(b5)) = (b 0 £)(b;) = (FT () ()
Auf der anderen Seite gilt mit Mat g~ p-(f7) = (aj;):
ST = alby + ahbs + ...+ albl;
Anwenden auf b; ergibt
aij = (fT(bg*))(bj) = aj;,

also sind die beiden Matrizen zueinander transponiert. d

19.13. Lemma. Sind V und W zwei K -Vektorraume, dann ist LEMMA
s T
®: Hom(V, W) — Hom(W* V*), fr— fT s

eine injektive lineare Abbildung. Sind V und W beide endlich-dimensional, dann
ist @ ein Isomorphismus.

Beweis. ® ist linear, denn fiir ¢ € W* und f, g € Hom(V, W) und X € K gilt
(f+9) (@) =do(f+g)=¢of+dog=[T(¢)+9"(¢)=(fT +39")(9),
also ist ®(f +9) = (f+9)" =f"+g" =2(f) + ©(g), und
M) (@) =00 (\f) =Moo f) =Af1(d) = (A\f)(9),
also ist ®(\f) = (V)T = AfT = \O(f).

® ist injektiv, denn fiir f € Hom(V, W) mit ®(f) = f' = 0 gilt ¢ o f = O fiir alle
¢ € W*. Daes zu jedem 0 # w € W ein ¢ € W* gibt mit ¢(w) # 0 (Lemma 19.7),
folgt f(v) = 0 fiir alle v € V', also f = 0.

Sind V' und W beide endlich-dimensional, dann gilt (Satz 10.22)
dim Hom(W*, V*) = dim W* - dim V* = dim W - dim V' = dim Hom(V, W) ,
also ist @ als injektive lineare Abbildung zwischen zwei endlich-dimensionalen

Vektorrdumen derselben Dimension ein Isomorphismus. a

Wir zeigen noch einige weitere einfache Eigenschaften der transponierten Abbil-
dung.
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19.14. Lemma. LEMMA
Eigenschaften
(1) Ist V ein Vektorraum, dann gilt id], = idy-. vogn I

(2) Sind V,V' V" Vektorriume und f:V — V' und g: V' — V" lineare
Abbildungen, dann gilt (go f)T = fTog'.

(3) Ist f: V — W ein Isomorphismus, dann ist auch f' ein Isomorphismus
und es gilt (f7)"1 = (fH".

Bewezs.

(1) Fiir ¢ € V* ist idy,(¢) = ¢ o idy = ¢.
(2) Fiir ¢ € (V")* ist
(gof)'(¢) =do(gof)=(s0g)of=g"(¢)of=F"(97(0)=(f og")(9).
(3) Nach den beiden ersten Teilen gilt
fTo(f HT=(fTo ) =id} =idy-
und
(f) o fT=(fof ™) =idy =idw-,
woraus die Behauptungen folgen. a

Der Beweis der folgenden Aussagen, die Zusammenhénge zwischen fT und der kanoni-
schen Injektion ay aufzeigen, ist eine Ubungsaufgabe.

19.15. Lemma. LEMMA

=
und ay
(1) Sei V' ein Vektorraum. Dann gilt O‘J oay+ = idy«. f

(2) Sei f: V — W linear. Dann kommutiert das folgende Diagramm:
f

Vv w
TT

es gilt also f'T oy = aw o f.
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20. BILINEARFORMEN

Nachdem wir im letzten Abschnitt Linearformen besprochen haben, kommen wir
jetzt zu bilinearen Abbildungen und Bilinearformen.

20.1. Definition. Seien K ein Korper und Vi, Vo, W drei K-Vektorrdume. Eine
Abbildung §: Vi x Vo — W heifit (K-)bilinear, wenn [ in jedem der beiden
Argumente K-linear ist, also wenn fiir alle vy, v] € Vi, v9,v, € Vo und A € K gilt
B(vr + v}, v9) = B(vr,va) + B(vy, va), B(Avi, v2) = AB(v1, v2)
B(vr, vz +v5) = B(vr,v2) + B(vi,vy), B(v1, Advg) = AB(v1,v2).
Ist W = K, dann heiit § eine (K -)Bilinearform oder auch Paarung. Gilt auflerdem

Vi = Vo =V, dann heifit g eine (K-)Bilinearform auf V. Wir bezeichnen den K-
Vektorraum aller Bilinearformen V; x V4, — K mit Bil(V3, V3).

Ist 5: V xV — K eine Bilinearform auf V, dann heifit 5 symmetrisch, wenn fiir
alle v, vy € V gilt, dass 5(vq,v1) = B(v1,v2) ist. B heiit alternierend, wenn fiir

alle v € V gilt, dass 5(v,v) = 0 ist. O
Ist : VxV — K eine alternierende Bilinearform, dann gilt 5(vy, v1) = —5(v1, v2).
Das sieht man so:

0= ﬁ(’Ul + V2, U1 + ’UQ)

(v1,v1) + B(v1,v2) + B(ve, v1) + B(va, va)

(v1,v2) + B(va, v1) .

Umgekehrt folgt aus B(vq,v1) = —f(v1,v) fiir alle v;,v; € V die Gleichung
B(v,v) = —B(v,v), also 26(v,v) = 0 fiir alle v € V. Kann man in K durch 2
teilen (im Korper Fy mit zwei Elementen ist 2 = 0, dort geht das nicht, aber

sonst praktisch immer), dann folgt, dass  alternierend ist. Im Normalfall sind
alternierende Bilinearformen also dasselbe wie schief-symmetrische.

=D @

Bilineare Abbildungen treten hdufig in Gestalt einer Multiplikationsabbildung auf.

20.2. Beispiele. Die Matrixmultiplikation
Mat(l x m, K) x Mat(m x n, K) — Mat(l x n, K), (A,B)+— AB

ist eine bilineare Abbildung (das folgt aus den Rechenregeln fiir Matrizen). Ge-
nauso ist die Multiplikation von Polynomen

K[X] x K[X] — K[X], (p,q) — pg
eine bilineare Abbildung.
Das Standard-Skalarprodukt
K'x K" — K, ((:cl,xg, e ), (Y1, Y2, - ,yn)) — Ty + ToYs + ...+ Tuln
ist eine symmetrische Bilinearform auf K™.
Die Abbildung
K*x K? — K, ((a:l,xQ), (yl,yg)) —> T1Yo — Tl
ist eine alternierende Bilinearform auf K2
Die Spurform
Mat(m x n, K) x Mat(m x n, K) — K, (A, B) — Tr(A"B) = Tr(AB")

ist eine symmetrische Bilinearform auf Mat(m x n, K). &

DEF
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Allgemein gilt (leichte Ubung): Ist 3: Vi x Vo — W bilinear und f: W — W’
linear, dann ist f o B bilinear. Ahnlich wie wir linearen Abbildungen zwischen
endlich-dimensionalen Vektorrdumen mit festgelegten Basen Matrizen zuordnen
konnen, kénnen wir auch Bilinearformen durch Matrizen beschreiben.

20.3. Definition. Seien V' und W endlich-dimensionale K-Vektorrdume. Wir
setzen dimV = m und dimW =n. Sei 5: V x W — K eine Bilinearform. Seien
weiter B = (b, b, ..., by) eine Basis von V und B’ = (I}, b),...,V),) eine Basis
von W. Dann heifit

B(br,by)  B(br,b5) - B(by, by)

ba, b by, by) - B(bs b,
Mati(8) = (B0 1)), coamrcpen = | | PO )

SO ) >

die Matriz von 8 beziiglich B und B’. Im Fall V' = W und B = B’ schreiben wir
auch Matg(3) statt Matg g(f3). &

Sind v = x1by + xabo+. . .+ xby, € V und v = 0] +y2bh + . .. +y,bl, € W, dann
ist Bv,v") = 335, >0 2iy;B(bi, b)), was sich in folgende Matrixmultiplikation
iibersetzen ldsst (rechts steht eine 1 x 1-Matrix, die wir mit ihrem einzigen Eintrag

identifizieren):

Y1

Y2
B(v,v") = (x129 ... ) Matg g (5) | .
Yn
Seien By, B, Basen von V und By, By, Basen von W, sowie f: V x W — K
eine Bilinearform. Mit A = Matp, 5, (8), A’ = Matpg, p; (4) und den Basiswech-
selmatrizen P = Matp, p, (idy) und Q = Matp, g, (idw) gilt dann (dhnlich wie
fiir lineare Abbildungen)

A'=PTAQ.

Fiir Bilinearformen auf einem Vektorraum V, wo man nur eine Basis (von V)
wéhlen kann, muss dabei () = P sein. In diesem Fall heiflen zwei Matrizen A
und A’, die dieselbe Bilinearform (beziiglich zweier i.A. verschiedener Basen) be-
schreiben, auch kongruent. Das bedeutet also, dass es P € GL(dim V, K) gibt mit
A’ = PTAP; wir erhalten eine Aquivalenzrelation auf Mat(dim V, K).

Es gibt einen Zusammenhang zwischen Bilinearformen einerseits und Linearformen
und Dualrdumen andererseits.

20.4. Lemma.

(1) Seien V und W zwei K-Vektorrdume und 5:V x W — K eine Biline-
arform. Dann ist fir jedes v € V' die Abbildung W — K, w — [(v,w),
eine Linearform auf W, und fir jedes w € W ist die Abbildung V — K,
v = B(v,w), eine Linearform auf V.

(2) Die durch (1) gegebenen Abbildungen
Br:V—W* v (w v,w))

und
Br: W — V*  w+—— (v — ﬁ(v,w))
sind linear.

DEF

Matrix

einer
Bilinearform

DEF
kongruente
Matrizen

LEMMA
Linearformen
aus einer
Bilinearform



§20. Bilinearformen 31

(3) Die sich aus (2) ergebenden Abbildungen
Bil(V, W) — Hom(V,W*), B+ 81,
und
Bil(V, W) — Hom(W,V*), B+ Br

sind Isomorphismen. Insbesondere sind Hom(V, W*) und Hom(W, V*) iso-
morph.

Beweis.

(1) Das folgt unmittelbar aus der Definition von , Bilinearform*®.
(2) Das folgt ebenfalls direkt aus der Definition.

(3) Man rechnet nach, dass die Abbildungen linear sind. Wir zeigen, dass die
erste Abbildung bijektiv ist mit Inverser f — ((v,w) — (f(v))(w)): Ei-
nerseits wird 5 € Bil(V, W) wie folgt abgebildet:

Br— B ((v,w) = (Bu(v))(w) = Bv,w)) = 5;
andererseits haben wir fir f € Hom(V, W*)

fr=((v,w) = (f)(w) — (v (e (f()(w) = f(v) = .
Die Bijektivitat der zweiten Abbildung zeigt man analog. (Die Inverse ist

fe ((v,w) = (f(w))(v)).) J
Ist B eine endliche Basis von V und B’ eine endliche Basis von W, dann gilt

MatB’B/* (BL) = MatB’B/(B)T und MatB/’B* (63) = MatB7B/(ﬂ) .

20.5. Definition. Eine Bilinearform 5: V xW — K heif$t nicht-ausgeartet, wenn
Br:V — W*und Bgr: W — V* Isomorphismen sind. Anderenfalls heifit 5 ausge-
artet. &

Wenn man eine solche nicht-ausgeartete Bilinearform hat, dann kann man (via 8,
und Sg) V als Dualraum von W und umgekehrt betrachten: Zu jeder Linearform ¢
auf V gibt es genau ein Element w € W mit ¢ = Sr(w) (also sodass ¢(v) = (v, w)
ist fiir alle v € V), und zu jeder Linearform 1 auf W gibt es genau ein Element
v €V mit ¢ = G (v) (also sodass ¥ (w) = B(v,w) ist fir alle w € W).

Man kann zeigen, dass es eine nicht-ausgeartete Bilinearform auf V' x W nur dann
geben kann, wenn V' und W endlich-dimensional sind.

Es folgt namlich wegen 8} o ay = 81 (Ubung), dass ay ein Isomorphismus ist. Das ist
aber nur fiir endlich-dimensionale Vektorrdume V' der Fall.

Dann miissen V und W dieselbe Dimension haben: dimW = dim W* = dim V.

20.6. Beispiel. Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Dann ist die
Auswertungspaarung

ev: Vx V" — K, (v,0)— ¢(v)
nicht-ausgeartet. Fiir beliebiges V gilt (Ubung)

evp =ay: V — V™ und evp = idy«: V¥ — V™. &
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20.7. Lemma. Seien V und W zwei K -Vektorrdume derselben endlichen Dimen-
sion n, sei B eine Basis von V, B’ eine Basis von W und g € Bil(V,W). Wir
setzen A = Matp g/ (5). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) B ist nicht-ausgeartet.
(2) ker(f) = {0}.

(3) ker(Br) = {0}.

(4) det(A) # 0.

Beweis. Dass aus (1) die Aussagen (2) und (3) folgen, ist klar nach Definition 20.5.
Umgekehrt folgt aus (2) zunéchst, dass f7 ein Isomorphismus ist (denn dim V' =
n = dim W*) und dann, dass Sr = 3; o ay ebenfalls ein Isomorphismus ist (denn
B} ist ein Isomorphismus nach Lemma 19.14). Genauso zeigt man ,(3)=-(1)%.
Schliellich ist (3) dquivalent dazu, dass Matg g«(0g) invertierbar ist. Diese Matrix
ist aber genau A, und ,, A invertierbar® ist dquivalent zu ,det(A) # 0. Q

Wir wollen jetzt symmetrische Bilinearformen auf einem Vektorraum V' genauer
betrachten.

20.8. Lemma. Seien K ein Korper,n € N, V' ein n-dimensionaler K - Vektorraum
mit Basis B und : V xV — K eine Bilinearform auf V. Sei weiter A = Matg(3).
Dann gilt:

B ist symmetrisch = A =A

Eine Matrix A € Mat(n, K) heiBt symmetrisch, wenn AT = A ist. Damit gilt also,
dass eine Bilinearform genau dann symmetrisch ist, wenn ihre Matrix (beziiglich
einer beliebigen Basis) symmetrisch ist.

Beweis. Sei B = (by, b, ..., by,).
,=": Ist 8 symmetrisch, dann ist 3(b;, b;) = B(b;, b;); das bedeutet gerade AT = A,
,<“Sei AT = A. Dann gilt fiir Spaltenvektoren x,y € K™

z'Ay = (z'Ay) =y 'ATz =y Ax.

(Beachte: £TAy ist eine 1 x 1-Matrix und damit gleich ihrer Transponierten.)
Daraus folgt f(v,v") = g(v/,v) fir alle v,v" € V. Q

Zum Beispiel sieht man so sehr leicht, dass das Standard-Skalarprodukt eine nicht-
ausgeartete symmetrische Bilinearform auf K™ ist, denn die zugehorige Matrix
beziiglich der Standardbasis ist die Einheitsmatrix I,, die symmetrisch ist und
det(I,) = 1 erfiillt.

Wir betrachten im Folgenden den Fall K’ = R. Dann kénnen wir zwischen positiven
und negativen Elementen von R unterscheiden. Das fiihrt zu folgender Definition.

LEMMA
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DEF
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20.9. Definition. Seien V ein R-Vektorraum und g: V' x V' — R eine symme- DEF
trische Bilinearform auf V. positiv/
negativ

(1) 5 heiit positiv semidefinit, wenn (v, v) > 0 ist fiir alle v € V. (semi)definit

(2) 5 heiit positiv definit, wenn (v, v) > 0 ist fiir alle 0 #£ v € V.
(3) B heiit negativ semidefinit, wenn (v, v) < 0 ist fiir alle v € V.
(4) B heiBt negativ definit, wenn S(v,v) < 0 ist fiir alle 0 £ v € V.
(5) 5 heifit indefinit, wenn es v,v’ € V gibt mit 5(v,v) > 0 und (v, v") < 0.

indefinit

Seien n € N und A € Mat(n, R) symmetrisch, also AT = A. Im Folgenden be-
trachten wir & € R" stets als Spaltenvektor.

(1) A heift positiv semidefinit, wenn x Az > 0 ist fiir alle z € R™.
(2) A heifit positiv definit, wenn Az > 0 ist fiir alle 0 # ¢ € R".
(3) A heiBt negativ semidefinit, wenn x'Az < 0 ist fiir alle z € R™.
(4) A heiBt negativ definit, wenn x"Az < 0 ist fiir alle 0 # = € R™.
(5) AheiBt indefinit, wenn es ¢, y € R gibt mit z"Az > 0und y Ay < 0. ¢

Daraus folgt im Fall dim V' < oo, dass  genau dann positiv/negativ (semi-)definit
bzw. indefinit ist, wenn das fiir Matg(f) mit irgendeiner Basis B von V' gilt.

20.10. Beispiele. Das Standard-Skalarprodukt auf R™ ist positiv definit, denn BSP
3+ 23+ ...+ 22 > 0, wenn nicht alle z; null sind. positiv

Die Spurform auf Mat(m x n, R) ist ebenfalls positiv definit, denn fiir eine Matrix definite

_ . Bilinear-
A = (a;;) € Mat(m x n,R) ist formen
Tr(ATA) = Z Z afj )
i=1 j=1
(Wenn man Mat(m x n,R) mit R™ in der iiblichen Weise identifiziert, dann ist
die Spurform einfach das Standard-Skalarprodukt.) &
Die Matrix einer positiv definiten symmetrischen Bilinearform kann auch negati-
ve Eintrage haben und eine symmetrische Matrix mit lauter positiven Eintrdgen |
braucht nicht positiv definit zu sein.
20.11. Beispiele. Seien BSP

2 -1 1 9
Dann ist A positiv definit, denn

und B ist nicht positiv semidefinit, denn

(1 —1)3(_11> =12 +4-1-(=1)+(-1)* = 2.

Tatséchlich ist B indefinit, denn elTBel =1. &
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20.12. Beispiel. Ist V ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum mit einer
positiv definiten symmetrischen Bilinearform g: V' x V — R, dann ist [ nicht-
ausgeartet: Wir zeigen ker(/3;) = {0}. Sei also v € ker(f.). Dann ist

0=0(v) = (52(0)) (v) = Blv.v).

Wire v # 0, dann hétten wir f(v,v) > 0, also muss v = 0 sein. [

Unser néchstes Ziel wird es sein, ein relativ einfaches Kriterium herzuleiten, mit
dem man entscheiden kann, ob eine symmetrische Matrix positiv (oder negativ)
definit ist. Dies geschieht im Hinblick auf Anwendungen in der Analysis II (dort
wird es um Kriterien gehen, wann eine Funktion mehrerer Variabler ein Maximum
oder Minimum hat).

Dafiir werden wir folgende Aussage verwenden, die wir allerdings jetzt noch nicht
beweisen konnen. Das werden wir bald nachholen. Zuerst noch eine Definition.

20.13. Definition. Sei n € N. Eine Matrix A € Mat(n,R) heifit orthogonal,

wenn ATA = I,, ist. Wir schreiben O(n) fiir die Menge der orthogonalen Matrizen
in Mat(n, R). &

Dann ist insbesondere A invertierbar (mit A=* = AT). Man priift ohne grofe
Schwierigkeiten nach, dass O(n) eine Gruppe (mit der Matrixmultiplikation als
Verkniipfung) ist.

20.14. Satz. Ist A € Mat(n,R) symmetrisch, dann ist A (iber R) orthogonal
diagonalisierbar: Es gibt eine Matriz P € O(n), sodass PTAP = P7'AP = D
eine Diagonalmatrix ist.

Daraus folgt leicht:

20.15. Lemma. Sei A € Mat(n,R) symmetrisch. Dann gilt:

(1) A ist genau dann positiv semidefinit, wenn A keinen negativen Eigenwert
hat.

(2) A ist genau dann positiv definit, wenn alle Figenwerte von A positiv sind.

(3) A ist genau dann negativ semidefinit, wenn A keinen positiven Eigenwert
hat.

(4) A ist genau dann negativ definit, wenn alle Eigenwerte von A negativ sind.

(5) A ist genau dann indefinit, wenn A positive und negative Figenwerte hat.

Beweis. Nach Satz 20.14 gibt es P € O(n), sodass
PTAP = P7'AP = D = diag(\, Mo, ..., \n)

eine Diagonalmatrix ist; ihre Diagonaleintriage sind gerade die Eigenwerte von A.
Nach Lemma 20.8 ist D die Matrix der A entsprechenden symmetrischen Biline-
arform auf R™ beziiglich einer anderen Basis (gegeben durch die Spalten von P),
also ist A genau dann positiv definit, wenn D positiv definit ist. Fiir einen Spal-
tenvektor & = (z1,z9,...,x,) € R™ gilt

' Dx = Mo+ Xoxd + ..+ AP

Sind alle A\; > 0, dann ist das positiv fiir alle & # 0, also ist D (und damit A)
positiv definit. Ist hingegen A; < 0 fiir ein j, dann ist " Dz < 0 fiir £ = e;, und
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DEF
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D (und damit A) ist nicht positiv definit. Die anderen Aussagen sieht man auf die
gleiche Weise. Q

Das Definitheitskriterium wird mit Hilfe von Determinanten geeigneter Unterma-
trizen formuliert, sogenannten Minoren.

20.16. Definition. Seien K ein Korper, m,n € N, A = (a;;) € Mat(m x n, K)
und 0 < r < min{m, n}. Eine r x r-Untermatriz von A ist eine Matrix der Form
(aik,jl)lgmgr, wobel 1 <31 <ip < ...<i <mund 1< N <go<...<jgr<n.
Man wiahlt also r Zeilen und r Spalten von A aus und bildet die Matrix aus den
Eintréagen in diesen Zeilen und Spalten.

Ein r-Minor von A ist die Determinante einer r x r-Untermatrix von A. Im Fall
m = n ist ein r-Hauptminor von A ein r-Minor von A, sodass in der obigen
Notation i; = ji, ia = jo, ..., i, = j, gilt (man w#hlt also dieselben Zeilen- und
Spaltenindizes aus). Der fiihrende r-Hauptminor von A ist die Determinante der
Untermatrix (a;;j)1<i j<r, die aus den ersten r Zeilen und Spalten von A gebildet
wird. &

Minoren sind manchmal niitzlich, um den Rang einer Matrix zu beschreiben.

20.17. Lemma. Seien K ein Kiorper, m,n € N, A € Mat(m x n, K) und sei
1 <r <min{m,n}. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) tk(A) < r.

(2) Alle r-Minoren von A verschwinden.

Beweis. ,,(1) = (2)“: Sei A’ eine r x r-Untermatrix von A. Da je r Spalten von A
linear abhéangig sind, gilt das auch fiir die Spalten von A’; also ist det A’ = 0.

»(2) = (1)“: Wir nehmen an, dass rk(A) > r ist und zeigen, dass es einen nicht
verschwindenden r-Minor gibt. Nach Voraussetzung gibt es r linear unabhéngige
Spalten in A; sei B die m x r-Matrix, die aus diesen r Spalten besteht. Dann ist
rk(B) = r, also hat B auch r linear unabhéngige Zeilen. Sei A’ die Matrix, die
aus diesen r Zeilen von B besteht; dann ist A’ eine r X r-Untermatrix von A.
AuBerdem ist rk(A’) = r, also ist der -Minor det(A’) von A nicht null. a

Mit Hilfe der Minoren lassen sich auch die weiteren Koeffizienten des charakteristischen
Polynoms ausdriicken, denn es gilt fiir eine Matrix A € Mat(n, K) mit charakteristi-
schem Polynom p € K[X]:

p=> (—1)Fsp(AH)X"F,
k=0

wobei si(A) die Summe der k-Hauptminoren von A ist. Fiir £ = 1 ist das gerade die
Spur von A, denn die 1-Hauptminoren sind genau die Eintrége auf der Diagonalen; fiir
k = n ist das die Determinante von A (der einzige n-Hauptminor). Eine Moglichkeit das
einzusehen besteht darin, die Multilinearitéit der Determinante als Funktion (z.B.) der
Zeilen einer Matrix zu verwenden (vergleiche das Kleingedruckte auf Seite 106 (LAT)).
Fiir eine Teilmenge T von {1,2,...,n} sei Ap die n x n-Matrix, deren j-te Zeile fiir j € T
mit der j-ten Zeile von —A und fiir j ¢ T mit der j-ten Zeile von I,, iibereinstimmt.
Dann ist det(Ar) ist gerade (—1)#T-mal der #7-Minor von A, der zu den Zeilen und
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Spalten mit Nummern in 7" gehért (wie man durch Entwicklung nach den anderen Zeilen
sieht). Es folgt

Y det(Ar) = (—1)*si(A)
Tc{1,2,...,n},#T=k

und damit

p=det(XI, —A)= Y det(Ap) X" H#T = (~1)Fs(A)X"F,
Tc{1,2,....,n} k=0

Wir wollen die Minoren jetzt aber benutzen, um nachzuweisen, dass eine symme-
trische Matrix positiv (oder negativ) definit ist. Dafiir formulieren wir zunéchst
noch ein einfaches Lemma.

20.18. Lemma. Sei A = (a;;) € Mat(n,R) eine positiv definite symmetrische
Matriz. Dann ist fir r € {1,2,...,n} die Untermatriv A" = (a;;)1<ij<r von A
ebenfalls positiv definit.

Beweis. Sei 0 # x' = (x1,...,7,) € R". Wir miissen zeigen, dass (z')'A'z’ > 0
ist. Sei @ = (1, z9,...,2,,0,...,0) € R" (wir fiigen also n — r Nullen an). Dann
ist £ # 0, also nach Voraussetzung «'Az > 0. Es geniigt also zu zeigen, dass
(2')TA'z’ = Az ist. Mit z; =0 fir j € {r + 1,r +2,...,n} gilt

n n r r
iIITAZII = E E Qi TiT5 = E E Qi TiTj; = (xl)TA/a?, . a

i=1 j=1 i=1 j=1

20.19. Satz. Seienn € N und A = (a;;) € Mat(n,R) eine symmetrische Matriz.
Firr e {1,2,...,n} seid,(A) = det(a;j)1<;i j<r der fihrende r-Hauptminor von A.
Dann gilt:

(1) A ist positiv definit <= d.(A) >0 fir aller € {1,2,...,n}.
(2) A ist negativ definit <= (—1)"d.(A) > 0 fir alle r € {1,2,...,n}.

Die Bedingung fiir ,negativ definit* heifit also d;(A) < 0, dy(A) > 0, d3(A) < 0
usw.: Die fithrenden Hauptminoren alternieren im Vorzeichen. Man merkt sich das
am besten an den Vorzeichen der fithrenden Hauptminoren von —1,,.

Beweis. Wir beweisen zunéichst Aussage (1). Die Richtung ,,=“ folgt aus Lem-
ma 20.15, denn mit A sind nach Lemma 20.18 auch die Matrizen A, = (a;;)1<i j<r
positiv definit, und eine positiv definite Matrix hat positive Determinante (denn
die ist das Produkt der (positiven) Eigenwerte). Die Richtung ,,<=* zeigen wir
durch Induktion iiber n. Der Fall n = 0 (oder n = 1) ist klar. Fiir den Schritt
von n auf n 4+ 1 sei A € Mat(n + 1,R) symmetrisch mit positiven fithrenden
Hauptminoren d,(A) fir alle r € {1,2,...,n + 1}. Das gilt dann entsprechend
auch fiir die Matrix A, € Mat(n,R) (denn d,(A,) = d,(A) fir r < n). Nach
Induktionsvoraussetzung ist A, positiv definit. Das heifit, dass fiir Spaltenvek-
toren 0 # = € (e}, ey,...,e,) C R" stets £TAx > 0 ist. Wir zeigen jetzt,
dass A hochstens einen negativen Eigenwert haben kann: Nach Satz 20.14 gibt es
PeO(n+1) mit

PTAP = P'AP = diag(\1, ..., A\us1)
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diagonal. Wéren wenigstens zwei Eigenwerte negativ, etwa A; und A;, mit zugehori-
gen Eigenvektoren y; = Pe; und y; = Pe; (als Spaltenvektoren), dann hétten wir
fiir (0,0) # (a, B) € R?

(ay, + By;) Aloy, + By,) = (ae; + Be;)  PTAP(ce; + Be;) = Nia® + \;j8° < 0.
Da die n + 2 Vektoren ej,ey,...,€,,9y,,y; € R™*! nicht linear unabhingig sein
kénnen, gibt es (0,0) # (a,5) € R mit 0 # = = ay, + By, € (e1,...,e,). Dann
miisste aber sowohl £'Ax < 0 als auch Az > 0 gelten, ein Widerspruch. Es
kann also keine zwei negativen FEigenwerte geben. Da das Produkt aller Eigenwerte
dy1(A) = det(A) positiv ist, kann es auch nicht genau einen negativen Eigenwert

geben (und natiirlich kann null kein Eigenwert sein), also sind alle Eigenwerte
von A positiv; nach Lemma 20.15 ist A also positiv definit.

Aussage (2) folgt aus Aussage (1): A ist genau dann negativ definit, wenn —A
positiv definit ist, und fiir die fiihrenden Hauptminoren gilt d,.(—A) = (—1)"d,.(A).
a

20.20. Beispiele. Wir betrachten wieder

2 -1 1 2
AZ(—l 2) und B:(2 1).

Die fiihrenden Hauptminoren von A sind d;(A) = 2, dy(A) = 2% — 12 = 3, was
bestétigt, dass A positiv definit ist. Hingegen sind die fithrenden Hauptminoren
von B gegeben durch di(B) = 1 und dy(B) = 1? — 22 = —3, was bestitigt, dass
B nicht positiv definit ist (und auch nicht negativ definit, denn dafiir haben beide
Minoren das falsche Vorzeichen). &

Ist die symmetrische Matrix A € Mat(n,R) nur positiv semidefinit, dann folgt
wie im Beweis von ,,=“, dass die fiihrenden Hauptminoren von A alle > 0 sein
miissen. Die Umkehrung gilt dann aber im Allgemeinen nicht.

20.21. Beispiel. Die Matrix A = (J %) hat nichtnegative fiilhrende Hauptmino-
ren (beide sind null), ist aber nicht positiv semidefinit (denn e]Aey, = —1). )

Es gibt auch ein Determinanten-Kriterium fiir positive (oder negative) Semidefinitheit.
Es lautet wie folgt.

Satz. Seienn € N und A = (ai;) € Mat(n,R) eine symmetrische Matriz. Dann gilt:

(1) A ist positiv semidefinit <= d >0 fir alle Hauptminoren d von A.

(2) A ist negativ semidefinit <~
Vre{l,2,...,n}: (=1)"d > 0 fir alle r-Hauptminoren d von A.

(3) A ist indefinit <= es gibt einen 2r-Hauptminor d < 0 von A, oder es gibt
einen (2r + 1)-Hauptminor d > 0 und einen (21’ + 1)-Hauptminor d’ < 0 von A.

Beweis. Aussage (3) folgt formal-logisch aus (1) und (2) (A ist genau dann indefinit,
wenn A weder positiv noch negativ semidefinit ist). Aussage (2) folgt aus (1) durch
Anwendung von (1) auf —A. Es geniigt also, die erste Aussage zu zeigen. Die Richtung
»,=* ist wieder klar: Jede Haupt-Untermatrix von A ist positiv semidefinit, hat also
nichtnegative Eigenwerte und damit nichtnegative Determinante.

Zum Beweis von ,,<=“ nehmen wir an, dass alle Hauptminoren von A nichtnegativ sind.
Wir bemerken zunéchst, dass aus Lemma 20.15 folgt, dass eine symmetrische Matrix
mit nicht verschwindender Determinante positiv oder negativ definit oder indefinit sein
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muss. Sei K = ker(A) C R™ und k£ = dim K. Wir wihlen eine Basis (by, bo, ..., b)
von K. Wir kénnen diese Basis durch Hinzunahme von n — k£ Standard-Basisvektoren
€j,€jy,...,€j . (mit 1 < j; < jo <...< jp—k < n)zu einer Basis von R" ergénzen
(Basisergénzungssatz 9.5). Sei V = (ej,, €j,,...,€j, ,); dannist VN K = {0} und jeder
Vektor & € R™ kann eindeutig geschrieben werden als @ = xg + ; mit g € K und
x1 € V. Sei f: R" x R™ — R die symmetrische Bilinearform, deren Matrix beziiglich der
Standard-Basis A ist. Dann gilt 5(x, zo) = S(xo,x) = 0 fir alle x € R" und x € K.
Fiir & = ¢ + @1 wie oben gilt also 3(z,x) = B(x1,z1). Sei A" die (n — k) x (n — k)-
Untermatrix von A zu den Zeilen- und Spaltenindizes j1, jo, ..., jn—k. Dann ist A’ eine
Matrix der Bilinearform ' = S|y xy, und nach der obigen Uberlegung ist A genau
dann positiv semidefinit, wenn das fiir A’ gilt. AuBlerdem ist ker(A4’) = {0} (wegen
K NV = {0}), also ist det(A’) # 0. Damit ist A’ positiv oder negativ definit oder
indefinit. Wie im Beweis von Satz 20.19 zeigt man induktiv, dass A’ keine zwei negativen
Eigenwerte haben kann. Wegen det(A’) > 0 (hier verwenden wir die Voraussetzung)
miissen alle Eigenwerte von A’ positiv sein. Damit ist A’ positiv definit, also ist A
positiv semidefinit. a

Dieses Kriterium ist sehr viel weniger niitzlich als Satz 20.19: Es gibt 2" Hauptminoren,
aber nur n fithrende Hauptminoren. Der Aufwand dafiir, alle Hauptminoren zu testen,
wird also schon fiir relativ kleine n zu grofl, um praktikabel zu sein. Zum Gliick gibt es
bessere Moglichkeiten. Wir werden darauf noch genauer eingehen.
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21. EUKLIDISCHE UND UNITARE VEKTORRAUME

Wir haben am Ende des letzten Abschnitts schon damit begonnen, von der ,all-
gemeinen“ linearen Algebra iiber beliebigen Grundkorpern etwas wegzugehen und
Resultate fiir den speziellen Kérper R zu beweisen. Das setzen wir in diesem Ab-
schnitt fort. Der Hintergrund dafiir ist, dass wir Geometrie betreiben wollen: Wir
wollen in der Lage sein, Abstande und Winkel zu messen. Dies wird in einem reel-
len Vektorraum durch eine positiv definite symmetrische Bilinearform ermoglicht.

21.1. Definition. Eine positiv definite symmetrische Bilinearform auf einem reel-
len Vektorraum heifit euklidisches Skalarprodukt. Ein reeller Vektorraum V' zusam-
men mit einem euklidischen Skalarprodukt auf V' ist ein euklidischer Vektorraum.
Das Skalarprodukt in einem euklidischen Vektorraum wird héufig (v, w) — (v, w)
(oder auch v - w) geschrieben. &

,Euklidisch“ nach Euklid von Alexandria, da man in euklidischen Vektorrdumen
euklidische Geometrie betreiben kann.

Um Verwechslungen zu vermeiden, notieren wir den von einer Menge A erzeugten
Untervektorraum als (A)g.

21.2. Beispiele.

e Das Standard-Skalarprodukt (x,y) = z 'y auf R® (mit Spaltenvektoren x, y)
ist ein euklidisches Skalarprodukt. R™ mit diesem Skalarprodukt ist das Stan-
dardbeispiel fiir einen (endlich-dimensionalen) euklidischen Vektorraum.

e Seien a,b € R mit a < b und sei V = C([a,b]) der Vektorraum der stetigen
reellen Funktionen auf [a, b]. Dann definiert

b
(r9) = [ fwyle) ds
ein euklidisches Skalarprodukt auf V. &

Wir wollen jetzt eine analoge Definition fiir komplexe (statt reelle) Vektorraume
formulieren. Eine symmetrische Bilinearform (wie im reellen Fall) kénnen wir nicht
verwenden, denn eine symmetrische Bilinearform § auf einem komplexen Vektor-
raum kann nicht positiv definit sein (man kann nicht einmal erreichen, dass 3(v, v)
stets reell ist), denn

B(iv, iv) = i*B(v,v) = —B(v,v).

Um das zu verhindern, modifizieren wir die Eigenschaften, die wir fordern.

21.3. Definition. Sei V ein C-Vektorraum. Eine Abbildung g: V x V. — C
heifit eine Sesquilinearform auf V, wenn sie linear im ersten und konjugiert-linear
im zweiten Argument ist: Fiir alle vy, v}, v, v5 € V und alle A € C gilt

6(1)1 + U/I,UQ) = 6(7}1,1)2) + ﬁ(U/I,UQ), 6()\1]1,1]2) = )xﬁ(vl,w);
B(v1,v2 4 v5) = Bluy,va) + Blor,v5),  Blur, Ava) = AB(v1,v3) .

Eine Sesquilinearform [ auf V' heift hermitesch, wenn zusétzlich fiir alle vy, v, € V
gilt
B(va,v1) = B(v1,v2) . %
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,Hermitesch“ nach Charles Hermite.

»Sesqui-“ bedeutet 7,1%—fach“ (so wie ,bi-“  zweifach“ heifit); die konjugierte Li-
nearitit wird sozusagen halb gezdhlt (entsprechend heifit eine konjugiert-lineare
Abbildung auch semilinear). Haufig wird in der Definition einer Sesquilinearform
Linearitdt im zweiten und Semilinearitét im ersten Argument gefordert (also um-
gekehrt wie in der Definition oben). Das macht keinen wesentlichen Unterschied;
man muss nur beim Rechnen aufpassen, wann man Skalare konjugiert herausziehen
muss.

Wir erinnern uns an die komplexe Konjugation: Fiir z =z +yt € C mit z,y € R
ist Z =x — yi. Dann gilt fiir 2, 21,29 € C

21+ 29 = Z1 + 2o, % =722 und 2Z=|z|.
z ist genau dann reell, wenn z = Z ist.

Fiir eine hermitesche Sesquilinearform 3 auf V' gilt dann f(v,v) € R fiir allev € V|
denn

B(va) = 6(1)’1))‘

Daher ist die folgende Definition sinnvoll.

21.4. Definition. Sei V ein komplexer Vektorraum und [ eine hermitesche Ses-
quilinearform auf V. 8 heifit positiv definit, wenn fiir alle 0 # v € V gilt S(v,v) > 0.
Eine positiv definite hermitesche Sesquilinearform auf V' heifit auch ein unitdres
Skalarprodukt auf V.

Ein komplexer Vektorraum V' zusammen mit einem unitéren Skalarprodukt auf V'
heifit unitirer Vektorraum. Wie im reellen Fall schreiben wir das Skalarprodukt in
einem unitdren Vektorraum meistens in der Form (vy, vs). o

21.5. Beispiele.
e Das Standardbeispiel ist C" mit dem Standard-Skalarprodukt

<(l’1,$2, s 7xn)7 (y17y2> s 7yn)> = mlgl + $2g2 +.. xngn .

e Auch das Beispiel aus der Analysis lasst sich iibertragen: Der Raum C(]a, b], C)
der stetigen Funktionen [a,b] — C mit dem Skalarprodukt

b
(19) = [ @)@l do.
ist ein unitédrer Vektorraum. &

Damit kénnen wir jetzt Léngen und Winkel einfiihren.

21.6. Definition. Sei V' ein euklidischer oder unitarer Vektorraum. Fiir einen

Vektor v € V heifit ||v|| = \/(v,v) die Linge von v. Gilt ||v|| = 1, dann heifit v
ein Finheitsvektor. &

Es gilt dann ||v]| > 0 und ||v]| =0 <= v =0.

Im Standardraum R™ ist ||(z1,...,z,)| = /2% + ... + 22 die iibliche euklidische
Linge eines Vektors. Im C" gilt analog ||(z1,...,2,)| = \/|z1]> + ... + |2,[% Die
Standardbasis besteht jeweils aus Einheitsvektoren.

Wir beweisen einige Eigenschaften der Lénge.
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% 21.7. Satz. SeiV ein euklidischer oder unitarer Vektorraum. SATZ
Cauchy-
(1) FirveV und X € R bzw. C gilt || Av|| = |Al]]v]|. Schwarz

(2) (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) Fir v,w € V gilt [(v,w)| < ||v||||w] Dreiecksungl.
mit Gleichheit genau dann, wenn v und w linear abhdngig sind.

(3) (Dreiecksungleichung) Firv,w € V gilt |[v+w|| < |Jv||+]|w|| mit Gleichheit
genau dann, wenn v = Aw oder w = Av ist mit A € Rq.

Beweis.
(D) Ml = v/ (W, o) = [ AMw, v) = V]AP (v, 0) = [A[y/{v,0) = [Al[Jo]]. LG h"
(2) Die Aussage ist klar fiir w = 0. Wir kénnen also w # 0 annehmen. Sei 1'_78'9_;;(5:7)/
e
lwl®
dann ist
(v, w)
<U/,’[U> = <’U,U}> HwH2 < aw> =0
und damit
(v, w) (v, w)]|? H.A. Schwarz
0< (W0 = (o) = (o) — i tw, o) = Jloll* = = oo 1843-1921

was zur behaupteten Ungleichung &quivalent ist. Gleichheit gilt genau
dann, wenn v' = 0 ist; daraus folgt, dass v ein skalares Vielfaches von w
ist. Ist umgekehrt v = Aw, dann ist v = 0 und es gilt Gleichheit in der
Ungleichung.

(3) Es gilt unter Verwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

v+ w|* = (v+w,v+w) = (v,9) + {(v,w) + (w,v) + (w, w)
= (v,v) + (v, w) + (v, w) + (w,w) = ol|* + 2Re({v, w)) + ||w]®
< [lol* + 2, w)| + [[w]* < [llI* + 2follllwl] + wl* = (vl + wl)?.
Die Ungleichung folgt. Gleichheit ist dquivalent zu (v, w) = ||v||||w||; dafir
miissen v und w linear abhéngig sein, und damit das Skalarprodukt links

positiv ist (beachte (Aw, w) = A||w]|?), muss der Skalarfaktor reell und > 0
sein. u

Die Eigenschaften (1) und (3) (zusammen mit ||v|| =0 = v = 0) besagen, dass
|| - || eine Norm auf V' ist. Daraus folgt insbesondere, dass (fiir v,w # 0)
(Uv "LU) — d(v,w) = HU - w”

eine Metrik auf V' ist. Damit wird V' in natiirlicher Weise zu einem metrischen
Raum (diese Begriffe wurden in der Analysis erklirt und studiert). Wir nennen
d(v,w) den Abstand zwischen v und w.
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21.8. Definition. Sei V ein euklidischer oder unitarer Vektorraum.

(1) Im euklidischen Fall ist fiir zwei Vektoren v,w € V mit v, w # 0 der Winkel
zwischen v und w die Zahl o = Z(v,w) € [0, 7] mit ||v]|||w] cos a = (v, w).

(2) Zwei Vektoren v,w € V heiflen orthogonal (oder zueinander senkrecht),
wenn (v, w) = 0 ist. Wir schreiben dafir v L w.

(3) Sei U C V ein Untervektorraum. Dann heift

Ut={veV|VweclU:vLlw}

das orthogonale Komplement von U in V.

(4) Eine Teilmenge A C V heifit orthogonal, wenn ihre Elemente paarweise
orthogonal sind (Yv,w € A: v # w = v L w). A heifit orthonormal, wenn
zusitzlich alle Elemente von A Einheitsvektoren sind.

(5) Eine Basis B von V heifit eine Orthonormalbasis oder kurz ONB von V,
wenn sie aus paarweise orthogonalen Einheitsvektoren besteht (wenn also
die Menge der Vektoren in B orthonormal ist). o

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung stellt sicher, dass die Definition des Winkels
sinnvoll ist, denn es gilt ja fiir jedes euklidische Skalarprodukt

(v, w)

= olllfwll —
Zwei Vektoren in einem euklidischen Vektorraum sind genau dann orthogonal,

wenn wenigstens einer der Nullvektor ist oder der Winkel zwischen ihnen /2
(entsprechend 90°) ist.

21.9. Beispiel. Klassische Satze iiber Dreiecke lassen sich elegant durch Rech-
nen in euklidischen Vektorrdumen beweisen: Seien V' ein euklidischer Vektorraum
und v,w € V; wir betrachten das Dreieck mit Eckpunkten 0, v und w; es hat
Seitenlédngen a = ||v||, b = |Jw||, ¢ = |[v — w||; der Winkel bei 0 sei 7. Dann gilt
(v, w) = [v[l[}w][ cos~, also

& = v—w|*=|v||* = 2(v,w) + |Jw||* = a® — 2abcosy + b*;

das ist der Cosinussatz. Gilt v L w (dann ist vy ein rechter Winkel), dann verein-
facht sich das zum Satz des Pythagoras

A =a’>+1°. &

Die Standardbasis ist eine Orthonormalbasis des Standardraums R"™ oder C".

21.10. Lemma. Sei V ein euklidischer oder unitirer Vektorraum und seien die
Vektoren vy, vs, ..., v, € V paarweise orthogonal und von 0 verschieden. Dann ist
(v1,v9,...,0,) linear unabhdngig.

Beweis. Seien A1, Ao, ..., A\, € R bzw. C mit A\jv; + Xvg+ ...+ A0, = 0. Es folgt
fir alle j € {1,2,...,n}:

0=(0,v) = (3" Awiy ) = 3 il vy) = il 2,
i=1 i=1

und weil v; # 0 ist, muss \; = 0 sein. a

Gibt es immer eine Orthonormalbasis? Der folgende wichtige Satz zeigt, dass man
aus jeder endlichen Basis eine Orthonormalbasis konstruieren kann.
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21.11. Satz. Sei V ein euklidischer oder unitirer Vektorraum mit gegebener Ba-
sis B = (b1,ba,...,b,). Dann bilden die wie folgt sukzessive definierten Vekto-
ren e; eine ONB von V; dabei gilt {(e1,ea,...,ej)x = (b1,be,...,bj)x fir alle

j€40,1,...,n} (mit K=R oder C).
€1 = —U1 mat V1 = bl
[[oa]
1 .
€y = —— Uy mit Vg = bg — <bg, 61)61
[[2
1 .
€3 — mvg mat V3 = b3 — <bg, 61)61 — <b3,€2>62
3
1 n—1
€n = H v, mit v, = b, — Z(bn,ej>ej
Un ,
J=1

Dieses Verfahren ist nach Jorgen Pedersen Gram und Erhard Schmidt benannt.

Beweis. Zunichst einmal gilt (eq,...,e;) = (b1,...,b;) fiir alle j € {0,1,...,n}.
Wir beweisen das durch Induktion iiber j (bis j = n). Die Aussage ist klar fiir
j = 0 (auf beiden Seiten steht der Null-Vektorraum). Sie sei jetzt gezeigt fiir j — 1.
Es ist

j—1
V; = bj — Z<bj7 62')61' S <€1, <oy 651, b]> = <b17 e b]>
i=1
und wegen b; ¢ (by,...,b;_1) (denn die b; bilden eine Basis, sind also linear un-

abhéngig) ist v; # 0. Damit ist e; wohldefiniert und e; € (by,...,0b;), woraus
(€1,...,€5) C (by,...,b;) folgt. Umgekehrt ist

J—1
b; = Z<bj,€i>€i + [lvjlle; € (e, ... &)
i=1

und damit (by,...,b;) C (e1,...,€;).

Wir sehen insbesondere, dass (eq, ..., e,) ein Erzeugendensystem von V' ist.
Wir zeigen jetzt durch Induktion, dass {e,...,e,} orthonormal ist. Nach Lem-
ma 21.10 sind die e; dann auch linear unabhéngig, bilden also eine Basis von V.
Sei 1 < j < n. Wir nehmen an, dass {ej,...,e;_1} orthonormal ist (das gilt
trivialerweise fiir j = 1). Dann ist v; L e; fiir alle ¢ < j, denn

j—1

(v, €1) = (bj,e) = Y (b, ex)(en, e5) = (bj,e) — (bj,e) = 0.
k=1

Wir haben schon gesehen, dass v; # 0 ist. Damit ist e; ein Einheitsvektor und (als
skalares Vielfaches von v;) ebenfalls orthogonal zu ey, ..., e;_. a

Man kann das von endlichen auf abzihlbar unendliche Basen verallgemeinern (Ubung).

Wenn man das Verfahren auf eine Basis des R™ anwendet, dann l&sst sich die Beziehung
zwischen der urspriinglichen Basis und der daraus konstruierten Orthonormalbasis in
der Form B = PT schreiben, wobei in den Spalten von B die gegebenen Basisvekto-
ren by,bs,...,b, und in den Spalten von P die neuen Basisvektoren ey, es,..., e, ste-
hen. Weil die neue Basis eine ONB ist, ist P eine orthogonale Matrix. Die Matrix T

SATZ
Gram-
Schmidt-
Orthonor-
malisierung

J.P. Gram
1850-1916

E. Schmidt
1876-1959
(© Konrad Jacobs)
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ist eine obere Dreiecksmatrix, deren Diagonaleintrige ||v1]|, ||v2|], ..., ||vn| positiv sind.
Satz 21.11 impliziert also, dass jede invertierbare Matrix B € GL(n,R) als Produkt PT
geschrieben werden kann mit P € O(n) und einer oberen Dreiecksmatrix 7' mit positi-
ven Diagonaleintragen. Diese Zerlegung ist sogar eindeutig bestimmt; sie ist unter dem
Namen QR-Zerlegung bekannt und wird in verschiedenen Algorithmen der numerischen
Mathematik benotigt. (Wenn man die Basen in umgekehrter Reihenfolge in die Matri-
zen eintrigt oder die Zeilen statt der Spalten verwendet oder beides, dann erhélt man
Versionen mit unteren Dreiecksmatrizen oder/und der umgekehrten Reihenfolge T'P der
Faktoren.)

21.12. Beispiel. Wir erzeugen eine ONB aus der Basis B = (by, by, b3) von R3
mit by = (1,1,1), by = (1,—1,1), bg = (1,0,0). Wir schreiben N(z) fiir ||z| 'z
(fiir Vektoren x # 0). Wir erhalten

1
€1 = N(bl) = %(1, ]_, ]_)
e2 = N(by — (en, bo)er) = N((2,—3,2)) = (1,2, 1)

€3 = N(bs — (en, by)er — (ea, ba)en) = N((L,0,— 1)) = %(1,0, IR T

Wir rechtfertigen die Bezeichnung ,,orthogonales Komplement* fiir U~

21.13. Lemma. Seien V ein euklidischer oder unitdrer Vektorraum und U C V

ein endlich-dimensionaler Untervektorraum. Dann ist UL ein Komplement von U
in V (also U+ U+ =V und UNUL = {0}).

Beweis. Sei v € U N U*. Dann folgt aus der Definition von U+, dass (v,v) = 0
und damit v = 0 ist. Also ist U N U+ = {0}.

Sei jetzt v € V beliebig und (ey,...,e,) eine ONB von U (die nach Satz 21.11
existiert). Wir setzen

vy = (v,e1)e; + (v,ea)ea + ...+ (v,e)e, €U und vy =v —vy.

Dann gilt jedenfalls v = v; + v,. Es bleibt zu zeigen, dass vy € U~ ist. Sei dazu
U= Aey+ ...+ A\e, € U. Dann gilt

(vg,u E )\ — vy, €;)

und
(v =, ej> = <U>€j> - Z(Ua ei) (€, ej) = <U>6j> - <U7€j> =0.
i=1
Also ist vy L u fiir alle w € U, damit vo € U+ und v € U + U™. a

Die Aussagen lassen sich noch etwas verfeinern.

BSP
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21.14. Satz. Sei V ein euklidischer oder unitdirer Vektorraum mit Orthonormal-
basis (e1,€ea,...,€p).
(1) FiralleveV gilt v= (v,e1)er + (v,ea)ea + ...+ (v, en)e,.
(2) Fiir allev € V gilt ||v> = [{v,e)]* + [{v,e2)|> + ... + [{v, en) |
(3) Fir alle v,w €V gilt (v,w) = (v, e1)(w,e1) + ...+ (v, ) (w, e,).

Beweis. Sei die rechte Seite in der ersten Gleichung u, dann ist wie im Beweis von
Lemma 21.13 (mit V = U) v —u € V+ = {0}, also v = w.

Die beiden weiteren Aussagen folgen aus (1), da (e;, e;) = 0;;. a

Die eigentliche Parsevalsche Gleichung ist eine analoge Aussage in sogenannten ,Pra-
Hilbert-Réumen“: Eine (auch unendliche) orthonormale Menge A C V ist genau dann
ein ,vollstdndiges Orthonormalsystem® (das bedeutet, dass der von A erzeugte Unter-
vektorraum von V' beziiglich der durch das Skalarprodukt definierten Topologie dicht
in V ist), wenn Gleichung (2) oben in der Form |[v||? = Y, 4 [(v, €)|? fiir alle v € V gilt.

Die letzte Aussage im obigen Satz besagt also, dass die Matrix der Bilinearform
(oder Sesquilinearform) (-,-) beziiglich einer ONB die Einheitsmatrix ist:

(x1€1 + X969 + ... + Tpep, Y161 + Y22 + ... + Ynen) = T191 + Tolo + ... + TpTn -

Fiir eine Sesquilinearform ( ist die Matrix A = Matg() genauso definiert wie fiir
Bilinearformen. Mit B = (by,...,b,) gilt dann

(7
Y2
Blaiby + ...+ xpbo,ibr + o ynbyn) = (21 22 - x,)A |
Yn
Wenn (eq, . .., e,) zwar orthonormal, aber nicht unbedingt eine Basis ist, dann gilt

immerhin noch eine Ungleichung;:

21.15. Satz. Sei V ein euklidischer oder unitdrer Vektorraum und sei auflerdem
{e1,e9,...,e,} CV eine orthonormale Menge. Dann gilt fir alle v € V

[ll* > v, en)|* + [, e2)” + ...+ [{v, €n) [
mit Gleichheit genau fiir v € (ey,es,...,e,)x (mit K =R oder C).

Beweis. Sei U = (ey,ea,...,e,)k. Wie im Beweis von Lemma 21.13 kénnen wir
v € V schreiben als v = u + v mit u = 377 (v,¢;)e; € U und v’ € U+. Dann
gilt [[ol* = [Jul]? + [[v'[[* = 227, [{v, ;)| + [|v/[|?, wobei wir Satz 21.14 verwendet
haben. Daraus folgt die Ungleichung; Gleichheit ist dquivalent mit v" = 0, also
mit v € U. u

Auch diese Ungleichung gilt allgemeiner fiir beliebige orthonormale Mengen oder Fami-
lien. Dies folgt aus dem oben formulierten endlichen Fall, indem man beliebige endliche
Teilmengen oder -familien betrachtet.

Die Metrik auf einem euklidischen oder unitdren Vektorraum V' hat die schone
Eigenschaft, dass es zu einem beliebigen Vektor v € V und einem beliebigen
endlich-dimensionalen Untervektorraum U C V stets ein eindeutig bestimmtes
Element v € U mit minimalem Abstand zu v gibt.

SATZ
Parsevalsche
Gleichung

SATZ
Besselsche
Ungleichung

F.W. Bessel
1784-1846
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21.16. Lemma. SeiV ein euklidischer oder unitirer Vektorraum, sei U C V ein. LEMMA
endlich-dimensionaler Untervektorraum und seiv € V. Dann gibt es ein eindeutig orthogonale
bestimmtes u = (v) € U mit Projektion
d(v,u) = ||jv —ul| = d(v,U) := min{d(v,u) | u' € U}. ’
Die Abbildung ¢: V — U ist linear und erfillt |y = idy, also auch ¢|y o = ¢.
o)

DEF
Beweis. Nach Lemma 21.13 kdnnen wir v eindeutig in der Form v = u + ' schrei-  orthogonale

ben mit u € U und v' € U+, Dann hat ¢(v) = u die geforderte Eigenschaft. Sei Projektion
dazu «’ € U beliebig. Dann gilt

lv =1 =1l =) + (u =) |* = ] + (u — )|

= [V + flu = |I* > [l]* = |lv — u®

Die lineare Abbildung ¢: V' — U heifit die orthogonale Projektion auf U.

(beachte, dass v/ L u — u'). Das zeigt, dass v den Abstand zu v minimiert und
dass fiir jedes u' # u der Abstand zu v grofer ist.

Die Aussagen iiber ¢ sind klar, da ¢ die Projektion V' — U beziiglich der Zerlegung
V=Ue®U" ist. Q

21.17. Beispiel. Es seien n Punkte (z;,y;) € R? gegeben. Wir suchen eine Gera- BSP
de y = ax+b, die moglichst nahe an diesen Punkten vorbei lduft, wobei wir ,,nahe“ lineare
durch den Unterschied in der y-Koordinate messen, also durch |y; —(az;+b)|. Gaul Regression
hat dazu die Methode der kleinsten Quadrate eingefithrt: Wir mochten a,b € R so
bestimmen, dass der ,,Fehler*

F(a,b) = [y = (az1 + D) + |y2 = (aza + b)[* + ... + |yn — (azy + D)/
minimal wird. Wir betrachten dazu die lineare Abbildung

¢: R* — R™, (a,b) — (azx; +b,axs +0b,... ax, +b);

N2

C.F. GauB
(1777-1855)

wir setzen U = im(¢). Dann ist, mit y = (y1,vy2,-- -, Yn),
F<a7b) = ”¢(aab> - yH2 :

y (xn’ yn)

X

Der Fehler wird also genau dann minimal, wenn ¢(a,b) das Bild von y unter der
orthogonalen Projektion auf U ist. Falls ¢ injektiv ist (das ist der Fall, sobald man
mindestens zwei verschiedene x; hat), dann ist (a,b) dadurch eindeutig bestimmt.

&

Isomorphismen zwischen euklidischen oder unitédren Vektorrdumen, die zusétzlich
das Skalarprodukt erhalten, haben einen besonderen Namen.
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21.18. Definition. Seien V und W zwei euklidische oder zwei unitdre Vek-
torrdume. Eine Abbildung f: V' — W heifit (lineare) Isometrie, wenn f ein Iso-
morphismus ist und zusétzlich fiir alle v,v" € V gilt, dass (f(v), f(v")) = (v,v")
ist. (Hier steht links das Skalarprodukt von W, rechts das von V.) Gibt es so eine
Isometrie, dann heiflen V' und W isometrisch. &

Das Skalarprodukt (v, w) lédsst sich durch Langen ausdriicken:
Av, w) = [lv+w|* = [Jo - w|?
im euklidischen Fall und
Av,w) = [lv+wl* + ifv + dw|® = lv — w||* — illv — dw]]*
im unitdren Fall. Daher geniigt es, statt der zweiten Bedingung nur zu fordern,
dass || f(v)|| = ||v]] ist fiir alle v € V.

Man kann das im euklidischen Fall so interpretieren, dass eine lineare Abbildung, die
Léngen erhilt, auch Winkel erhalten muss. Das liegt daran, dass ein Dreieck durch die
Léngen seiner drei Seiten bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt ist: Die Winkel sind
durch die Langen festgelegt.

21.19. Beispiel. Ist V ein euklidischer Vektorraum mit ONB (eq,es, ..., €e,),
dann ist die Abbildung

R" — V, (x1,%2,...,Ty) —> T1€1 + Toeo + ... + Tpe,

eine Isometrie. Das ist gerade der Inhalt von Satz 21.14. Analog fiir einen unitéren
Vektorraum und die entsprechende Abbildung C* — V.

So wie jeder m-dimensionale K-Vektorraum zum Standard-Vektorraum K" iso-
morph ist, ist also jeder n-dimensionale euklidische Vektorraum zum euklidischen
Standard-Vektorraum R”™ isometrisch, und jeder n-dimensionale unitiare Vektor-
raum ist zum unitiren Standard-Vektorraum C" isometrisch.

Allgemein gilt: Ein Isomorphismus V' — W zwischen endlich-dimensionalen eukli-
dischen oder unitdren Vektorrdumen ist genau dann eine Isometrie, wenn er eine
Orthonormalbasis auf eine Orthonormalbasis abbildet. &

DEF
[sometrie

BSP
[sometrie
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22. EUKLIDISCHE UND UNITARE DIAGONALISIERUNG

Sei V' ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum. Wir hatten schon in
Beispiel 20.12 gesehen, dass eine positiv definite symmetrische Bilinearform auf
einem endlich-dimensionalen reellen Vektorraum nicht-ausgeartet ist; dies ldsst
sich also auf das euklidische Skalarprodukt von V anwenden (und funktioniert
analog im unitéren Fall):

22.1. Lemma. Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitirer Vek-
torraum und sei ¢ € V* eine Linearform auf V. Dann gibt es ein eindeutig be-
stimmtes Element w € V' mit ¢(v) = (v,w) = (w,v) fir allev € V.

Beweis. Wir schreiben f(v,w) = (v,w) fiir das Skalarprodukt. Im euklidischen
Fall verwenden wir Beispiel 20.12: Da [ nicht-ausgeartet ist, ist fr: V. — V™,
w — (v (v, w)), ein Isomorphismus. Dann ist klar, dass w = ;' (¢) als einziges
Element von V' die gewiinschte Eigenschaft hat.

Im unitdren Fall haben wir auch die Abbildung fr: V — V*, die w € V ab-
bildet auf v — [(v,w); Br ist jetzt allerdings nicht linear, sondern semilinear,
da Br(Mw) = ABr(w) gilt (das kommt von der Semilinearitit von B im zweiten
Argument). Man kann das reparieren, indem man statt V* den ,konjugierten*
Vektorraum V* betrachtet, der dieselbe zu Grunde liegende Menge und dieselbe
Addition hat wie V* aber die gesinderte Skalarmultiplikation \-¢ = A¢ (links die
Skalarmultiplikation von V*, rechts die von V*). Dann ist Bz: V — V* eine linea-
re Abbildung zwischen komplexen Vektorrdumen derselben endlichen Dimension.
Wie im euklidischen Fall sieht man, dass ker(8g) = {0} ist; damit ist g ein Iso-
morphismus und wir kénnen wie im euklidischen Fall schlielen, dass w = 551@5)
das einzige Element mit der gewiinschten Eigenschaft ist. a

Fiir 37, haben wir im unitéren Fall einen Isomorphismus V' — V* von V auf den Dual-

raum des konjugierten Vektorraums V.

Fiir einen endlich-dimensionalen euklidischen Vektorraum gibt es also einen kano-
nischen Isomorphismus V' — V*. Ist (ey, €, ..., €,) eine Orthonormalbasis von V'

*

und (e, el ..., e} ) die dazu duale Basis von V* dann identifiziert dieser Isomor-

phismus e; mit €}, denn
(€i,€5) = 05 = €e:(e;).
J J 7

Im unitiren Fall ergibt sich ein Isomorphismus V — V*.

22.2. Beispiel. Sei V = R? (Elemente als Spaltenvektoren) mit dem Standard-
Skalarprodukt. Seien vy,vy € V. Dann ist v +— det(vy,vs,v) (das bezeichne die
Determinante der Matrix mit den Spalten vq, vy, v) eine Linearform auf V| also
gibt es nach Lemma 22.1 einen eindeutig bestimmten Vektor vy X vy € V' mit

(v1 X vg,v) = det(vy,v9,v) fir alle v e V.

Dieser Vektor v; X vg heifit das Vektorprodukt oder Kreuzprodukt von v und vs.
Das Vektorprodukt hat folgende Eigenschaften:

(1) Die Abbildung V' x V. — V| (v1,v2) — v1 X vg, ist bilinear.
Das folgt aus der Linearitéit der Determinante in jeder Spalte der Matrix.
(2) Sind vy, v9 € V linear abhéngig, dann ist v; X ve = 0.

Das folgt daraus, dass dann det(vq, vo,v) = 0 ist fiir alle v.

LEMMA
Linearformen

via (-, )
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(3) Fiir alle vy,ve € V gilt (v1 X v2) L vy und (v1 X vg) L vs.
(v1 X v9,v1) = det(vy,ve,v1) = 0, ebenso fiir vs.

(4) Es gilt die explizite Formel

T n T2Y3 — T3Y2
To | X Y2 | = | T3Yy1 — T1Y3
xs3 Ys T1Y2 — T2l

Beweis als Ubung.
(5) Fiir alle v, vy € V' \ {0} gilt ||vg X va| = ||v1||||v2]| sin £(vq, v2).

Beweis als Ubung. Zu zeigen ist ||v; X va? 4 (v1, v2)2 = |Joy||?||va||>.

Das lésst sich so interpretieren, dass v; X vy der Nullvektor ist, wenn v; und vs
linear abhéngig sind; anderenfalls ist es ein Vektor, der auf der von v; und vy
aufgespannten Ebene senkrecht steht und dessen Léange der Flache des von vy
und v, aufgespannten Parallelogramms entspricht. Dabei ist die Richtung so, dass
(v1,v9,v1 X vy) eine positiv orientierte Basis bilden (,, Rechte-Hand-Regel®, siehe
Definition 14.21), denn

det(Ul,Ug,Ul X UQ) = <U1 X Vg, V1 X U2> = HUl X ’U2||2 > 0. &

Der R? zusammen mit dem Vektorprodukt ist ein Beispiel fiir eine sogenannte Lie-
Algebra (nach Sophus Lie). Eine Lie-Algebra iiber einem Korper K ist ein K-Vektor-
raum V zusammen mit einer bilinearen Abbildung V x V — V, die iiblicherweise
(v,w) — [v,w] geschrieben wird und die folgenden Bedingungen erfiillt:

o YoeV:[|vv]=0.

o Yui,v9,v3 € Vi [v1, [v2,v3]] + [v2, [vs, v1]] + [vs, [v1, v2]] = O (Jacobi-Identitét).

Am einfachsten rechnet man die Jacobi-Identitét fiir das Vektorprodukt nach, indem
man sich iiberlegt, dass ihre Giiltigkeit erhalten bleibt, wenn man einen Vektor ska-
liert oder ein skalares Vielfaches eines Vektors zu einem anderen addiert (also unter
elementaren Spaltenumformungen an der aus den drei Vektoren als Spalten gebilde-

ten Matrix). Damit kann man den Beweis auf die beiden trivialen Fille v; = 0 und
(v1,v2,v3) = (€1, €2, e3) reduzieren.

Ein anderes Beispiel einer Lie-Algebra ist Mat(n, K) mit [A, B] = AB — BA.

Wir schreiben weiterhin K fiir R (im euklidischen Kontext) oder C (im unitéren
Kontext).

22.3. Folgerung. Seien V und W euklidische oder unitire Vektorrdume mit

dimV < oo und sei f: V. — W linear. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte
lineare Abbildung f*: W — V mit

(f(v),w) = (v, f*(w)) fiir allev € V und w € W.

Beweis. Sei zunéchst w € W fest gewéhlt. Dann ist v — (f(v), w) eine Linearform
auf V, also gibt es nach Lemma 22.1 ein eindeutig bestimmtes f*(w) € V mit
(f(v),w) = (v, f*(w)) fur alle v € V. Das liefert uns eine Abbildung f*: W — V.
Es bleibt zu zeigen, dass f* linear ist. Seien w,w’ € W. Dann gilt fiir alle v € V:

(0, [*"(w+ ') = (f(v),w+ ') = (f(v),w) + (f(v),w)
= (v, f*(w)) + (v, f*(w')) = (v, f*(w) + [ (w'));

Vi X Vo

Vo

Vi

FOLG
adjungierte
Abbildung
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die Eindeutigkeitsaussage in Lemma 22.1 zeigt dann f*(w+w') = f*(w) + f*(w').
Analog fiir die Skalarmultiplikation: Seien A € K und w € W. Dann gilt fiir alle
vel:

(v, f*(dw)) = (f(v), \w) = Mf(v), w) = M, f*(w)) = (v, Af*(w)),
also wie eben f*(Aw) = Af*(w). a

Die fiihrt auf folgende Begriffsbildung.

22.4. Definition. Secien V und W euklidische oder unitare Vektorraume und sei
f:V — W linear.

(1) Gibt es eine lineare Abbildung f*: W — V, sodass fiir alle v € V und
w e W gilt (f(v),w) = (v, f*(w)), dann heiBt f* die zu f adjungierte
Abbildung.

(2) Hat f € End(V) eine adjungierte Abbildung f* und gilt f = f* dann
heifit f selbst-adjungiert. Das bedeutet also (f(v),v") = (v, f(v')) fir alle

v, v € V.
(3) Hat f € End(V) eine adjungierte Abbildung f* und gilt f o f* = f* o f,
dann heifit f normal. &

Folgerung 22.3 besagt, dass es fiir V endlich-dimensional stets adjungierte Abbil-
dungen gibt.

22.5. Lemma. Seien Vi, Vo und V3 euklidische oder unitire Vektorrdume und
seien f,qg: Vi — Vo und h: Vo — V3 linear, mit adjungierten Abbildungen f*, g*
und h* (das gilt z.B., wenn die Vektorrdume endlich-dimensional sind), und sei
A € K. Dann gilt:

(1) f+ g und \f haben adjungierte Abbildungen; es ist (f +g)* = f*+ ¢* und
(\f)F = Af"

(2) ho f hat eine adjungierte Abbildung; es gilt (ho f)* = f* o h*.

(3) f* hat eine adjungierte Abbildung; es ist (f*)* = f.

(4) f ist eine Isometrie <= f ist ein Isomorphismus mit f~! = f*
Insbesondere sind selbst-adjungierte Abbildungen und Isometrien normal.

Beweis.

(1) Das geht dhnlich wie beim Nachweis der Linearitéit von f* im Beweis von
Folgerung 22.3: Fiir v € Vi, w € V5 ist

(f +9)(v),w) = {f(v) + g(v),w) = (f(v),w) + (g(v),w)
= (v, [*(w)) + (v, g"(w)) = (v, [*(w) + g"(w)),
woraus (f + g)* = f* + ¢* folgt, und fiir v € V3, A € K, w € V5 ist
A f(v),w) = Mf(v),w) = Mo, f*(w)) = (v, A\f*(w))
und damit (Af)* = Af*.

DEF
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(2) Fiirve Vi, w e Vs gilt
((ho f)(v),w) = (h(f(v)),w) = (f(v), h*(w))
= (v, [ (h*(w))) = (v, (f* o h¥)(w)),

also ist (ho f)* = f* o h*.

(3) Fiir v € Vo, w € Vj ist
(f*(v),w) = (w, f*(v)) = {f(w),v) = (v, f(w));

das bedeutet (f*)* = f.

(4) Fiir alle v,w € V; gilt
(f(v), f(w)) = (v, f*(f(w))),
und das ist genau dann dasselbe wie (v, w) fiir alle v, w € Vi, wenn f*o f =
idy, ist. Ist f eine Isometrie, dann ist also f ein [somorphismus und es gilt

f*o f =idy, also ist f=t = f*. Ist umgekehrt f ein Isomorphismus mit
~1 = f* dann folgt f*o f =1idy, und f ist eine Isometrie. a

Wir definieren analoge Begriffe fiir Matrizen. Die folgende Definition wiederholt
im Wesentlichen Definition 20.13.

22.6. Definition. Eine Matrix A € GL(n,R) heifit orthogonal, wenn sie die Glei-
chung A=! = A" erfiillt. Wir schreiben O(n) fiir die Gruppe (!) der orthogonalen
n x n-Matrizen; O(n) heifit die orthogonale Gruppe.

Die orthogonalen Matrizen mit Determinante 1 bilden ebenfalls eine Gruppe, die
spezielle orthogonale Gruppe SO(n). O

Schreibt man die Bedingung ATA = AA" = I, aus, dann sicht man, dass A
genau dann orthogonal ist, wenn die Spalten (Zeilen) von A eine Orthonormalbasis
von R” bilden.

22.7. Definition. Fiir eine Matrix A = (a;;) € Mat(m x n,C) sei A = (a;;) €
Mat(m x n,C) und A* = AT.

Eine Matrix A € Mat(n,C) heifit hermitesch, wenn A = A* ist. A heifit unitdr,
wenn AA* = [, ist, und normal, wenn AA* = A*A gilt.

Die Gruppe (!) der unitéren n x n-Matrizen heifit die unitire Gruppe und wird
mit U(n) bezeichnet. Die unitdren Matrizen mit Determinante 1 bilden ebenfalls
eine Gruppe, die spezielle unitire Gruppe SU(n). O

Wie im euklidischen Fall ist eine quadratische Matrix genau dann unitir, wenn ihre
Spalten (oder Zeilen) eine ONB von C” bilden. Hermitesche und unitare Matrizen
sind normal.

Fiir die Determinante einer unitidren Matrix A gilt
1 = det(I,) = det(AA*) = det(A) det(A")

= det(A) det(A) = det(A) det(A)
= | det(4)[*,

also |det(A)| = 1.

Die folgende Aussage zeigt, wie sich das Adjungieren auf die beschreibenden Ma-
trizen auswirkt.

DEF
orthogonale
Matrix

DEF
hermitesche,
unitare,
normale
Matrix
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22.8. Lemma. Seien Vund W zwei endlich-dimensionale euklidische oder unitdére LEMMA

Vektorraume und seien B = (eq,es,...,e,) und B" = (e}, ¢é,,...,¢€..) Orthonor-
malbasen von V bzw. W. Fiir eine lineare Abbildung f:V — W gilt dann

Matp p(f*) = Matg g (f)"  bzw. Matpp(f)*.

Beweis. Seien A = (a;;) = Matp p/(f) und A" = (aj;) = Matp p(f*). Es gilt nach
Satz 21.14

fle;) = (f(ej),e)el + (fle;),en)es + ...+ (f(ej), e )er, und

P = (£ (€D en)er + (P (€l eaea+ -+ (F (€D enden

also ist a;; = (f(e;), e;) und a’; = (f*(e}), e;) und damit

aij = (f(e;), €i) = (&5, [*(€))) = (f*(€}) . ¢j) = a@j;
Es gilt also A’ = A* (= A" im euklidischen Fall) wie behauptet. Q

22.9. Folgerung. Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitdirer
Vektorraum mit Orthonormalbasis B = (e, e, ...,¢e,) und sei f: V. — V line-
ar. Im euklidischen Fall gilt

f st selbst-adjungiert <= Matg(f) ist symmetrisch

und

f ist eine Isometrie <= Matg(f) ist orthogonal.

Im unitdiren Fall gilt entsprechend

f ist selbst-adjungiert <= Matg(f) ist hermitesch,
f ist normal <= Matg(f) ist normal

und

f ist eine Isometrie <= Matg(f) ist unitdr.

Beweis. Die Aussagen iiber selbst-adjungierte f folgen direkt aus Lemma 22.8.
Die Aussagen iiber Isometrien folgen mit Lemma 22.5. d

Wir wollen uns jetzt mit der Frage beschéftigen, wann es fiir einen Endomorphis-
mus f eines euklidischen oder unitédren Vektorraums V' eine Orthonormalbasis
von V gibt, die aus Eigenvektoren von f besteht. Man sagt dann, f sei orthogonal
diagonalisierbar bzw. unitdr diagonalisierbar.

Da sich die beiden Félle hier doch starker unterscheiden, behandeln wir zunéchst
den euklidischen Fall. Das Resultat wird sein, dass genau die selbst-adjungierten
Endomorphismen orthogonal diagonalisierbar sind. Wir zeigen zuerst die einfache-
re Richtung.

Matrix der
adjungierten
Abbildung

FOLG
Matrix fiir
selbst-ad].
Endom.

DEF
orthogonal/
unitar
diagonali-
sierbar
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22.10. Satz. Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum und sei
f € End(V). Wenn f orthogonal diagonalisierbar ist, dann ist f selbst-adjungiert.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es eine ONB B von V, sodass A = Matg(f)
eine Diagonalmatrix ist. Dann gilt auch A = A", also ist f nach Folgerung 22.9
selbst-adjungiert. a

Zum Beweis der Gegenrichtung machen wir eine Voriiberlegung, fiir die wir auf
einige Grundtatsachen aus der Analysis zuriickgreifen. Wir wissen, dass V' zum
Standardraum R" isometrisch ist, also konnen wir ohne Einschrankung V' = R”
(mit n > 0) betrachten. Die Menge S = {x € R" | ||z| = 1} (also die Ober-
fliche der n-dimensionalen Einheitskugel) ist eine abgeschlossene und beschriankte
Teilmenge von R", also ist S kompakt (Satz von Heine-Borel). Die Abbildung

h: R" — R, x+— (f(z),x)

ist stetig, denn f: R™ — R" ist stetig und das Skalarprodukt ist ebenfalls stetig.
Als stetige Funktion nimmt die Abbildung h auf der kompakten Menge S ihr
Maximum an, etwa in &g € S.

22.11. Lemma. In der eben diskutierten Situation (mit f: R™ — R"™ selbst-ad-
Jungiert) ist xy ein Eigenvektor von f zum FEigenwert A\ = h(xy).

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass fiir alle 0 # & € R” gilt

(r(@).2) = ol (f (o) o) < Mal*

||
denn ||z||~'z € S. Fiir £ = 0 gilt die Ungleichung (f(x), z) < A||z||*> ebenfalls.

Wir zeigen jetzt, dass xq ein Eigenvektor ist. Wir kénnen f(xq) = pxo+ y schrei-
ben mit 4 € R und y L @y (nach Lemma 21.13 mit U = (x()r). Fir ¢t € R
betrachten wir den Vektor xq + ty. Es gilt

(f(@o+ty), @0 + ty) < Alzo + ty|2 = A1+ £]y[2) = A+ 7|1y
(dabei haben wir g L y und den ,Pythagoras® benutzt). Auf der anderen Seite
ist

(f(@o+ty), zo +1y) = (f(z0) +f(y), o + ty)
= (f(mo), zo) +t({f(z0),y) + (f(y), o)) + *(f(y). y)
= A+ t((f(=o). y) + (y. [(z0))) + *(f(9). v)
= A+ 2t(f(zo), y) +*(f(y), y)
= A+ 2t (uzo + y, y) + ([ (y), y)

= A+ 2t|yl]> + 2 (f(y). y)-

Dabei haben wir verwendet, dass f selbst-adjungiert und &, L y ist. Fiir £ > 0
ergibt sich daraus die Ungleichung (nach Subtraktion von A und Division durch t)

0<2yll> < t(Mlyll* = (f(y). 9));

wenn wir ¢ von oben gegen null gehen lassen, folgt daraus ||y||* = 0, also y = 0
und damit f(xg) = pxo. AuBlerdem gilt

A= (f(z0), o) = (o, o) = pf|zo|* =
also ist A der zu xy gehdérende Eigenwert. d

SATZ
orthog. diag.
= selbst-ad].

LEMMA
Maximum ist
Eigenwert
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22.12. Folgerung. Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum mit
dimV > 0 und sei f € End(V) selbst-adjungiert. Dann hat f einen (reellen)
Ergenwert.

Beweis. Wir wéhlen eine ONB von V; dann gibt es eine Isometrie ¢: R" — V
(mit n = dim V). Die Abbildung f = ¢! o f o ¢ € End(R") ist ebenfalls selbst-
adjungiert, hat also nach Lemma 22.11 einen Eigenwert A € R. Da f und f
dieselben Eigenwerte haben (ist € R™ Eigenvektor von f zum Eigenwert \,
dann ist ¢(x) Eigenvektor von f zum selben Eigenwert), gilt das auch fiir f. Q

22.13. Satz. Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum und sei
f € End(V). f ist genau dann orthogonal diagonalisierbar, d.h., V besitzt eine
Orthonormalbasis, die aus Eigenvektoren von f besteht, wenn f selbst-adjungiert
15t.

Beweis. Die eine Richtung ist Satz 22.10. Die andere Richtung beweisen wir durch
Induktion iiber n = dim V. Fiir n = 0 ist nichts zu beweisen (die leere Familie ist
eine ONB aus Eigenvektoren). Sei n > 0 und die Aussage fiir dim V' = n—1 richtig.
Nach Folgerung 22.12 hat f einen Eigenwert A\ € R; sei e,, € V ein zugehoriger
Eigenvektor mit |le,|| = 1. Sei U C V das orthogonale Komplement von (e, )g.
Dann ist U ein f-invarianter Untervektorraum, denn fiir u € U gilt

(f (u),en) = (u, f(en)) = (u, Aen) = Mu, €,) =0,
also ist f(u) € U. U ist (mit dem auf U x U eingeschrénkten Skalarprodukt
von V') ein euklidischer Vektorraum mit dimU = n — 1 (denn U ist ein Komple-
ment des eindimensionalen Unterraums (e, )r), und f|y ist ein selbst-adjungierter
Endomorphismus von U. Nach der Induktionsannahme hat also U eine ONB
(e1,€2,...,en_1), die aus Eigenvektoren von f besteht. Dann ist (eq,..., e, 1,€,)
eine ONB von V' aus Eigenvektoren von f. a

Fiir Matrizen léasst sich die interessante Richtung dieses Satzes auch so formulieren:

22.14. Folgerung. Sei A € Mat(n,R) eine symmetrische Matriz. Dann gibt es
eine orthogonale Matriz P € O(n), sodass PTAP = P~*AP cine Diagonalmatrix
18t.

Das ist Satz 20.14, den wir bereits benutzt haben, um das Determinanten-Kriterium
fiir positive Definitheit (Satz 20.19) zu beweisen.

Beweis. Sei f: x — Az, dann ist A die Matrix von f € End(R") beziiglich der
Standardbasis E; da A symmetrisch ist, ist f selbst-adjungiert (Folgerung 22.9).
Nach Satz 22.13 hat R™ eine Orthonormalbasis B aus Eigenvektoren von f, also
ist D = Matg(f) eine Diagonalmatrix. Die Matrix P = Matg g(idgn) hat als
Spalten die Vektoren von B und ist damit orthogonal (vergleiche die Bemerkung
nach Definition 22.6). Auflerdem ist

P_IAP = MatEVB(ian) MatE(f) MatBVE(ian) = MatB(f) =D. a
Wir wenden uns jetzt der Frage nach der unitidren Diagonalisierbarkeit zu. Es wird

sich herausstellen, dass genau die normalen Endomorphismen unitér diagonalisier-
bar sind. Wir beginnen mit einem Lemma.

FOLG
selbst-ad].
Abb. haben
Eigenwert
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Spektralsatz
iber R

FOLG
Spektralsatz
fir Matrizen
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22.15. Lemma. Sei V ein unitirer Vektorraum und sei f € End(V') normal. LEMMA

_ ) Eigenwerte
(1) Es gilt [[f* ()|l = [Lf ()| fir alle v e V. und -vektoren

(2) Ist v € V ein Eigenvektor von f zum Eigenwert A, dann ist v auch ein von I*
Figenvektor von f* zum Figenwert .

Beweis. Die erste Aussage sieht man so:

£ @)1 = (f*(0), £ () = (F(£7 (), 0) = (f*(f (), v) = {f(v), f(0)) = IF @)

Die zweite Aussage folgt daraus: Zunéchst einmal ist mit f auch f— \idy normal,
denn

(f = Xidy) o (f — Aidy)* = (f — Xidy) o (f* — Aidy)
= fof* = Af* =M+ |\?idy
— Fof— A = M+ Py
= (f* = Aidy) o (f = Aidy)
= (f = Aldy)" o (f = Aidy).
Aus f(v) = Av und Aussage (1) ergibt sich dann

0= [[(f = Adv)(0)]| = [[(f = Aidv)* ()| = [(f* = Adv) ()| = [[f*(v) = W] ;
damit ist f*(v) = Av. a

22.16. Satz. Sei f ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen unitiren SATZ
Vektorraums V. f ist genau dann unitdr diagonalisierbar, wenn f normal ist. Spektralsatz

tber C

Beweis. Sei zunéchst f unitédr diagonalisierbar. Dann ist die Matrix von f beziiglich
einer ONB von V, die aus Eigenvektoren von f besteht, diagonal und damit nor-
mal. Es folgt, dass f ebenfalls normal ist.

Die umgekehrte Implikation beweisen wir durch Induktion iiber die Dimension n
des Vektorraums V. Fiir n = 0 (oder n = 1) ist nichts zu zeigen. Sei also n > 1.
Weil C algebraisch abgeschlossen ist, hat das charakteristische Polynom von f
eine Nullstelle, also hat f einen Eigenwert A mit zugehorigem Eigenvektor v,.
Nach Skalieren kénnen wir annehmen, dass ||v,|| = 1 ist. Nach Lemma 22.15 ist
f(on) = A\v,. Wir betrachten das orthogonale Komplement von (Un)c:

U={ueV]|(uuv,) =0}.
Dann ist U ein f-invarianter Untervektorraum von V, denn fiir u € U gilt

(flu),v,) = (u, f*(vn)) = (u, Avy) = Mu,v,) =0

und damit f(u) € U. Analog sieht man, dass U ein f*-invarianter Untervektorraum
ist. Damit ist f|y ein normaler Endomorphismus von U (U ist ein unitérer Vek-
torraum mit dem eingeschrankten Skalarprodukt); auflerdem gilt V = (v, )¢ ® U.
Nach Induktionsannahme hat U eine ONB (vy, ..., v,_1) aus Eigenvektoren von f;
dann ist (vy,...,v,_1,v,) eine ONB von V aus Eigenvektoren von f. Q

Fiir Matrizen lautet die interessante Richtung dieser Aussage wie folgt (der Beweis
ist analog zum euklidischen Fall):



§22. Euklidische und unitire Diagonalisierung 56

22.17. Folgerung. Ist A € Mat(n,C) normal, dann gibt es eine unitire Matrix
P € U(n), sodass P"'AP = P*AP eine Diagonalmatriz ist.

Die Verallgemeinerung des reellen Spektralsatzes auf den unitéren Fall charakte-
risiert die selbst-adjungierten Endomorphismen auch in diesem Fall:

22.18. Satz. FEin normaler Endomorphismus eines endlich-dimensionalen unitd-
ren Vektorraums ist genau dann selbst-adjungiert, wenn er nur reelle Eigenwerte
hat.

Beweis. Sei V' ein endlich-dimensionaler unitiarer Vektorraum und sei f: V — V
normal. Aus Satz 22.16 folgt, dass f unitdr diagonalisierbar ist; sei also B eine
ONB von V, die aus Eigenvektoren von f besteht. Dann ist D = Matp(f) eine Dia-
gonalmatrix, deren Diagonaleintrige gerade die Eigenwerte von f sind; auflerdem
ist f genau dann selbst-adjungiert, wenn D hermitesch ist (Folgerung 22.9). Das
bedeutet hier D = D* = DT = D, was damit #quivalent ist, dass die Eigenwerte
reell sind. a

Das liefert eine Moglichkeit, den reellen Spektralsatz aus der komplexen Version abzu-
leiten; damit kann man das Kompaktheitsargument im Beweis von Satz 22.13 (d.h., die
Aussage von Lemma 22.11) umgehen: Satz 22.18 garantiert, dass alle Eigenwerte eines
selbst-adjungierten Endomorphismus eines endlich-dimensionalen euklidischen Vektor-
raums reell sind (man kann eine zugehorige Matrix als Matrix iiber C betrachten). Das
liefert die Aussage von Folgerung 22.12, die wir fiir den Beweis gebraucht haben. Al-
lerdings haben wir fiir den komplexen Fall verwendet, dass C algebraisch abgeschlossen
ist, was in gewisser Weise eine schwieriger zu zeigende Aussage ist als die Sétze iiber
kompakte Mengen im R™. (Ublicherweise sehen Sie den ersten Beweis in der ,Einfiihrung
in die Funktionentheorie® im vierten Semester.)

FOLG
Spektralsatz
fiir Matrizen
iiber C

SATZ
selbst-adj.
iiber C
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23. QUADRATISCHE FORMEN

Aus einer bilinearen Abbildung kann man eine ,,quadratische* Abbildung machen:
Ist B: V x V — W bilinear, dann hat die Abbildung

¢V —W, v+ B(v,v)
folgende Eigenschaften:
(W) = Mq(v) fir alle A\ € K, v €V, und
qv+ ") +qlv —v") =2¢(v) +2¢(v")  fiir alle v,0' € V
(, Parallelogramm-Gleichung*).
Auflerdem ist ¢(v + ') — q(v) — q(v") = B(v,v") + B(v',v) eine (symmetrische)

bilineare Abbildung. Wir untersuchen den Zusammenhang etwas genauer.

23.1. Definition. Sei V' ein K-Vektorraum. Eine quadratische Form auf V ist DEF
eine Abbildung ¢: V' — K, sodass quadratische

(1) g(Av) = N\%q(v) fiir alle A € K, v € V, und Form
(2) (v,w) — q(v+w) —q(v) — g(w) eine Bilinearform ist.

Die Menge aller quadratischen Formen auf V' bildet in der iiblichen Weise einen
Vektorraum Qu(V).

Zwei quadratische Formen ¢ und ¢’ auf V heiflen dquivalent, wenn es einen Iso-
morphismus f: V — V gibt, sodass ¢’ = g o f ist. &
Die Parallelogramm-Gleichung folgt aus den beiden Eigenschaften in der Definiti-
on.

Analog zu symmetrischen Bilinearformen definiert man positive Definitheit usw.
fiir quadratische Formen iiber R.

23.2. Definition. Sei g eine quadratische Form auf einem reellen Vektorraum V. DEF

(1) q heiit positiv (negativ) definit, wenn g(v) > 0 (¢(v) < 0) firalle0 # v € V sgfsln/l’rc]iir
gilt. qu. Formen
(2) q heiit positiv (negativ) semidefinit, wenn g(v) > 0 (g(v) < 0) fiir alle
v eV gilt.

(3) ¢ heiit indefinit, wenn ¢ weder positiv noch negativ semidefinit ist. &

Fiir das Folgende ist es wichtig, dass wir durch 2 teilen konnen. Deshalb noch eine
Definition.

23.3. Definition. Sei K ein Korper. Ist n - 1x # Og fiir alle n € Z-o, dann DEF

hat K Charakteristik 0. Sonst ist die Charakteristik von K die kleinste positive Charakteristik
ganze Zahl p mit p - 1 = 0. Wir schreiben char(K) fiir die Charakteristik

von K. O

Die Charakteristik ist entweder null oder eine Primzahl: Wire char(K) = n keine Prim-
zahl, dann kénnten wir schreiben n = km mit 1 < k,m < n. Aus n - 1x = O folgt
(k-1g)-(m-1k) =0g, also k- 1x = 0x oder m - 1x = Og, was ein Widerspruch dazu
ist, dass n die kleinste solche Zahl ist.

Wenn K nicht Charakteristik 2 hat, dann ist 2 # 0 in K und damit invertierbar.
Ein Korper der Charakteristik 2 ist zum Beispiel Fy; dort gilt ja 1 + 1 = 0.
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23.4. Lemma. Sei V ein K-Vektorraum mit char(K) # 2. Wir schreiben Sym(V)
fiir den Vektorraum der symmetrischen Bilinearformen auf V. Dann ist

Sym(V) — Qu(V), B+ (v B(v,v))

etn Isomorphismus.

Man kann also quadratische Formen mit den zugehorigen symmetrischen Biline-
arformen identifizieren; insbesondere sind auch quadratische Formen durch sym-
metrische Matrizen beschrieben. Wir schreiben Matg(q) fir diese Matrix; es gilt
fir v =mxb; + ... + 2,0, (wenn B = (by,...,b,) ist)

q(v) = =" Matg(q)x

wobei x der Spaltenvektor (x1,...,x,)" ist.

Beweis. Dass die angegebene Abbildung wohldefiniert und linear ist, ist klar. Wir
zeigen, dass sie bijektiv ist, indem wir die Umkehrabbildung angeben:

¢ — ((v,w) = 3(q(v +w) — q(v) — q(w)))
(hier verwenden wir char(K) # 2). Nach Definition 23.1 ist das Bild eine (symme-
trische) Bilinearform, also haben wir eine Abbildung Qu(V) — Sym(V, V). Wir
priifen nach, dass das tatséchlich die Inverse ist:

¢ — ((v,w) = 3(q(v +w) — q(v) — g(w)))

— (v 5(a(2v) — 29(v)) = q(v))
=q
und
b — (v — B(v,v )
— ((v,w) = 3(B(v +w,v+w) — B(v,v) — Bw,w))

= 1(B(v,w) + B(w,v)) = (v, w))
—3. -

Daraus folgt unmittelbar:

23.5. Folgerung. Ist K ein Kéorper mit char(K) # 2, dann sind die quadrati-
schen Formen auf K™ alle gegeben durch

($1,l‘2,...,$n) — Z Qi T T4

1<i<j<n

mit a;; € K. Die zugehdrige Matriz hat Diagonaleintrige a; und Eintrige a;;/2
an den Positionen (i,7) und (j,1), wenn i < j ist.

Zwei quadratische Formen auf K™ sind genau dann dquivalent, wenn die zugehori-
gen symmetrischen Matrizen kongruent sind.

Die erste Aussage bleibt auch fiir Kérper der Charakteristik 2 richtig; die Aussagen
itber die Matrizen haben in diesem Fall keinen Sinn.

LEMMA
symm. bil.
= quadr.

FOLG
qu. Formen
auf K™
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Aquivalenz von zwei quadratischen Formen ¢ und ¢’ auf K™ bedeutet dann ganz
konkret, dass
/
¢ (x1,29,...,2,) = qlann®y + a12x9 + . .. + a2y,
21%1 + A22%2 + ... + A2pTn,

ey

An1T1 + Qoo + . ..+ AppTy)

gilt mit einer Matrix A = (a;;) € GL(n, K).

23.6. Definition. Eine quadratische Form ¢ auf K™ heifit diagonal oder eine DEF

Diagonalform, wenn sie die Form diagonale
q(z1, T, ..., 1) = 12% + s + ...+ ap2? qu. Form
hat mit geeigneten ay,as,...,a, € K. &

Es treten also keine ,,gemischten Terme* x;z; (mit ¢ # j) auf, und die zugehorige
Matrix ist eine Diagonalmatrix.

Seien A und A’ die symmetrischen Matrizen zweier dquivalenter quadratischer
Formen ¢ und ¢’ auf K" (mit char(K) # 2), oder auch die Matrizen einer qua-
dratischen Form auf V' beziiglich zweier unterschiedlicher Basen. Dann gibt es
P € GL(n, K) mit A’ = PTAP; insbesondere ist tk(A’) = rk(A4) (denn Multipli-
kation mit einer invertierbaren Matrix #ndert den Rang nicht). Das zeigt, dass
folgende Definition sinnvoll ist.

23.7. Definition. Sei K ein Korper mit char(K) # 2 und sei V ein endlich- DEF
dimensionaler K-Vektorraum. Sei weiter ¢ € Qu(V). Ist B eine Basis von V, dann Rang einer
heif3t rk(MatB(q)) der Rang von q. ¢ qu. Form

Wir wollen jetzt quadratische Formen auf endlich-dimensionalen komplexen und
reellen Vektorrdumen klassifizieren. Das ist dazu dquivalent, symmetrische Matri-
zen bis auf Kongruenz zu klassifizieren. Wir beginnen mit einem Resultat, das fiir
(fast) beliebige Korper gilt.

23.8. Satz. Sei K ein Korper mit char(K) # 2. Dann ist jede quadratische Form SATZ

auf K" dquivalent zu einer Diagonalform. Diagonalisie-
rung von
Dazu dquivalent sind folgende Aussagen: qu. Formen

e Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ eine quadratische Form
auf V. Dann hat V eine Basis B, sodass Matp(q) eine Diagonalmatrix ist.

e Jede symmetrische Matrix A € Mat(n, K) ist kongruent zu einer Diagonalma-
trix.

Beweis. Der Beweis geht durch Induktion tiber n. Im Fall n = 1 (oder n = 0) ist
nichts zu zeigen. Wir nehmen jetzt an, dass n > 1 ist und die Aussage fiir n — 1
gilt. Wir schreiben

! 2
Q<x1> Lo, ... 7xn) =q (iCl, To,. .. ,xn71> + blxlxn +.. .+ bnfll'nflxn + An T,

mit by,...,bp_1,a, € K und einer quadratischen Form ¢’ auf K" ! Ist a, # 0,
dann ist (,quadratische Ergénzung*®)

1 " 2
C](xh cee 3 Tp—1, Ty — m(bﬂl +... .+ bn—ﬂn—l)) = q" (21, 22,...,Tp1) + anTy,
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mit
1

(]//($1, v ,:L'n_l) = q/(xl, e ,[L‘n_l) — E(blzl + ...+ bn_ll‘n_l)z X

das ist eine quadratische Form auf K" !. Nach Induktionsannahme ist ¢” dqui-
valent zu einer Diagonalform a;z? + ... + a,_122_,; damit ist ¢ dquivalent zu

2 2 2
a1x] + ...+ ap1x,_; + apx;,.

Es bleibt der Fall a,, = 0 zu behandeln. Gilt b; = ... = b,_; = 0, dann konnen
wir die Induktionsannahme direkt auf ¢ anwenden und sind fertig. Sei also jetzt
b # 0 fiir ein m € {1,2,...,n—1}. Dann ist ¢(z1, ..., 7,) = @22, + by T, + R,
wobei jeder Term, der in R vorkommt, eine Variable x; mit j ¢ {m,n} enthilt.
Wir ersetzen z,, durch z,, £ x,, und erhalten

Q1 Ty T Xy, ) = oza:fnjt (b £ 20) T + (oz:i:bm)xi+R’.

Da b, # 0 ist, muss fiir wenigstens eine Wahl des Vorzeichens o £ b,,, # 0 sein
(hier benutzen wir wieder char(K) # 2, also 1x # —1g). Wir sehen, dass ¢ zu
einer Form mit a,, # 0 dquivalent ist; diesen Fall haben wir bereits behandelt. U

Die Koeffizienten der Diagonalform sind keineswegs eindeutig bestimmt. Wir kénnen
die Reihenfolge beliebig dndern durch Permutation der Variablen. Durch Skalieren
der Koordinaten konnen wir auflerdem die Koeffizienten mit beliebigen Quadraten
# 0 multiplizieren. Aber es gilt zum Beispiel auch, dass

222 4 223 und x? + 22
iiber Q dquivalent sind, obwohl 2 kein Quadrat in Q ist:
(21 + 22)% + (21 — 22)% = 2202 + 223

23.9. Beispiel. Wie sieht eine zu q(z1, x2, x3) = 129 + 2123 + Tox3 dquivalente BSP
Diagonalform iiber Q aus? Da kein Term xf auftritt, miissen wir zunichst einen Diagonali-
erzeugen: sierung

/ 2
¢ (21,29, x3) = q(T1 + T3, T2, T3) = T122 + 2103 + 20223 + 25 .

Jetzt konnen wir die quadratische Ergénzung durchfiihren:

" _ 1 _ 1,.2 2 2
q ($1,$2,$3) =dq ($1,5E2,$3 — 571 — $2) = =371 — Ty + 3.

Wir kénnen z; noch mit 2 skalieren und erhalten die etwas hiibschere Form

q"(x1, 2, 23) = ¢" (271, 22, 73) = —ﬁ - x% + $§ L)

Im Koérper C der komplexen Zahlen hat (nach Satz 4.3) jedes Element eine Qua-
dratwurzel. Da wir die Diagonaleintrige mit beliebigen Quadraten multiplizieren
konnen, erhalten wir den folgenden Klassifikationssatz.

23.10. Satz. Jede quadratische Form q € Qu(C") ist dquivalent zu einer Form  SATZ

_ 2 2 Klassifikation
Qr(x1,...,xy) =27+ ...+ . qu. Formen

Die Zahlr € {0,1,...,n} ist dabei eindeutig bestimmdt. iiber C

Beweis. Nach Satz 23.8 ist ¢ dquivalent zu einer Diagonalform ¢’. Wir kénnen an-
nehmen (nach eventueller Permutation der Variablen), dass in ¢’ genau die Terme
22, ..., 22 vorkommen. Durch Skalieren kénnen wir erreichen, dass die Koeffizien-
ten = 1 sind; damit haben wir die gewiinschte Form. Als Rang von ¢ ist r eindeutig
bestimmt. U
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In R gilt nur noch, dass jede positive Zahl (und die Null) ein Quadrat ist. Das
fithrt zum folgenden Sylvesterschen Trdgheitssatz oder Signatursatz:

23.11. Satz. Jede quadratische Form q € Qu(R") ist dquivalent zu einer Form

QT,S(xIJ .-

Die Zahlen r,s > 0 mit r + s < n sind eindeutig bestimmt.

_ 2 2 _ 2 2
SEp) =TT T X — T

Beweis. Nach Satz 23.8 ist ¢ dquivalent zu einer Diagonalform ¢'. Nach Permuta-
tion der Variablen kénnen wir annchmen, dass ¢'(z1,...,2,) = Y717 a;a? ist mit
ai,...,a, > 0und a,4q,...,a,4+s < 0. Durch Skalieren konnen wir die positiven
Koeffizienten durch 1 und die negativen Koeffizienten durch —1 ersetzen; damit
haben wir die gewiinschte Form.

Wie eben ist der Rang 7+ s eindeutig durch ¢ bestimmt. Die Zahl r ist die maximale
Dimension eines Untervektorraums, auf dem ¢ positiv definit ist und ist damit
ebenfalls eindeutig bestimmt: Diese Dimension ist fiir dquivalente quadratische
Formen offensichtlich gleich, also miissen wir diese Aussage nur fiir (), s zeigen.
Qs ist auf dem r-dimensionalen Untervektorraum (ey, ..., e,) positiv definit. Ist
U C R" mit dimU > r, dann gilt mit U’ = (e, ,1,...,e,), dass

dimUNU" = dimU+dim U’ —dim(U+U’) > dimU+(n—r)—n =dimU —7r > 0

ist, also gibt es einen Vektor 0 # v € U NU'. Es gilt dann aber @, (v) < 0,
also ist @), auf U nicht positiv definit. Damit ist  die maximale Dimension eines
Untervektorraums, auf dem @), s positiv definit ist. a

23.12. Definition. In der Situation von Satz 23.11 heifit r — s die Signatur von q.
¢

23.13. Beispiel. Die Signatur der quadratischen Form zixy + 123 + 2223 aus
Beispiel 23.9 ist —1, denn wir haben r =1 und s = 2. )

23.14. Folgerung. Seiq € Qu(R™) mit r und s wie in Satz 23.11. Dann gilt:
(1) q positiv definit <= r = n.
(2) q negativ definit <= s =n.
(3) q positiv semidefinit <= s = 0.
(4) q negativ semidefinit <= r = 0.
(5) q indefinit <= r,s > 0.

Beweis. Es ist klar, dass diese Aquivalenzen fiir die zu ¢ dquivalente Diagonal-
form @, gelten. Weil die Definitheitseigenschaften unter Aquivalenz invariant
sind, gelten sie dann auch fiir q. a

SATZ
Klassifikation
qu. Formen
iiber R

e &

L o
.5 / =

J.J. Sylvester
1814-1897
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Definitheit
iiber r, s
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24. KLASSIFIKATION VON QUADRIKEN

Wir arbeiten in diesem Abschnitt im Standardraum R™.

Eine lineare Gleichung (mit by, bs,...,b,,c € R gegeben, nicht alle b; = 0, und
(x1,T9,...,1,) € R" gesucht)

b11‘1+b2I2+...+bnl‘n:C

hat als Losungsmenge eine affine Hyperebene (also einen affinen Unterraum der
Dimension n — 1). Viel mehr gibt es dazu nicht zu sagen. Daher befassen wir uns
jetzt mit quadratischen Gleichungen. Sie haben die allgemeine Form

Z ;T + Z bjx; =c
ij=1 j=1
oder kurz

(z,Az) + (b,x) =c  bzw. x Az +b'x = c;
dabei ist 0 # A = (a;;) € Mat(n,R) eine symmetrische Matrix, b = (by,...,b,)"
ein Vektor und ¢ € R. (Ist A die Nullmatrix, dann ist die Gleichung nicht wirklich
quadratisch.)

24.1. Definition. Die Losungsmenge einer quadratischen Gleichung wie oben
heiBt Quadrik im R™. Eine Quadrik im R? heiit auch Kegelschnitt. &

Die Bezeichnung ,Kegelschnitt® fiir Quadriken im R? kommt daher, dass sich
(fast) alle solchen Quadriken als Schnitt des Doppelkegels

i+ wi— 22 =0
im R? mit einer Ebene realisieren lassen.

Man kann analog Quadriken auch iiber anderen Kérpern (zum Beispiel C) defi-
nieren und studieren.

24.2. Beispiel. Ein einfaches Beispiel fiir eine Quadrik im R?, also fiir einen
Kegelschnitt, ist der Einheitskreis, der die Losungsmenge der quadratischen Glei-
chung ) )
] +x3=1

ist. (Hier ist A = I5 die Einheitsmatrix, b = 0 und ¢ = 1.) Allgemeiner ist ein Kreis
mit Mittelpunkt (mq,ms) und Radius r ebenfalls ein Kegelschnitt; hier lautet die

Gleichung )

(21 —my)? + (g — mo)? =12,

was zu s o ) ) )
]+ x5 — 2myx; — 2moxe =17 — mj —m;
dquivalent ist (also A = I, b = —2(my, my)" und ¢ = r?> — m? — m3). )

Eine Drehung, Spiegelung (allgemeiner eine Isometrie) oder Verschiebung dndert
die geometrische Form einer Quadrik nicht. Deshalb sind wir an einer Normalform
bzw. Klassifikation bis auf solche Geometrie erhaltenden Abbildungen interessiert.
Wir geben diesen Abbildungen zuerst einen Namen. Vorher erinnern wir uns daran,
dass die Determinante einer orthogonalen Matrix stets +1 ist:

ATA =1, = 1=det(l,) = det(A") det(A) = det(A)*.

Die zugehorigen Isometrien R™ — R™ sind also orientierungserhaltend, wenn
det(A) = 1 ist, und orientierungsumkehrend, wenn det(A) = —1 ist (verglei-
che Definition 14.22). Die orthogonalen Matrizen mit Determinante 1 bilden eine

DEF
Quadrik

Kegelschnitt

BSP
Kreis
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Untergruppe von O(n), die spezielle orthogonale Gruppe SO(n), siehe Definiti-
on 22.6.

24.3. Definition. Sei V ein euklidischer Vektorraum. Eine Abbildung f: V — V
heifit eine (euklidische) Bewegung von V, wenn es eine Isometrie h: V' — V und
einen Vektor vy € V' gibt mit f(v) = h(v) 4+ vy fir alle v € V. Im Fall h = idy
heifit f auch Translation um vy.

Die Bewegung ist orientierungserhaltend bzw. -umkehrend, wenn h orientierungs-

erhaltend (also det(h) > 0) bzw. -umkehrend (det(h) < 0) ist.

Die Menge aller Bewegungen von V bildet eine Gruppe (Ubung), die Bewegungs-
gruppe von V. &

24.4. Beispiel. Ist H = {& € R" | b'z = ¢} eine affine Hyperebene, dann gibt
es eine Bewegung T' mit T(H) = {x € R" | ; = 0}. Dafiir ergénzen wir b zu
einer Basis von R™ und wenden das Gram-Schmidt-Verfahren an. Wir erhalten
eine ONB, deren erster Vektor ein skalares Vielfaches \b ist. Sei P die zugehorige
orthogonale Matrix (deren Spalten diese ONB bilden). Wir identifizieren P mit
der Isometrie & — Px. Dann ist

PYH)={P'z|zcH}={z|PxcH}={z|b Px=c}
={z|b' (P Y z=c={z|(P'b)'z=cl={z]|z = \},
denn Pe; = \b, also ist P~1b = A~'e;. Translation um den Vektor (\c,0,...,0)"
ergibt schliefllich die Hyperebene z; = 0. &

Das Hauptergebnis in diesem Abschnitt lautet wie folgt.

24.5. Satz. Sei Q = {x € R" | (x, Ax) + (b,x) = ¢} eine Quadrik im R"
(mit n > 1) und seir der Rang von A. Dann gibt es eine orientierungserhaltende
Bewegung T' des R™, reelle Zahlen ay, . . .,a, > 0 und Vorzeichen ey, ..., e, € {£1}

mit
T(Q) = {zeR" 51<2—1)2+...+ET<Z—:)2:0} oder
T(Q):{azeRn gl(%>2+...+gr(%)2=1} oder
T(Q):{meR” 51<z—1>2+...+5r<z—:)2:xr+1}.

Im zweiten Fall sind die (a;, ;) bis auf Permutation eindeutig bestimmt, im dritten
Fall ist zusdtzlich eine Umkehr aller Vorzeichen mdglich, im ersten Fall ist auch
noch eine zusdtzliche gemeinsame Skalierung der a; zugelassen.

Beweis. Nach dem Spektralsatz 22.14 gibt es P € O(n) mit PTAP = D dia-
gonal. Dabei konnen wir annehmen, dass die n — r Nullen auf der Diagonalen
von D am Ende kommen. Falls det(P) = —1, konnen wir P ersetzen durch
P’ = Pdiag(—1,1,...,1), dann gilt auch

P'TAP = diag(—1,1,...,1)Ddiag(—1,1,...,1) = D
und det(P’) = 1. Wir konnen also P € SO(n) annehmen. Wenn wir Pz in die
Gleichung von @) einsetzen, erhalten wir

c=x'P'APz +b'Px =2 Dz + (b'P)x.

DEF
Bewegung

Translation

Bewegungs-
gruppe

BSP
Klassifikation
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Ausgeschrieben lautet das
Mzt 4 NTE Y . Y, =c.

(Dabei sind Aq,..., A, die von null verschiedenen Eigenwerte von A.) Die neue
Quadrik ist das Bild der urspriinglichen unter der orientierungserhaltenden Iso-
metrie P~

Hier kénnen wir in den ersten r Variablen quadratisch ergénzen: Wir ersetzen z;

durch z; — ;TJ und erhalten die neue Gleichung
J

Alx%+...+Ar$f+b;+1xr+1+...+b’nxn:c’

(b;)2>
" +...+ A
Diese Quadrik entsteht aus der vorigen durch eine Translation. Jetzt gibt es drei

mogliche Fille:

mit Ly
< 1

/ — —
C—c+4

el =...=0b = =0. Dann hat die Gleichung die gewiinschte (erste)
Form mit ¢; = sign A\; und a; = 1//|\;| fir j € {1,2,...,7}.
ob_,=...=0,=0und ¢ # 0. Dann teilen wir die Gleichung durch ¢; mit

g; = sign(\;/c) und a; = /|¢//A;| fir j € {1,2,...,r} haben wir die zweite
Form.

e b # 0 fiirein j € {r+1,...,n}. Wie in Beispiel 24.4 kann der ,lineare
Teil* der Gleichung auf die Form —pux,.; = 0 gebracht werden mit p € R*.
Analog zum zweiten Fall setzen wir ¢; = sign(\;/p) und a; = /|p/A;], um die
gewiinschte (dritte) Form zu erhalten.

Die Eindeutigkeit ergibt sich daraus, dass die Koeffizienten der m? zueinander
im Verhéltnis der Eigenwerte # 0 von A stehen miissen; im zweiten Fall wird
die Skalierung dadurch fixiert, dass die Konstante auf der rechten Seite 1 ist;
im dritten Fall wird die Skalierung bis auf ein Vorzeichen durch den Koeffizienten
von z,41 festgelegt (denn das Vorzeichen von x,,; in der Gleichung kann durch die
orientierungserhaltende Isometrie, die nur die Vorzeichen von x; und z,; dndert,
umgedreht werden). a

24.6. Definition. In der Situation des zweiten Falls von Satz 24.5 mit r = n
heiflen die Zahlen ay,as,...,a, die Halbachsen von Q. Die Geraden T—!({e;)r)
heifien die Hauptachsen von @, der Punkt T71(0) der Mittelpunkt oder das Zen-
trum von (). &

Das erklart auch die Bezeichnung Hauptachsentransformation fiir die Bewegung,
die eine Quadrik in Normalform bringt.

Je nach Verteilung der Vorzeichen erhalten wir verschiedene Typen von Quadriken.
Fiir Kegelschnitte mit rk(A) = 2 gibt es drei Moglichkeiten:

Vorz. rechte Seite

€1 | €2 0 1

+ |+ Punkt Ellipse
+ | — || Geradenpaar | Hyperbel
e Punkt leer

DEF
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Vorz. rechte Seite
€1 0 1 T2
+ Doppelgerade | parallele Geraden | Parabel
— Doppelgerade leer Parabel
Einige Quadriken im R?
Ellipse: Hyperbel: Parabel:
ar’ =y

Bei Quadriken im R?® vom Rang 3 sind es vier Moglichkeiten fiir die Vorzeichen:

Vorz. rechte Seite
€12 €3 0 1
+ |+ ]+ Punkt Ellipsoid
+ | + | — || Doppelkegel | einschaliges Hyperboloid
+ | — | — || Doppelkegel | zweischaliges Hyperboloid
— | — |- Punkt leer

Man sieht, dass der Typ in der Form Az = 1 durch die Vorzeichen der Eigen-
werte \; von A bestimmt ist; die Halbachsen sind durch 1/4/|);| gegeben.
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Einige Quadriken im R’

Prolates Rotationsellipsoid: Oblates Rotationsellipsoid:
522+ 1y +522 =170 2?2+ +522 =170

Einschaliges Rotationshyperboloid: Zweischaliges Rotationshyperboloid:
22+ % — 22 =30 —2? -yt +22=5

Rotationsparaboloid:
2?2 +1y?+52=30
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Quadriken im R? vom Rang 2 sind

Vorz. rechte Seite
E1 1] &2 0 1 T3

+ | + || Doppelgerade | ellipt. Zylinder ellipt. Paraboloid
+ | — || Ebenenpaar | hyperbol. Zylinder | hyperbol. Paraboloid
— | — || Doppelgerade leer ellipt. Paraboloid

und vom Rang 1:

Vorz. rechte Seite
€1 0 1 To

+ doppelte Ebene | parallele Ebenen | parabol. Zylinder
— doppelte Ebene leer parabol. Zylinder

24.7. Beispiel. Als einfaches Beispiel bestimmen wir die euklidische Normalform
des Kegelschnitts (wir schreiben x,y statt xy, x5 fiir die Koordinaten)

5% 4+ day +2y* = 1.

5 2
=2 3)

der Vektor b ist der Nullvektor und ¢ = 1. Das charakteristische Polynom von A
ist

Die zugehorige Matrix ist

X-5 =2

9y =X =X =2 —d=XT—TX 4 6= (X - 1)(X -6),

XA =

also sind die Eigenwerte 1 und 6; die zugehdrigen Eigenvektoren berechnet man

() = ()

Wie es sein muss, sind diese Vektoren zueinander orthogonal. Um eine ONB
zu erhalten, miissen wir noch skalieren; das liefert die Transformationsmatrix

12
N A y
P:<_l L)680(2) \
V5 Vb
mit
10
P'AP =P'AP = :
6 o)
Die transformierte Gleichung lautet also =
4+ 6y° =1 .
oder T /

N 2 TERY:
)
<1> 1 /\/6 .
das ist eine Ellipse mit Halbachsen 1 |

und 1/+/6. &

BSP
Hauptachsen-
transformation
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Neben der euklidischen Normalform gibt es auch die affine Normalform. Dabei sind statt
Bewegungen Affinitdten erlaubt; eine Affinitét ist eine Abbildung der Form

x— Ar+b mit Ae GL(n,R)

(also ein Automorphismus, gefolgt von einer Translation). Der Unterschied zu Bewe-
gungen ist, dass zusétzlich eine Skalierung der Koordinaten moglich ist. Das hat den
Effekt, dass in der Normalform aus Satz 24.5 alle a; = 1 gewéhlt werden kénnen. Die
affine Normalform legt bereits den Typ der Quadrik fest, da dieser nur von der Form
der Gleichung und den Vorzeichen der quadratischen Terme abhéngt. Fiir Kegelschnitte
hat man also die folgenden affinen Normalformen:

Typ ‘ Gleichung
Ellipse 22+’ =1
Hyperbel 22—yt =1
leere Menge —22—y? =1
Punkt 2 +9?2 =0
sich schneidende Geraden | 2% — 4% =0
Parabel 2=y
parallele Geraden x? =
leere Menge —z?2=1
Doppelgerade 2 =0
Fiir Quadriken im R? sieht der ,,Zoo“ so aus:
Typ Gleichung
Ellipsoid 4yt =1
einschaliges Hyperboloid | 2?24+ ¢y? — 22 =1
zweischaliges Hyperboloid | 22 —y? — 22 =1
leere Menge —x? -y -2t =1
Punkt 2 +y?+22=0
Doppelkegel 2 4+y?-22=0
elliptisches Paraboloid 2 +y? ==z
hyperbolisches Paraboloid 22—y =z
elliptischer Zylinder 2?4y’ =1
hyperbolischer Zylinder 2 —y? =1
leere Menge —z?2 -y =1
Gerade 2 +y?=0
sich schneidende Ebenen 22 —y2=0
parabolischer Zylinder 2=y
parallele Ebenen z? =
leere Menge —22=1
Doppelebene 2 =0
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25. ORTHOGONALE GRUPPEN

Wir wollen uns jetzt die (speziellen) orthogonalen und unitéren Gruppen O(n),
SO(n), U(n) und SU(n) in kleinen Dimensionen n genauer ansehen und eine all-
gemeine Aussage iiber die Elemente von O(n) beweisen.

Ein ganz trivialer Spezialfall ist n = 0, dann sind alle Matrixgruppen triviale
Gruppen (sie bestehen nur aus dem neutralen Element, das hier die leere Matrix
ist).

Im Fall n = 1 haben wir es mit 1 x 1-Matrizen zu tun, die wir mit Elementen
von R oder C identifizieren konnen. Transposition ist hier die Identitéit, ebenso
die Determinante, also erhalten wir

O(1)={ANeR| N =1} ={£1} CR",

O ={XeR|A=1} ={1} CR*,

Ul ={ eC|N\*=1}=5"'cC*,

SU(L)={ eC | x=1}={1} CcC™.
Dabei ist
={zeC||z|=1} cC~

die Kreisgruppe. Fiir z = x + yi € St gilt 1 = |2|> = 2% + ¢?, also gibt es a € R
mit © = cosa und y = sin«, also z = cos @ + ¢ sina.. Dieser Winkel « ist bis auf

Addition eines ganzzahligen Vielfachen von 27 eindeutig bestimmt. Den Ausdruck
fiir z kann man auch so schreiben:

) X s\ > o2mtl
pio — (’Z") :Z( 2m—|—1) =cosa+ isina;

n=0 m=0

es gilt
(cosa + isina)(cos B + isin B) = e*®e? = eH 8 = cos(ar + f) + i sin(a + f)

(durch Ausmultiplizieren der linken Seite und Vergleich von Real- und Imaginérteil
erhélt man die Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus).

Das fiihrt zur Polarkoordinatendarstellung der komplexen Zahlen: Jede komplexe
Zahl z € C kann geschrieben werden als z = re®® mit r = |2| € R5q eindeutig
bestimmt; fiir z # 0 ist o wie oben eindeutig bestimmt bis auf Addition eines
ganzzahligen Vielfachen von 27, fiir z = 0 ist « beliebig. Diese Darstellung eignet
sich besonders gut zum Multiplizieren:

. ) io N g /
re*® . r'e’™ = (rr )e’(a+a ).

Wir betrachten als néchstes SO(2) und O(2). Wir erinnern uns daran, dass ei-
ne orthogonale Matrix die Eigenschaft hat, dass ihre Spalten (oder Zeilen) eine
Orthonormalbasis bilden. Die erste Spalte einer Matrix A € O(2) hat also die
Form (cosa,sina)’, denn ihre Linge muss 1 sein. Die zweite Spalte muss eben-
falls Lange 1 haben und auf der ersten senkrecht stehen; dafiir gibt es genau die
beiden Moglichkeiten

At — (cosa —sin a) und A — (cosa sin o )

o sSiIno COS« « sin — COS

Die erste Matrix hat Determinante 1, ist also in SO(2), die zweite hat Determi-
nante —1, ist also in O(2) \ SO(2).
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AT beschreibt eine Drehung um den Winkel o gegen den Uhrzeigersinn (denn die
beiden Standard-Basisvektoren e; und e; werden auf entsprechend gedrehte Vek-
toren abgebildet), wihrend A, eine Spiegelung ist: Das charakteristische Polynom
ist

X —cosa —sina

N2 22 2 1y .
Cdina X +cosa =X’—cosa—sina=X"—1=(X-1)(X+1);

also gibt es einen Eigenvektor, der fest bleibt (er spannt die Spiegelungsgerade
auf) und senkrecht dazu einen, der das Vorzeichen wechselt. Ist o = 2, dann
wird die Gerade, an der gespiegelt wird, erzeugt von (cos 3,sin ). Daraus, dass
A} eine Drehung um den Winkel a beschreibt, folgt auch A¥AL = A7, (das
kann man mit den Additionstheoremen auch direkt nachrechnen). Es folgt:

25.1. Satz. Die Abbildung

®: U(l) — SO(2), e+ AL, baw. x+yz»—>(§ _xy)

st ein Gruppenisomorphismus.

Man definiert Gruppenhomomorphismen (analog zu Homomorphismen von Vek-
torrdumen) als Abbildungen, die mit der Gruppenstruktur vertréiglich sind. Kon-
kret ist ein Gruppenhomomorphismus von einer Gruppe (G, lg, *¢,ig) in eine
weitere Gruppe (H, 1y, *y,iy) (zu Gruppen siehe Definition 3.6) eine Abbildung
f: G — H mit der Eigenschaft

flg*xa d) = f(g)*u f(g) fiir alle g,¢' € G.

Es folgt dann (im Wesentlichen genauso wie bei linearen Abbildungen hinsichtlich
der additiven Gruppenstruktur) f(lg) = 1y und f(ic(9)) = in(f(g)) fur die
Inversen. Ein Gruppenisomorphismus ist ein bijektiver Gruppenhomomorphismus;
in diesem Fall ist die Umkehrabbildung ebenfalls ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Dass beide angegebenen Abbildungsvorschriften dieselbe Abbildung defi-
nieren, ergibt sich aus

At =

(COS a —sina
(63

) und e =cosa+ 2sin .
sina  cosa

Die zweite Abbildungsvorschrift zeigt, dass ® wohldefiniert ist; ® ist bijektiv,
denn auf beiden Seiten ist o durch das Gruppenelement genau bis auf Addition
von ganzzahligen Vielfachen von 27 eindeutig bestimmt. Die Abbildung ist auch
ein Gruppenhomomorphismus, da gilt

D) D(e) = ATAL = AL, = (")) = d(e - ). a
Ein weiterer Zugang zu ® geht iiber die Struktur von C als reeller Vektorraum mit
der kanonischen Basis (1,1). Fiir z = x + y2 € C ist die Multiplikation mit z eine

R-lineare Abbildung C — C, w + zw (diese Abbildung ist natiirlich tatséchlich
sogar C-linear). Die Matrix dieses Endomorphismus beziiglich der Basis (1, ¢) ist

gerade
_ (T Y
O(z) = (y . ) .

Dies definiert ®: C — Mat(2,R) mit der Eigenschaft ®(wz) = ®(w)®(z). Der
Isomorphismus ® im Satz oben ist dann gerade die Einschrinkung auf S*.

SATZ
U(1) = SO(2)

DEF
Gruppen-
homo-
morphismus

Gruppeniso-
morphismus
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Es gilt auch ®(w + z) = ®(w) + ®(z) und ®(1) = Io: ¢ ist ein injektiver Ringhomomor-
phismus, der C isomorph auf den Unterring von Mat(2,R) abbildet, dessen Elemente
alle Matrizen der Form (fj —xy) sind.

Da ®(ret®) = r®(e'®) ist, siecht man, dass Multiplikation mit z = re®® eine Dreh-
streckung der komplexen Ebene C = R? bewirkt: eine Drehung um den Winkel «
zusammen mit einer Streckung um den Faktor 7.

Sie erinnern sich vielleicht aus dem Schulunterricht, dass sich aus der Verkniipfung
zweier Spiegelungen der Ebene eine Drehung ergibt (um den Schnittpunkt der
Spiegelachsen; der Drehwinkel ist das Doppelte des orientierten Winkels zwischen
den Achsen). Wir wollen das jetzt préizisieren und verallgemeinern.

25.2. Definition. Zwei Matrizen A, B € Mat(n,R) heiflen orthogonal dhnlich,
wenn es P € O(n) gibt mit B = P~1AP. o

Satz 22.13 kann dann so ausgedriickt werden:
Jede symmetrische reelle Matriz ist orthogonal dhnlich zu einer Diagonalmatrix.

Zwei Matrizen sind genau dann orthogonal dhnlich, wenn sie denselben Endomor-
phismus beziiglich zweier (moglicherweise) verschiedener ONBen beschreiben.

25.3. Definition. Sei V' ein euklidischer (oder unitdrer) Vektorraum. Eine Zer-
legung V = @, U; als direkte Summe von Untervektorrdumen heifit orthogonal,
wenn die U; paarweise orthogonal sind:

Vi;jGI,i#jVuiGUi,ujGUj:uiJ_uj <>

Haben wir eine orthogonale direkte Summe V' = U @& U’ und sind B und B’
Orthonormalbasen von U und U’, dann ist B U B’ eine Orthonormalbasis von V.

AuBerdem gilt U’ = U+ und U = U'*.

25.4. Lemma. Seien V ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum und
V = U @ U’ eine orthogonale Zerlegung. Ist f: V — V eine Isometrie und U
unter f invariant, dann ist auch U' unter f invariant; insbesondere zerlegt sich f

als f = flu @ fluv-

Beweis. Fiir alle u € U und v’ € U’ gilt (wir benutzen, dass f eine Isometrie ist)

(f(), fw)) = (W,u) = 0.
Da f bijektiv ist, gilt f(U) = U (das folgt aus f(U) C U und dim f(U) = dim U),
damit folgt f(u') € U+ =U". a

25.5. Satz. Jede orthogonale Matrix A € O(n) ist orthogonal dhnlich zu einer
Block-Diagonalmatriz, deren Blicke die Form (1), (—1) oder AT € SO(2) mit
0 < ¢ < 7 haben. Die Blocke sind bis auf ihre Reihenfolge eindeutig bestimmt.

Beweis. Wir zeigen die dquivalente Aussage, dass jede lineare Isometrie eines n-
dimensionalen euklidischen Vektorraums beziiglich einer geeigneten ONB durch
eine Blockmatrix der angegebenen Gestalt beschrieben wird, und zwar durch In-
duktion {iber n. Im Fall n = 0 ist nichts zu zeigen. Sei also n > 0 und f € End(V)
eine Isometrie, dim V' = n.

DEF
orthogonal
dhnlich

DEF
orthogonale
direkte
Summe

LEMMA
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Hat f einen reellen Eigenwert \ mit Eigenvektor e, den wir auf Linge 1 skalieren
konnen, dann zerlegt sich f als f = Nidy ®f|p» mit U = (e)g und U’ = U*L.
Wegen 1 = |le]| = ||f(e)]| = ||Xe]| = |A| ist dann A = £1. Nach Induktionsvoraus-
setzung gibt es eine ONB B von U’, sodass f|y beziiglich B durch eine Matrix
der gewiinschten Form beschrieben wird. Dann ist (e, B) eine ONB von V' und die
Matrix von f beziiglich dieser Basis entsteht durch Ergédnzen eines 1 x 1-Blocks
der Form (\) = (£1); sie hat damit ebenfalls die gewiinschte Form.

Wir betrachten jetzt den Fall, dass f keinen reellen Eigenwert hat. Wir identifi-
zieren fiir einen Moment V' mit R™ und f mit einer orthogonalen Matrix A. Wir
kénnen A auch als Matrix mit komplexen Eintrdgen betrachten, dann ist A unitér
und der zugehorige Automorphismus fc von C” ist ebenfalls eine Isometrie. Sei
A ein Eigenwert von fc, dann folgt wie im reellen Fall, dass |[\| = 1 ist, also ist
A= e fiir —7 < ¢ <7, ¢ # 0. Mit )\ ist auch A = e~* eine Nullstelle des cha-
rakteristischen Polynoms von f (denn das hat reelle Koeffizienten: Aus xs(A) =0

folgt 0 = xs(A) = xs(X)). Wenn wir eventuell A und A vertauschen, kénnen wir
0 < ¢ < 7 annehmen. Ist e € C" ein Eigenvektor zum Eigenwert A\, dann haben
wir

f(Re(e)) + i f(Im(e)) = fc(e) = Ae = (cos ¢ — i sinp)(Re(e) + ¢ Im(e))
= (cos¢ - Re(e) +sinp - Im(e)) + ¢(—sinp - Re(e) + cos ¢ - Im(e)) .
AuBerdem sind Re(e) und Im(e) orthogonal und von gleicher Linge, denn im
unitdren Vektorraum C” gilt ¢ 1 € (e und e sind Eigenvektoren zu verschiede-

nen Eigenwerten des normalen Endomorphismus f¢, also nach Satz 22.16 bis auf
Skalierung Teil einer ONB); daraus folgt

0= (e,e) = (Re(e) + ¢ Im(e), Re(e) — 2 Im(e))
— (Re(e), Re(e)) + i{Im(e), Re(e)) + i(Re(e), Im(e)) — (Im(e), Im(c))
= [ Re(e)||* — [ITm(e)||* + 2i(Re(e), Im(e))
(beachte, dass (Re(e), Im(e)) als Skalarprodukt zweier reeller Vektoren reell ist; au-
Berdem ist (z, —iy) = i(x,y)); es folgt || Re(e)|| = || Im(e)|| und (Re(e), Im(e)) =
0. Bei geeigneter Skalierung bilden also Re(e) und Im(e) eine ONB eines zweidi-

mensionalen Untervektorraums U von V' und beziiglich dieser Basis ist f|y gegeben
durch die Drehmatrix

sinp  cosp

<COW — e 90) = A €50(2).

Wir zerlegen V = U @ U+ und wenden wie im ersten Fall die Induktionsvoraus-
setzung auf f[;. an. In diesem Fall wird die Matrix durch den Block A7 erginzt.

Die Eindeutigkeit folgt aus dem Vergleich der (komplexen) Eigenwerte. a

Als Spezialfall erhalten wir folgende Aussage:

25.6. Folgerung. Sei A € SO(3). Dann hat A einen Eigenvektor ey zum Eigen-

wert 1 mit ||eq1]| = 1. Ist (e1, ea, e3) eine positiv orientierte Orthonormalbasis mit
erstem Element e; und P € SO(3) die Matriz mit Spalten ey, es, €3, dann ist
1 0 0

P'AP =0 cosp —singp
0 singp cose

FOLG
Elemente
von SO(3)
sind
Drehungen
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mit einem ¢ € R. Ist A € O(3) \ SO(3), dann hat A den Eigenwert —1, und mit
einer geeigneten Matriz P € SO(3) hat man

-1 0 0
P'AP=1{ 0 cosg —sing
0 sinp cosyp

mit p € R.

Beweis. Das folgt aus Satz 25.5 und seinem Beweis. Man beachte, dass man fiir
¢ = 0 zwei Diagonalblocke (1) und fiir ¢ = 7w zwei Diagonalblocke (—1) erhdlt. Q

Im Fall A € SO(3) beschreibt A also eine Drehung um die Achse Re; mit dem
Drehwinkel ¢ (gemessen in der von e; und ez aufgespannten Ebene in der Orien-
tierung von e, nach e3). Ist A € O(3)\ SO(3), dann kommt zur Drehung noch eine
Spiegelung an der Ebene (es, e3)g hinzu.

Wir verallgemeinern die Begriffe ,,Spiegelung® und ,,Drehung® auf hohere Dimen-
sionen.

25.7. Definition. Sei n € N. Ein Element A € O(n) heit Spiegelung, wenn
dim £_1(A) = 1 und dim Fy(A) =n — 1 ist.

A heifit Drehung, wenn dim F;(A) =n — 2 und A € SO(n) ist. O

Ist A eine Spiegelung, dann kann man R" als orthogonale direkte Summe zerlegen
in R" = (e_1)r @ F1(A); dabei sei e_; ein Eigenvektor der Linge 1 zum Eigen-
wert —1. Man kann also jedes & € R" schreiben als € = Ae_;+y mit y L e_;, und
dann ist Az = —\e_; + y, was genau eine Spiegelung an der Hyperebene F;(A)
beschreibt. Wir haben oben schon gesehen, dass jedes Element von O(2) \ SO(2)
eine Spiegelung ist.

Ist A eine Drehung, dann hat die Normalform von A eine Drehmatrix als Block
(oder zwei Blocke (—1)) und sonst nur Blécke (1).

25.8. Lemma. Das Produkt zweier verschiedener Spiegelungen ist eine Drehung.
Jede Drehung lisst sich als Produkt zweier Spiegelungen schreiben.

Beweis. Seien A und B zwei verschiedene Spiegelungen in O(n). Wegen A # B
ist dim(E1(A) N Ey(B)) = n — 2 (aus der Dimensionsformel fiir Summen und
Durchschnitte folgt, dass diese Dimension n—2 oder n—1 sein muss; wére sie n—1,
dann wire E(A) = E(B), also auch E_;(A) = E1(A)* = Ey(B)t = E_1(B),
was A = B bedeuten wiirde). Wir wéhlen eine ONB von R”, deren letzte n — 2
Elemente eine Basis von U = F;(A) N E;(B) bilden. Beziiglich dieser ONB haben
die Spiegelungen die Form A’ & [,,_o und B’ & I,_, mit A’, B’ € O(2) \ SO(2).
Dann ist aber A’B’ € SO(2) (denn det(A’B’) = det(A’) det(B’) = (=1)> = 1) und
A'B’ # I,; es folgt, dass AB eine Drehung ist.

Sei jetzt umgekehrt A eine Drehung. Durch eine geeignete Zerlegung von R™ als

orthogonale direkte Summe zerlegt sich A in der Form A’ & I,, 5 mit A’ € SO(2).
Es geniigt also, die Behauptung fiir A" zu zeigen. Ist 2 der Drehwinkel, dann gilt

A — <cos 2¢ —sin 2@) _ ((3082 @ —sin®p —2sinpcosy )

sin2p  cos2p 2sinpcosyp  cos?p —sin?p

_[cosp —sinp) (1 0O cosp sinp\ (1 0
~ \singp cosgp 0 —1) \—sinp cosyp 0 —1

DEF
Spiegelung
Drehung

LEMMA
Sp. o Sp.
= Drehung
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und alle Matrizen im letzten Produkt sind in O(2), wobei das Produkt der ersten
drei und auch die letzte Matrix in O(2) \ SO(2), also Spiegelungen sind. Qa

25.9. Folgerung. Jedes Element von O(n) ist ein Produkt von hdchstens n Spie-
gelungen. Fir Elemente von SO(n) ist die Anzahl der Spiegelungen gerade, sonst
ungerade.

Beweis. Sei A € O(n). Nach Satz 25.5 gibt es P € O(n) mit
PYAP = diag((1),..., (1), (=1),...,(=1), AL ,... A})

.y
N
T S

mit 7+ s+ 2t = n. Es ist klar, dass die rechte Seite geschrieben werden kann als ein
Produkt von s Spiegelungen und ¢ Drehungen (man ersetze jeweils alle Blocke bis
auf einen durch die entsprechende Einheitsmatrix). Jede Drehung ist ein Produkt
von zwei Spiegelungen; insgesamt hat man ein Produkt von s + 2t < n Spiegelun-
gen Sy,..., 8.9 Dann ist A = (PS;P™Y)(PSyP71) -+ (PSs40:.P71) ebenfalls ein
Produkt von s + 2t Spiegelungen.

Die zweite Aussage folgt aus einem Vergleich der Determinanten, denn eine Spie-
gelung hat Determinante —1. a

Um eine Drehung im Raum zu beschreiben, braucht man eine Matrix mit neun reellen
Eintrdgen. Auf der anderen Seite zeigt Folgerung 25.6, dass so eine Drehung durch den
Einheitsvektor e; (der die Drehachse beschreibt) und den Winkel « eindeutig beschrie-
ben werden kann. Da e; € S? = {z € R? | ||| = 1} sich in etwas Zweidimensionalem
und « oder #quivalent e*® € S sich in etwas Eindimensionalem bewegt, gibt es eigentlich
nur drei ,, Freiheitsgrade® und nicht neun. Eine Moglichkeit, Drehungen mit drei Para-
metern zu beschreiben, ist die Darstellung durch die ,,Eulerschen Winkel“. Dabei wird
eine beliebige Drehung durch eine Abfolge von (héchstens) drei Drehungen um vorge-
gebene Achsen erhalten, die entweder Koordinatenachsen oder von den schon erfolgten
Drehungen mitgedrehte Koordinatenachsen sind. Eine Variante (von insgesamt 24, je
nach Auswahl der drei Drehachsen und Wahl eines starren oder mitbewegten Koordi-
natensystems) ist wie folgt.

Definition. Sei p € SO(3) eine Drehung. Dann sind die Eulerschen Winkel von p wie
folgt definiert. Wir setzen e} = p(e;).

e ¥ = /(e3,€}) (nicht orientiert) mit 0 < ¢ < 7.

e Falls 0 < ¥ < m, dann sei g = (e3,e})" die sogenannte Knotenlinie. Es gibt genau
einen Vektor v € g der Lénge 1, sodass (es, €4, v) positiv orientiert ist. Wir setzen
¢ = Z(e1,v) (orientierter Winkel in (e, e2)) und ¢ = Z(v,€}) (orientierter Winkel
in (e},€))) mit 0 < p, ¢ < 27.

e Falls ¥ = 7, dann muf p die Drehung um den Winkel 7 um eine in (e, e3) liegende
Achse g sein, die dann Knotenlinie heiffit. Wihle v € g der Linge 1, sodass 0 < ¢ =
Z(e1,v) < 7 (als orientierter Winkel in (e1, e2)) und setze 1) = —¢.

e Falls ¥ = 0, dann ist p eine Drehung um (e3) um einen Winkel . Wir setzen ¢ = 0. <

Wir setzen
1 0 0 cosa —sina 0
Si(a)=10 cosa —sina und  S3(a) = | sina  cosa 0
0 sina cosa 0 0 1

Si(a) ist die Drehung um die a-Achse (e;) um den Winkel «; S3(a) die Drehung um
die z-Achse (e3) um den Winkel a.

FOLG
Spiegelungen
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DEF
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Satz. Sei p € SO(3) mit Fulerschen Winkeln ¥, ¢,1. Dann ist
p = S3(p) 0 S1(9) 0 S3(1) .

Beweis. Ubung. d

Eine andere und fiir manche Anwendungen besser geeignete Darstellung von Drehungen
kann mit Hilfe der Quaternionen gegeben werden.

Definition. Sei H = R*, wobei wir die Elemente der Standardbasis mit 1,4%,5, k be-
zeichnen. Dann wird H zu einem Schiefkérper durch die Multiplikation, die die Skalar-
multiplikation fortsetzt, die Distributivgesetze erfiillt und auf der Basis durch
li=4=41, 1j=4=3j1, 1lk==Fk=Ekl, iP=j52=kKk>=-1
1=k, ji=—k, jk=1, kj=—1, ki=3, 1k=—j
festgelegt ist. Mit dieser Struktur heifit H der Schiefkérper der Quaternionen, ein Ele-

ment von H heifit eine Quaternion.

Ista=a4+bt+cj +dk € Hmit a,b,c,d € R, dann ist & = a — bt — ¢j — dk die zu «
konjugierte Quaternion. Ist @ = a, dann heiflt « reell; ist @ = —«, dann heifit « eine reine
Quaternion. Der dreidimensionale Untervektorraum der reinen Quaternionen wird mit
Im H bezeichnet. Re(a) = a € R heifit der Skalarteil von o, Im(a) = bi+cj+dk € ImH
der Vektorteil von «. &

Die Bezeichnung H ehrt Sir William Rowan Hamilton, der die Quaternionen (wieder-)
entdeckte, ihnen ihren Namen gab und sie intensiv studierte.

Hier ist natiirlich noch Einiges zu zeigen.
o M ist ein Ring:

Das geht wohl am einfachsten dadurch, dass man die Elemente von H mit gewissen
komplexen 2 x 2-Matrizen identifiziert:

W: H — Mat(2,C), a+bi+cj+dkr—><a+b7’ C*‘“) ;

—c+dit a—bi

das Bild von ¥ besteht aus allen Matrizen der Form ( %3 % ) mit 2z, w € C. Es ist klar,
dass ¥(a+p) = ¥ («)+¥(p) ist, und man rechnet nach, dass auch ¥(af) = V(a)¥(5)
gilt (es geniigt, das auf der Basis zu priifen). Da die Ring-Axiome im Matrizenring
gelten, ist auch H ein Ring (den wir mit einem Unterring von Mat(2, C) identifizieren
koénnen).

e H ist ein Schiefkorper:
Es ist klar, dass die Multiplikation in H nicht kommutativ ist. Ist o € H nicht null,
dann ist (mit o wie oben und z = a + bz, w = ¢ + di)

det(¥(a)) = 22+ wi = |2|* + |w|* = a® + B> + * +d* > 0,

also ist ¥(a) invertierbar, und weil

-1 _
z w _ 1 zZ —w
o 2) = e )

wieder im Bild von ¥ liegt, ist auch « invertierbar mit o' = U~ (¥ (a)™1).
Man sieht leicht, dass ¥(a) = ¥(«)* ist; daraus folgt
a+fB=a+p und af=p-a.
Man beachte die Vertauschung der Faktoren! Auflerdem gilt fiir o« = a + b1 + ¢j + dk

ad = aa =a® + 0>+ A+ d* = |af?;

SATZ
Eulersche
Winkel
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Quaternionen
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so definieren wir |a| € R>g. Aus den Eigenschaften der Konjugation oder aus det(¥(a)) =
|a|? folgt |aB| = | - |3]. Man kann zum Beispiel so argumentieren:

laBl* = (ap)(aB) = affa = a|f]’a = aa |8 = |af* |6]*.

Wenn man fiir § = x1 + 228 + 235 + 24k und 1 = y1 + y2i + y3j + yak die Gleichung
1€12|n]? = |€n|? ausschreibt (beachte || = |€]), erhilt man eine Formel, die ein Produkt
von Summen von vier Quadraten wieder als Summe von vier Quadraten darstellt:

(2% + 23 + 23 + 2yl +v3 + 45 +ui)
= (z1y1 + T2y2 + x3ys + £4y1)” + (192 — T2y1 — Taya + Tays)’
+ (2193 + w2ys — 31 — Tay2)® + (T1y4 — Tays + T3y2 — Tay1)’
Daraus folgt zum Beispiel, dass das Produkt zweier natiirlicher Zahlen, die Summen
von vier Quadratzahlen sind, wieder eine Summe von vier Quadratzahlen ist. Dies ist
ein wichtiger Schritt im Beweis des Vier-Quadrate-Satzes von Lagrange. Der Satz be-
sagt, dass jede natiirliche Zahl n Summe von vier Quadratzahlen ist (dabei ist null als

Summand erlaubt); die eben gemachte Beobachtung erlaubt es, sich auf den Fall zu
beschrinken, dass n eine Primzahl ist.

Die obige Gleichung ist analog zur entsprechenden Gleichung fiir zwei Quadrate, die
man aus der Multiplikativitit des komplexen Absolutbetrags erhilt:

(33% + fﬁg)(y% + y%) = (zn + 582312)2 + (z1y2 — 96‘21,/1)2 .

Wenn wir reine Quaternionen mit Vektoren im R? identifizieren, dann ldsst sich das
Produkt zweier reiner Quaternionen recht elegant schreiben als

E-n=—&mn) +Exn;

der Skalarteil des Produkts ist also bis auf das Vorzeichen das Skalarprodukt und der
Vektorteil ist das Vektorprodukt der beiden Vektoren. Aus der Multiplikativitat des
Betrags folgt dann

€2 n? = (&, m)? + |& x nl* = [ n]* cos? £(&,m) + |€ x 0|
und damit [§ x n| = |£]||n|sin £(&,n) (der Sinus ist positiv).
Aus der Multiplikativitdt des Absolutbetrags folgt auch, dass
S?’:{aGHHa\:l}

eine (nicht-kommutative) Gruppe unter der Multiplikation von H ist. Die Matrizen im
Bild von ¥ haben die Eigenschaft, dass ihre beiden Spalten (oder auch Zeilen) dieselbe
Lénge haben und zueinander orthogonal sind (beziiglich des unitéiren Skalarprodukts
auf C?). Die Liinge der Spalten von ¥(«) ist gerade |a|. Daraus folgt, dass ¥(S%) c SU(2)
ist (denn fiir |a| = 1 ist ¥(a) unitir und die Determinante ist det(¥(a)) = |af? = 1).
Umgekehrt liegt jedes Element von SU(2) im Bild von ¥ (denn die erste Zeile hat die
Form (z,w) mit |z|2 + |w|? = 1, dann muss die zweite Zeile die Form A\(—w, Z) haben
mit |A| = 1, und da die Determinante dann X ist, muss A = 1 sein). Es folgt:

Satz. Die Einschrinkung von V liefert einen Gruppenisomorphismus

S3 — SU(2).

Multiplikation mit einer Quaternion von links oder von rechts ergibt einen Endomor-
phismus von H als reeller Vektorraum. Wir kénnen auch von links und rechts mit jeweils
einer fest gewidhlten Quaternion multiplizieren.

SATZ
S3 22 SU(2)
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Lemma. Seia € H und my: H — H, £ — afa. Dann ist ImH ein unter my, invari- LEMMA

anter reeller Untervektorraum von H. Invarianz
Ist o € S3, dann ist die Einschrinkung von o auf ImH eine orientierungserhaltende von Im H
Isometrie (also eine Drehung), und alle Drehungen von ImH haben diese Form.
Beweis. Sei £ € ImH, also £ = —¢. Dann gilt
ma(§) = afa = afa = a(—§)a = —afa = —ma(§),
also ist mq (€) € Im H. Weiter gilt fiir o € S3
ma(€)| = lagal = lallllal = [af?¢] = [¢],
also ist m,, eine Isometrie.
Alle Links- oder Rechts-Multiplikationen mit festen Quaternionen 8 # 0 haben Deter-
minante |3|* > 0, sind also orientierungserhaltend. Damit ist m, als Automorphismus
von H orientierungserhaltend. Wegen m, (1) = 1 (fiir a € S?) hat die Einschriinkung
von m, auf ImH dieselbe Determinante 1 wie m,. Also ist auch die Einschrénkung
auf Im H orientierungserhaltend.
Eine Drehung um die vom Einheitsvektor ¢ € Im H erzeugte Gerade mit dem Winkel 2¢
bekommt man als my mit o = cos¢ + esin ¢: Es gilt dann ae = €a, also
ma(e) = aca = aca ™t =caa™! =¢
und fiir £ € Im H mit (¢,&) = 0 gilt
e =—€e=¢ex&=¢um m/2 um die Achse Re gedreht
und efe = £. Es folgt
Ma(€) = (cos? ¢ — sin? )€ + 2 cos sin p(e x £) = cos(2¢)€ + sin(2p) (e x €),

was genau eine Drehung um den Winkel 2¢ in der zu e senkrechten Ebene in Im H
beschreibt. d
Analog zu linearen Abbildungen definiert man den Kern eines Gruppenhomomorphis-
mus f: G— H alsker(f) ={9ge€ G| f(9) =1u}
Satz. Die Abbildung SATZ

53— S0(3), ar— Mma|mm SO(3) =

SU(2)/{£I}

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern {£1}.

Die Verkniipfung SU(2) Ve SO(3) liefert demnach einen surjektiven Gruppenho-
momorphismus SU(2) — SO(3) mit Kern {£15}.

Ahnlich wie wir fiir einen Vektorraum V und einen Untervektorraum U den Quotienten-
vektorraum V/U definiert haben, kann man fiir eine Gruppe G und eine Untergruppe H
(die eine zusétzliche Eigenschaft haben muss — sie muss ein sogenannter Normalteiler
sein) die Quotientengruppe G/H definieren. Der Kern eines Gruppenhomomorphismus
¢: G — @G ist stets ein Normalteiler, und man hat wieder einen Homomorphiesatz

G/ ker(p) = im(p).

Beweis. Dass die Abbildung wohldefiniert und surjektiv ist, wurde in Lemma 25 gezeigt.
Dass es sich um einen Gruppenhomomorphismus handelt, sieht man so:

mag(€) = (af)E(aB) = aféfa = amp(§)a = ma (mp(€)) = (Mo o mg)(€) .

Ist o € S? im Kern, dann gilt aéa = ¢, oder dquivalent (wegen aa = 1) af = &a fiir
alle ¢ € ImH und damit auch fiir alle £ € H. Schreibt man o = a + bi + ¢j + dk und
setzt £ = 4,7 ein, dann sieht man, dass b = ¢ = d = 0 sein miissen. Es folgt & = a = £1.
Umgekehrt ist klar, dass diese beiden Elemente im Kern liegen. d
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Wenn man es vermeiden mochte, die Quaternionen, mit denen man rechnet, auf Linge 1
zu bringen, dann kann man auch fiir beliebiges o € H* die Abbildung
1
§— —mala= afa?

|al
(denn es ist aa = |a|?, also a/|a|? = a~!) betrachten. Das ist gleichbedeutend mit
My /la), hat aber den Vorteil, dass man Quadratwurzeln vermeidet. Das ergibt dann
einen surjektiven Gruppenhomomorphismus H* — SO(3) mit Kern R*.

~Y

In jedem Fall siecht man, dass eine Drehung im R?® = ImH durch eine Quaternion
(bis auf reelle Skalierung), also durch ein Quadrupel reeller Zahlen, beschrieben wer-
den kann. Verkniipfung von Drehungen entspricht der Multiplikation von Quaternionen.
Das bedeutet 16 reelle Multiplikationen, wiahrend die Multiplikation zweier reeller 3 x 3-
Matrizen 27 reelle Multiplikationen benétigt. (In beiden Féllen ldsst sich die Anzahl der
Multiplikationen durch geschicktes Umformen auf Kosten von zusétzlichen Additionen
verringern; trotzdem bleibt die Version mit Quaternionen vorteilhaft.) Wegen der effi-
zienteren Darstellung und Verkniipfung werden Quaternionen daher in Anwendungen
wie zum Beispiel in der Computergrafik eingesetzt. Abgesehen davon bilden sie aber
natiirlich auch an sich ein interessantes mathematisches Objekt!
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26. DIE JORDANSCHE NORMALFORM

Unser néchstes Ziel wird die Klassifikation von Endomorphismen durch die Jordan-
sche Normalform sein. Wir setzen voraus, dass f ein Endomorphismus eines endlich-
dimensionalen K-Vektorraums ist, dessen charakteristisches Polynom in Linear-
faktoren zerfillt. Ist f diagonalisierbar, dann zerlegt sich V' in die direkte Summe
der nichttrivialen Eigenrdume von f. Als ersten Schritt verallgemeinern wir diese
Zerlegung.

Dazu erst noch ein Lemma {iber Polynome.

26.1. Lemma. Seien K ein Korper, A € K und p € K[X]| ein Polynom mit
p(A) # 0. Sei weiter n € Z~o. Dann gibt es ein Polynom q € K[X] mit deg(q) < n,
sodass q(X)p(X) — 1 durch (X — A\)" teilbar ist.

Beweis. Induktion iiber n. Im Fall n = 1 setzen wir ¢(X) = p(A\)~! (das ist ein
konstantes Polynom). Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, dass die Aussage
fiir n gilt und zeigen sie fiir n + 1. Sei dazu ¢; ein Polynom mit deg(q;) < n,
sodass ¢1(X)p(X) —1 = (X — A\)"r(X) ist mit einem Polynom r; ¢; existiert nach
der Induktionsannahme. Wir machen den Ansatz ¢(X) = ¢1(X) +a(X — )" (mit
a € K), dann ist

¢(X)p(X) — 1= (@(X)p(X) = 1) + a(X = \)"p(X) = (X = X)"(r(X) + ap(X)) .

Wenn wir a = —r(\)p(\)~! setzen, dann verschwindet die letzte Klammer fiir
X =\, ist also durch X — A teilbar, und ¢(X)p(X) — 1 ist wie gewiinscht durch
(X — \)"*! teilbar. Q

Jetzt beweisen wir die Existenz einer passenden Zerlegung.

26.2. Satz. Seien K ein Korper, V ein K-Vektorraum und f € End(V'). Seien
weiter A\, Ao, ..., A\, € K paarweise verschieden und eq,es,...,e, > 1, sodass
p(f) = 0 ist, wobei

PIX) = (X = A)7 (X = A) - (X = A

Wir setzen U; = ker ((f — A;idv)°). Dann sind die U; f-invariant und wir haben
die Zerlegqung V =U, o Us & ... D U,.

Das verallgemeinert die (interessante Richtung in der) Aussage von Satz 16.23:
Sind alle Exponenten e; = 1, dann erhélt man die Zerlegung in Eigenrdume wie
dort.

Beweis. Fir j € {1,2,...,n} sei p; das Produkt der Faktoren (X — \;)* fiir alle
ie{1,2,...,n}\ {j} (also ohne den jten Faktor). Dann ist p;(};) # 0, also gibt
es nach Lemma 26.1 Polynome ¢;,r; € K[X]| mit

deg(q;) <e;  und ¢ (X)p;(X) — 1= (X = X;)%r;(X).
Da jedes p;(X) fiir i # j ebenfalls durch (X — A;)% teilbar ist, gilt fiir die Summe
s(X) = q(X)p1(X) + ... + ¢ (X)pn(X), dass s(X) — 1 durch (X — X;)% teilbar
ist. Da das fiir jedes j richtig ist, muss s(X)—1 durch das Produkt aller (X —\;)%
teilbar sein, also durch p(X). Da aber deg(s) < deg(p) ist, muss s(X) = 1 sein.
Wir zeigen jetzt, dass U; unter f invariant ist. Sei g; = (f — A;idy)°%; dann
kommutiert ¢g; mit f: fog; = gjo f (das gilt fir jeden Endomorphismus g der

C. Jordan
1838-1922
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Form g = p(f) mit einem Polynom p). Ist v € Uj, also g;(v) = 0, dann folgt
9;(f(v)) = f(g;(v)) = f(0) = 0, also ist f(v) € U

Da p(f) = 0 ist, gilt im(p;(f)) C U;: Ist v € im(p;(f)), dann gibt es w € V mit

v = (p;(f))(w); es folgt

0 = (p(f)(w) = (f = X;idv)* ((p; (/) (w)) = g;(v),
also ist v € ker(g;) = U;. Wir zeigen jetzt, dass V = Uy + Us + ... + U, ist. Sei
dazu v € V. Dann ist
v =idy(v) = (s(f))(v)
= (0 (N (@) + @2(F)) ((22(F))(©)) + -+ al ) ((gu(£)) (V)

:U1+U2—|—...+Un

mit v; = (p;(f))((¢;(f))(v)) € im(p;(f)) C Uj. Es bleibt zu zeigen, dass die
Summe direkt ist. Seien dazu v; € V; mit v +v2+. ..+ v, = 0; wir miissen zeigen,
dass alle v; = 0 sind. Es gilt aber

0= (g;(FN(Pi(FNvr+-. +v)) = ((a;95)(F))(v;)
= v+ (r () ((f = Xjidv)* (v;)) = ;.
Beachte dabei, dass (p;(f))(v;) = 0 ist fiir ¢ # j (denn p; enthélt den Faktor
(X = X)% und v; € ker((f — A;idy)°%)). a

Das legt folgende Definition nahe. Wir bemerken zuerst, dass fiir zwei lineare
Abbildungen V; 5Lvy & v gilt ker(f) C ker(g o f) (denn aus f(v) = 0 folgt
(go f)(v) = g(0) = 0). Insbesondere ist fiir f € End(V)

{0} = ker(idy) C ker(f) C ker(f°%) C ker(f°®) C ...

eine aufsteigende Kette von Untervektorrdumen von V.

26.3. Definition. Sei f ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen K-
Vektorraums V und sei A € K. Dann heifit der Untervektorraum
Hy(f) = | ker((f = Aidy)™™) C V
meN

der Hauptraum oder verallgemeinerte Figenraum von f zum Eigenwert . Analog
definieren wir Hy(A) fiir Matrizen A € Mat(n, K). O

Nach Lemma 7.5 ist H)(f) als aufsteigende Vereinigung von Untervektorraumen
ein Untervektorraum von V.

26.4. Lemma. In der Situation von Satz 26.2 oben mit V endlich-dimensional
gilt Uy = Hy (f) fiir alle j € {1,2,...,n}.

Beweis. Da U; = ker((f — A;idy)°¥) ist, miissen wir ker((f — A;idy)™) = U;
fir m > e; zeigen. Wir kénnen Satz 26.2 aber auch mit m statt e; anwenden und
erhalten die Zerlegung

v:Ul@---@Uj—l@U;EBUj+1@---@Un

mit U; wie vorher fiir i # j und U} = ker((f — A;idy)°™). Da U; C U und da
wegen der Dimensionsformel fiir direkte Summen auch dim U; = dim U} gilt, folgt
wie gewiinscht U = U;. Q

DEF
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Da V endlich-dimensional ist, kann die aufsteigende Kette von Untervektorrdumen
ker((f — Aidy)°™) nicht unendlich oft echt aufsteigen, also muss es ein m € N
geben mit

ker((f — Aidy)™™) = ker((f — Aidy)°™ ™)) = ker((f — Nidy)°™™) = ...

Auf H)(f) kénnen wir also f schreiben als Aidy, (s) +¢ mit ¢g°™ = 0. Diese Eigen-
schaft von g hat einen Namen.

26.5. Definition. Sei f ein Endomorphismus eines Vektorraums V. f heifit nil-
potent, wenn es m € N gibt mit f° = 0. Analog heifit eine Matrix A € Mat(n, K)
nilpotent, wenn es m € N gibt mit A™ = 0. &

26.6. Lemma. Sei V =U, @ Uy, & ... DU, eine Zerlegung des Vektorraums V
als direkte Summe und seien fir j € {1,2,...,n} jeweils f;, g; € End(U;). Seien
weiter f = f1 @ fo® ... D fn undg:gl@ga@ . D gn.

(1) Bsgilt f+g=(fr+91) D (fatg2) D... & (fu + gn)-
2) Es gilt fog=(fiog1) ®(f2092) ® ... D (fnogn)
3) Sind alle g; nilpotent, so ist auch g nilpotent.

(2)
(3)
(4) Gilt f;o0g; =gjo f; firalle j € {1,2,...,n}, dann gilt auch fog=go f.
(5) ker(f) = ker(f1) ®ker(fo) ®...® ker(fn).

Beweis.
(1) Fiir u; € Uj gilt (f+9)(u;) = f(u;)+9(u;) = fi(u;)+g;(u;) = (fi+9;)(u),
also ist f + g die direkte Summe der f; + g;.
(2) Fir Uj € Uj gllt
(fog9)(w;) = f9(w;) = f(9;(w;)) = f;(9;(ws)) = (fj 0 95)(w),
also ist f o g die direkte Summe der f; o g;.
(3) Nach Voraussetzung gibt es zu jedem j ein m; € N mit g;.’mj = 0. Wir

setzen m = max{my,mg, ..., my}, dann gilt ¢g;™ = 0 fiir alle j. Damit ist
9°™ (uj) = g™ (u;) = 0 fiir u; € U; und es folgt fiir v = uy+ug+. . .+u, €V,
dass ¢°"(v) = 0 ist. (Beachte ¢°™ = ¢gi™ @ ... ® go™ nach Teil (2).) Also

ist ¢°"* = 0 und g ist nilpotent.

(4) Das folgt aus Teil (2).

(5) Zunéchst einmal ist klar, dass die Summe der Kerne rechts direkt ist: Sind
Uy € ker(fl) C Ul, Ug € ker(fg) C UQ, ceey, Uy € ker(fn) C Un mit
uy +us + ... +u, =0, dann folgt u; = uy = ... = u, = 0, weil die Summe
der U; direkt ist. Es ist also nur zu zeigen, dass

ker(f) = ker(fy) + ker(fo) + ...+ ker(f,)

ist. Die Inklusion ,, D* folgt aus ker(f;) C ker(f) fiir alle j € {1,2,...,n}
(denn fiur u; € U; gilt f(u;) = f;j(u;)), damit enthdlt der Untervektor-
raum ker(f) auch die Summe der ker(f;). Fiir die Inklusion ,,C* sei jetzt
v € ker(f). Wir kénnen v (eindeutig) schreiben als v = uy +us + ... + uy,
mit u; € Uj, dann ist

0=/f(v)=flug +us+...+u,)

= Jlu) + fluz) + .. 4 flun) = fi(ur) + fa(uz) + -+ fulun) .

DEF
nilpotent

LEMMA
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Aus f;(u;) € U; und daraus, dass die Summe der U; direkt ist, folgt dann
filw) = falug) = ... = fu(u,) = 0, also u; € ker(f;) fiir alle j. Das
bedeutet v € ker(f1) + ker(fa) + ... + ker(f,). Q

26.7. Beispiel. Wenn V' unendlich-dimensional ist, dann braucht die aufsteigen-
de Kette der Kerne nicht ,stationdr” zu werden. Sei zum Beispiel V = K[X] der
Polynomring und f € End(V) die ,,Division durch X ohne Rest®, gegeben durch
f(p) = (p—p(0))/X. Dann gilt ker(f°") = K[X]<, = (1, X, X?, ..., X™ 1) also
werden diese Kerne immer gréfier. &

Wir kénnen jetzt eine erste Version des Satzes von der Jordan-Normalform for-
mulieren.

26.8. Satz. SeiV ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und sei f € End(V)
ein Endomorphismus, sodass das charakteristische Polynom x¢ € K[X] in Line-
arfaktoren zerfdllt. Dann gibt es d,g € End(V) mit f = d+ g, dog = god,
d diagonalisierbar und g nilpotent.

Die analoge Aussage gilt fiir Matrizen A € Mat(n, K): Zerfillt x4 in Linearfak-
toren, dann gibt es Matrizen D; N € Mat(n, K) mit A= D+ N, DN = ND,

D diagonalisierbar und N nilpotent.

Beweis. Wir beweisen die Version fiir Endomorphismen; der Beweis fiir Matrizen
ist analog. Sei

Xr= (X = M) (X = A)Z - (X = Ao

Nach Satz 16.25 gilt x¢(f) = 0. Satz 26.2 und Lemma 26.4 liefern dann f-
invariante Untervektorrdume U; = ker((f — A;idy)°%) = H,,(f) und eine Zerle-
gung V=U; @ Us & ... ® U, Die Einschrankung f; von f auf U, (als Endomor-
phismus von Uj) hat also die Form f; = d; + g; mit d; = A;idy; und g;ej =0; es
gllt djogj :Ajgj :gdej. Mltd:dl@dQ@@dm undgzgl@QQGB@gm
gilt dann f = d + g, und nach Lemma 26.6 gilt d o g = g o d und ¢ ist nilpotent.
Schliefllich ist d diagonalisierbar, weil U; = Ej (d) ist; damit ist V' die direkte
Summe der Eigenrdume von d. a

Man kann auch zeigen, dass d und g eindeutig bestimmt sind: Hat man zwei Zerlegungen
f=d+g=d + ¢ wie im Satz oben, dann zeigt man zuerst, dass die Endomorphis-
men d und d’ miteinander kommutieren. Daraus folgt, dass d — d’ diagonalisierbar ist.
Andererseits ist d — d' = ¢’ — g aber auch nilpotent. Beides zusammen geht nur fiir die
Nullabbildung; es folgt d = d’ und g = ¢'.

Um daraus eine stiarkere Version abzuleiten, die eine Normalform fiir Matrizen
dghnlich den Diagonalmatrizen ergibt, miissen wir uns die Struktur von nilpotenten
Endomorphismen noch genauer anschen. Sei also g € End(V) nilpotent und sei
m € N die kleinste natiirliche Zahl mit ¢°" = 0. Dann haben wir die Kette

{0} C ker(g) € ker(¢®) € ... € ker(g°™ V) C ker(g”") =V

von Untervektorrdumen von V. Dass die Inklusionen echt sind, ergibt sich aus dem
folgenden Lemma.
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26.9. Lemma. Seien V' ein Vektorraum, g € End(V) und m € N. Dann folgt
aus ker(g°™ ) = ker(¢°™), dass ker(g°") = ker(g°™) ist fiir alle n > m.

Beweis. Ubung. a

Der Begriff ,,Dreiecksmatrix® kam schon vor; wir definieren ihn noch , offiziell*:

26.10. Definition. Seien K ein Kérper, n € Nund A = (a;;) € Mat(n, K). Dann
heifit A eine obere Dreiecksmatriz, wenn a;; = 0 ist fiir alle 1 < j <4 < n, und
eine strikte obere Dreiecksmatriz, wenn a;; = 0 ist fiir alle 1 < 7 < ¢ < n. Analog
definiert man (strikte) untere Dreiecksmatrizen (mit j > i bzw. j > 1). &

In einer oberen Dreiecksmatrix sind also alle Eintrdge echt unterhalb der Diago-
nalen null, in einer strikten oberen Dreiecksmatrix sind zusétzlich die Eintrége auf
der Diagonalen null.

26.11. Satz. Seien V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum und g € End(V)
nilpotent. Dann gibt es eine Basis B von V, sodass Matg(g) eine strikte obere
Dreiecksmatriz ist.

Analog gilt: Ist A € Mat(n, K) nilpotent, dann ist A zu einer strikten oberen
Dretecksmatriz dhnlich.

Umgekehrt ist jede strikte obere Dreiecksmatriz A € Mat(n, K) nilpotent; genauer
gilt A" = 0.

Beweis. Sei U; = ker(g*), dann gilt {0} = Uy C U3 € ... C U, =V, wo-
bei m minimal ist mit ¢°™ = 0. Auflerdem ist g(U;) C U;_; fiir alle 7 > 0
(denn aus g% (v) = 0 folgt ¢°V~Y(g(v)) = 0). Wir withlen eine Basis von Uj, die
wir sukzessive zu Basen von U, Us, ..., U, erweitern; sei B = (by,by,...,b,)
die resultierende Basis von V. Dann ist (b1, ba, . . ., bdim Uj) eine Basis von Uj. Sei
dimU;_; < k < dim(U;); dann ist g(by) € U;—; und damit eine Linearkombina-
tion von Basiselementen b; mit ¢ < dimU;_; < k. Da es zu jedem 1 < k < n ein
passendes j gibt, gilt diese Aussage fiir alle k. Die k-te Spalte von A = Matg(g)
hat also hochstens in den ersten k — 1 Positionen von oben Eintriage ungleich null;
das bedeutet gerade, dass A eine strikte obere Dreiecksmatrix ist.

Die Aussage iiber nilpotente Matrizen folgt aus der Aussage iiber Endomorphis-
men, indem man A als Endomorphismus von K™ betrachtet.

Die letzte Behauptung folgt aus Satz 16.25, denn fiir eine strikte Dreiecksmatrix
A € Mat(n, K) gilt x4 = X" a

26.12. Folgerung. Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f ein
Endomorphismus von V, sodass das charakteristische Polynom x; € K[X] in Li-
nearfaktoren zerfillt. Dann gibt es eine Basis B von V, sodass Matg(f) eine obere
Dreiecksmatrix ist.

Analog gilt: Ist A € Mat(n, K) eine Matriz, sodass x4 in Linearfaktoren zerfillt,
dann ist A dhnlich zu einer oberen Dreiecksmatriz.

LEMMA
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Beweis. Wie im Beweis von Satz 26.8 haben wir eine Zerlegung
V:Ul@Ug@@Um mitUj:H)\j(f)

in die Hauptrdaume von f, sodass f auf U; die Form J\; id +g¢; hat mit g; nilpotent.
Wir wihlen Basen B; von Uy, sodass Matp, (g;) eine strikte obere Dreiecksmatrix
ist (das ist moglich nach Satz 26.11). Die Matrix beziiglich B; der Einschrénkung
von f auf U; ist dann M; = Ajlaimu, + Matp, (g;); dies ist eine obere Dreiecks-
matrix. Wir setzen die Basis B von V' aus den Basen B; zusammen. Nach Lem-
ma 17.23 ist dann Matg(f) eine Block-Diagonalmatrix mit Blocken M;; da die M;
obere Dreiecksmatrizen sind, gilt das auch fiir Mat(f). Die Aussage fiir Matrizen
folgt in der iiblichen Weise. u

Die Voraussetzung, dass das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfallt,
ist stets erfiillt, wenn der Kérper K algebraisch abgeschlossen ist, wie zum Beispiel
K =C.

Da die Determinante einer Dreiecksmatrix das Produkt der Diagonalelemente ist,
sehen wir, dass wir die Relation

xp= (X — )\l)dimel(f) (X — )\2)dimHA2(f) (X — )\m)dimHAm(f)
haben. Das bedeutet:

26.13. Lemma. Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f ein
Endomorphismus von V, sei weiter X € K. Dann ist die Dimension von Hx(f)
gleich der algebraischen Vielfachheit von \ als Eigenwert von f (also gleich der
Vielfachheit von X als Nullstelle von xy).

Streng genommen haben wir diese Aussage nur in dem Fall bewiesen, dass das charak-
teristische Polynom in Linearfaktoren zerfillt. Durch Betrachtung iiber einem groéfleren
Korper (z.B. C statt Q oder R) kann man das aber immer erreichen.

Da der Eigenraum E\(f) stets im Hauptraum H,(f) enthalten ist, liefert dies
auch einen weiteren Beweis der Aussage, dass die geometrische Vielfachheit eines
Eigenwerts nicht grofler als die algebraische Vielfachheit sein kann.

Fiir viele Anwendungen sind die Aussagen von Satz 26.8 oder Folgerung 26.12
ausreichend. Manchmal mochte man aber eine im Wesentlichen eindeutige Nor-
malform von Matrizen bis auf Ahnlichkeit haben. Dazu betrachten wir noch einmal
nilpotente Endomorphismen und daran angepasste Basen.

Zur Vorbereitung noch ein Lemma zur Struktur von nilpotenten Endomorphis-
men. Darin leisten wir die Hauptarbeit fiir den Beweis der (starken) Jordanschen
Normalform.

26.14. Lemma. Sei V # {0} ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum und sei
f € End(V) nilpotent mit f°™ = 0 und m € N minimal mit dieser Figenschaft. Sei
weiter v € V- mit fom=V(v) # 0 und U = (v, f(v), f2(v),..., o™ D(v)) C V.
Dann gilt:

(1) dimU =m (d.h., (v, f(v), f2(v),..., [~ D(v)) ist linear unabhingig).

(2) Es gibt ein f-invariantes Komplement U" von U in V.

Beweis.
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Wir zeigen, dass (v, f(v), f%(v),..., f°™~D(v)) linear unabhéngig ist. Sei-
en dazu Mg, A1, ..., Am_1 Skalare mit

AoV 4+ M f(0) + Xaf2(0) + ...+ Aoy fO V() = 0.

Wenn wir ™= auf diese Gleichung anwenden und beachten, dass fo™ =
0 ist, dann erhalten wir A\of°™=Y(v) = 0, wegen f°"V(v) # 0 also
Mo = 0. Durch Anwenden von f°(™~2) bekommen wir dann analog A; = 0,
und in der gleichen Art dann nacheinander Ay = 0, ..., A\, = 0. Also
sind die Vektoren linear unabhéngig.

Sei U’ ein Untervektorraum von V' maximaler Dimension mit den beiden
Eigenschaften UNU’ = {0} und U’ invariant unter f (der Null-Vektorraum
ist ein Untervektorraum mit diesen Eigenschaften, also gibt es so ein U’).
Wir miissen noch zeigen, dass V' = U + U’ ist. Sei anderenfalls w € V' \
(U + U"). Dann gibt es ein minimales k¥ € N mit f°*(w) € U + U’; es gilt
k>1 dennw ¢ U+ U, und k < m, denn f"(w) =0 € U+ U'. Wir
konnen dann schreiben

R w) = Xov + M f(0) + .o A O () 4

mit Skalaren Ao, Ai, ..., Am_1 und ' € U’. Anwenden von f°™=%) liefert
(unter Beachtung von f° = 0)
— fom(w)
_ )\Ofo(m—k)(v) + Alfo(m_k+1)(v) + .+ )\k_lfo(m—l)(v) +fo(m—k:)(u/) )
e‘?f EE’

Die lineare Unabhéngigkeit der noch vorkommenden Vektoren (beachte
dafiir, dass U N U" = {0} ist) erzwingt dann A\g = Ay = ... = Ay = 0,
also gilt
FEw) = M () + M fPED () + o A Y (0) +
= fOk ()\k’U + )\k+1f(v) + ...+ )\mflfo(milik) (U)) -+ u' .
Sei
U=V + N1 f(0)+ ...+ Ay fom—17R) (v) eU
und v’ = w—u, dann ist w’ ¢ U+U’ (denn sonst wére w = w'+u € U+U")

und f*(w') = o € U’. AuBerdem ist (wir verwenden hier k& > 1, also
k—1>0)

W' = fo(kfl)(w/) _ fo(kfl)(w) . fo(kfl)(u) §é U+ UI,

da fo=V(w) ¢ U+ U’. Sei U" = U’ + (w”). Dann gilt:

e dimU” > dim U’, denn w” ¢ U’, also ist U’ C U".

o U"NU = {0}, denn sei u) + \w” = uy € U mit v} € U’ und einem
Skalar A, dann folgt Aw” = uy —u) € U+ U’, aber w" ¢ U + U’. Daraus
ergibt sich, dass A = 0 ist; die Behauptung folgt dann, weil U'NU = {0}
ist.

o U" ist f-invariant, denn sei u” = u} + Aw” € U” mit v} € U’ und einem
Skalar A\, dann ist

F") = () + M () = flu) + A (') = fuh) + M € U C U

denn f(u}) € U’, weil U’ unter f invariant ist.
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Insgesamt sehen wir, dass U” ein f-invarianter Untervektorraum von V'
ist, der U” N U = {0} erfiillt, aber groBere Dimension als U’ hat. Das
ist ein Widerspruch zur Wahl von U’, also ist die Annahme U + U’ # V
falsch. Also muss U+U’ =V gelten; damit ist U’ das gesuchte f-invariante
Komplement von U in V. a

Der obige Beweis ist, so wie er formuliert ist, nicht konstruktiv. Man kann das Argument,
das zum Widerspruch fithrt, aber auch dazu verwenden, ein f-invariantes Komplement
schrittweise (ausgehend von {0}) zu konstruieren.

26.15. Definition. Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Ein Endo-
morphismus f von V heift nilzyklisch, wenn f nilpotent ist und es v € V gibt,
sodass V = (v, f(v), f**(v),...) ist.

Nach Lemma 26.14 ist (v, f(v),..., f°™ Y (v)) linear unabhéingig und damit eine
Basis von V, wobei m € N die kleinste Zahl ist mit f°" = 0. Wir ordnen um und
setzen B = (f°m=Y(v),..., f(v),v); dann ist

01 0 - -+ 0
00 1 0 0
Mat =J, = ST e T € Mat(m, K) .
(f) D e e at(m, )
00 -+ -~ 0 1
00 «++ v oo 0
Die Matrizen J,,, heiflen ebenfalls nilzyklisch. O

26.16. Satz. Sei f ein nilpotenter Endomorphismus eines endlich-dimensionalen
Vektorraums V. Dann gibt es eine Zerlequng V = Uy @U@ . . . DU, in f-invariante
Untervektorrdaume, sodass f|u, nilzyklisch ist fir alle j € {1,2,...,m}.

Beweis. Induktion tiber dim V. Im Fall dim V' = 0, also V' = {0}, ist nichts zu zei-
gen (m = 0). Sei also dim V' > 0. Dann gibt es nach Lemma 26.14 eine Zerlegung
V =U, @ V' in f-invariante Untervektorraume mit U; # {0}, sodass f|y, nilzy-
klisch ist (U; ist U in Lemma 26.14, V' ist U’). Nach Induktionsannahme (beachte
dim V' =dimV — dimU; < dim V') gibt es eine Zerlegung V' = Us & ... ® U, in
f-invariante Untervektorrdume, sodass f|y, nilzyklisch ist fiir alle j € {2,...,m}.
Insgesamt erhalten wir die gewiinschte Zerlegung von V. u

26.17. Folgerung. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum und sei f ein
nilpotenter Endomorphismus von V. Dann gibt es eine Basis B = (by, by, ..., by,)
von V und Zahlen my,mo, ... ,my € N mit my +mso + ...+ my = n, sodass
| O |- 0
0 |Jp, |---| O
Matp(f) = .

0 0 [ | Jm,

ist. Die Zahlen my, my, ..., my sind bis auf ihre Reihenfolge eindeutig bestimmit.

Analog gilt: Jede nilpotente Matriz A € Mat(n, K) ist zu einer Matriz der obigen
Form dhnlich. Diese Matrix ist bis auf die Reihenfolge der J,,, eindeutig bestimmt.

DEF
nilzyklisch

SATZ
Struktur
nilpotenter
Endo-
morphismen

FOLG
Normalform
fiir nilpotente
Endo-
morphismen
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Beweis. Nach Satz 26.16 gibt es eine Zerlegung
V=U,aUs®...0U
Lk}

eine Basis von U; wie in Definition 26.15; sei B die durch Aneinanderhéngen
von By, Bs, ..., By gegebene Basis von V. Die erste Behauptung folgt dann mit

Lemma 17.23; dabei ist m; = dim Uj.
Zur Eindeutigkeit: Fiir j € N gilt

dim ker( f Z dim ker( f Z min{j, m;}

(die erste Gleichung folgt aus ker(f*) = @F | ker(f]OU]i), siche Lemma 26.6(5), die
zweite gilt, weil ker(f|;7) = (foUm=9(v;), It (0;), ..., fomi=D(vy)) st fiir
Jj < m; und ker(f|°U];) = U, fiir j > my, wenn U; = (vy, f(vy), ..., fom=D(vy)) ist)
und damit

k

dim ker(f°U+Y) — dim ker(f*) = Z(min{j +1,m;} — min{j,m;})

i=1
:i{ 1, fallsm; >j }
— 0, fallsm; <y
=#{ie{l,2,....k} |m; > j},
also auch (fir j > 1)

(dimker(f) — dim ker(fo(jfl))) — (dim ker(f°UtV)) — dim ker(f°7))
=#{ie{l,2,... .k} |m; > j} —#{ie{1,2,... .k} | m; > j}
=#{ie{l,2,... k} |mi=j};

damit sind die Zahlen m; bis auf ihre Reihenfolge eindeutig festgelegt.
Die Aussage fiir Matrizen folgt in der iiblichen Weise. a

Man kann sich also einen nilpotenten Endomorphismus f so vorstellen:

f f f f f

Ui: 'y X ) st X ) 'y 0
Us: PR A A AN > ol ! 0
Us: o ! cee ! o ! o ! 0
Ug: ---lf—>oL>O

Die Punkte stehen dabei fiir die Basiselemente. Der Kern von f°/ wird dann er-
zeugt von den Basiselementen in den letzten j Spalten (auBer der Nullspalte am
Ende). Daraus kann man Folgendes ablesen:

Sei m die kleinste Zahl mit " = 0. Fiir j € {1,2,...,m} sei V; ein Kom-
plement von ker(f°U=) + f(ker(f°U)) in ker(f/). Sei B; eine Basis von V.
Fiir b € B; ist dann B) = (f°U=1(b),..., f(b),b) eine Basis des f-invarianten
Untervektorraums (b, f(b),...); Hintereinanderhéngen dieser Basen Bj fiir alle
b€ BiUByU...UB, liefert eine Basis B von V| beziiglich derer f durch ei-
ne Matrix wie in Folgerung 26.17 gegeben ist: Die Elemente von B; entsprechen
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den Punkten im Diagramm in der jten Spalte von rechts (aufler der Nullspalte),
an denen eine Kette e — o — ... beginnt.

26.18. Beispiel. Sei V ein Vektorraum mit Basis (v1, va,...,v7) und f € End(V) BSP

gegeben durch Normalform
v fiir nilpotenten
v: >f Us \f ; Endo-

vy ———0 morphismus

0 >f Vs /f
(W) f

Dann ist f°3 = 0 (und 3 ist die kleinste Zahl m mit f°™ = 0), also ist f nilpotent.

Wir finden eine Basis von V' wie in Folgerung 26.17. Dazu bestimmen wir erst

einmal die ,hoheren Kerne* K; = ker(f%) fir j = 0,1,2,3,.... Offenbar ist

Ky ={0}. Aus

f()\1v1 -+ )\21)2 + ..+ )\7?)7) = ()\1 -+ )\2)1}5 —+ ()\3 -+ )\4)1}6 + ()\5 + )\6>U7

folgt
K = (v — g, 03 — V4, V5 — Vg, V1) .
Weiter ist
f°2(/\11)1 + )\21}2 + ...+ )\71}7) = ()\1 + )\2 —+ )\3 -+ )\4)@7
und damit

Ky = (v1 — v, 03 — V4, V1 — V3, V5, Vs, U7) -
Schlielich ist K; = V fiir j > 3. Wir miissen Komplemente V; von K;_1+ f (K1)
in K; wéhlen. Fiir j = 1 ist

Ko+ f(K2) = [(K2) = (vs — vg, v7) ;
ein Komplement in K ist zum Beispiel gegeben durch
Vi = (v1 — vg,u3 — 1y) .
Fiir j = 2 ist
Ky + f(K3) = (v1 — va,v3 — vy, V5, Vg, U7) ;
ein Komplement in K5 ist etwa

‘/2 = <Ul — U3> .
Fiir 7 = 3 schliefflich ist
Ky + [(Ky) = K+ f(V) = Ko

ein Komplement ist zum Beispiel

Vs = <U1> .

Nach dem oben beschriebenen Rezept konnen wir als Basis wéhlen:
by = v] — V9 mit f(b;) =0
bg = V3 — Uy mit f(bg) =0
bs = v1 — v3
by = f(bs) = vs — s mit f(by) =0
by = vy
by = f(b3) = vs

by = f(b2) = v7 mit f(b1) =0
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Mit B = (b17 bg, bg, b4, b5, 66, b7) ist dann

01 000¢O0O0
001 0O0O0O0 Llololo
00 0O0O0O0O 0 o .Tolo
Matg(f)=10 0 0 0 1 0 0| = 2
0/0|J;]0
00 0O0O0O0O0 ool ol7
00 0O0O0O0O 0 !
00 0O0O0O0O©O
Das zugehorige Diagramm sieht so aus:
bgl ! b21 ! bll ! 0
b5L>b4|L>O
b6|L>O
b7|L>0
Die Dimensionen von Ky, Ky, Ky, K3,...sind 0,4,6,7,7, ..., die Zuwéchse der Di-
mensionen also 4,2,1,0,0, ... und die Differenzen der Zuwéchse sind 2, 1,1, 0,0, .. ..

Diese Zahlen geben die Haufigkeiten der nilzyklischen Késtchen Ji, Js, Js3, ... in der
Matrix an, vergleiche den Beweis der Eindeutigkeitsaussage in Folgerung 26.17.

&

26.19. Definition. Sei K ein Korper, seien A € K und m € N,. Die Matrix
I (N) = A + T

heifit das Jordan-Kdstchen oder der Jordan-Block der Grée m zum Eigenwert .
&

26.20. Satz. Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f ein Endo-
morphismus von V mit in Linearfaktoren zerfallendem charakteristischem Poly-
nom x¢. Dann gibt es eine Zerlegung

V=U,0U,®... 50U

in f-invariante Untervektorrdume, sodass f|y, = \;idy, +g; ist mit g; nilzyklisch,
firallei € {1,2,...,k}. Insbesondere gibt es eine Basis B von V, sodass Matg(f)
eine Block-Diagonalmatriz ist, deren Blocke die Jordan-Kdstchen Jaimu, (i) sind.
Die Jordan-Kdstchen sind bis auf ihre Reihenfolge eindeutig bestimmd.

Analog gilt: Ist A € Mat(n, K) mit zerfallendem charakteristischem Polynom x 4,
dann ist A dhnlich zu einer Block-Diagonalmatriz, deren Blocke Jordan-Kistchen
sind, und die Jordan-Kdstchen sind bis auf ihre Reihenfolge eindeutig bestimmdt.

Beweis. Nach Satz 26.2 konnen wir V' als direkte Summe in die verschiedenen
Hauptraume H)(f) zerlegen; auf H,(f) ist f = Aid+g¢ mit g nilpotent. Nach
Satz 26.16 gibt es eine Zerlegung von H,(f) als direkte Summe von Untervek-
torrdumen, auf denen g nilzyklisch ist, dort ist also f = Aid 4nilzyklisch. Wir er-
halten die gewiinschte Zerlegung von V, indem wir die Zerlegungen der Hauptraume
kombinieren. Wie in Definition 26.15 kénnen wir Basen B; der U; so wéhlen, dass
g; auf U; durch Jyimp, gegeben ist, dann ist

Mat g, (f|v,) = Milaimu; + Jaimu;, = Jaimu, (Ni) -

Setzen wir diese Basen zu einer Basis B von V' zusammen, erhalten wir die Block-
Diagonalmatrix fiir f wie angegeben. Die Eindeutigkeit folgt daraus, dass die

DEF
Jordan-
Kastchen

SATZ
Jordansche
Normalform
(stark)
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Summe der Grolen der Jordan-Késtchen zu einem gegebenen Eigenwert A gleich
der algebraischen Vielfachheit von A als Eigenwert von f sein muss (vergleiche
Lemma 26.13), und aus der Eindeutigkeitsaussage in Folgerung 26.17.

Die Aussagen fiir Matrizen folgen wie iiblich aus denen fiir Endomorphismen: Wir
wenden die Aussage auf den Endomorphismus f: K" — K", © — A - x, an
(wobei die Elemente von K™ als Spaltenvektoren betrachtet werden). Dann ist
A = Matg g(f) mit der Standard-Basis £ von K™, und mit P = Matpg g(idgn)
hat dann Matg(f) = P~'AP die Form wie im Satz. a

26.21. Definition. Die Matrix in Satz 26.20 heifit die Jordansche Normalform
von f bzw. A. &

Die Jordansche Normalform liefert also eine vollstdndige Klassifikation der Matri-
zen mit zerfallendem charakteristischem Polynom bis auf Ahnlichkeit. Zum Bei-
spiel gibt es genau drei Ahnlichkeitsklassen von Matrizen in Mat(3, K) mit cha-
rakteristischem Polynom (X — )3, denn die Jordan-Normalform kann die Jordan-
Késtchen J5(\) oder Ja(A), Ji(A) oder Ji(A), Ji(A), J1(A) haben.

Wie kann man die Jordansche Normalform einer gegebenen Matrix A € Mat(n, K)
bestimmen?

Wenn man nur wissen mochte, wie die Jordansche Normalform aussieht, dann
bestimmt man zuerst die Eigenwerte (indem man das charakteristische Polynom
faktorisiert) und berechnet dann fiir jeden Eigenwert A die Dimensionen der Ker-
ne von (A — A,)™ fir m = 1,2,3,.... Aus diesen Dimensionen ergeben sich
die GroBen der vorkommenden Jordan-Késtchen Ji(A) wie im Beweis von Folge-
rung 26.17. Ist die algebraische Vielfachheit von A héchstens 3, dann kann man
die Jordan-Késtchen, die zu A gehdren, aus der algebraischen und der geometri-
schen Vielfachheit von A bestimmen. Man iiberlegt sich nidmlich leicht, dass jedes
Késtchen J,,(\) genau 1 zur geometrischen Vielfachheit beitrégt: Die geometrische
Vielfachheit von \ ist genau die Anzahl der Jordan-Késtchen J,,(\). Fiir algebrai-
sche Vielfachheit (also Gesamtgrofie dieser Késtchen) < 3 legt die Anzahl bereits
die Grofle der Késtchen fest.

Braucht man zusétzlich die Matrix P € GL(n, K), sodass P"'AP in Jordan-
Normalform ist, dann muss man fiir jeden Hauptraum H,(A) eine Basis wie in
Folgerung 26.17 bestimmen (zu g = (f — Aid)|x,(4)) und diese Basen dann zu
einer Basis von K" zusammensetzen. Die Basiselemente bilden dann die Spalten
von P.

Wir fithren das in einem Beispiel durch:

26.22. Beispiel. Wir betrachten

5 -1 0 0 —10
4 -1 0 0 -8

A=|1 2 1 =2 -1 | €Mat(5R).
5 0 0 -1 —9
2 -1 0 0 -3

DEF
Jordansche
Normalform

BSP
Jordansche
Normalform
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Das charakteristische Polynom ist

X -5 1 0 0 10
-4 X+1 0 0 8
xa=| —1 -2 X-1 2 1

) 0 0 X+1 9
-2 1 0 0 X +3

X-5 1 10

=(X-D)X+1)| 4 X+1 8
-2 1 X+3

= (X -1D(X +1)
(X =5)(X +1)(X +3)— 16 —40 — 8(X —5) + 20(X + 1) + 4(X + 3))
(X -DX+DXP-X2 - X +1) = (X —1)*}X +1)%.

Es sind also die beiden Hauptrdume H;(A) (Dimension 3) und H_1(A) (Dimen-
sion 2) zu betrachten. Fiir die Kerne erhalten wir (wir schreiben die Elemente
von R® als Spaltenvektoren):

ker(A — I5) = ((0,0,1,0,0)",(3,2,0,3,1)")

ker((A — I5)*) = ((0,0,1,0,0)",(1,1,0,1,0)", (0,—1,0,0,1) ")
ker(A+ I5) = {(0,0,1,1,0)")

ker((A+ I5)?) = {(0,0,1,1,0)", (2,2,-2,0,1)")

Fiir die hoheren Potenzen bleiben die Dimensionen gleich, da sie bereits den
Dimensionen der Hauptraume entsprechen. Daraus ergeben sich die Grofien der
Jordan-Késtchen:

A=1:  0,2,3,3,...—2,1,0,... — 1,1,0,... — J1(1), Jo(1)
A=-1:  0,1,2,2,...— 1,1,0,... — 0,1,0,... — Jo(—1)

(In diesem Fall hitte es gereicht, die geometrischen Vielfachheiten 2 bzw. 1 zu ken-
nen, um die Jordan-Késtchen zu bestimmen.) Die Jordansche Normalform von A
hat also die folgende Gestalt:

100 0 0
011 0 O
001 0 O
000 -1 1
000 0 -1

Um eine Transformationsmatrix P zu finden, gehen wir analog zu Beispiel 26.18
vor: Ein Komplement von ker(A + I5) in ker((A + I5)?) wird zum Beispiel erzeugt
von v; = (2,2,—2,0,1)". Ein Komplement von ker(A — I5) in ker((A — 15)2) wird
erzeugt von vy = (1,1,0,1,0), und ein Komplement von

(A— L) (ker((A—I5)%) = ((3,2,1,3,1) ")
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in ker(A — I5) wird erzeugt von vz = (0,0,1,0,0)". Eine geeignete Basis ist damit
B = (03, (A —1I5) - vg,v9, (A+ I5) - vy, Ul), entsprechend der Matrix

0310 2
0210 2
P=1]1101 -2
0311 0
0100 1

L]

26.23. Beispiel. Als eine Anwendung der Klassifikationsaussage von Satz 26.20
wollen wir untersuchen, welche der Matrizen

1 11 -1 -1 =z
A=11 11 und B(z,y)=11 1 y
1 11 0 0 3

(fiir ,y € R) in Mat(3,R) dhnlich zueinander sind. Dazu berechnen wir zunéchst
die charakteristischen Polynome; das ergibt

XA = XBlay) = X (X —3).

Das schlieft noch keine Ahnlichkeitsrelationen aus. Deshalb bestimmen wir die
Jordansche Normalform der Matrizen. Fiir den Eigenwert 3 der algebraischen
Vielfachheit 1 gibt es nur die Moglichkeit eines Jordan-Késtchens J;(3). Fiir den
Eigenwert 0 gibt es die beiden Méglichkeiten J5(0) und J;(0), J;1(0). Um sie zu
unterscheiden, bestimmen wir die Dimension des Kerns von A bzw. von B(z,y):

dimker(A) =3 —rk(A)=3—-1=2

und
dimker(B(z,y)) =3 —rk(B(z,y)) =3—-2=1.

Daraus ergibt sich, dass die Jordansche Normalform von A die Jordan-Késtchen
J1(0), J1(0), J1(3) hat (insbesondere ist A diagonalisierbar), wéhrend die Jordan-
Normalform der Matrizen B(z,y) die Késtchen J5(0), J1(3) hat (insbesondere sind
die B(z,y) nicht diagonalisierbar). Wir sehen also, dass A zu keiner der Matrizen
B(x,y) dhnlich ist, dass aber alle B(x,y) zueinander dhnlich sind. )

Die hauptséchliche praktische Anwendung der Jordanschen Normalform besteht
darin, dass sie die Berechnung von Potenzen einer Matrix vereinfacht: Sei etwa
J = P71AP die Jordan-Normalform einer Matrix A, dann ist A = PJP~! und
Ak = PJ*P~! fiir alle k € N. Da J eine Block-Diagonalmatrix ist, ist J* ebenfalls
eine Block-Diagonalmatrix, deren Blocke die k-ten Potenzen der Blocke J,, ()
sind. Nun ist J,,,(A\) = A, + J,, also

k k
NP = M1, + (1>>\k‘1Jm + (2) MN2g2 T

und die Potenzen J haben eine sehr einfache Gestalt. Zum Beispiel ist
Ao2) 1

Js(N)?P =0 AN 2x
0 0 A\

BSP
'_I_'esten auf
Ahnlichkeit
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und allgemeiner
)\k k’)\k_l (k) )\k—2
2
JsNF =10 XN At
0 0 AE

Eine Anwendung, die Sie in der ,, Einfithrung in die gewthnlichen Differentialgleichungen*
kennenlernen werden, ist die Berechnung von e fiir Matrizen A € Mat(n, R) und ¢ € R.
Die Exponentialfunktion fiir Matrizen ist definiert wie fiir Zahlen:

1
A _ k.
€ _Zk!A ’
k=0

man kann zeigen, dass die Reihe stets konvergiert (die Partialsummen sind Matrizen mit
der Eigenschaft, dass die Folge der Eintrége an jeder gegebenen Position konvergiert). Ist
A = PJP~ ! wie oben, dann gilt !4 = Pe!’ P~1 und e*’ ist eine Block-Diagonalmatrix
mit Blécken der Form

t2
(V) — Mptdm — N (Im T, 5%31 + .. ) .

(Dabei benutzt man die Funktionalgleichung eA*5 = e4.eP fiir Matrizen A, B mit AB =
BA, die aus der Potenzreihenentwicklung und dem Binomialsatz folgt.) Die Wichtigkeit
der Funktion ¢ — e kommt aus folgendem Resultat:

Satz. Ist x= (x1,x9,... ,xn)T: R — R™ ein n-Tupel differenzierbarer Funktionen, das SATZ

das System von Differentialgleichungen Systeme
1 (t " linearer
x/l( ) zi(t) Differential-
z5(1) wa(t) )
2 (t) = : =A- ) =A-x(t) gleichungen
: : mit konstanten
(1) T () Koeffizienten

erfillt, dann gilt z(t) = e - 2(0).

Mit der Exponentialfunktion €4 kann man also solche Differentialgleichungssysteme
16sen. Fiir die Matrix A aus dem Beispiel 26.22 oben etwa hat man

et 0 0 0 0
0 et tet 0 0
eA=p.lo 0o ¢ 0o o |.-P7!
0 0 0 et tet
0O 0 O 0 et

3el — 2e7t (3t —2)et +2e71 0 0 —(6t + 2)et + 2e¢
2¢et — 2et (2t — 1)et +2e71 0 0 —(4t + 2)e! + 27!
=] e —(t+1)et tel +te™t el —el et —2te! + te!
et — (t+3)e”t (Bt—2)el +(t+2)et 0 et —(6t +2)e! + (t + 2)et
el —et (t—1)et +et 0 0 —2te! 4 et

Wie sieht die Klassifikation von Matrizen bis auf Ahnlichkeit aus iiber R, wo ja nicht
jedes Polynom in Linearfaktoren zerfallt?

Sei A € Mat(n,R). Dann zerfallt x 4 jedenfalls in C[X] in Linearfaktoren. Diese konnen
die Form X — X\ haben mit A € R oder die Form X — (A + p%) mit A\, u € R und p # 0.
Dann ist neben A + pt auch A — pt eine Nullstelle von x4, denn sei

XA=X"+a, 1 X" '+, . 4+a1 X 4+ay mitag,ai,...,an_1 €R,

dann ist fiir z = a + bt € C mit komplex konjugierter Zahl z = a — b2

-n—1

xa(z) =2"+an_12" 1+ . +az+ag=2"+ap 12" +...+ a1z +ap = xa(z).



§26. Die Jordansche Normalform 94

(Dabei haben wir benutzt, dass fiir w,z € C gilt w+ 2z = w + z und Wz = w z, sowie
a=a fir a € R.) Aus xa(A + pi) = 0 folgt daher xa(A — p2) = xa(A + pz) = 0. Man
kann den Faktor

(X =X — i) (X = A+ pi) = X2 — 22X + X2 4 42

abdividieren; eine einfache Induktion zeigt dann, dass A+ut und A— i dieselbe Vielfach-
heit als Nullstelle von x 4 haben. Damit haben die zugehtrigen Hauptraume Hy,;(A)
und Hy_,;(A) in C" dieselbe Dimension. Sei (1, z2,. .., Ty,) eine Basis von Hyi,i(A),
sodass A-x; = (A+pi)x; oder (A+pi)x;+ ;1 ist (also eine Basis, die zu den Jordan-
Kistchen fiir den Eigenwert A + ¢ gehort). Fiir einen Vektor y = (y1,...,y,) € C" sei
Y= (Y1,---,Yn). Dann ist (21, Z2,..., %) eine Basis von Hy_,;(A), und

(a:l +&1,i Yz — &), o+ T, (22— T2), ... T + T, 8 (T — :i:m))

ist eine Basis von Hx;,i(A) @ Hxy_,i(A), deren Elemente in R™ liegen. Die Matrix
beziiglich dieser Basis des durch A gegebenen Endomorphismus dieses Untervektorraums
ist dann eine Block-Diagonalmatrix mit Blocken der Form

A —p 1 0 0 0 0 0
LA 0 1 0 0 0 0
0 0 A —u 1 0 0 0
0 0 u A 0 1 0 0
JmNwy = T eMat(2m,R).
0 0 0 0 A - 10
0 0 0 0 oA 0 1
0 0 0 0 0 0 A —u
0 0 0 0 0 0 u A

Diese Matrix entsteht aus Jy, (A + p2), indem jeder Eintrag a + bi (mit a,b € R) durch
die 2 x 2-Matrix (‘g _ab) ersetzt wird (dies ist die Matrix des R-linearen Endomorphismus
z + (a+bi)z von C beziiglich der R-Basis (1,%) von C).

Daraus ergibt sich der folgende Satz (formuliert fiir Matrizen):
Satz. Sei A € Mat(n,R). Dann ist A dhnlich zu einer Block-Diagonalmatriz, deren

Blicke die Form Jpy(X) (mit X € R) oder Jam (A, p) (mit X € R, u € Rsg) haben. Diese
Bliocke sind bis auf thre Reihenfolge eindeutig bestimmd.

SATZ
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27. DAS TENSORPRODUKT

Die Idee des Tensorprodukts ist es, bilineare Abbildungen b: V; x Vo — W zu
,linearisieren, indem man den Definitionsbereich V; x V5 durch einen geeigneten
Vektorraum V' und b durch eine lineare Abbildung V' — W ersetzt. Das fiihrt auf
folgende Definition:

27.1. Definition. Seien V; und V5 zwei K-Vektorraume. Ein K-Vektorraum V'
zusammen mit einer bilinearen Abbildung 5: Vi x V5 — V heifit ein Tensorprodukt
von V; und V5, wenn V und § die folgende ,,universelle Eigenschaft® erfiillen: Fiir
jeden K-Vektorraum W und jede bilineare Abbildung b: Vi x Vo — W gibt es
genau eine lineare Abbildung f: V — W mit b= f o . &

Wir schreiben Bil(V;, Vo; W) fiir den Vektorraum der bilinearen Abbildungen von
Vi x V5 nach W; dann besagt die Definition, dass (V, 5) genau dann ein Tensor-
produkt von V; und V5 ist, wenn die Abbildung

Hom(V, W) — Bil(V}, Vo; W), f+—— fop
fiir alle W bijektiv (und damit ein Isomorphismus) ist.

Es folgt, dass Tensorprodukte bis auf eindeutigen Isomorphismus eindeutig be-
stimmt sind:

27.2. Satz. Seien Vi und Vy zwei K-Vektorraume und seien (V, ) und (V' 3)
zwet Tensorprodukte von Vi und V,. Dann g¢ibt es einen eindeutig bestimmten
Isomorphismus @: V. — V' mit f' = po 3.

Beweis. Wir wenden die universelle Eigenschaft von V' an auf die bilineare Abbil-
dung (', das liefert eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung ¢: V' — V' mit
B = po . Analog gibt es ¢': V' — V mit § = ¢’ o f'. Die Eindeutigkeit in der
universellen Eigenschaft liefert ¢’ o ¢ = idy und ¢ o ¢/ = idy/; damit ist ¢ ein
[somorphismus. u

Wir schreiben V; ® V5 (oder Vi @k Vs, wenn es auf den Koérper ankommt) fiir ein
Tensorprodukt von V; und V5; die bilineare Abbildung  wird dann in der Form
B(vy,v2) = v ® v9 notiert.

Was ist eine ,,universelle Eigenschaft“? Wir haben gewisse ,,Objekte“ (im Fall des Tensor-
produkts sind es Paare (W, b) aus einem Vektorraum W und einer bilinearen Abbildung
b: Vi x Vo — W), zwischen denen es ,Morphismen“ gibt (beim Tensorprodukt ist ein
Morphismus (W, b) — (W', V') eine lineare Abbildung ¢: W — W' mit ¢ o b = ¥'). Die
universelle Eigenschaft besagt dann, dass es von dem betreffenden ,,universellen“ Ob-
jekt genau einen Morphismus zu jedem anderen Objekt gibt (dann hat man ein initiales
Objekt) oder auch, dass es von jedem Objekt genau einen Morphismus zum universellen
Objekt gibt (dann hat man ein finales Objekt). Man kann sehr abstrakt formulieren,
welche Eigenschaften die Objekte und Morphismen haben miissen (sie bilden dann ei-
ne sogenannte Kategorie); der Teil der Mathematik, der sich damit beschiftigt, heifit
Kategorientheorie und wird gerne liebevoll als ,,abstract nonsense® bezeichnet.

Ein einfaches, aber triviales Beispiel erhalten wir, wenn wir als Objekte K-Vektorrdume
und als Morphismen lineare Abbildungen betrachten. Ein universelles Objekt U hat
dann die Eigenschaft, dass es immer genau eine lineare Abbildung U — V gibt, fiir
jeden K-Vektorraum V. Es ist dann leicht zu sehen, dass hier der Null-Vektorraum
ein universelles (initiales) Objekt ist. Er ist iibrigens auch ein finales Objekt in dieser
Kategorie.
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Die Eindeutigkeitsaussage fiihrt auf die Frage nach der Existenz des Tensorpro-
dukts. Zuerst noch eine Definition.

27.3. Definition. Seien X eine Menge und K ein Korper. Sei
K% = {(A\p)zex | As = 0 fiir alle bis auf endlich viele z € X} .

Dann ist KX) ein Untervektorraum von KX mit Basis (e,).cx, wobei (analog
zum Standardvektorraum K") e, = (d,,)yex die Familie ist, deren Komponenten
alle null sind bis auf die x-te Komponente, die den Wert 1 hat. &

Der Beweis der letzten beiden Aussagen ist eine Ubungsaufgabe.

27.4. Satz. Seien By und By Basen der K-Vektorrdume Vi und V5. Dann ist
V = KB xB2) sysammen mit
ﬁ: Vi X ‘/2 — V> (Z )\ v, Z NU’/U) )\v,uv )(v,v’)EleBQ
vEB1 v’ €B>

ein Tensorprodukt von Vi und Vy. (In den Summen sind alle bis auf endlich viele
Koeffizienten X\, bzw. i, null.)

Beweis. Wir schreiben e, ,+) wie in Definition 27.3 fiir die Elemente der ,,Standard-
Basis®“ von V. Sei W ein weiterer K-Vektorraum und b: V; x V5, — W bilinear.
Eine lineare Abbildung f: V' — W mit f o 8 = b muss dann fiir alle v € B; und
v € By die Gleichung

f(e(v,v’)) = f(ﬁ(v,v')) = b(?),’U,)
erfiillen. Es gibt genau eine lineare Abbildung f, die auf der Standard-Basis von V
diese Werte annimmt (Satz 10.11). Es bleibt zu zeigen, dass fiir diese lineare
Abbildung tatséchlich f o f = b gilt: Seien v; = > AU € Vi und vy =
> wen, ot € Vo. Dann gilt

f(ﬂ(,ul; UZ)) = f(()\v,uv’)(v,v’)EB1><Bz = ( Z )\v,uv’e('u v’) >

vE B,

(v,v")EB1X B2
= Z AUMU vv/)) = Z )\U/J”U/b v U)
(v,v")EB1 X B2 (v,v")EB1 X B2
= b( Z Ao, Z um/) = b(vy,v9) . a

vEB] v'E€Bg

Damit ist die Existenz des Tensorprodukts jedenfalls fiir endlich-dimensionale Vek-
torrdume gezeigt. Da (unter Verwendung des Auswahlaxioms) jeder Vektorraum
eine Basis hat, gilt die Existenzaussage auch allgemein.

Es gibt auch eine Basis-freie Konstruktion des Tensorprodukts, die allerdings ziemlich
Jbrutal“ und ,,verschwenderisch“ anmutet. Wir setzen V = K(V1x2) (das ist also ein
Vektorraum, der fiir jedes Element (vi,vs) € V1 x V3 ein Basiselement e, ,,) hat) und
definieren U als den Untervektorraum von V), der von allen Elementen einer der Formen

e()\vl,vg) - Ae(vhvg)v e(vl,)\vg) - )‘e(vl,vg)a
C(vi+v],v2) T C(vi,v2) T €(vive)r  C(vivatvh) T C€(viwe) T €(vih)
mit vy, v] € Vi, vg,vh € Vo und A € K erzeugt wird. Dann setzen wir V' = V/U und
B(v1,v2) = [€(s; 05)]- Man rechnet nach, dass 3 bilinear ist (das kommt direkt aus der

Definition von U). Ist b: V; x Vo — W bilinear, dann definiert man zunéchst eine lineare
Abbildung F': V — W durch F(e(,, v,)) = b(vi,v2) (eindeutige Festlegung durch Bild
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der Basis). Aus der Bilinearitéit von b folgt, dass ¢« im Kern von F' enthalten ist; es gibt
dann (das ist die universelle Eigenschaft des Quotientenraums, siehe Satz 18.11) eine
eindeutig bestimmte lineare Abbildung f: V — W mit F = fomx, wobei m: V — V
der kanonische Epimorphismus ist. Dann gilt f o 8 = b. Die Eindeutigkeit von f ist
auch leicht zu sehen — das Bild von 8 erzeugt V, also gibt es hochstens eine lineare
Abbildung, die auf dem Bild von 5 gegebene Werte annimmt.

27.5. Beispiel. Seien K ein Korper und m,n € N. Dann ist der Vektorraum
Mat(m x n, K) isomorph zum Tensorprodukt K™ ® K". Dabei ist die bilineare
Abbildung 8: K™ x K™ — Mat(m x n, K) gegeben durch (z,y) — x-y' (,Spal-
tenvektor mal Zeilenvektor®); das Bild von /8 besteht genau aus der Nullmatrix
und den Matrizen vom Rang 1. Daran sieht man sehr schon, dass keineswegs
alle Elemente von V; ® V5 die Form v; ® vs haben! Es gibt ja auch Matrizen
von hoherem Rang (jedenfalls, wenn m und n grofer als 1 sind). s

Das Tensorprodukt V; ® V4 wird von den Elementen der Form v; ® vy (also dem
Bild von f3) erzeugt. (Das folgt aus der Konstruktion in Satz 27.4 oder auch direkt
aus der universellen Eigenschaft: Ware U = (im(f)) nicht ganz V; ® V5, dann
konnte man ein Komplement U” # {0} von U wihlen und darauf die lineare Ab-
bildung aus der universellen Eigenschaft beliebig definieren, was der Eindeutigkeit
widerspréiche.) Man kann dann fragen, wie viele solche Elemente man hochstens
braucht, um ein beliebiges Element darzustellen.

27.6. Satz. Seien V und V' zwei K-Vektorriume und sei (by,...,by,) eine Basis
von V. Dann ldsst sich jedes Element w von V ® V' eindeutig schreiben als

U):’U1®b1+1}2®b2+...—|—1}n®bn

mit v, Vg, ...,0, € V.

Man kann das so interpretieren, dass man beim Ubergang von V/ zu V @ V' die
skalaren Koeffizienten der Basis (b, ..., b,) durch ,Koeffizienten* aus V' ersetzt.

Beweis. Wir haben die lineare Abbildung
¢I |74 HV@V,, (Ul,UQ,...,Un> '—>U1®b1+@2®b2+...+vn®bn

(wobei die Vektorraumstruktur von V™ komponentenweise definiert ist); zu zeigen
ist, dass 1) ein Isomorphismus ist. Dazu konstruieren wir die Umkehrabbildung:
Wir betrachten folgende bilineare Abbildung b: V' x V' — V™

b(v, Xn: Ajbj) — (0, Ao, o An0)
j=1

Wegen der universellen Eigenschaft gibt es dann eine eindeutig bestimmte lineare
Abbildung ¢: V@ V! — V™ mit ¢(v ® b;) = (0;j0)1<i<n. Es gilt offensichtlich
potp =idy» und (Yo p)(v®b;) =v®b; fiir allev e V und j € {1,2,...,n}. Da
V ® V' von allen v ® b; erzeugt wird, folgt daraus ¢ o ¢ = idygy-, also ist ¢ wie
gewiinscht ein Isomorphismus. (Dass die v ® b; Erzeuger von V ® V"’ sind, kommt
daher, dass jedes v ® v' eine Linearkombination dieser spezielleren Elemente ist:
v =35 Ajbj impliziert v @ v' = . Aj(v @ by).) a
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27.7. Beispiel. Fiir eine m x n-Matrix A bedeutet das, dass A Summe von
hochstens n Matrizen vom Rang 1 ist. (Genauer gilt, dass A Summe von genau
r = rk(A) Matrizen vom Rang 1 ist.) &

Fiir das Tensorprodukt gelten die folgenden Rechenregeln.

27.8. Satz. Seien Vi, Vs, Vi3 drei K-Vektorrdume. Dann gibt es kanonische Iso-
morphismen

M) eV e (V2 V)
VieWhZ21hel
KeVvi=w

{0} ® Vi = {0}

Wegen der Assoziativitiat des Tensorprodukts schreibt man auch einfach V;®@Vo®V3
(und analog mit mehr als drei ,,Faktoren*).

Beweis. Wir zeigen hier exemplarisch nur eine der Aussagen; die {ibrigen Beweise
sollten Sie als Ubungsaufgaben betrachten. Die Beweis-Struktur ist immer die-
selbe: Man konstruiert natiirliche lineare Abbildungen in beiden Richtungen und
zeigt unter Verwendung der universellen Eigenschaft, dass sie zueinander invers
sind.

Wir beweisen das ,, Assoziativgesetz“ (V1 @ V2) @ V3 = Vi @ (Vo®@ V). Dazu fixieren
wir erst einmal vz € V3. Die Abbildung

VixVo—Vi®(Va®Vz), (v1,v2)— 11 ® (v2 ®v3)
ist offensichtlich bilinear und fithrt daher zu einer linearen Abbildung
fos: Vi@ Vo — Vi@ (Va@V3) mit  f, (v ® v2) =01 @ (va ® v3) .

Da f,, linear von v abhéngt (d.h., V3 — Hom(Vl RV, VI ®(Va® V},)), V3 > fugs
ist linear), ist die Abbildung

b: (Vi@ Vo) x Vs — Vi@ (Va®@V3),  b(v,v3) = fu,(v)
bilinear. Deshalb gibt es eine lineare Abbildung
p: (ViaW) oV —Vie(VheV;) mit ¢((v1 @) @us) =0 @ (v2 @ v3)
Analog gibt es eine lineare Abbildung
Vi@ (heVs) — (Viel)@Vs mit (v ® (v2@u3)) = (11 @v2) @ vs.

Da die angegebenen Elemente jeweils ein Erzeugendensystem bilden, folgt, dass ¢
und 1 zueinander inverse Isomorphismen sind. a

Die wichtigsten Prinzipien beim Umgang mit Tensorprodukten sind:

e Es gibt genau dann eine (dann auch eindeutig bestimmte) lineare Abbildung
Vi@V, - W mit f(v; ® ve) = b(vy,vq) fiir alle v; € Vi, vg € V3, wenn
b: Vi x Vo — W bilinear ist.

e Die Abbildung (v, vq) — v1 ® vy ist selbst bilinear.

e Die Elemente der Form v; ® vy erzeugen Vi ® V5, aber im Allgemeinen hat nicht
jedes Element von Vi ® V5 diese Form.
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Zum Beispiel ist die Auswertung von linearen Abbildungen
Hom(V,W) xV — W, (f,v) — f(v)
bilinear und fiithrt daher zu einer linearen Abbildung
Hom(V, W)@V — W mit f®v+—— f(v).
Auch die Abbildung
V*x W — Hom(V, W), (¢,w) — (v ¢(v)w)
ist bilinear und fiihrt zu einer kanonischen linearen Abbildung

V*@W — Hom(V,W).

27.9. Satz. Seien V und W zwei K-Vektorraume. Ist 'V oder W endlich-dimen- SATZ
sional, dann ist die kanonische lineare Abbildung ®: V* @ W — Hom(V, W) ein Hom(V, W)
Isomorphismus. 2V W

Beweis. Sei zundchst W endlich-dimensional und (b, ...,b,,) eine Basis von W.
Jede lineare Abbildung f: V — W hat dann die Form

f(0) = fr(0)by + f(0)be + .- + frn (V)b
mit eindeutig bestimmten Linearformen fi, fo, ..., f,, € V*. Wir definieren
U: Hom(V,W) — VW, f+— fi@h+ @b+ ...+ fin @bn;
dann gilt ®o W = idgemv,w) (klar) und Vo d = idy-gw: Sei w = Aibyi+. .. 4+Nnby,

dann ist
(Vod)(p®@w)=(Vod)( A ® b+ ...+ And @ by,)
=U(v > Mo(v)b + ... + A (v)by,)
= MO RDbL 4+ A D by
=@ (Mbi + ..+ Anb)
=0Quw.

Damit gilt Yo® = id auf einem Erzeugendensystem von V*®@W , also ist Wod = id.
Also ist @ ein Isomorphismus.

Sei jetzt V' endlich-dimensional mit Basis (b1, ..., b,) und dualer Basis (b7, ...,b")
von V* Eine lineare Abbildung f: V — W ist eindeutig festgelegt durch die
beliebig wihlbaren Bilder f(by),..., f(b,). Wir definieren

U: Hom(V,\W) = V*@W, fr—b f(bi)+...+0b® f(b,).
Dann sind ¢ und ¥ wieder invers zueinander, denn
(Tod)(p®w)="T(v— ¢(v)w)
= b} ® (¢(b)w) + ... + b ® ((by)w)
= o(b))b] @w + ... + ¢(b,)b; @ w

= (p(b1)b} + ... + (b)) ® w
=0 Qw
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(also W o & = id auf einem Erzeugendensystem, damit gilt ¥ o & = id) und

(@0 V) (f) =B(b; @ f(by) + ...+ b} @ f(bn))
=P (b} @ f(b1)) + ...+ 2(b; @ f(bn))
= (0= B (0)F(br) + ... + B (0) £ (b))
=1,

denn die Abbildung in der vorletzten Zeile bildet fiir alle j € {1,2,...,n} das
Basiselement b; auf f(b;) ab. Q

Sind V und W beide unendlich-dimensional, dann ist ® zwar noch injektiv, aber nicht
mehr surjektiv — das Tensorprodukt ist ,,zu klein*, um alle Homomorphismen zu spezifi-
zieren: Sei B eine (unendliche) Basis von W, dann hat jedes Element des Tensorprodukts
V*®@ W die Form t = Y, p/ ¢ ® b mit einer endlichen Teilmenge B’ C B (das beweist
man dhnlich wie in Satz 27.6). Die lineare Abbildung ®(t) bildet v € V auf ), _ 5/ ¢p(v)b
ab, das Bild von ®(¢) ist also im endlich-dimensionalen Untervektorraum (B’) von W
enthalten. Ahnlich wie in Satz 27.9 sieht man, dass jede lineare Abbildung mit endlich-
dimensionalem Bild (also mit endlichem Rang) im Bild von ® liegt. Es gibt aber stets
lineare Abbildungen V' — W, deren Bild unendlich-dimensional ist. Im Fall V' = W liegt
zum Beispiel idy, nicht im Bild von .

Im Fall V = W endlich-dimensional haben wir dann einen Isomorphismus
End(V) = Hom(V,V) —= V* @V

(die Umkehrabbildung von @ in Satz 27.9) und wir konnen folgende Komposition
bilden:
End(V) — V*®V = Hom(V,K) @ V =% K |

wobei die letzte Abbildung die von der Auswertung induzierte Abbildung ist. Diese
Abbildung V*®@V — K (oder entsprechend V®@V* — K) heifit auch Kontraktion.

27.10. Satz. Die so definierte Abbildung End(V') — K ist die Spur f+— Tr(f).

Beweis. Da die Spur iiber Matrizen definiert ist, miissen wir zuerst eine Basis
B = (by,...,b,) von V wihlen; sei (b7,...,0}) die duale Basis von V* Dann ist

fir f € End(V)
Matz(f) ::(b:(f<bj)))uj’

also
Tr(f) = Tr(Matg(f))
=i (f(b1)) + ...+ b (f(bn))
=ev(b1 @ f(br) + ... + b, @ f (b))
=ev(®7(f))
(vergleiche den Beweis von Satz 27.9 fiir dim V' < 00). Das ist genau die Behaup-
tung. a

Wir betrachten jetzt das Zusammenspiel von linearen Abbildungen mit dem Ten-
sorprodukt.
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27.11. Lemma. Seien V,V' W, W' vier K-Vektorriume und seien f:V — W
und ' V' — W' lineare Abbildungen. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung
fRf:VV 5 WeW mit(fe f)lved) = flv)® f'(v) firadleveV und
v e V.

Beweis. Die Abbildung b: V x V' - W @ W', (v,v") — f(v) ® f'(v'), ist bilinear;
nach der universellen Eigenschaft von V®V"’ existiert also eine eindeutig bestimmte
lineare Abbildung f ® f’ wie angegeben. a

Es gilt dann idy ®idys = idygys, und wenn Vi 5 Vo % V3 und V7 & V7 & v
lineare Abbildungen sind, dann gilt (go f)® (¢'o f') = (g®¢') o (f® f), wie man
leicht auf Elementen der Form v ® v nachpriift.

27.12. Beispiel. Seien Vi, V5, und V3 drei endlich-dimensionale K-Vektorraume.
Wir betrachten

Hom(V1, Va) x Hom(Va, Vs) = (V" @ Va) x (V" @ Vs)

—>V ®(‘/2®V*>®‘/31d®ev®ldv*®[(®‘/3
= V" ® Vs = Hom(Vy, V).
Diese Abbildung ist dieselbe wie die Komposition (g, f) — f o g. Es geniigt, das
fiir g: v1 — @(v1)w und f: vy — @ (v2)w’ nachzuweisen, wobei ¢ € Vi*, ¢/ € Vi
und w € V,, w’ € V3. Wir erhalten
(9. /) — (p@w, ¢ @u)r— ¢ (wed)uw
— PR P (w) @uw — ¢ (w) ¢ @ W
— (v = ¢ (w)d(v)w' = ¢ ($(v1)w)w’ = (f 0 g)(v1))
=foyg
Im Fall V| = V3 erhélt man dann auch sehr leicht die Beziehung Tr(fog) = Tr(gof)
(Ubung). &

27.13. Beispiel. Ist B = (by,...,b,) eine Basis von V und B’ = (b}, ...,V,) eine
Basis von W, dann ist

B"= (b @b,....,01 @b, ba@0b],....b0 @b, ,...... @), 0, R0))

eine Basis von V®W . Ist f ein Endomorphismus von V und g ein Endomorphismus
von W, dann ist f ® g ein Endomorphismus von V ® W. Die zugehdtrige Matrix
A" =Matp/(f ® g) heifit das Kronecker-Produkt von A = (a;;) = Matp(f) und
A" = Matp(g). Es gilt dann

CLHA/ algA/ e alnA’

/ / /

A// CL21A G/QQA s (IgnA
ap A | apa A | | apn A’

Man schreibt dafiir auch A” = A A'.

Es gilt Tr(A ® A’) = Tr(A) Tr(A’) und det(A ® A’) = det(A)™ det(A")" (Ubung).
[ )

Der folgende Satz gehort eigentlich in das Kapitel iiber euklidische Vektorrdume.
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Satz. Sei A= (xi|z2|- - |z,) € Mat(n,R). Dann gilt
| det(A)] < [Jm[[|@2]] - - - |||

mit Gleichheit genau dann, wenn eine Spalte null ist oder die Spalten z; € R™ paarweise
orthogonal sind.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion. Der Fall n = 1 (und auch der Fall
n = 0) ist klar. Sei also n > 2. Dass Gleichheit gilt, wenn eine Spalte null ist, ist
offensichtlich. Wir konnen also annehmen, dass x; # 0 ist fiir alle j € {1,2,...,n}.
Mit dem Gram-Schmidt-Verfahren konstruieren wir eine ONB B von R", deren erstes
Element ein skalares Vielfaches von x1 ist; sei P die Matrix, deren Spalten die Vektoren

in B sind. Dann ist ] T
14 _ T1 Y
pia— (Jﬁo A )

mit y = (y2,...,yn) € R"1 Es gilt (beachte P € O(n), damit det(P) = +1)
| det(A)| = |det(P~'A)| = @1 ]| det(A")].
Wir schreiben A’ = (z}|---|z}). Da P~! orthogonal ist, haben die Spalten von P~tA

dieselbe Liinge wie die Spalten von A, also gilt ||z;||* = y? + H:B;HQ Aus der Indukti-
onsvoraussetzung ergibt sich

| det(AN)] < [la5]| -+« ||| < 2]l - 2l -

Daraus folgt die behauptete Ungleichung. In der zweiten Ungleichung oben gilt Gleich-
heit genau dann, wenn y = 0 ist, und das bedeutet gerade, dass ; L x; ist fiir alle
j €42,...,n}. Nach Induktionsvoraussetzung gilt Gleichheit in der ersten Ungleichung
genau dann, wenn ein m; = 0 ist oder alle w; paarweise orthogonal sind. Beide Bedin-
gungen zusammen gelten genau dann, wenn alle x; paarweise orthogonal sind (den Fall
x; = 0 hatten wir ja ausgeschlossen). d

Eine n x n-Matrix A mit Eintrigen +1, fiir die |det(A)] = n™? gilt (das bedeutet
gerade, dass die Spalten (oder Zeilen) paarweise orthogonal sind; dquivalent ist also die
Bedingung A'A = nl,), heit Hadamard-Matriz. Man iiberlegt sich relativ leicht, dass
es solche Matrizen nur fiir n = 1, n = 2 und n = 4m mit m > 1 geben kann. Es ist ein
offenes Problem, ob es fiir alle diese n Hadamard-Matrizen gibt. Da man leicht zeigen
kann, dass das Kronecker-Produkt zweier Hadamard-Matrizen wieder eine Hadamard-
Matrix ist, folgt jedenfalls, dass die Menge der natiirlichen Zahlen n, fiir die es eine
n x n-Hadamard-Matrix gibt, multiplikativ abgeschlossen ist. Zum Beispiel ist

11
w=( )

eine Hadamard-Matrix, also gibt es fiir jedes n = 2*¥ Hadamard-Matrizen. Mit Hilfe von
zahlentheoretischen Konstruktionen erhélt man Hadamard-Matrizen fiir
n=4m=q+1 oder n=8m+4=2(q+1),
wenn ¢ die Potenz einer Primzahl ist (damit bekommt man
n =4,8,12,20,24, 28,32, 36,44, 48, 52,60, 68, 72,76,80,84, ... ;
die weiteren Werte
n = 16,40, 56,64, 88, . ..
bekommt man aus der Multiplikativitét; fiir n = 92 muss man sich schon was anderes

iiberlegen). Die bekannten Konstruktionen decken nicht alle Fille ab. Stand Juli 2014
ist n = 668 der kleinste ungeltste Fall.

SATZ
Hadamardsche
Ungleichung
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28. SYMMETRISCHE UND ALTERNIERENDE POTENZEN

Wir erweitern die Definition von bilinearen Abbildungen auf Abbildungen mit
(moglicherweise) mehr als zwei Argumenten.

28.1. Definition. Seien Vi, V5,...,V,, und W K-Vektorridume. Eine Abbildung DEF
m: Vi x Vo x - xV, = W heiBlt (K-)multilinear, wenn sie in jedem Argument multilineare
linear ist, d.h., fiir jedes j € {1,2,...,n} und fiir alle v; € V; ist die Abbildung Abbildung

vV, — VixVyx---xV, Mmoo symmetrisch

alternierend
v (U1, .., V1,0, U441, ., Uy)

linear. Im Fall W = K heifit m eine Multilinearform.

Eine multilineare Abbildung m: V" — W (also mit V; = Vo = ... =V, = V)
heifit symmetrisch, wenn fiir alle vy,...,v, € V und alle Permutationen o € S,
gilt

m(vg(l), Vo (2)y - - - ,Uo(n)) = m(vl, Vo, ... ,Un) .

(Es kommt also nicht auf die Reihenfolge der Argumente an.)

Eine multilineare Abbildung m: V" — W heif3t alternierend, wenn
m(vy,...,v,) =0
ist, sobald es ¢ # j gibt mit v; = v;. Daraus folgt
M(Vs(1), Vo(2)s - - - » Vo)) = E(a)m(v1,v2, ..., Up)
fir alle o € 5,,. &
Um Letzteres zu sehen, geniigt es eine Transposition o zu betrachten (denn jede

Permutation ist Produkt von Transpositionen und das Vorzeichen ¢ ist multipli-
kativ). Wenn ¢ zum Beispiel 1 und 2 vertauscht, dann betrachten wir

0 = m(vy + vo,v1 + V2,03, ..., U,) — m(v1, 01, U3, ...,0,) — m(Va, V2, V3, ...,0y)
= m(vy, VU2, U3, . .., Up) + m(va, U1, V3, ..., V)
= m(v1, V2,03, ..., Un) + M(Vo(1); Vo(2)s Vo(3)s - - - s Vo(n)) s
woraus mit (o) = —1
M(Vs(1), Vo(2)s - - - » Vo(n)) = E(0)m(v1,va, ..., Up)
folgt.

28.2. Beispiele. Die Abbildung K[X]* — K|[X], (p1,...,Pn) v D1 Dn, ist eine  BSP
symmetrische K-multilineare Abbildung. multilineare

Die Determinante (K")" — K, (z1,...,x,) = det(z1,...,T,), ist eine alternie- Abbildungen

rende Multilinearform.

Das Vektorprodukt R x R?* — R3, (z,y) — x X y, ist eine alternierende bilineare
Abbildung. &

Analog zum Tensorprodukt von zwei Vektorrdumen kann man das Tensorprodukt
von n Vektorrdumen definieren.
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28.3. Definition. Seien Vi, V5, ..., V,, K-Vektorrdume. Ein Tensorprodukt von
Vi, Vo, ..., V, ist ein K-Vektorraum V zusammen mit einer multilinearen Abbil-
dung p: Vi x --- x V, = V mit der folgenden universellen Eigenschaft: Fiir jeden
K-Vektorraum W und jede multilineare Abbildung m: Vj x --- x V,, — W gibt es
genau eine lineare Abbildung f: V' — W mit f oy = m. &

Wie iiblich ist dieses Tensorprodukt eindeutig bis auf eindeutigen Isomorphismus.
Die Existenz sieht man wie folgt:

28.4. Lemma. Ist (V,u) ein Tensorprodukt von Vi, ..., V,, dann ist V ® V, 1
mit der Abbildung (vi, ..., Uy, Uny1) = w(vy, ..., 0,) @ Uyyq ein Tensorprodukt von
Vi, Vit

Beweis. Wir miissen die universelle Eigenschaft nachpriifen. Sei dazu W ein Vek-
torraum und m: Vj x --- x V,, x V,,;1 — W multilinear. Fiir einen zunéchst fest
gewahlten Vektor v, 11 € V41 ist die Abbildung

My, Vixox Vi, — W, (v1,...,0,) —> m(v1, ..., 0, Ung1)

multilinear, also gibt es (weil (V,u) ein Tensorprodukt von Vj,...,V,, ist) eine
eindeutig bestimmte lineare Abbildung f,, ,:V — W mit f, . opu = m,, .
Dann ist die Abbildung b: V' x V,11 = W, (v,vp41) +— [y, (v), bilinear, also gibt
es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung f: V ® V,,;1 — W mit

m(vlv <+ oy Up, Un+1) = My, 4 (U17 s avn) = fvn+1 (M(Ula s 7/071))
= b(u(vl, ey Un), Un+1) = f(,u(vl, CeyUp) ® Un+1) )
Damit ist die universelle Eigenschaft nachgewiesen. d

Induktion {iber die Anzahl n der zu verarztenden Vektorrdume zeigt dann, dass
immer ein Tensorprodukt existiert.

Man schreibt V; ® Vo ® --- ® V, fiir ,das* Tensorprodukt von Vi, V5, ..., V,, und
v ® -+ ® v, fur p(vy,...,v,). Das Lemma zeigt, dass diese Schreibweise mit der
frither eingefithrten (Weglassen von Klammern bei sukzessiven Tensorprodukten
von je zwei Vektorrdumen) kompatibel ist.

28.5. Definition. Ist n > 1 und V ein K-Vektorraum, dann schreiben wir V®"
fir das Tensorprodukt V@V ®--- @ V; auflerdem setzen wir V0 = K. V&

n Faktoren

heifit die n-te Tensorpotenz von V. &

Wir interessieren uns nun dafiir, durch einen geeigneten Vektorraum die sym-
metrischen bzw. alternierenden multilinearen Abbildungen V™" — W zu klassi-
fizieren, analog dazu, wie das Tensorprodukt beliebige multilineare Abbildungen
klassifiziert. Wegen der Eindeutigkeit von universellen Objekten verwenden wir im
Folgenden den bestimmten Artikel (,,die statt ,eine*).

28.6. Definition. Sei V ein K-Vektorraum und sei n € N. Die n-te symmetri-
sche Potenz von V' ist ein K-Vektorraum S™V zusammen mit einer symmetrischen
multilinearen Abbildung o: V" — S"V (oft o(vy,...,v,) = vy - vy - - - v, geschrie-
ben), sodass die folgende universelle Eigenschaft gilt: Zu jedem K-Vektorraum W
und jeder symmetrischen multilinearen Abbildung s: V™ — W gibt es genau eine

lineare Abbildung f: SV — W mit foo = s. &

DEF
Tensor-
produkt

LEMMA
Existenz
des allg.
Tensor-
produkts

DEF
Tensor-
potenz

DEF
symmetrische
Potenz
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28.7. Definition. Sei V ein K-Vektorraum und sei n € N. Die n-te alternie- DEF

rende Potenz (auch ,duBere Potenz“) von V ist ein K-Vektorraum A"V zusam- alternierende
men mit einer alternierenden multilinearen Abbildung a: V™ — A"V (die meist Potenz
a(vy,...,v,) = v Avg A+ A, geschrieben wird), sodass die folgende universelle

Eigenschaft gilt: Zu jedem K-Vektorraum W und jeder alternierenden multilinea-

ren Abbildung a: V™ — W gibt es genau eine lineare Abbildung f: A"V — W

mit foa = a. &

Da es um spezielle multilineare Abbildungen geht, sollten sich S™V und A"V
irgendwie aus der Tensorpotenz V®" konstruieren lassen. Das geht wie folgt:

28.8. Satz. Sei V ein K-Vektorraum und sei n € N. Sei U C V€™ der Unter- SATZ

vektorraum, der von allen Elementen der Form Konstruktion
der symm.
VOV - ® Uy — Vr(1) @ Vrz) @+ @ VUrm) et

erzeugt wird; dabei sind vy,ve,...,v, € V und 7 € S,. Sei w: V& — Ve /U
der kanonische Epimorphismus und p: V"™ — V" die kanonische multilineare

Abbildung. Dann ist (S"V,0) = (Ve /U, mo p).

Beweis. Wir {iberlegen uns erst einmal, dass 7 o p tatséchlich eine symmetrische
multilineare Abbildung ist. Die Multilinearitdt folgt daraus, dass p multilinear
und 7 linear ist. Die Symmetrie sieht man so: Seien vy,...,v, € V und 7 € 5,,.
Dann ist
(m o p)(Vrry, -, Vr(ny) = T(Vr(1) @ - . @ Ur(y)
=T ®...0U,) =T ®...Q U, —Vr(1)) Q... ® Vr(n))
=1 ®...00v,) = (mou)(vy,...,u,).
Dabei haben wir verwendet, dass m auf U verschwindet.

Wir miissen noch die universelle Eigenschaft nachpriifen. Sei also W ein K-Vektor-
raum und sei s: V" — W multilinear und symmetrisch. Aus der universellen
Eigenschaft von V®" folgt, dass es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung
©: V& — W gibt mit p oy = s.

V?’L

| N

ver LW
/1
|
ven/u
Da s symmetrisch ist, gilt
PV @V ® -+ @ Up — Vr(1) @ Vr(2) @+ ® Vr(n))
= 8<U1a Vs - - 7'071) - S(UT(1)7UT(2)7 s 7UT(H)) =0

fiir alle Erzeuger von U, also ist U C ker(p). Deshalb gibt es eine (dann auch
eindeutig bestimmte) lineare Abbildung f: V¥"/U — W mit ¢ = f o, also

fo(mopu)=pou=s. a

Fiir die alternierende Potenz funktioniert das analog.
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28.9. Satz. Sei V ein K-Vektorraum und sei n € N. Sei U C V& der Unter-

vektorraum, der von allen Elementen der Form
VRV R R Uy, mit v; = v; fiir zwei Indizes © # j
erzeugt wird; dabei sind vy, vy, ..., v, € V. Sei w: V" — V" /U der kanonische

Epimorphismus und p: V" — VO™ die kanonische multilineare Abbildung. Dann
ist (N'V, ) = (VE" /U, o p).

Beweis. Wie im Beweis von Satz 28.8 iiberlegt man sich, dass 7 o i eine alternie-
rende multilineare Abbildung ist.

Wir miissen die universelle Eigenschaft nachpriifen. Sei also " u
W ein K-Vektorraum und sei a: V" — W multilinear und " j
alternierend. Aus der universellen Eigenschaft von V" er- ven ¥ _w
gibt sich, dass es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung ad
©: V& — W gibt mit ¢ o u = a. Da a alternierend ist, gilt Wl e /f

(U QU ® -+ @uy) = alvy,ve,...,v,) =0 ver/u

fiir alle Erzeuger von U, also ist U C ker(y). Deshalb gibt es eine (dann auch
eindeutig bestimmte) lineare Abbildung f: V¥"/U — W mit ¢ = f o, also

fo(mop)=ypop=a. Q

Als néchstes iiberlegen wir uns, wie eine Basis von S™V bzw. A"V aussieht, wenn
wir eine Basis von V kennen. Als ersten Schritt leiten wir ein Kriterium dafiir her,
wann eine Multilinearform symmetrisch bzw. alternierend ist.

28.10. Lemma. Sei V ein K-Vektorraum und ¢: V" — K eine Multilinearform;
sei weiter B = (by,...,by,) eine Basis von V.
(1) ¢ ist genau dann symmetrisch, wenn fir alle 1 < i; < ... <14, < m und

alle o € S, gilt
¢(big(1>7 bio-(Q)’ cee 7bi0<n)) = ¢(bi17 bi27 s 7bln) .

(2) ¢ ist genau dann alternierend, wenn fir alle 1 < i; < ... < i, < m und
alle 0 € S, gilt

¢(big(1), Diygays -+ s big(n)) =e(0)p(biy, biyy ..., bi)
und auflerdem
¢(bjy, bjy, ..., b;,) =0
1st, wenn zwer der Indizes tibereinstimmen.

Beweis. Dass die Bedingungen notwendig sind, folgt unmittelbar aus den Defi-
nitionen. Es bleibt zu zeigen, dass sie auch hinreichend sind. Es ist erst einmal
klar, dass aus den angegebenen Bedingungen dieselben Aussagen folgen ohne die
Voraussetzung, dass die 7, monoton wachsend sind. Zur Vereinfachung schreiben
wir (v, ...,v,)? fir (voa), .., Vo(n)), Wobei vy, ..., v, € V und o € 5, sind.

(1) Wir miissen zeigen, dass ¢(v?) = ¢(v) gilt fir alle v = (vy,...,v,) € V"
und alle o € S,,. Wir schreiben v; = Z:il Aijbi, dann ist

W) =D > Nirdina e Aiynd(biys biy, b )

11=1142=1 in=1

SATZ
Konstruktion
der alt.
Potenz

LEMMA
Kriterium
fiir symm.
bzw. alt.
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Es folgt
Pu7) = Z Z T Z Ao (1) Nig,o(2) i o(n) Dy s Dy - - -, sy,
11=11i2=1 in=1
NN
- Z Z o Z Aig1),0 (1) Nig 2y,0(2) )‘io<n>70(”)¢<bia<1)’ Digays -+ biaw))
11=1122=1 in=1
() = U
- Z Z o Z Air1Xia2 Mm@ (Big1ys Bigeys - -5 Bigg))
11=11=1 in=1
- Z Z o Z /\ilzl/\i272 T /\in,nqb(bin bi27 cee 7bi")
i1=112=1 in=1
= ().
Bei (%) haben wir die Indizes iy, ..., 14, mittels o vertauscht, was nur einer

Umordnung der Summe entspricht. Bei (x*) haben wir die Faktoren \;,
in die ,richtige“ Reihenfolge gebracht, was ihr Produkt nicht &ndert. Am
Schluss haben wir die Voraussetzung verwendet.

(2) Wir miissen zeigen, dass ¢(v) = 0 ist, wenn in v = (vy,...,v,) zwei Kom-
ponenten {ibereinstimmen. Wir nehmen an, dass v; = v ist (der allgemeine
Fall geht genauso). Wie oben schreiben wir die v; als Linearkombination
der Basis; es gilt dann \;; = Ao = A;. Sei 7 € S, die Transposition, die 1

und 2 vertauscht; es ist £(7) = —1. Damit erhalten wir
S) =D D D AndaAia N (i iy b,
11=1142=1 in=1
=3 ON D> A s N (03, b b, b))
=1 i3=1 in=1 ;6

+ Z Z...Z)\il)\b,\igﬁ...,\imn.
i3=1 in=1

1<ii<ie<m

' (?(bzp bi27 big? s 7b2n) + ¢(bi27bi17 bigJ s 7b7,n))

=0
=0 a
28.11. Satz. Sei V ein Vektorraum mit Basis B = (by,ba, ..., by). SATZ
Basen von
(1) S"B = (bi, * by, =+ bi, )1<iy <ip<...<in<m 15t eine Basis von S"V. SV, N'V

(2) N'B = (biyy Nbiy A=+ ANbi )1<iy<ig<..<in<m ist eine Basis von N'V.

Insbesondere ist

dim SV = (m e 1> und  dim N'V = (m> .
n n

Beweis. Wie in Satz 27.4 sieht man, dass

B = (bj; @ -+ @by, 1<y, in<m
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eine Basis von V®™ ist. Nach Satz 28.8 bzw. Satz 28.9 sind die kanonischen linearen
Abbildungen
Ver — SV bzw. ver — N'V

surjektiv. Da sie die Basis B®™ auf S"B bzw. £/"B U {0} abbilden, bilden S"B
bzw. A'B jedenfalls ein Erzeugendensystem von S™V bzw. A'V. Es bleibt zu
zeigen, dass sie auch linear unabhéngig sind. Dafiir iiberlegen wir uns, dass es zu
jedem Basiselement b eine Linearform ¢, auf S™V bzw. A"V gibt, die auf b den
Wert 1 und auf allen anderen Basiselementen den Wert 0 annimmt. Daraus folgt
die lineare Unabhéngigkeit: Seien namlich A, Skalare mit ), _¢. 5 Ao = 0 (bzw.
> beprs Aob = 0), dann folgt

0= 0y(0) = 6y (3 k) = D" Mdw() = Ay

fiir alle ¥’ € S"B (bzw. V' € \'B).

Im Fall ™V seien 1 < iy < ... <14, <mund b € S"B das zugehorige Element.
Wir definieren eine Linearform ¢ auf V®" indem wir die Bilder der Elemente von
B®" festlegen:

¢, @bj, ®---®@b;,) =1, fallses o €S, gibt mit j, = isy) fiir alle k

und = 0 sonst. Dann ist (vy,...,v,) — ¢(v1 ® - -+ ® v,) nach Lemma 28.10 eine
symmetrische Multilinearform auf V, induziert also eine Linearform ¢, auf S™V,
die die gewiinschten Eigenschaften hat.

Im Fall AV seien 1 < iy < ... < i, < mund b € N'B das zugehorige Ele-
ment. Wir definieren wieder eine Linearform ¢ auf V", indem wir die Bilder der
Elemente von B®" festlegen:

P(bj, ®bj, ®---®bj,) =€(0), fallses o e, gibt mit j, =i,y fir alle k

und = 0 sonst. Wieder nach Lemma 28.10 ist (vy,...,v,) — ¢(v; ® - - - @ v,,) eine
alternierende Multilinearform auf V, induziert also eine Linearform ¢, auf A\'V,
die die gewiinschten Eigenschaften hat.

Die Formeln fiir die Dimensionen ergeben sich daraus, dass die Elemente von \'B
genau den n-elementigen Teilmengen der Menge {1,2,...,m} entsprechen, und
aus der Uberlegung, dass die schwach monoton wachsenden Tupel (i1, . .., i,) mit-

tels der Abbildung
(il,...,in) |—>{21,12+1,23+2,,zn+n—1}

genau den n-elementigen Teilmengen von {1,2,...,m +n — 1} entsprechen. Q

Fiir n > dim V ist also A"V = {0}, und A"™ "V ist eindimensional.

28.12. Beispiele. Das Vektorprodukt R? x R® — R?, (z,y) — x X y, ist alter-
nierend und bilinear und induziert deshalb eine lineare Abbildung N'R* — R3,
Diese bildet e; A e; auf e3, e; A e3 auf —e; und e; A ez auf e; ab, ist also ein
[somorphismus.

Die Determinante liefert entsprechend eine lineare Abbildung A"(K™) — K. Dabei
wird der Erzeuger e; A ey A -+ Ae, von N'(K™) auf 1 € K abgebildet (denn
det(I,,) = 1), also ist diese Abbildung ebenfalls ein Isomorphismus. &

Eine wichtige Eigenschaft des alternierenden Produkts v; A -+ - A v, ist, dass man
damit lineare Unabhéngigkeit testen kann.

BSP
Vektorprodukt

Determinante
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28.13. Satz. Seien V ein Vektorraum und vy, ...,v, € V. Dann ist (vq,...,vy,)
genau dann linear unabhdingig, wenn vy A --- Av, # 0 in N'V ist.

Beweis. Ist (vy,...,v,) linear abhéingig, dann ist einer der Vektoren eine Linear-
kombination der iibrigen. Sei etwa v, = \jv; + ...+ A\,_1v,_1; dann ist

n—1
'Ul/\"'/\vnfl/\vn:ZAivl/\"'Avnfl/\vi :0,
i=1
da in jedem Summanden im alternierenden Produkt zwei gleiche Argumente ste-
hen. (Das Argument funktioniert fiir jede alternierende multilineare Abbildung.)

Ist (v1,...,v,) linear unabhéngig und ist V' endlich-dimensional, dann kénnen wir
(v1,...,v,) zu einer Basis von V ergénzen; nach Satz 28.11 ist dann vy A - -+ A v,
Element einer Basis von A"V und damit insbesondere nicht null.

Im allgemeinen Fall zeigt diese Uberlegung, dass v1 A -+ A v, # 0 ist in AU mit
U = (v1,...,v,). Dann gibt es eine alternierende Multilinearform ¢ auf U™ mit
d(v1,...,v,) # 0. Sei U’ ein Komplement von U in V und p: V' — U die zugehorige

Projektion; dann ist m: V" Ps Ur % K eine alternierende Multilinearform auf V"
mit m(vy,...,v,) # 0. Daraus folgt v; A - Av, #0in \'V. Q

Lineare Abbildungen V' — W induzieren lineare Abbildungen zwischen den sym-
metrischen und alternierenden Potenzen.

28.14. Lemma. Seien V und W zwei K-Vektorrdume und f: V — W eine
lineare Abbildung. Fiir jedes n € N gibt es dann eindeutig bestimmte lineare Ab-
bildungen S™f: S™V — S"W und N'f: N'V — N'W mit

(S"f)(or---vn) = f(vr) -+ fua)  bzw. (N F)(i A= Avp) = f(o1) A=A flvg)

fur alle vy, ..., v, € V.

Beweis. Wir beweisen die Aussage iiber A\"f, die andere zeigt man analog. Da f
linear ist, ist

Vn—>/\nW7 (vla---avn)'—>f(vl>/\"'/\f<vn)

eine alternierende multilineare Abbildung. Die universelle Eigenschaft von A"V
liefert dann die gewiinschte Abbildung A" f und zeigt, dass sie eindeutig bestimmt
ist. a

Wie beim Tensorprodukt gilt dann natiirlich auch S™(go f) = (S™g) o (S™f) und
N(go f)=(Ng)e (N

Als (kronenden?) Abschluss dieses Kapitels zeigen wir, wie man eine Basis-freie
Definition der Determinante bekommen kann.

28.15. Satz. Sei V ein K-Vektorraum mit dimV = n < oco. Fir f € End(V)
gilt dann

N'f = det(f)idpyy -

SATZ
lin. Unabh.
iber A"V

LEMMA
Sf NS

SATZ
Determinante
Basis-frei
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Beweis. Wir erinnern uns daran, dass dim A"V = 1 ist. Also ist jeder Endomor-
phismus von A"V durch Multiplikation mit einem Skalar gegeben. Wir miissen zei-
gen, dass fiir A" f € End(A"V) dieser Skalar \(f) gerade det(f) ist. Sei (by,...,b,)
eine Basis von V. Dann ist b; A- - - Ab, ein von null verschiedenes Element von A"V
(Satz 28.11), also ist A(f) durch

FOO)AAFby) = (NF)br A Abp) =Af)bi A Aby,.

eindeutig festgelegt. Daran sieht man, dass A(f) linear in jedem f(b;) ist und
verschwindet, wenn f(b;) = f(b;) ist fiir ¢ # j. AuBerdem ist A(idy) = 1. Wenn
man f(b;) iiber die Basisdarstellung mit der j-ten Spalte von Matz( f) identifiziert,
dann sind das gerade die Eigenschaften, die die Determinante charakterisieren
(vergleiche Satz 14.3). Also muss A(f) = det(f) sein. Q

Als Folgerung erhalten wir einen ganz schmerzlosen Beweis der Multiplikativitét
der Determinante.

28.16. Folgerung. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum und seien f
und g Endomorphismen von V. Dann gilt det(g o f) = det(g) det(f).

Beweis. Sei dimV =n und 0 # w € A\'V. Es gilt nach Satz 28.15:

det(go flw = (A'(go f))(w) = (A'g) (A" f)(w))
— (A'9) (det(f)w) = det(g) det(f)u.
Aus w # 0 folgt det(g o f) = det(g) det(f). a

Die universelle Eigenschaft von A"V besagt, dass der Raum der alternierenden multi-
linearen Abbildungen V" — K kanonisch isomorph zu (A'V)* ist. Im Fall V = R™
kann man 1 A--- Az, € N'R™ als ein das von @1, ..., x, im R™ aufgespannte Par-
allelotop reprisentierendes Objekt auffassen. Eine Linearform in (A'R™)* weist dann
jedem solchen (orientierten) Parallelotop eine Zahl zu, die man als zum Beispiel im Fall
n = 2 und m = 3 als den darauf entfallenden Durchfluss einer stromenden Fliissigkeit
interpretieren kann (ob man den positiv oder negativ zihlt, hiangt von der Orientierung
des Parallelogramms und der Richtung des Flusses ab). Will man zum Beispiel den
Gesamtfluss durch ein Flichenstiick F im R? bestimmen, so muss man den Durchfluss
durch viele kleine Fléchenstiicke zusammenzihlen (und einen geeigneten Grenziiber-
gang durchfiihren). An jedem Punkt @ von R3 braucht man ein ¢, € (A?R3)*, das sagt,
welchen Durchfluss (kleine) Parallelogramme in der Néhe von @ haben sollen. So eine
Zuordnung ¢: & — ¢4 heift eine Differentialform (hier wire es eine 2-Form (n = 2) auf
dem R3). Den Fluss berechnet man, indem man ,,¢ iiber I integriert*.

Fiir endlich-dimensionale Vektorraume gilt (A"V)* = A*(V*) (Ubung), sodass man diese
beiden Réume identifizieren kann. Die zu (ey,...,e,,) duale Basis von (R™)* schreibt
man in diesem Zusammenhang iiblicherweise (dz1,...,dz,,). Eine 2-Form ¢ wie oben
hat dann etwa die Gestalt

Pz = f12(:1:) dzi N\ dxo + f13(:13) dxy N dxg + f23(:1:) dro N dxs

mit Funktionen fio, fi3, fo3: R3 — R. Man kann den Vektor (fgg(fl:), —flg(.’B), flg(fl:))
als Geschwindigkeit mal Massendichte der Stromung an der Stelle x interpretieren: Die
ej-Komponente der Stréomung macht sich nicht auf den parallel dazu ausgerichteten
Parallelogrammen e; A e2 und e; A e3 bemerkbar, sondern nur auf es A es; deswegen
entspricht sie fas. Das andere Vorzeichen bei fi3 hat mit der Orientierung zu tun: Sind
x1, 2 und der ,Flussvektor® y in dieser Reihenfolge positiv orientiert, dann soll der
Fluss positiv sein (und zwar soll gerade det(x1, €2, y) herauskommen).

FOLG
det ist
multiplikativ
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FEine 3-Form

Nz = g(x) dry Adxg A dxs
liefert eine Massen- oder Ladungsdichte. Zum Beispiel erhélt man (fiir g = 1) als Integral
von dz1 A dxa A dxs iiber eine Teilmenge A C R? gerade das Volumen von A. Niheres
dazu gibt es in der Vektoranalysis.



