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1. WIEDERHOLUNG: GRUPPEN, RINGE, KORPER

Diese Vorlesung ist eine erste Einfiihrung in die Algebra (auch wenn etwas verwir-
renderweise die zweite Algebra-Vorlesung , Einfiihrung in die Algebra“ heifit).

Die ,,Einfiihrung in die Zahlentheorie und algebraische Strukturen® hat zwei Haupt-
themen (wie der langliche Titel andeutet). Einerseits geht es darum, grundlegende
Techniken und Ergebnisse der (elementaren) Zahlentheorie kennen zu lernen. Das
beginnt mit der Teilbarkeitslehre mit Themen wie Primzahlen, gréfite gemeinsa-
me Teiler, Euklidischer Algorithmus und eindeutige Primfaktorzerlegung und fiihrt
weiter zum Satz iiber die Darstellbarkeit natiirlicher Zahlen als Summe von zwei
Quadratzahlen. (Weitere zahlentheoretische Inhalte wie quadratische Reste und
den Satz von Lagrange iiber die Darstellbarkeit von natiirlichen Zahlen als Sum-
me von vier Quadraten werden wir (leider) nur eher kurz abhandeln, um mehr Zeit
fiir den Stoff zu haben, den Sie, falls Sie auf Lehramt studieren, fiir das Staats-
examen in Algebra beherrschen miissen.) Andererseits soll auch ein Einstieg in
die Algebra gegeben werden. Dies erfolgt exemplarisch anhand der Ringe, die ein
gutes Beispiel fiir eine ,algebraische Struktur® darstellen. Diese im Vergleich mit
dem iiblicheren Aufbau in der Reihenfolge ,,Gruppen, Ringe, Korper® vielleicht
ungewohnte Wahl ist auch dadurch motiviert, dass der Ring Z der ganzen Zah-
len, der in der elementaren Zahlentheorie die Hauptrolle spielt, ein prototypisches
Beispiel fiir einen Ring ist. Von diesem Beispiel ausgehend lésst sich die Theo-
rie der Ringe gut aufbauen. Themen aus der Ringtheorie sind euklidische Ringe,
Hauptidealringe und faktorielle Ringe (letztere sind Ringe, in denen die eindeutige
Primfaktorzerlegung gilt), dann als wichtige Beispiele und weil sie auch fiir sich ge-
nommen wichtig sind, Polynomringe. Gegen Ende des Semesters werden wir in die
Gruppentheorie einsteigen und unter anderem den wichtigen Klassifikationssatz
fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen beweisen.

In der , Einfithrung in der Algebra“, die Sie sinnvollerweise dann im Sommerse-
mester horen sollten, gibt es zwei Hauptthemen: Einerseits werden (insbesondere
endliche) Gruppen weiter studiert; auf der anderen Seite geht es um algebraische
Korpererweiterungen. Fiir die Konstruktion solcher Korpererweiterungen spielen
die in diesem Semester genauer betrachteten Polynomringe eine wesentliche Rolle.

FEinige Abschnitte in diesem Skript sind kleiner gedruckt. Dabei kann es sich um ergénzen-
de Bemerkungen zur Vorlesung handeln, die nicht zum eigentlichen Stoff gehoren, die Sie
aber vielleicht trotzdem interessant finden. Manchmal handelt es sich auch um Beweise,
die in der Vorlesung nicht ausgefiihrt werden, zum Beispiel weil sie relativ lang sind und
flirs Verstéindnis nicht unbedingt benétigt werden, die aber doch der Vollstéandigkeit
halber oder auch als Anregung etwa fiir Ubungsaufgaben im Skript stehen sollten.

Fiir die Zwecke dieser Vorlesung ist Null eine natiirliche Zahl:
N=1{0,1,2,3,...};
gelegentlich werden wir die Schreibweise
N, ={1,2,3,...}

fiir die Menge der positiven natiirlichen (oder ganzen) Zahlen verwenden. Meistens
werde ich zur Vermeidung von Unklarheiten aber Zs, und Z- fiir diese Mengen
schreiben. Wie iiblich steht Z fiir den Ring der ganzen Zahlen, Q fiir den Korper
der rationalen Zahlen, R fiir den Korper der reellen Zahlen und C fiir den Kérper
der komplexen Zahlen.
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Damit klar ist, wovon im Folgenden die Rede sein wird, wiederholen wir die Defi-
nitionen der wichtigsten algebraischen Strukturen (wie sie zum Beispiel bereits in
der Linearen Algebra I eingefiihrt wurden).

Wir beginnen mit der einfachsten halbwegs interessanten algebraischen Struktur.

1.1. Definition. Ein Monoid ist ein Tripel (M, x, e), bestehend aus einer Men-
ge M, einer Abbildung *: M x M — M und einem Element e € M, sodass (M, x)
eine Halbgruppe mit neutralem Element e ist:

Va,b,c € M: (a*xb)*xc=ax(bxc);
Voe M:exa=a=axe.
Das Monoid heifit kommutativ, wenn zusétzlich

VYa,be M:a*xb=>bxa
gilt. &

Wenn es ein neutrales Element gibt, dann ist es eindeutig bestimmt. Aus diesem
Grund ldsst man meistens die Angabe des neutralen Elements weg und spricht
vom ,Monoid (M, *)“ oder auch nur vom ,Monoid M*, wenn die Verkniipfung
aus dem Kontext klar ist.

1.2. Beispiele. Da die Definition von ,Monoid“ ein neutrales Element fordert,
kann die leere Menge kein Monoid sein. Das triviale Monoid ist dann ({e}, x, e),
wobei * die einzige Abbildung {e} x {e} — {e} ist (es ist also e x e = e).

Weitere Beispiele von Monoiden sind (N, +,0), (Z, +,0), (N, -, 1), (N,-,1), (Z, -, 1)
und (Abb(X, X),0,idx). &

Noch schoner ist es, wenn sich die Verkniipfung mit einem Element durch die
Verkniipfung mit einem (in der Regel) anderen Element wieder riickgidngig machen
lasst. Das fiihrt auf den Begriff der Gruppe.

1.3. Definition. Eine Gruppe ist ein Quadrupel (G, , e, 1), bestehend aus einer
Menge G, einer Abbildung *: G x G — G, einem Element ¢ € G und einer
Abbildung i: G — G, sodass (G, *,¢e) ein Monoid ist und fiir jedes g € G das
Element i(g) € G ein Inverses von g ist:

Vge G:i(g)xg=e=gxi(g).
Die Gruppe heifit kommutativ oder abelsch, wenn das Monoid (G, %, ) kommutativ

ist. &

Die Bezeichnung ,abelsch® ehrt den norwegischen Mathematiker Niels Henrik
Abel, nach dem auch der Abelpreis benannt ist, ein dem Nobelpreis vergleichbarer
Preis fiir Mathematik, der seit 2003 jéhrlich verliehen wird.

Auch Inverse sind eindeutig bestimmt. Analog zu Monoiden spricht man deshalb
auch einfach von ,,der Gruppe (G, %)“ oder auch von ,der Gruppe G*, wenn die
Verkniipfung aus dem Kontext klar ist.

Gruppen schreibt man gerne ,, multiplikativ®, dann ist die Verkniipfung a - b oder
kurz ab, das neutrale Element heifit 1 (oder auch 1) und das Inverse von a wird
a~! geschrieben. Kommutative Gruppen schreibt man auch hiufig ,additiv®, dann
ist die Verkniipfung a+ b, das neutrale Element heifit 0 und das Inverse von a wird
als das Negative von a geschrieben: —a. Dann schreibt man auch kurz a — b fiir
a+(—b).

DEF
Monoid

BSP
Monoide

DEF
Gruppe

N.H. Abel
1802-1829
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1.4. Beispiele. Das triviale Monoid ldsst sich auch als Gruppe betrachten, denn
das einzige Element e ist sein eigenes Inverses.

Von den iibrigen Beispielen von Monoiden in 1.2 kann nur (Z,+,0, —) auch als
Gruppe betrachtet werden (und im letzten Beispiel Abb(X, X'), wenn X hochstens
ein Element hat; dann hat man eine triviale Gruppe). Ein weiteres Beispiel einer
kommutativen Gruppe ist (Rso,-, 1,2 — 1/z), wobei R.o die Menge der positiven
reellen Zahlen ist.

Wenn man sich bei den Abbildungen X — X auf die bijektiven Abbildungen
beschriinkt, dann erhélt man eine Gruppe (S(X),o0,idy, f — f~!), die auch die
symmetrische Gruppe von X heifit. Dabei ist

S(X)={f: X — X | f bijektiv}.

Diese Gruppe ist genau dann kommutativ, wenn X hochstens zwei Elemente
enthalt. &

Als Néchstes betrachten wir Strukturen mit zwei Verkniipfungen.

1.5. Definition. Ein Ring ist ein Sextupel (R, +,0,—,+, 1), bestehend aus einer
Menge R, Abbildungen +,-: Rx R — R, Elementen 0,1 € R und einer Abbildung
—: R — R, sodass (R, +,0, —) eine kommutative Gruppe und (R, -, 1) ein Monoid
ist und die Distributivgesetze

Va,b,c€ R:a-(b+c¢)=a-b+a-¢c und (a+b)-c=a-c+b-c

gelten. Der Ring heifit kommutativ, wenn das Monoid (R, -, 1) kommutativ ist.

Da die neutralen und inversen Elemente eindeutig bestimmt sind, spricht man oft
nur vom ,Ring (R, +,)“ oder sogar vom ,,Ring R, wenn die Verkniipfungen aus
dem Kontext klar sind. Ist der Ring kommutativ, dann geniigt es, eines der beiden
Distributivgesetze zu fordern. Fiir das Produkt a - b zweier Elemente schreibt man
auch kurz ab.

In einem Ring kann man also addieren, subtrahieren und multiplizieren, und die
iiblichen Rechenregeln gelten, wie zum Beispiel 0-a = a-0 =0, —(a+b) = —a—b,
(—a)-(—=b) = a-b. Was aber im Allgemeinen nicht gelten muss, ist die Implikation
a-b=0=a=0Vb=0. Ringe, in denen diese Aussage gilt, werden in dieser
Vorlesung eine wesentliche Rolle spielen; wir werden den entsprechenden Begriff
bald definieren.

In einem Ring hat nicht unbedingt jedes (von null verschiedene) Element ein mul-
tiplikatives Inverses. Das motiviert folgende Definition.

1.6. Definition. Sei (R,+,0,—,+,1) ein Ring. Ein Element u € R heifit Einheit
von R, wenn u in R invertierbar ist, wenn es also ein Element v’ € R gibt mit
w-u' = -u=1. Man schreibt dann v~ fiir v’ (v ist eindeutig bestimmt).

Die Menge R* aller Einheiten von R bildet mit der (auf R* eingeschrénkten)
Multiplikation von R eine Gruppe (R*,-), die Einheitengruppe von R. O

Der Beweis der Aussage, dass R* eine Gruppe bildet, ist eine Ubungsaufgabe.

BSP
Gruppen

DEF
Ring

DEF
Einheit

Einheiten-
gruppe
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1.7. Beispiele. Das Trivialbeispiel fiir einen Ring ist der sogenannte Nullring
({0},+,0,—,-,0), indem 0 = 1 und 0 +0 = —0 = 0-0 = 0 gelten. Jeder
Ring R, in dem O = 1p gilt, ist so ein Nullring, denn fiir alle » € R gilt dann
Tle'TZOR'T:OR.

Das Standardbeispiel fiir einen (kommutativen) Ring ist der Ring Z der ganzen
Zahlen mit der iiblichen Addition und Multiplikation als Verkniipfungen. Es ist
7* ={-1,1}.

Aus der Linearen Algebra kennen wir den Matrizenring Mat(n, K) iiber einem
Korper K. Dieser Ring ist nicht kommutativ, wenn n > 2 ist. Die Einheitengruppe
von Mat(n, K) ist die ,allgemeine lineare Gruppe“ GL(n, K) der invertierbaren
n X n-Matrizen. &

Schliellich kommen wir zu den Korpern.

1.8. Definition. Ein Kdrper ist ein Septupel (K, 4,0, —,-,1,7), bestehend aus
einer Menge K, Abbildungen +,-: K x K — K, Elementen 0,1 € K, einer Abbil-
dung —: K — K und einer Abbildung i: K\{0} — K\{0}, sodass (K, +,0,—,-, 1)
ein kommutativer Ring und (K \ {0},-,1,4) eine (kommutative) Gruppe ist. Fiir
i(a) schreibt man a~!. o

Wie iiblich spricht man meistens einfach von dem ,, Korper (K, +, -)* oder von dem
,Korper K“. Aus der Definition folgt, dass 0 und 1 in einem Ko&rper verschieden
sein miissen, denn 1 soll das neutrale Element der Gruppe K \ {0} sein. Diese
Gruppe (K \ {0}, ) ist die Einheitengruppe K* von K (als Ring betrachtet); bei
Kérpern nennt man sie meist die multiplikative Gruppe von K. (Haufig findet man
auch die Schreibweise K* dafiir.)

Fiir a,b € K, b # 0, kann man die Division definieren durch a/b = a - b~!. Dann
hat man die vier Grundrechenarten zur Verfiigung und die iiblichen Rechenregeln
dafiir gelten, denn man kann sie aus den Korperaxiomen ableiten. Zum Beispiel
gilt in einem Korper stets, dass aus a-b = 0 folgt, dass a = 0 oder b = 0 ist. (Denn
ist a # 0, dann folgt 0 =a™'-0=a"t-a-b=1-b="0.)

1.9. Beispiele. Das kleinste Beispiel fiir einen Koérper hat nur die beiden Ele-
mente 0 und 1, die in der Definition gefordert werden. Fiir die Addition und
Multiplikation folgt 0 +0=0,0+1=1+0=1,0-0=0-1=1-0 =0 und
1-1 =1 direkt aus der Definition; fiir die verbleibende Summe 1 + 1 bleibt nur
der Wert 0, da die Gleichung a + 1 = 0 lsbar sein muss. Man kann (einfach, aber
langlich) nachpriifen, dass dieser Korper, der mit Fy bezeichnet wird, die Axiome
erfiillt.

Es gibt noch weitere endliche Kérper: Zu jeder Potenz p® einer Primzahl p (mit
e > 1) gibt es im Wesentlichen genau einen Korper mit p¢ Elementen, und es
gibt keine anderen endlichen Korper. Das wird in der , Einfithrung in die Algebra‘
genauer besprochen.

Standardbeispiele fiir Korper sind die Korper Q, R und C der rationalen, reellen
und komplexen Zahlen, jeweils mit der bekannten Addition und Multiplikation.

L]

Der Vollstandigkeit halber folgt hier noch die Definition eines Schiefkérpers, auch wenn
Schiefkorper in dieser Vorlesung und der ,,Einfithrung in die Algebra“ keine Rolle spielen
werden.

BSP
Ringe

DEF
Korper

DEF
multiplikative
Gruppe von K

BSP
Korper
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Definition. Ein Schiefkérper ist ein Septupel (K, +,0,—,-,1,i), bestehend aus ei-
ner Menge K, Abbildungen +,-: K x K — K, Elementen 0,1 € K, einer Abbildung
—: K — K und einer Abbildung i: K\ {0} — K\ {0}, sodass (K, +,0,—,-, 1) ein nicht-
kommutativer Ring und (K \ {0}, 1,) eine Gruppe ist. Fiir i(a) schreibt man a=!. <

Der Unterschied zum Korper ist also, dass die Multiplikation nicht kommutativ ist.
Das wichtigste Beispiel eines Schiefkorpers ist der Schiefkorper H der Quaternionen. Er
ist definiert als ein vierdimensionaler Vektorraum iiber R mit Basis 1,4,7, k; fiir die
Multiplikation der Basiselemente gilt

i2=j2:k2=—1, ij=k=—ji, jk=1i=—kj, ki=j=—ik;
dadurch und durch das Distributivgesetz ist die Multiplikation eindeutig festgelegt. Es ist
natiirlich noch zu zeigen, dass H\ {0} unter der so definierten Multiplikation tatséchlich

eine Gruppe bildet. Siehe Seite 75ff im Skript ,Lineare Algebra I1“ vom Sommerseme-
ster 2017.

Endliche Schiefkorper gibt es nicht; das ist ein beriihmter Satz von Joseph Wedder-
burn. (In der im hier verlinkten Wikipedia-Eintrag zugrunde gelegten Definition von
»Schiefkorper® darf die Multiplikation auch kommutativ sein [das ist in der Litera-
tur uneinheitlich], deshalb lautet die Aussage dort ,,Jeder endliche Schiefkérper ist ein
Korper®.)

DEF
Schiefkorper
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2. TEILBARKEITSLEHRE IN INTEGRITATSBEREICHEN

Wir wollen uns im Folgenden mit Teilbarkeit beschéftigen.

2.1. Definition. Seien R ein kommutativer Ring und a,b € R. Wir sagen, a
teilt b, a ist ein Teiler von b oder b ist ein Vielfaches von a, geschrieben a | b,
wenn es ein ¢ € R gibt mit b = ac. &

In nicht-kommutativen Ringen miisste man zwischen Teilbarkeit von rechts (b = ca) und
von links (b = ac) unterscheiden.

Wir sind es gewohnt, dass aus ab = 0 folgt, dass einer der Faktoren null ist. In
allgemeinen Ringen gilt dies jedoch nicht unbedingt. Wir geben dieser unangeneh-
men Erscheinung einen Namen.

2.2. Definition. Seien R ein Ring und a € R. Dann heifit a ein Nullteiler von R,
wenn a # 0 ist und es 0 # b € R gibt mit ab = 0 oder ba = 0. &

2.3. Beispiele. Man kann sich leicht iiberlegen, dass Z x Z mit komponenten-
weise definierter Addition und Multiplikation ein (kommutativer) Ring ist; das
Nullelement ist (0,0) und das Einselement ist (1,1). In diesem Ring sind alle Ele-
mente der Form (a,0) oder (0,a) mit a # 0 Nullteiler, denn (a,0) - (0,a) = (0, 0).
(Das sind tatséchlich auch alle Nullteiler.)

Ein anderes Beispiel ist der Ring Z/47, dessen Elemente man mit den Zahlen
0,1, 2, 3 identifizieren kann; die Addition und Multiplikation erfolgt dann ,,modu-
lo 4“, man ersetzt also das Ergebnis der gewohnlichen Addition bzw. Multiplikation
durch seinen Rest bei Division durch 4. Es gilt also etwa 1 +1 =2, 243 = 1,
3-3=1und 22 = 0. Letzteres zeigt, dass 2 ein Nullteiler in diesem Ring ist
(tatséchlich auch der einzige Nullteiler). ,, Faktorringe* wie Z /47 werden spéter in
dieser Vorlesung noch genauer besprochen.

Ein in gewisser Weise dhnliches Beispiel ist der Ring der dualen Zahlen Kle| iiber
einem Korper K. Seine Elemente haben die Form a + be mit a,b € K; sie werden
gemaf

(a+be)+(a'+be) = (a+a")+ (b+b)e und (a+be)-(a'+be) = ad' + (ab +a'b)e

addiert und multipliziert. Insbesondere ist €2 = 0; damit ist ¢ (und ebenso be fiir
alle b € K*) ein Nullteiler.

Auch im Matrizenring Mat(n, K) gibt es Nullteiler, sobald n > 2 ist. Zum Beispiel

1st
0 1 01 00
(00) (@ 0)= (o) +
Fiir die Untersuchung von Teilbarkeit sind Nullteiler recht hinderlich. Darum
zeichnen wir eine Klasse von Ringen aus, in denen sie nicht auftreten.

2.4. Definition. Ein Integritditsring ist ein Ring R, der nicht der Nullring ist
und in dem es keine Nullteiler gibt. Ist R auBlerdem kommutativ, dann ist R ein
Integritdtsbereich. &

Die erste Bedingung (R ist nicht der Nullring) ist zu 0 # 1 in R dquivalent.

DEF
Teiler

DEF
Nullteiler

BSP
Nullteiler

DEF
Integritats-
ring
Integritats-
bereich
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2.5. Beispiele. Das Standardbeispiel fiir einen Integrititsbereich ist der Ring 7Z
der ganzen Zahlen. Daher kommt auch der Name: ,integer” heifft ,,ganz“.
Jeder Korper ist ein Integritétsbereich. &
Fiir das Folgende nicht unmittelbar wichtig, aber (nicht zuletzt wegen des im Be-

weis verwendeten Arguments) in diesem Zusammenhang interessant ist folgendes
Resultat.

2.6. Satz. Ist R ein endlicher Integritdtsbereich, dann ist R bereits ein Kdérper
(d.h., jedes Element # 0 von R ist invertierbar).

Beweis. Sei 0 # a € R. Wir miissen zeigen, dass a invertierbar ist, dass es also ein

b € R gibt mit ab = 1. Dazu betrachten wir folgende Abbildung:
me: R— R, r+——ar

(, Multiplikation mit a“). Diese Abbildung m, ist injektiv: Sind =, € R mit
mq(r) = mg(r’), dann folgt a(r—r") = 0; weil @ # 0 ist und R ein Integritétsbereich
ist, muss r = 7’ sein.

Da R endlich ist, ist eine injektive Abbildung R — R bereits bijektiv und damit
insbesondere surjektiv. Es gibt also b € R mit ab = m,(b) = 1. a

Analog zeigt man (unter Verwendung der beiden Abbildungen m, und m/: r — ra),
dass ein endlicher nicht-kommutativer Integritdtsring ein Schiefkorper ist. Nach dem
Satz von Wedderburn (siehe das Kleingedruckte auf Seite 6) gibt es keine endlichen
Schiefkorper, also gilt: Jeder endliche Integritdtsring ist ein Korper.

Bevor wir Eigenschaften der Teilbarkeitsrelation beweisen, fithren wir noch einen
Begriff ein.

2.7. Definition. Sei R ein kommutativer Ring. Zwei Elemente a,b € R heiflen
(zueinander) assoziiert, a ~ b, wenn es eine Einheit u € R* gibt mit b = ua. <

Assoziiertheit ist eine Aquivalenzrelation; das kommt daher, dass R* eine Gruppe
ist. (Wenn Ihnen das nicht klar ist, sollten Sie es sich klar machen!)
Im Ring Z bedeutet a ~ b nichts anderes als a = +b oder auch |a| = [b].

Nun zu den Eigenschaften der Teilbarkeitsrelation.

2.8. Lemma. Seien R ein Integrititsbereich und a,b,c,a’,b’ € R. Dann gilt:

(1) Ausa|bunda|c folgta|b+cundal|b—c.
(2) Ausa|bundb]c folgt a]| c.

(3) Aus a | b folgt a | be.

4)0|la <= a=0 wund a|l <= a€ R*.
(5)
(6)
(7)

6) alb und b|la < a~b.

al0,1]aundala.
7) Aus a ~a' und b~V folgt die Aquivalenz a |b < d | V.

Beweis.

BSP
Integritats-
bereiche

SATZ
endl. IB
ist Korper

DEF
assoziiert

LEMMA
Eigenschaften
Teilbarkeit
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(1) Nach Definition bedeuten die Voraussetzungen, dass es O/, ¢ € R gibt mit
b=al und ¢ = ac. Dann gilt b+ ¢ = a(V + /), also ist a auch ein Teiler
von b + c.

(2) Die Voraussetzungen bedeuten, dass es s,t € R gibt mit b = as und ¢ = bt.
Einsetzen der ersten Gleichung in die zweite ergibt ¢ = (as)t = a(st) und
damit a | ¢,

(3) Nach Voraussetzung gibt es s € R mit b = as. Dann gilt bc = (as)c = a(sc),
also ist a ein Teiler von be.

(4) 0 | a bedeutet, dass es b € R gibt mit a = b-0 = 0, also muss ¢ = 0 sein.
Dass 0 | 0 gilt, ist klar.

a | 1 bedeutet, dass es b € R gibt mit 1 = ab; das ist aber genau die
Bedingung dafiir, dass a eine Einheit ist.

(5) Esist 0 =a-0,a =1-a, a =a- 1. Die Aussagen folgen damit aus der
Definition der Teilbarkeitsrelation.

(6) Die links stehende Aussage besagt, dass es ¢, ¢ € R gibt mit b = ac, a = bc’.
Es folgt acd = b’ = a, also a(ed — 1) = 0. Da R ein Integritétsbereich ist,
muss a = 0 sein (dann folgt auch b = 0 und es gilt a ~ b) oder ¢ = 1,
dann ist ¢ eine Einheit und damit gilt a ~ b.

Umgekehrt bedeutet a ~ b, dass es v € R* gibt mit b = ua; damit gilt
jedenfalls a | b. Es gilt aber auch ¢ = «~'b und damit b | a.

(7) Wir zeigen ,=*; die andere Richtung zeigt man analog. Aus a ~ o folgt
mit (6) a’ | a; aus b ~ ¥ folgt b | V. Zusammen mit a | b ergibt sich (durch
zweimaliges Anwenden von (2)) wie gewiinscht a’ | ', a

Die Teilbarkeitsrelation ist also insbesondere reflexiv (das ist die letzte Aussage
in (5)) und transitiv (das ist (2)), und sie héngt nur von der Assoziiertheitsklasse
der beteiligten Elemente ab (das ist (7)). Auf den Assoziiertheitsklassen ist die
Relation auch antisymmetrisch (das ist (6)); wir erhalten also eine (Teil-)Ordnung
auf den Assoziiertheitsklassen. In dieser Ordnung ist die Klasse der Einheiten das
kleinste und die Klasse der Null das grofite Element (das sind die ersten beiden
Aussagen in (5)).

Wir betrachten jetzt grofite untere und kleinste obere Schranken von zwei Ele-

menten in dieser Ordnung.

Allgemein nennt man eine Relation ,,<*“ auf einer Menge X eine Ordnungsrelation oder
kurz Ordnung, wenn ,<“ die folgenden Eigenschaften hat:

(1) (Reflexivitit) Vo € X: z < z.
(2) (Transitivitit) Vz,y,z € Xz <yAy<z=z < z.
(3) (Antisymmetrie) Vo, y € X:x <yAy <z = x =1y.

(X, <) ist dann eine geordnete Menge. Gilt zusétzlich Vz,y € X: z <y Vy < x (Ver-
gleichbarkeit), dann heifit die Ordnung total oder linear. Beispiele fiir total geordnete
Mengen sind (N, <), (Z,<), (Q, <), (R, <) mit der iiblichen Anordnung. Beispiele fiir
geordnete Mengen, die im Allgemeinen nicht total geordnet sind, sind (P(X),C) fiir
eine beliebige Menge X (P(X) ist die Potenzmenge von X, also die Menge aller Teil-
mengen von X.) Nach den obigen Uberlegungen ist fiir einen Integrititsbereich R auch

DEF
Ordnungs-
relation
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(R/~,]) eine geordnete Menge; dabei bezeichnet R/ ~ die Menge der Assoziiertheits-
klassen von R. Ist Y eine Teilmenge von X, dann ist (Y, <|yxy) (also mit der auf YV’
eingeschrinkten Relation) ebenfalls eine geordnete Menge.

Ein Element g in einer geordneten Menge (X, <) ist das grifste Element der Ordnung,
wenn gilt Vo € X: o < g. Entsprechend ist ein Element k das kleinste Element, wenn
gilt Vo € X: k < z. Fiir eine Teilmenge ¥ C X heifit s € X eine obere bzw. untere
Schranke von Y, wenn gilt Vy € Y:y < s bzw. s < y. (Beachte: s muss nicht in Y
liegen!) s € X heifit kleinste obere bzw. grifite untere Schranke von Y, wenn s das
kleinste Element in der Menge aller oberen Schranken von Y bzw. das gréfite Element
in der Menge aller unteren Schranken von Y ist. Die Existenz von kleinsten oberen
und groBten unteren Schranken (Supremum und Infimum) von beliebigen nichtleeren
beschréinkten Teilmengen von R ist zum Beispiel eine wichtige definierende Eigenschaft
der reellen Zahlen.

Die nachfolgende Definition von ggT und kgV besagt, dass sie (als Assoziiertheitsklassen)
nichts anderes sind als die grofite untere bzw. die kleinste obere Schranke der Teilmenge
{[a], [b]} von R/~ beziiglich der Teilbarkeitsordnung.

2.9. Definition. Seien R ein Integritdatsbereich und a,b € R. Wir sagen, g € R
ist ein grofiter gemeinsamer Teiler (kurz: ggT) von a und b und schreiben dafiir
g~ ggT(a,b), wenn g ein gemeinsamer Teiler von a und b ist (also ¢ | @ und ¢ | b)
und fiir jeden weiteren gemeinsamen Teiler ¢’ von a und b gilt ¢’ | g.

Analog nennen wir k € R ein kleinstes gemeinsames Vielfaches (kurz: kgV) von a
und b und schreiben k ~ kgV(a,b), wenn a | k und b | k gilt und fiir jedes k¥’ € R
mit a | K und b | & auch k | k' gilt. &

Auf Englisch sagt man greatest common divisor, ged (in England bisweilen auch noch
highest common factor, hef) und least common multiple, lem.

Die Schreibweise mit dem Assoziiertheitssymbol erklért sich aus dem folgenden
Lemma.

2.10. Lemma. Seien R ein Integrititsbereich und a,b € R. Ist g € R ein ggT
von a und b, dann gilt fir ¢ € R: ¢ ist ein ggT von a und b genau dann, wenn
g ~ ¢ ist. Die analoge Aussage gilt fiir kleinste gemeinsame Vielfache.

Beweis. Ist ¢’ ein ggT von a und b, dann folgt aus der Definition von ,,ggT*, dass
g | ¢ und ¢ | g gilt; damit sind ¢ und ¢’ assoziiert. Die Umkehrung folgt daraus,
dass es fiir die Teilbarkeit nur auf die Assoziiertheitsklasse ankommt. u

Groite gemeinsame Teiler und kleinste gemeinsame Vielfache sind also nur bis auf
Assoziiertheit bestimmt. Es ist also im Allgemeinen nicht sinnvoll, von ,,dem* ggT
oder kgV zu sprechen. In manchen Ringen kann man aber auf natiirliche Weise
einen Reprisentanten einer Assoziiertheitsklasse auszeichnen. In diesem Fall kann
man das Symbol ,,ggT(a,b)“ (oder ,kgV(a,b)*) als diesen Représentanten der
Klasse aller grofiten gemeinsamen Teiler (oder kleinsten gemeinsamen Vielfachen)
definieren (wenn sie existieren). Im Ring der ganzen Zahlen wihlt man dafiir den
nicht-negativen Vertreter der Klasse. Man hat dann also etwa

ggT(12,-18) =6  und  kgV(12,—18) = 36.

Wenn ein solches Reprisentantensystem nicht ausgezeichnet ist, dann bezeichnet
»2¢T(a,b)* (und analog ,kgV(a,b)“) einen beliebigen ggT (bzw. ein beliebiges
kgV) von a und b.

DEF
ggT, kgV

LEMMA
geT, kgV
bis auf Ass.
bestimmt
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FEine wichtige Eigenschaft, die so ein ,natiirliches“ Reprisentantensystem der Assozi-
iertheitsklassen haben sollte, ist die Abgeschlossenheit unter Multiplikation: Aus a ~ a’
und b ~ ' folgt ab ~ a’'b’; wenn a und b die ausgewihlten Vertreter ihrer Klassen sind,
dann sollte das auch fiir ab gelten. Die nicht-negativen ganzen Zahlen erfiillen diese
Bedingung.

Wir haben gesehen, inwieweit ein ggT oder kgV eindeutig bestimmt ist. Es bleibt
die Frage, ob so ein ggT (oder kgV) stets existiert. Bevor wir an einem Beispiel
sehen werden, dass das nicht so sein muss, beweisen wir noch einige Eigenschaften.

2.11. Lemma. Seien R ein Integrititsbereich und a,b,c € R. LEMMA
Ei haft
(1) Ezistiert ggT(a,b), dann existiert auch ggT(b,a), und es gilt déie;;— aren
ggT(a,b) ~ ggT(b,a).
(2) a ~ ggT(a,0) und 1 ~ ggT(a,l).
(3) Euzistiert ggT(a,b), dann existiert auch ggT(a,b+ ac), und es gilt
ggT(a,b) ~ ggT(a,b+ ac).
Beweis.
(1) Das folgt unmittelbar aus der Definition.
(2) a | a und a | 0; jeder gemeinsame Teiler von a und 0 ist ein Teiler von a.
1| aund 1] 1; jeder gemeinsame Teiler von a und 1 ist eine Einheit.
(3) Sei g ~ ggT(a,b), dann gilt ¢ | a und g | b und damit auch g | b + ac.
Ist ¢’ ein weiterer gemeinsamer Teiler von a und b + ac, dann teilt ¢’ auch
b= (b+ ac) — ac und damit den ggT g von a und b. Das zeigt, dass g ein
gg'T von a und b + ac ist. a
2.12. Beispiel. Wir betrachten den Ring BSP
kein ggT

R=7Z[V=5={a+b/=5|a,beZ} CC;
die Addition und Multiplikation sind die von C (mit /=5 = v/54), also konkret
(a+bvV=5)+ (d +VvV=5)=(a+d)+(b+V)V/=5 und
(a+bv=5) - (a' +bvV—=5) = (aa’ — 5bV') + (ab + ba')v/=5.

Als Unterring des Korpers C (der Begriff ,, Unterring® wird spéter eingefiihrt) ist
R ein Integritétsbereich. Wir schreiben

N(a+bv—=5) =|a+by/-5> =a* +5b* € Z;
fiir Elemente «, 5 € R gilt dann N(af) = N(a)N(p). Ist also « ein Teiler von
in R, dann ist N(«a) ein Teiler von N(f) in Z (aber nicht unbedingt umgekehrt).

Daraus schlieft man leicht, dass R nur die Einheiten +1 hat. Ebenso sieht man,
dass 6 in R genau die Teiler

41,42, 43, +(1 + vV=5), (1 — vV/—=5), £6
hat, wihrend 3 4 3v/—5 genau die Teiler
+1,43, (1 4+ v=5), £(1 — vV=5), £(2 — vV=5), (3 + 3v/—=5)
hat. Es sind also zum Beispiel 3 und 14 +/—5 gemeinsame Teiler, aber es gilt weder

3|1+ +—=5mnoch 1+ /=53, wie man leicht an N(3) =9 und N(1++/—5) =6
sehen kann, und es gibt auch keine ,grofleren® gemeinsamen Teiler d, die also
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sowohl von 3 als auch von 1 + /—5 geteilt werden. Das bedeutet, dass 6 und
3+ 3v/—5 in R keinen grofiten gemeinsamen Teiler haben. s

Ein Integritédtsbereich R muss also zusétzliche Eigenschaften haben, damit stets
grofite gemeinsame Teiler existieren. Wie Sie sich sicher aus der Schule erinnern,
gibt es zu zwei ganzen Zahlen stets den ggT in Z. Was hat der Ring Z, was der
Ring Z[+/—5] aus dem Beispiel nicht hat?

Fiir die Existenz des gg'T in Z geniigt es, die Existenz eines ggT in 7Z fiir natiirliche
Zahlen zu zeigen (denn jede ganze Zahl ist assoziiert zu einer natiirlichen Zahl).
Dafiir kann man Induktion verwenden: Man fiihrt die Existenz von ggT(a,b) auf
die Existenz des ggT von kleineren Zahlen zuriick. Dafiir benutzen wir, dass es im
Ring 7Z die Division mit Rest gibt.

2.13. Lemma. Seien a,b € Z mit b # 0. Dann gibt es (sogar eindeutig bestimm-
te) ganze Zahlen q (,Quotient) und r (,Rest®) mit

a=gb+r und 0 <r<]|b|.

Beweis. Wir betrachten zunéchst b > 0 als fest und zeigen die Aussage durch
Induktion nach |a|. Fiir 0 < a < b konnen wir ¢ = 0 und r = a nehmen. Ist
—b < a < 0, dann nehmen wir ¢ = —1 und r = b+ a. Ist |a| > b, dann sei, falls
a > 0ist, a = a—b, sonst @’ = a+ b; in jedem Fall ist |d| = |a| — b < |al, also
gibt es nach Induktionsannahme ¢',r € Z mit o’ = ¢b +r und 0 < r < b. Dann
gilt aber auch

a= (¢ +1b+r (fallsa>0), bzw. a= (¢ —1b+r (fallsa <D0).

Ist b < 0, dann gibt es nach dem gerade Gezeigten ¢/,r € Z mit a = ¢/(=b) +r
und 0 <7 < —b = [b|. Dann gilt a = (—¢')b + r. Das zeigt die Existenz. Fiir die
Eindeutigkeit nehmen wir an, dass ¢/,r" € Z ebenfalls a = ¢b+ 1/, 0 < 7' < |b]
erfiillen. Dann folgt durch Gleichsetzen und Umordnen (¢ — ¢')b = 1’ — r; es gilt
also b | r" —r und |r' — 7| < |b|, woraus ' = r und dann ¢ = ¢’ folgt. Q

Damit und mit der Eigenschaft (3) aus Lemma 2.11 folgt die Existenz von gréfiten
gemeinsamen Teilern in Z relativ leicht.

2.14. Satz. Seiena,b € Z. Dann existiert der grifste gemeinsame Teiler ggT(a, b)
von a und b in 7.

Beweis. Induktion nach [b|. Genauer zeigen wir die Aussage , fiir alle a € Z exi-
stiert ggT(a,b)* durch Induktion nach |b|. Im Fall b = 0 ist |a] = ggT(a,b) =
ggT(a,0) (genauver ist a ein ggT; nach unserer Konvention ist dann |a| der ggT).
Ist b # 0, dann schreiben wir @ = gb + r mit ¢, € Z und 0 < r < |b|]. Nach
Induktionsannahme existiert ggT(b,r). Nach Lemma 2.11 existiert dann auch
ggT(b,r + qb) = ggT(b,a) = ggT(a,b) (und stimmt mit ggT (b, r) iiberein). Qa

Aus dem Beweis ergibt sich unmittelbar der Euklidische Algorithmus zur Berech-
nung des grofiten gemeinsamen Teilers von a und b:

(1) Setze ag := |a|, a; := [b| und n := 1.

2) Solange a, # 0 ist, schreibe a,_1 = ¢,a, + a¢p4q1 mit 0 < a,41 < a, und
g + +
setze n :=n+ 1.

(3) (Jetzt ist a,, = 0). Gib a,_; aus, das ist der ggT von a und b.

LEMMA
Division
mit Rest
in Z

SATZ
Existenz des
ggl inZ

DEF
euklidischer
Algorithmus
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2.15. Beispiel. Wir berechnen den grofiten gemeinsamen Teiler von 345 und 567.
Die Rechnung verlduft entsprechend der folgenden Tabelle:

n|{ 0 1 2 3 4 5 6 T 8
ap | 345 567 345 222 123 99 24 3 0
8

Gn 0 1 1 1 1 4
Das Ergebnis ist ggT(345,567) = 3. s
Da im Algorithmus a; > as > a3 > ... > a,_1 > a, = 0 gilt, muss man nach

spatestens |b| = a; Schritten zum Ende kommen. Tatséchlich ist das Verfahren
noch viel effizienter: Die Anzahl der Schleifendurchléufe kann durch ein Vielfaches
von log |b| beschrankt werden (Ubung).

Die beste Konstante C' in einer oberen Schranke der Form C'log|b| + C’ fiir die Anzahl
der Schleifendurchléufe im Euklidischen Algorithmus ist C' = 1/log¢ = 2,078.. ., wobei
¢ = (1++/5)/2 =1,618... das Verhiltnis des Goldenen Schnitts ist. Der Grund dafiir
liegt darin, dass aufeinander folgende Fibonacci-Zahlen den ,,worst case“ bilden; die
Fibonacci-Zahlen F), wachsen wie ¢™.

Wie kann man diesen Beweis der Existenz von gg'Ts verallgemeinern? Dazu brau-
chen wir eine geeignete Verallgemeinerung der Division mit Rest. Wichtig fiir den
Beweis war, dass der Rest r ,kleiner® ist als der Divisor b, sodass wir Induktion
verwenden konnten. Dafiir muss die ,,Grée” des Restes durch eine natiirliche Zahl
(in unserem Fall ist das |r|) gegeben sein. Das fiihrt auf folgende Definition.

2.16. Definition. Sei R ein Integritdtsbereich. Eine euklidische Normfunktion
auf R ist eine Abbildung N: R — Z>( mit folgenden Eigenschaften:

(1) Fir aller € Rgilt N(r) =0 < r=0.
(2) Fiirallea,b € Rmit b # 0 gibt es ¢,r € Rmit a = gb+r und N(r) < N(b).
R heifit euklidischer Ring, wenn es eine euklidische Normfunktion auf R gibt. <

2.17. Beispiel. Die Abbildung Z — Z>g, a — |al, ist eine euklidische Normfunk-
tion auf Z; damit ist Z ein euklidischer Ring. &

Héufig wird der Begriff der euklidischen Normfunktion ein wenig anders definiert,
ndmlich als Abbildung N: R\ {0} — Z>o, sodass es fiir alle a,b € R mit b # 0
Elemente ¢, € R gibt mit a = ¢b + r und entweder » = 0 oder N(r) < N(b).
Beide Versionen fithren zum selben Begriff ,,euklidischer Ring*; manchmal ist die
eine und manchmal die andere praktischer.

In der Definition wird nur die Ezistenz geeigneter Quotienten ¢ und Reste r ge-
fordert; Eindeutigkeit wird nicht verlangt.

Wir erhalten mit im Wesentlichen demselben Beweis wie fiir Satz 2.14 nun folgen-
den Satz:

2.18. Satz. Sei R ein euklidischer Ring. Dann existiert zu je zwei Elementen
a,b € R stets ein grofiter gemeinsamer Teiler von a und b in R.

Beweis. Sei N: R — Z> eine euklidische Normfunktion. Wir beweisen den Satz
durch Induktion tiber N (b). Im Fall N(b) = 0ist b = 0, und a ist ein ggT. Anderen-
falls gibt es ¢, € R mit a = gb+ r und N(r) < N(b). Nach Induktionsannahme
existiert dann ein ggT g von b und r; wie im Beweis von Satz 2.14 folgt dann
g~ ggT(a,b). Q

BSP
Berechnung
des ggT

DEF
euklidischer
Ring

BSP
euklidischer
Ring

SATZ
Existenz
des ggT in
euklidischen
Ringen
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Ganz genauso wie in Z kann ein gg'T in einem euklidischen Ring durch den Euklidi-
schen Algorithmus bestimmt werden (daher auch der Name , euklidischer Ring*).

2.19. Beispiel. Der Ring R = Z[+/—5| aus Beispiel 2.12 ist ein Integritatsbereich, BSP
der kein euklidischer Ring ist. Denn sonst miissten je zwei Elemente einen ggT nicht

haben, was aber, wie wir gesehen haben, nicht der Fall ist. & euklidischer
Int.bereich
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3. UNTERRINGE, IDEALE UND HAUPTIDEALRINGE

In diesem Abschnitt werden wir uns Ringe genauer anschauen. So wie es in Vek-
torrdumen V' Untervektorraume gibt, also Teilmengen, die mit den (eingeschriank-
ten) Verkniipfungen von V' selbst Vektorrdume sind, gibt es auch in Ringen Un-
terstrukturen. Bei Ringen unterscheidet man aber zwei verschiedene Arten von
Unterstrukturen: Unterringe und Ideale. Es wird sich herausstellen, dass die Bil-
der von Ringhomomorphismen (die wir spéter einfithren werden) Unterringe und
die Kerne Ideale sind. Das ist ein Unterschied zu Vektorrdumen, wo ja sowohl Bild
als auch Kern einer linearen Abbildung ein Untervektorraum ist. Spéater, wenn wir
Gruppen genauer studieren, werden wir auch dort einen Unterschied zwischen Bil-
dern (Untergruppen) und Kernen (Normalteilern) von Gruppenhomomorphismen
sehen.

Zuerst aber noch eine allgemeine Konstruktion von Ringen (analog zu Vektorrau-
men).

3.1. Beispiele.

(1) Sind Ry, Rs, ..., R, Ringe, dann ist auch R; X Ry X ... X R,, mit kompo-
nentenweise definierten Verkniipfungen ein Ring.

(2) Ist R ein Ring und X eine Menge, dann ist R* = Abb(X, R) ein Ring mit
punktweise definierten Verkniipfungen, also

(Tr):ceX + (T;c)meX = (Tz + T;)meX und (Tx)ﬂceX : (T;)mGX = (Tm ’ Tlm)IEX
bzw. (in Abbildungs-Schreibweise)

(f +9)(x) = f(z) +g(z) und (f-g)(x) = f(z)- g(z).
Zum Beispiel hat man den Ring Abb(R, R) der reellen Funktionen (hier ist
X = R = R sowohl die Menge als auch der Ring) oder den Ring Q" der
Folgen rationaler Zahlen. &

3.2. Definition. Sei (R,+,0,—,-,1) ein Ring. Eine Teilmenge S C R ist ein
Unterring oder Teilring von R, wenn 0 € S, 1 € S und S unter +, — und -
abgeschlossen ist (d.h., aus s,s" € S folgt s+ ', —s,5-5 € 9). O

Es ist leicht zu sehen, dass in diesem Fall (.S, +|sxs,0, —|s, |sxs, 1) ebenfalls ein
Ring ist: Da alle Axiome die Form ,fiir alle ...“ haben, gelten sie auch fiir die
Elemente von S, solange alle Verkniipfungen definiert sind.

3.3. Beispiele.
(1) Z ist ein Unterring von Q.

(2) Z>q ist kein Unterring von Z, weil Z>o nicht unter der Negation abge-
schlossen ist. Tatséchlich hat Z keinen echten (also # Z) Unterring, da
man aus 1 durch wiederholtes Addieren und durch Negieren alle ganzen
Zahlen bekommt.

(3) Die stetigen Funktionen f: R — R bilden einen Unterring des Rings der
reellen Funktionen (mit punktweiser Addition und Multiplikation): Wir
wissen aus der Analysis, dass Summe, Negation und Produkt stetiger Funk-
tionen wieder stetig sind. (Und natiirlich sind die konstanten Funktionen
0 und 1 stetig.)

BSP
Produktring

DEF
Unterring

BSP
Unterringe
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(4) Sei R ein Ring mit 0 # 1. Dann ist R X R ein Ring wie in Beispiel 3.1. Die
Teilmenge R x {0} ist kein Unterring, obwohl sie unter Addition, Negati-
on und Multiplikation abgeschlossen ist, das Nullelement enthélt, und die
Multiplikation auf R x {0} das neutrale Element (1,0) hat. Der Grund ist,
dass die Teilmenge nicht das Einselement (1,1) von R x R enthélt.

(5) Im Ring QY der Folgen rationaler Zahlen bilden die beschrédnkten Folgen
und die Cauchy-Folgen Unterringe B und C' (Ubung). )

Fiir Integritatsringe bzw. -bereiche gilt dann Folgendes:

3.4. Lemma. FEin Unterring eines Integrititsrings/bereichs ist wieder ein Inte-
grititsring/bereich. Insbesondere ist jeder Unterring eines Korpers ein Integritits-
bereich.

Beweis. Sei R ein Integritdtsring und S ein Unterring von R. Dann gilt 0 # 1 in R
und damit auch in S, also ist S kein Nullring. Wenn s € S ein Nullteiler in §' ist,
dann auch in R. Es folgt, dass jeder Unterring eines Integritétsrings wieder ein
Integritatsring ist. Da klar ist, dass Unterringe von kommutativen Ringen wieder
kommutativ sind, folgt die entsprechende Aussage iiber Integritéatsbereiche. Die
letzte Aussage folgt daraus, dass jeder Korper ein Integritdtsbereich ist. a

Tatséchlich gilt von der letzten Aussage auch eine Art Umkehrung: Jeder Inte-
gritétsbereich ldsst sich als Unterring eines Korpers auffassen (so wie Z C Q). Das
werden wir spéter in dieser Vorlesung sehen.

Analog wie fiir Untervektorrdume gilt:

3.5. Lemma. Sei R ein Ring.

(1) Ist (Ri)icr eine Familie von Unterringen von R mit I # 0, dann ist auch
der Durchschnitt (;c; Ri wieder ein Unterring von R.

(2) Ist (Rp)nen eine aufsteigende Folge (also mit R, C R4 fir allen € N)
von Unterringen von R, dann ist auch die Vereinigung |J .y Rn wieder ein
Unterring von R.

neN

Beweis.

(1) Sei S = ;s Ri; es ist zu zeigen, dass S ein Unterring von R ist. Dazu
miissen wir die Bedingungen aus der Definition nachpriifen. Da R; fiir alle
t € I ein Unterring ist, gilt 0,1 € R; fiir alle 7 und damit auch 0,1 € S.
Seien s,s’ € S. Dann folgt s,s’ € R; fiir alle ¢; da R; ein Unterring ist,
folgt daraus s + s', s - s € R; fiir alle 7, also s + s, s - s’ € S. Analog sieht
man —s € S.

(2) Sei jetzt S = U, ey Bn- Es gilt 0,1 € Ry C S. Ist s € S, dann gibt es
n € Nmit s € R,; es folgt —s € R, C S. Sind s,s’" € S, dann gibt es
m,m' € Nmit s € R,,, s’ € R,y. Sei n = max{m,m’}, dann folgt (da die
Folge der R, aufsteigend ist) R,, C R,, R, C R,, also s,s' € R,. Weil
R, ein Unterring ist, haben wir dann auch s+ s',s-s" € R, C S. Qa

Beliebige Vereinigungen von Unterringen sind im Allgemeinen keine Unterringe.

Die erste Aussage in Lemma 3.5 zeigt, dass folgende Definition sinnvoll ist.

LEMMA
Unterringe
von Int.ber.

LEMMA
Durchschnitt
und aufst.
Vereinigung
von
Unterringen
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3.6. Definition. Seien R ein Ring, R C R ein Unterring und A C R eine
Teilmenge. Dann existiert der kleinste Unterring von R, der R’ und A enthilt (als
Durchschnitt aller solcher Unterringe); wir schreiben dafiir R’[A] und nennen ihn
den von A idber R' erzeugten Unterring von R. Ist A = {aj,as,...,a,} endlich,

dann schreiben wir auch R'[ay, aq, ..., a,] fur R'[A]. &

Das erklirt die Schreibweise Z[v/—5], die wir bereits benutzt haben: Dieser Ring
ist der von /5 iiber Z erzeugte Unterring von C (denn es ist ein Unterring von C,
und jeder Unterring von C, der Z und v/—5 enthélt, muss alle Elemente a +by/—5
mit a,b € Z enthalten).

Mit /=2 = /24 sind analog Z[4] und Z[v/—2] Unterringe von C; ihre Vereinigung
ist aber kein Unterring, da sie nicht unter der Addition abgeschlossen ist: 4 + /24
ist weder in Z[¢] noch in Z[y/—2| enthalten.
Achtung: Es gilt nicht immer (fiir « € C), dass
Zlo) ={a+ba|a,be Z}

ist (das gilt nur dann, wenn o = ¢+ da ist mit geeigneten ¢, d € Z). Zum Beispiel
ist

Z[V2] = {a+b\3/§+0\3/§2 | a,b,c € Z}
(Ubung).

Als Nichstes wollen wir die Ideale einfithren.

3.7. Definition. Sei R ein kommutativer Ring. Ein Ideal von R ist eine Teilmen-
ge I C R mit 0 € I, die unter der Addition abgeschlossen ist, und sodass fiir alle
r € Rund a € I auch ra € I gilt. &

In nicht-kommutativen Ringen muss man zwischen Links- und Rechtsidealen unterschei-
den (je nachdem, ob man ra € I oder ar € I fordert); ein Ideal ist dann sowohl ein
Links- als auch ein Rechtsideal.

Ein Ideal I ist auch unter der Negation abgeschlossen, denn —a = (—1) - a. Aufler-
dem ist / unter der Multiplikation abgeschlossen. Der Unterschied zum Unterring
ist, dass nicht gefordert wird, dass 1 € I ist, dafiir aber jedes Vielfache (mit be-
liebigen Faktoren aus R) eines Elements von I wieder in [ ist. Insofern ist die
Definition formal wie die von Untervektorrdumen, wobei der Ring R selbst die
Rolle des Skalarkorpers spielt.

Tatséchlich kann man den Begriff ,, K-Vektorraum* verallgemeinern zum Begriff |, R-
Modul“ (betont auf dem ,,Mo*“) mit derselben Definition, nur dass R ein beliebiger Ring
sein darf und nicht unbedingt ein Korper sein muss. Dann ist ein Ideal nichts anderes
als ein Untermodul des R-Moduls R.

Da die Struktur von Ringen komplizierter ist als die von Korpern, ist die Theorie der R-
Moduln auch komplizierter als die klassische lineare Algebra tiber Koérpern. Zum Beispiel
hat nicht jeder endlich erzeugte Modul eine Basis.

3.8. Beispiele. Sei R ein kommutativer Ring.
(1) In jedem Ring gibt es die Ideale {0} (das Nullideal) und R.
(2) Fiir a € R ist die Menge Ra = {ra | r € R} ein Ideal:
0a=0, ra+ra=(r+r)a, r'(ra)=('r)a.

(3) Im Ring R x R sind R x {0} und {0} x R Ideale.

DEF
R[A]CR

DEF
Ideal

BSP
Ideale
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(4) Im Ring C' C QY der Cauchy-Folgen bilden die Nullfolgen ein Ideal N
(Ubung). &

Wie fiir Unterringe auch haben wir die folgenden Eigenschaften:

3.9. Lemma. Sei R ein kommutativer Ring.

(1) Ist (I;)jes eine Familie von Idealen von R mit J # 0, dann ist auch der
Durchschnitt ﬂjEJ I; wieder ein Ideal von R.

(2) Ist (I,)nen eine aufsteigende Folge (also mit I,, C 41 fir alle n € N)
von Idealen von R, dann ist auch die Vereinigung |J .y I, wieder ein Ideal
von R.

neN

Beweis. Ganz analog wie fiir Lemma 3.5. a

Die erste Aussage in Lemma 3.9 zeigt (analog wie fiir Unterringe), dass folgende
Definition sinnvoll ist.

3.10. Definition. Seien R ein kommutativer Ring und A C R eine Teilmenge.
Dann existiert das kleinste Ideal von R, das A enthélt (als Durchschnitt aller
solcher Ideale); wir schreiben dafiir (A) g (oder auch (A), wenn keine Verwechslung
moglich ist) und nennen es das von A erzeugte Ideal von R. Ist A = {ay,as,...,a,}
endlich, dann schreiben wir auch (ay, as,...,a,)r fiir (A)g. In diesem Fall heifit
das Ideal endlich erzeugt.

Ein Ideal I C R heifit Hauptideal, wenn es von einem Element erzeugt wird:
I = (a)g mit einem a € R.

Ein Integritédtsbereich R, in dem jedes Ideal ein Hauptideal ist, heifit ein Haupt-
idealring (bisweilen kurz HIR). &

Ein kommutativer Ring heif3t noethersch (zu Ehren der Mathematikerin Emmy Noether),
wenn jedes Ideal endlich erzeugt ist. Das ist eine Abschwéichung des Begriffs ,,Haupt-
idealring*, die aber fiir viele Anwendungen ausreicht.

Statt (a,as, ...,
(ay,as,...,a,) fur das von ay, as, ..

a,) findet man in der Literatur auch haufig die Schreibweise
., a, erzeugte Ideal von R.

Wie fiir Untervektorrdume gilt auch fiir Ideale, dass ihre Elemente genau die
(R-)Linearkombinationen der Erzeuger sind. Wir formulieren und beweisen das
hier der Einfachheit halber nur fiir endlich viele Erzeuger.

., a, € R. Dann gilt
. rn € R}

3.11. Lemma. Seien R ein kommutativer Ring und aq, as, . .

(ay,a9,...,ap)gr = {ra1 +reas+ ... +rpa, | r1,ro, ..

Die Elemente von (ay,as,...,a,)r sind also gerade die Linearkombinationen der
Erzeuger ay, as, . .., a, mit Koeffizienten aus R.

Man schreibt deshalb auch Ra; + Ras + ...+ Ra,, (oder a1 R+ asR+ ...+ a,R)
fiir (ai,as,...,a,)r. Fiir ein Hauptideal gilt demnach

(a)r = Ra ={ra|r € R}.

LEMMA
Durchschnitt
und aufst.
Vereinigung
von ldealen

DEF
<A>R C R
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Beweis. Sei I = (ay,as,...,a,)R.

,D% Da ay,as,...,a, € I sind, folgt ray,reas,...,rya, € I und damit auch
riay + roag + ... +rpa, € 1.

,C“: Die Menge auf der rechten Seite ist ein Ideal, denn
O0a; +0as + ...+ 0a, =0,
(riay +reag + ...+ rpay) + (rhay +rhas + ... +1)a,)
= (ri+7r)ay + (ro +ry)ag + ...+ (rp +7/)a, und
r'(riay + ras + ..+ rpan) = ('r)ayr + (F'ra)as + .4 (F'ry)ay,

Auflerdem enthélt sie aq, as, ..., a,. Da nach Definition I das kleinste solche Ideal
ist, ist I in der rechten Seite enthalten. u

Es gilt nun folgender wichtiger Satz:

3.12. Satz. Ist R ein euklidischer Ring, dann ist R ein Hauptidealring. SATZ
eukl. Ring

Beweis. Sei I C R ein Ideal. Das Nullideal ist stets ein Hauptideal, also kénnen ist HIR
wir I # {0} annehmen. Sei N eine euklidische Normfunktion auf R und

n=min{N(r) |0#rel}>0.

(Wegen I # {0} ist die Menge nicht-leer, also existiert das Minimum.) Sei b € I
mit N(b) = n. Wir zeigen I = Rb. Die Inklusion Rb C I ist wegen b € I klar.
Sei nun a € [ beliebig; wir wollen a € Rb zeigen. Da R euklidisch ist, gibt es
¢,7 € Rmit a =gb+r und N(r) < N(b) =n. Esist r =a —qb € 1. Ware r # 0,
dann ergéibe sich ein Widerspruch zur Definition von n, also ist » = 0 und damit
a = qb € Rb. a

Insbesondere ist also der Ring Z der ganzen Zahlen ein Hauptidealring.

3.13. Beispiel. Der nicht euklidische Ring R = Z[/=5] ist auch kein Haupt- BSP
idealring. Tatsichlich ist das Ideal I = (2,1 + +/=5)r kein Hauptideal: Wire kein HIR
I = {a)p, dann miisste a ein gemeinsamer Teiler von 2 und 1 + /=5 sein. Die

einzigen gemeinsamen Teiler sind aber £1. Das Ideal (1) ist aber ganz R und

damit # I, denn 1 ¢ I — fiir jedes a + bv/—5 € I gilt, dass a + b gerade ist, wie

man leicht nachpriift. &

Die Umkehrung von Satz 3.12 ist falsch: Es gibt Hauptidealringe, die nicht eukli-
disch sind. Ein Beispiel dafiir ist der Ring R = Z[a] C C mit o = (1 ++/—19) !
(dann gilt a? = o — 5). Der Beweis ist allerdings nicht ganz einfach.

Dass R nicht euklidisch ist, kann man wie folgt zeigen: Angenommen, R wiére doch
euklidisch. Dann ist die Menge

N ={N: R — Z>¢ | N ist euklidische Normfunktion}
nicht leer. Wir definieren
Nuin: R — Z>o, r— min{N(r) | N e N'}.

Dann priift man nach, dass Npnin ebenfalls eine euklidische Normfunktion ist (Ubung).
AuBerdem gilt Nyin(r) =1 <= r € R = {£1}, und Ny, ist surjektiv (Ubung). Es
gibt also a € R mit Npyin(a) = 2; es muss dann gelten, dass jedes r € R entweder ein
Vielfaches von a ist oder sich von einem Vielfachen von ¢ um +1 unterscheidet. Man
kann aber relativ leicht nachpriifen, dass es kein a € R mit dieser Eigenschaft gibt.
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Schwieriger ist der Beweis dafiir, dass R ein Hauptidealring ist. Man kann dafiir einen
Satz aus der algebraischen Zahlentheorie verwenden (die unter anderem Ringe wie den
hier betrachteten studiert), der in diesem Fall besagt, dass man nur nachpriifen muss,
dass alle Ideale I # {0} mit , Norm*

N(I)=ggT{|y|* |y €I} <12

Hauptideale sind. Es gibt nur endlich viele solcher Ideale; man kann sie aufzéihlen und
die Bedingung priifen. Ubrigens lisst sich auch zeigen, dass die Aussage daraus folgt,
dass die ersten paar Werte des Polynoms z? +  + 5 fiir x = 0,1, 2, ... alles Primzahlen
sind. (Vielleicht kennen Sie das Polynom x? + x + 41, das auf diese Weise sehr viele
Primzahlen liefert. Das hat damit zu tun, dass der Ring Z[(1+ v/—163)/2] ebenfalls ein
Hauptidealring ist. Letzteres ist tibrigens auch dafiir verantwortlich, dass e™163 heinahe
eine ganze Zahl ist.)

Auch in Hauptidealringen existieren gréfite gemeinsame Teiler. Bevor wir das be-
weisen, iibersetzen wir die Teilbarkeitsrelation in die Sprache der Ideale.

3.14. Lemma. Sei R ein Integrititsbereich und seien a,b € R. Dann gilt
a|lb < be (a)p < (b)r C (a)r.

Insbesondere sind a und b genau dann assoziiert, wenn sie dasselbe Hauptideal
erzeugen.

Beweis. Es gilt
a|lb < FIreR:b=ra <= be (a)p < (b)r C (a)r;

die nicht vollig offensichtliche Richtung in der letzten Aquivalenz ergibt sich dar-
aus, dass (b)g das kleinste Ideal ist, das b enthilt.

Der Zusatz folgt aus a ~b <= a |bA D] a. a

3.15. Satz. Sei R ein Hauptidealring. Dann haben je zwei Elemente a,b € R
einen grofsten gemeinsamen Teiler und ein kleinstes gemeinsames Vielfaches in R.
Genauer gilt firr € R:

r~ggT(a,b) <= (a,b)r = (r)g
r~kgV(a,b) <= (a)r N {b)r = (r)r

Beweis. Es geniigt, die beiden Aquivalenzen zu zeigen. Da R ein Hauptidealring
ist, sind die beiden Ideale (a, b) g und (a)g N (b) g beide von einem Element erzeug-
bar, also gibt es Elemente r wie angegeben, und die Existenz von ggT und kgV
folgt.

Nach Lemma 3.14 ist r genau dann ein gemeinsamer Teiler von a und b, wenn
a,b € (r)g gilt, was mit (a,b)r C (r)g gleichbedeutend ist. r ist genau dann ein
geT, wenn (r)r das kleinste (a, b) g umfassende Hauptideal ist. Da (a,b)r selbst
ein Hauptideal ist, muss dafiir (a,b)gr = (r) g sein.

Fiir das kgV gilt entsprechend, dass (r)r das grofite Hauptideal sein muss, das in
(a)r N (b) g enthalten ist. Auch (a)g N (b) g ist ein Hauptideal, also muss auch hier
Gleichheit gelten. Qa

Da wir gesehen haben, dass es in Z[y/—5] nicht zu jedem Paar von Elementen einen
gg'T gibt, liefert das einen anderen Beweis dafiir, dass dieser Ring kein Hauptideal-
ring ist (vergleiche Beispiel 3.13 oben).

LEMMA
Ideale und
Teilbarkeit

SATZ
ggT in HIR
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3.16. Folgerung. Seien R ein Hauptidealring, a,b € R und g € R ein grifster
gemeinsamer Teiler von a und b. Dann gibt es u,v € R mit

g=ua+vb.

Beweis. Nach Satz 3.15 gilt Ra+ Rb = Rg > g, also ist g eine Linearkombination
von a und b wie angegeben. u

In Ringen, die keine Hauptidealringe sind, in denen aber grofite gemeinsame Teiler exi-
stieren, muss die Aussage der Folgerung nicht gelten. Zum Beispiel werden wir spéater
sehen, dass der Polynomring Z[X]| ,faktoriell ist, woraus die Existenz von grofiten ge-
meinsamen Teilern folgt. Es ist etwa 1 ein ggT von 2 und X in Z[X], aber 1 kann nicht
als Z[X]-Linearkombination von 2 und X geschrieben werden.

In einem euklidischen Ring kann man Elemente v und v wie oben durch eine Er-
weiterung des Euklidischen Algorithmus berechnen. Sei N eine euklidische Norm-
funktion auf R und seien a,b € R.

(1) Setze (ag, ug,vo) := (a,1,0), (a1, us,v1) := (b,0,1) und n := 1.

(2) Solange a, # 0 ist, schreibe a,_1 = @nan + apy1 mit N(ap1) < N(ay,);
setze (Upi1,Vns1) = (Un—1 — @uln, Un—1 — ¢uvy,) und dann n :=n + 1.

(3) (Jetzt ist a,, = 0). Gib (g,u,v) = (ap_1, Up_1,Vp_1) aus.
Wir wissen bereits, dass ¢ = a,_1 ein ggT von a und b ist, und es ist leicht zu

verifizieren, dass fiir alle n, die vorkommen, a,, = u,a + v,b gilt. Damit ist auch
g = ua + vb.

3.17. Beispiel. Wir berechnen wieder den ggT von 345 und 567 und zusétzlich
eine ihn darstellende Linearkombination:

nl 0 1 2 3 4 5 6 7
an | 345 567 345 222 123 99 24 3 0
n o 1 1 1 1 4 8

Up | 1 0 1 -1 2 -3 5 =23 189
vp | O 1 0 1 -1 2 -3 14 -115
Wir erhalten —23 - 345 + 14 - 567 = 3. &

Allgemein ist es so, dass man viele Aussagen fiir Hauptidealringe zeigen kann.
Wenn man aber Dinge berechnen mochte, dann geht das effizient meist nur in eu-
klidischen Ringen (vorausgesetzt, man hat ein effizientes Verfahren fiir die Division
mit Rest).

3.18. Definition. Seien R ein kommutativer Ring und a,b € R. Wir sagen, a
und b sind relativ (oder zueinander) prim, wenn es u,v € R gibt mit ua + vb =1
(das ist Aquivalent dazu, dass (a,b)r = R ist). In diesem Fall schreiben wir auch
a L b. Ist R ein Integritédtsbereich, dann sagen wir, a und b sind teilerfremd, wenn

ggT(a,b) ~1in R gilt. O

In Hauptidealringen sind nach Folgerung 3.16 beide Begriffe dquivalent.
Die Schreibweise a L b ist (leider) nicht allgemein iiblich, aber praktisch.
Das folgende wichtige Lemma zeigt die Niitzlichkeit des Begriffs ,relativ prim“.

FOLG
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3.19. Lemma. Seien R ein Integrititsbereich und a,b,c € R mit a 1 b. Ist a ein
Teiler von be, dann ist a auch ein Teiler von c.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es u, v € R mit ua+vb = 1. Multiplikation mit ¢
liefert ¢ = a(uc) + v(bc); wegen a | be ist a ein Teiler der rechten Seite und damit
auch von c. Qa

Auch die folgende Aussage ist haufig niitzlich. Dazu beachten wir, dass in einem
Integritdtsbereich Folgendes gilt: Ist @ | b und a # 0, dann ist ¢ mit b = ca
eindeutig bestimmt. (Denn aus ca = b = a folgt (¢ — )a = 0; wegen a # 0 folgt
dann ¢ = ¢.) Wir schreiben dann auch b/a (oder 2) fiir c.

3.20. Lemma. Seien R ein Hauptidealring und a,b € R nicht beide null. Sei
weiter g ein grofster gemeinsamer Teiler von a und b. Dann sind o' = a/g und
b =0b/g relativ prim.

Beweis. Unter der angegebenen Voraussetzung ist g # 0 (denn (a,b)r ist nicht
das Nullideal). Nach Folgerung 3.16 gibt es u,v € R mit ua + vb = g, also auch
(ua" + vb')g = g. Da g # 0, folgt daraus (denn R ist ein Integritétsbereich)
ua’ +ovb =1, also gilt o' L V. Q

Wir beenden diesen Abschnitt mit einer Aussage iiber kleinste gemeinsame Viel-
fache.

3.21. Satz. Seien R ein Hauptidealring und a,b € R. Dann gilt
ab ~ ggT(a,b) kgV(a,b).
Insbesondere gilt fir a 1L b, dass ab ~ kgV(a,b) ist.

Beweis. Im Fall a = 0 oder b = 0 ist kgV(a,b) = 0, sodass die Gleichung stimmt.
Wir kénnen also a,b # 0 voraussetzen. Sei dann g ~ ggT(a,b). Wir schreiben
a =a/g, b =b/g; dann gilt a’ L b nach Lemma 3.20. Es ist ab = g - ga't/, also
miissen wir ga't’ ~ kgV(a, b) zeigen. Wegen ga’b’ = ab’ = a'b ist ga’b’ jedenfalls ein
gemeinsames Vielfaches von a und b. Sei k ein weiteres gemeinsames Vielfaches.
Dann gibt es r, s € R mit k = ar = ga'r = bs = gb's; insbesondere ist b’ ein Teiler
von k/g = a'r. Da o’ und V' relativ prim sind, folgt mit Lemma 3.19, dass b’ ein
Teiler von r sein muss. Damit folgt ga'b’ | ga’'r = k, was zu zeigen war. Q

LEMMA
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4. PRIMELEMENTE UND FAKTORISIERUNG

Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, dass es in jedem Hauptidealring eine , ein-
deutige Primfaktorzerlegung® gibt, wie wir sie fiir die ganzen Zahlen kennen. Dazu
miissen wir erst einige Begriffe einfiihren.

4.1. Definition. Sei R ein Integritdtsbereich. Ein Element r € R heif}t irredu-
zibel, wenn r # 0, r ¢ R* ist und fiir alle a,b € R mit r = ab gilt a € R* oder
be R*. &

Kurz gesagt: Es gibt keine nichttriviale Faktorisierung von r; r ist multiplikativ
unzerlegbar.

4.2. Definition. Sei R ein Integritiatsbereich. Ein Element r» € R heif3t prim oder
ein Primelement von R, wenn r # 0, r ¢ R* ist und wenn fiir alle a,b € R gilt:

r|lab = r|a oder 7r|b. O

Durch Induktion folgt dann: Ist p € R prim und teilt p ein Produkt a;as - - - a,,
dann muss p einen Faktor a; teilen.

Zwischen diesen Begriffen gibt es folgenden Zusammenhang:

4.3. Lemma. Sei R ein Integritdtsbereich. Jedes Primelement in R ist irreduzi-
bel. Ist R ein Hauptidealring, so gilt auch die Umkehrung.

Beweis. Sei zunéchst r ein Primelement. Dann gilt jedenfalls r # 0 und r ¢ R*.
Ist r = ab, dann gilt auch r | ab; weil r prim ist, folgt r | @ oder r | b. Wir kénnen
annehmen, dass 7 | a gilt (sonst vertauschen wir die Rollen von a und b). Es gilt
aber auch a | ab = r, also sind a und r assoziiert; dann muss b € R* sein, also ist
r irreduzibel.

Sei jetzt R ein Hauptidealring und r irreduzibel. Dann gilt jedenfalls » # 0 und
r ¢ R*. Ist r ein Teiler von ab, aber nicht von a, dann ist ggT(r,a) ~ 1, alsor L a
(hier benutzen wir, dass R ein Hauptidealring ist). Nach Lemma 3.19 folgt dann
r|b. a

Im Hauptidealring Z heiflen die positiven primen Elemente Primzahlen. Die iibli-
che Definition sagt, dass sie irreduzibel sind; nach Lemma 4.3 sind sie dann auch
prim.

4.4. Beispiel. Die Primzahlen unterhalb von 100 sind die folgenden 25 Zahlen:

2,3,5,7,11,13,17,19,23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53,59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97.
&

4.5. Beispiel. In Integritéitsbereichen, die keine Hauptidealringe sind, kann es
irreduzible Elemente geben, die nicht prim sind. Im Ring R = Z[v/=5] ist zum
Beispiel 2 irreduzibel (es gibt nur die Teiler 1 und £2). Auf der anderen Seite ist
2 ein Teiler von 6 = (1 + 1/=5)(1 — /=5), teilt aber keinen der beiden Faktoren

in R; damit ist 2 kein Primelement in R. &

Folgende Beobachtung ist niitzlich.

DEF
irreduzibel

DEF
Primelement

LEMMA
prim und
irreduzibel

DEF
Primzahl

BSP
Primzahlen
bis 100

BSP
irreduzibel,
nicht prim



84. Primelemente und Faktorisierung 24

4.6. Lemma. Seien R ein Integrititsbereich und p,q € R zwei Primelemente.
Gilt p | q, dann sind p und q assoziiert.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es » € R mit ¢ = rp. Da ¢ als Primelement nach
Lemma 4.3 auch irreduzibel ist und p keine Einheit ist, muss r eine Einheit sein;
damit gilt ¢ ~ p. a

Da die Begriffe ,irreduzibel“ und ,,prim“ iiber Teilbarkeitseigenschaften definiert
sind, ist klar, dass assoziierte Elemente stets gleichzeitig prim oder irreduzibel
sind. Eine Faktorisierung in Primelemente kann also immer nur bis auf Reihenfol-
ge und Multiplikation der Primelemente mit Einheiten eindeutig bestimmt sein.
Wir formulieren die Eigenschaft eines Integritdtsbereichs, eine solche eindeutige
Faktorisierung zu erlauben, daher einer Weise, die diese trivialen Uneindeutigkei-
ten gewissermaflen ,ausblendet”.

4.7. Definition. Ein Integritéitsbereich R heiit faktoriell (oder ein faktorieller
Ring), wenn Folgendes gilt: Sei Pr ein Reprisentantensystem der Primelemente
von R bis auf Assoziierte. Dann gibt es fiir jedes 0 # r € R eindeutig bestimmte
u € R* und (e,)pep, € ZoE mit e, = 0 fiir alle bis auf endlich viele p € Pg, sodass

r:quep. &

Dabei ist das formal moglicherweise unendliche Produkt so definiert, dass es gleich
dem Produkt der endlich vielen Faktoren # 1 ist. (Beachte, dass r° = 1 ist fiir alle
r € R. Das leere Produkt hat den Wert 1.)

4.8. Beispiel. Der Ring R = Z[y/—5] ist nicht faktoriell. Zum Beispiel hat das
Element 2 € R keine Faktorisierung in Primelemente (weil 2 irreduzibel und nicht
prim ist; siehe Beispiel 4.5). Auf der anderen Seite gibt es Faktorisierungen in irre-
duzible Elemente; eine solche Faktorisierung ist in R aber nicht immer eindeutig.
Es sind etwa 2, 3, 14++/—=5 und 1 —+/=5 alle in R irreduzibel, aber paarweise nicht
assoziiert, und man hat die beiden wesentlich verschiedenen Faktorisierungen

2:3=6=(1+vV-5)-(1-vV-5). &

Jetzt formulieren und beweisen wir das Hauptergebnis dieses Abschnitts.

4.9. Satz. Ist R ein Hauptidealring, dann ist R faktoriell.

Beweis. Sei Pi ein Repréasentantensystem der Primelemente von R bis auf Asso-
ziierte. Wir zeigen zunéchst die Existenz der Faktorisierung. Sei M C R\ {0}
die Menge der Elemente, die nicht in der Form quEIP’R p° geschrieben werden
konnen. Wir wollen zeigen, dass M = () ist. Das geht iiber einen Widerspruchsbe-
weis. Sei a € M. Dann kann a keine Einheit sein (sonst konnten wir v = a und alle
e, = 0 wéhlen). a kann auch nicht irreduzibel sein, denn dann wére a auch prim,
also gébe es p € Pr mit a ~ p, und wir kénnten u = a/p € R*, e, =1 und e,y =0
fir alle p’ € Pg \ {p} wahlen. Also gibt es r,s € R mit a = rs und r,s ¢ R*.
Wiiren 7 und s beide nicht in M, dann auch ihr Produkt a (denn das Produkt
zweier Faktorisierungen wie oben lésst sich wieder in dieser Form schreiben). Also
ist r € M oder s € M. Das zeigt: Zu jedem a € M gibt es ein o’ € M, sodass d’
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ein echter Teiler von «a ist (also @’ | a, aber @’ % a). Wir fithren jetzt die Annah-
me M # () wie folgt auf einen Widerspruch. Sei ag € M. Wir konstruieren eine
Folge von Elementen von M mittels a,+; = a),. Dann ist jeweils a,1 ein echter
Teiler von a,, also (a,)r C (a,+1)r fiir alle n > 0. Die aufsteigende Vereinigung

I'=J,>¢{an) r ist nach Lemma 3.9 ein Ideal von R. Da R ein Hauptidealring ist,
gibt es a € R mit I = (a)g. Dann muss es n > 0 geben mit a € (a,)g, also

(a)r C{an)r G (ant1)r C I =(a)r,
was den gewiinschten Widerspruch liefert.

Fiir den Beweis der Eindeutigkeit sei

a:quep:u/Hpe;

pEPR pEPR

mit u,u’ € R* und ey, e, € Zx fiir alle p € Pr mit e, = e, = 0 fiir alle bis auf

endlich viele p. Wir zeigen zunéchst e, = e, fiir alle p. Anderenfalls wire etwa
ep > e,. Wir kénnen beide Seiten der Gleichung durch p% teilen; so kénnen wir
ohne Einschrénkung e, > e, = 0 annehmen. Dann teilt p das linke Produkt, muss
(als Primelement) also auch einen Faktor des rechten Produkts teilen. Das ist
aber nicht der Fall, da p keine Einheit teilt und da ein Primelement ¢, das von p
geteilt wird, zu p assoziiert sein muss (Lemma 4.6). Dieser Widerspruch zeigt, dass
ep = €, sein muss fiir alle p € Pg. Dann folgt aber auch u = ', Q

Auch bei diesem Satz gilt die Umkehrung nicht. Ein Beispiel fiir einen faktoriellen
Ring, der kein Hauptidealring ist, ist der Polynomring Z[z] iiber dem Ring Z der
ganzen Zahlen (Polynomringe werden spéter in dieser Vorlesung noch ausfiihrlich
besprochen): Man kann ganz allgemein zeigen, dass fiir einen faktoriellen Ring R
auch der Polynomring R[z] wieder faktoriell ist. Auf der anderen Seite ist zum
Beispiel (2, )z, kein Hauptideal (2 und x haben 1 als ggT, aber das Ideal ist
nicht ganz Z[z]).

Wir schreiben P fiir die Menge der Primzahlen in Z. Dann ist P ein Représentan-
tensystem der Primelemente von Z bis auf Assoziierte.

4.10. Folgerung. Der Ring Z ist faktoriell: Jede ganze Zahln # 0 kann eindeutig
geschrieben werden als

n==+ Hpep mit e, € Zx>o und e, = 0 fiir alle bis auf endlich viele p.
peP

Insbesondere hat jede natiirliche Zahln > 2 einen Primteiler, also eine Primzahl p
mit p | n.

Beweis. 7 ist ein Hauptidealring; die Aussage folgt somit aus Satz 4.9.

Ist n > 2, dann muss wenigstens ein e, positiv sein; damit ist p ein Primteiler
von n. a

Die Existenz und Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung in Z kann man auch direkter
und , konstruktiver” beweisen.

DEF

FOLG
Primfaktor-

zerlegung
in Z

DEF
Primteiler
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Satz. Sein > 0 eine natirliche Zahl. Dann hat n eine bis auf die Reihenfolge der
Faktoren eindeutige Darstellung als Produkt von Primzahlen.

Beweis. Die Existenz zeigen wir durch Induktion. n = 1 kann als das leere Produkt von
Primzahlen geschrieben werden. Sei nun n > 1. Dann ist entweder n eine Primzahl und
somit trivialerweise ein Produkt von Primzahlen, oder n ist keine Primzahl und damit
nicht irreduzibel; es gibt also ni,ny € Z>9 mit n = ning. Insbesondere sind 7y und ng
echt kleiner als n. Nach Induktionsannahme konnen also n; und ny als Produkte von
Primzahlen geschrieben werden, was eine Darstellung von n = nine als Produkt von
Primzahlen liefert.

Die Eindeutigkeit zeigen wir ebenfalls durch Induktion. Fiir n = 1 gibt es nur die
Darstellung als leeres Produkt. Sei also n > 1 und seien n = p1p2 - - pr = q1q2 - - - q; zwei
Darstellungen von n als Produkt von Primzahlen. Wegen n > 1 gilt k > 1 und [ > 1.
Es folgt p1 | n = qiga - - - qi, also p1 | ¢; fiir ein j € {1,2,...,1}. Da p; und ¢; Primzahlen
sind, muss dann ¢; = p; sein. Wir ordnen die Faktoren im zweiten Produkt um: ¢} = gj,
¢; = q und g; = g; fiir i # 1, j. Sei

n=pype=qyq<n.

Nach Induktionsannahme ist die Primfaktorisierung von n’ eindeutig; es folgt | = k

und die Existenz einer Umordnung (g3, ...,qq) von (¢j,...,q,) mit ¢/ = p; fiir alle
i€ {2,3,...,k}. Mit ¢f = ¢} gilt dann (p1,p2,...,pk) = (¢}, ¢4, ..., q}); das ist die
Behauptung. d

4.11. Beispiel. Gibt es (bis auf Assoziierte) nur ein Primelement, dann ist die
Struktur der Faktorisierung besonders einfach. Beispiele solcher Ringe kann man
wie folgt konstruieren: Sei p eine Primzahl. Dann ist

Z<p>:{%‘a,b€Z,p{b} cQ

ein Unterring von Q (die Abgeschlossenheit unter Addition und Multiplikation
ergibt sich aus p{ b,p{ ¥ = p{ bb’). Jedes von null verschiedene Element von Zy,
kann eindeutig geschrieben werden in der Form up® mit u € Z<Xp> und e > 0: Ist
a/b das Element (mit p 1 b), dann ist a = da/p® mit p 1 a; damit ist a’/b eine
Einheit. p selbst ist keine Einheit, da 1/p ¢ Zy,. Jeder faktorielle Ring mit bis auf
Assoziierte genau einem Primelement ist ein Hauptidealring (Ubung), also ist )
ein Hauptidealring. &

Allgemeiner kann man zeigen: Ist R ein faktorieller Ring mit nur endlich vielen
Primelementen bis auf Assoziierte, dann ist R ein Hauptidealring. Das liefert eine
teilweise Umkehrung von Satz 4.9.

Man kann faktorielle Ringe durch die zwei Eigenschaften charakterisieren, die
wesentlich fiir den Beweis von Satz 4.9 waren, wie der folgende Satz zeigt.

4.12. Satz. FEin Integritdtsbereich R ist genau dann faktoriell, wenn er die fol-
genden beiden Eigenschaften hat:

(1) (,Teilerkettenbedingung“) Es gibt keine Folge (ay,)n>0 von Elementen von R,
sodass ani1 | an und a, & a,yq fir alle n gilt.

(2) Jedes irreduzible Element von R ist prim.

Die erste Eigenschaft ist dquivalent zu folgenden Aussagen:

SATZ
Eindeutige
Primfaktori-
sierung in Z

BSP
nur ein
Primelement

SATZ

Charakteri-
sierung von
., faktoriell*
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e Eis gibt keine unendliche echt aufsteigende Folge

(ao)r € (adn C - € (a)n S ...

von Hauptidealen in R.
e Jede aufsteigende Folge

<a0)RC <CL1>RC ... C (an)RC

von Hauptidealen in R wird stationdr (also (ax)r = {(ani1)r = ... fiir ein
N € Zsy).

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass die beiden Bedingungen erfiillt sind, und
zeigen, dass R faktoriell ist. Die Existenz der Faktorisierung ergibt sich analog wie
im Beweis von Satz 4.9; dort haben wir genau die Eigenschaft (1) benutzt. Der
Beweis der Eindeutigkeit geht ebenso analog wie fiir Satz 4.9.

Fiir die Gegenrichtung nehmen wir jetzt an, dass R faktoriell ist. Sei r irreduzibel.
Nach Annahme ist r = u HpeJP’R p?. Da r irreduzibel ist, kann rechts nur ein Primele-
ment pg tatsichlich (und dann mit Exponent 1) vorkommen, damit ist » = upy prim,
was Eigenschaft (2) zeigt. Fiir den Beweis von (1) definieren wir £(r) fiir r € R durch
£(0) = +oound £(r) = > cp, ep fiir r # 0, wenn r = u [ ,cp, p die Primfaktorisierung
von r ist. Aus der eindeutigen Primfaktorzerlegung folgt dann ¢(rs) = £(r) + ¢(s) und
lr)=0 < r € R*. Ist (a,) eine Folge wie in Bedingung (1), dann erhalten wir also
mit
0o > l(ag) > l(a1) > l(az) > ... >0

eine unendliche strikt absteigende Folge nichtnegativer ganzer Zahlen (ab ¢(a;)), was es
nicht geben kann. d

Die Richtung ,,<=* in Satz 4.12 werden wir spéter brauchen, um zu zeigen, dass
Polynomringe iiber faktoriellen Ringen wieder faktoriell sind.

Dass die zweite Bedingung in Satz 4.12 schiefgehen kann, haben wir schon an unserem
iiblichen Gegenbeispiel Z[y/—5| gesehen. Ein Beispiel dafiir zu finden, dass auch die
erste Bedingung nicht immer erfiillt ist, ist schwieriger. Wir beginnen mit dem Ring
Ry = Z3) C R aus Beispiel 4.11 (statt 2 konnte man auch jede andere Primzahl nehmen)
und setzen wg = 2. Ist R, schon als Unterring von R konstruiert mit w, € R,, dann
setzen wir wp41 = \/w, € Rund R, 1 = Ry[wy41]. Dann ist (Ry,),>0 eine aufsteigende
Folge von Unterringen von R, also ist R = |J,, R, ebenfalls ein Unterring von R und
damit ein Integritiitsbereich. Ahnlich wie fir Ry = Z) priift man nach, dass wy bis
auf Assoziierte das einzige irreduzible (oder auch Prim-)Element von R, ist. Es folgt,
dass kein w, eine Einheit in R sein kann (denn w,, ist stets Potenz mit positivem
Exponenten des Primelements von R,,, fiir alle m > n). Damit erhalten wir die Folge
(wn)n>0 von Elementen von R mit w41 | w, = w? 41 und wy, % wyy. Tatséchlich gibt
es in R gar keine irreduziblen (oder primen) Elemente; damit kann es natiirlich auch
keine Faktorisierung in solche Elemente geben.

In faktoriellen Ringen ist folgende Definition sinnvoll:

4.13. Definition. Seien R ein faktorieller Ring, p € R ein Primelement und
a € R beliebig. Ist a = 0, dann setzen wir v,(a) = +00. Fiir a # 0 sei

vp(a) = max{n € Zsq | p" teilt a}.
Die Abbildung v,: R — Z>o U {oo} heifit die p-adische Bewertung. &

DEF
p-adische
Bewertung
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Ist p € Prund a = u[],p, p wie in Definition 4.7, dann ist v,(a) = €,. Man
kann die Faktorisierung also in der Form
a=1Uu H pvp(a)
pEPR

schreiben. Wir beweisen einige Eigenschaften der p-adischen Bewertung.

4.14. Lemma. Seien R ein faktorieller Ring und Pg ein Reprdisentantensystem LEMMA
der Primelemente von R bis auf Assoziierte. Dann gilt fiir a,b € R und p € Pr:  Eigenschaften

(1) vy(a£b) > min{v,(a),v,(b)} mit Gleichheit im Fall v,(a) # v,(b). von U

(2) vy(ab) = vy(a) + vy (b)
(3) a|b <= VpePgr:uya) <u,(b).
Insbesondere gilt a~b <= Vp € Pgr: vy(a) = v,(b).

Dabei gelten die iiblichen Rechenregeln n < co und n+o0o = oo fiir n € ZsoU{oco}.

Beweis.

(1) Die erste Aussage folgt aus der Implikation p" | a,p™ | b = p™ | a £ b. Fiir
die zweite Aussage sei ohne Einschrankung v,(a) < v,(b). Dann ist

0p(8) > 1y(@) = vy ((a — b) + ) > minfuy(a— b), v,(0)}
es folgt v,(a) > v,(a —b) > v,(a) und damit Gleichheit. Fiir a + b genauso
(mit @ = (a +b) — b).

(2) Fiir a = 0 oder b = 0 ist das klar. Sonst folgt es aus der Eindeutigkeit der
Primfaktorisierung: Multiplikation der Primfaktorisierungen von a und b
fithrt zur Addition der Exponenten.

(3) Die Fille a = 0 bzw. b = 0 sind wieder klar. Fiir a,b # 0 ist ,=“ eine
Folgerung aus Teil (2); die Gegenrichtung folgt wieder aus der Primfaktor-
zerlegung. Die zweite Aussage folgt aus a ~b <= a|bund b | a. a

4.15. Folgerung. Seien R ein faktorieller Ring und Pgr ein Reprdsentantensys- FOLG
tem der Primelemente von R bis auf Assoziterte. Dann existieren zu je zwei Fle- Existenz von
menten a,b € R grofite gemeinsame Teiler und kleinste gemeinsame Vielfache von ggT und kgV

a und b in R. Sind a,b # 0, dann ist in faktoriellen
min{vp(a),v max{vp(a),v Ringen
H printer (@O} 00T (b)) und H pradve(@v B} koW (a, b) . g
pEPR pEPR

Insbesondere gilt fiir alle a,b € R:  ggT(a,b)kgV(a,b) ~ ab.
Die letzte Aussage verallgemeinert Satz 3.21.

Beweis. Ist etwa a = 0, dann ist b ~ ggT(a,b) und 0 ~ kgV(a,b) und damit auch
ggT(a,b) kgV(a,b) ~ ab. Wir kénnen also a, b # 0 annehmen. Die Produktformeln
fiir ggT und kgV folgen in diesem Fall aus Teil (3) von Lemma 4.14: Zum Beispiel
ist ¢ € R genau dann ein gemeinsamer Teiler von a und b, wenn

Vp € Pr: v,(9) < min{v,(a),v,(b)}
gilt. Die letzte Aussage ergibt sich dann (mit Lemma 4.14, (2)) aus der Relation

min{v,(a), v,(8)} + max{v,(a), v, (0)} = vy(a) + v,(0). a
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Diese Figenschaft des gg'T sollte man nicht mit seiner Definition verwechseln. Auch
zur ggT-Berechnung (etwa in 7Z) ist diese Eigenschaft nur méafiig gut geeignet, da
man zuerst die beteiligten Zahlen faktorisieren muss, wofiir kein wirklich effizientes
Verfahren bekannt ist. Der Euklidische Algorithmus funktioniert sehr viel besser!

Wir hatten die Frage nach der Existenz von grofiten gemeinsamen Teilern als Motivation
fiir die Entwicklung der Theorie bis hin zu den faktoriellen Ringen benutzt. Man kann
sich nun fragen, ob jeder Ring, in dem je zwei Elemente einen ggT (und ein kgV) haben,
auch schon faktoriell sein muss. Die Antwort lautet ,,Nein“. Ein Gegenbeispiel ist der
Ring R aus dem Kleingedruckten auf Seite 27. Man kann zeigen, dass jedes 0 # r € R
eindeutig geschrieben werden kann als 7 = «-2%2(") mit v € R* und vy (r) € Q, wobei der
Nenner von wvy(r) eine Potenz von 2 ist (es gilt dann w,, = 2'/2", also va(w,) = 1/2").
Es folgt, dass 2min{v2(a).v2(0)} ein goT und 2max{v2(a).v2(0)} ein kgV von a,b € R ist (fiir
a,b # 0). Es existieren also grofite gemeinsame Teiler und kleinste gemeinsame Vielfache,
obwohl der Ring R nicht faktoriell ist.
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5. DIE GAUSSSCHEN ZAHLEN UND SUMMEN VON ZWEI QUADRATEN

Wir werden jetzt ein weiteres Beispiel fiir einen euklidischen Ring (der damit auch
ein Hauptidealring und ein faktorieller Ring ist) betrachten. Die Kenntnisse, die
wir uns bisher erarbeitet haben, werden uns dann erlauben genau zu beschreiben,
wann eine natiirliche Zahl Summe von zwei Quadratzahlen ist.

5.1. Definition. Der Ring Z[¢] = {a+0bi | a,b € Z} C C heifit Ring der (ganzen) DEF

gaufschen Zahlen. ¢ Ring Z[t] der
gauBschen
Addition und Multiplikation in diesem Ring funktionieren also wie folgt: Zahlen

(a+bi)+(a'+b'%) = (a+a)+(b+)i, (a+bi)-(a'+b'%) = (ad’—bV')+(ab/+ba)i .

Daran sieht man auch, dass die Menge {a+bt | a,b € Z} einen Unterring von C bil-
det (was die Gleichheit mit dem von ¢ {iber Z erzeugten Unterring Z[¢] begriindet);
insbesondere ist Z[i] ein Integritéitsbereich. Wir formulieren eine wichtige Figen-
schatft.

5.2. Satz. Z[i] ist ein euklidischer Ring mit der euklidischen Normfunktion SATZ
Z|1) ist
N(a+bi) = |a+bi]* = (a+ bi)(a — bi) = a® + b*. eu[k]lidisch

Fiir a, f € Z[i] gilt N(af8) = N(a)N(B).

Beweis. Siehe Aufgabe (4) auf Ubungsblatt 2.

Es ist klar, dass N(a) € Z> ist fiir alle a € Z[¢] und N («) = 0 nur fiir « = 0. Seien jetzt
a, B € Z[i] mit B # 0. Wir miissen die Existenz von ~, p € Z[] zeigen mit o« = v3 + p
und N(p) < N(B). Dazu bilden wir den Quotienten o/ in C:

% =t vi mit u,v € R (sogar in Q).

B

Dann gibt es ganze Zahlen a,b mit |[u—a| < 1/2 und |v—>b| < 1/2; wir setzen v = a+ bi.
Es folgt, dass

pi=a—78=((u+vi)— (a+bi))s
die Ungleichung
N(p) = |pf* = |(u = a) + (v = b)i[*|B]* = ((u — a)* + (v — b)*) N(B)
< (3 +1)NB) <FN(B) < N(B)
erfiillt; die Gleichung o = v + p gilt nach Definition von p.
Die Multiplikativitat von N folgt aus

N(ap) = |apl* = |a*|B]> = N(a)N(B). Q
5.3. Folgerung. Der Ring Z[i] ist ein Hauptidealring und daher faktoriell. FOLG
Z[] ist HIR,
faktoriell

Beweis. Das folgt aus Satz 3.12 und Satz 4.9.

Da der Ring euklidisch ist, kénnen wir grofite gemeinsame Teiler mit dem Eukli-
dischen Algorithmus berechnen.
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5.4. Beispiel. Wir berechnen einen ggT von 41 und 32 + 2:

n|0 1 2 3 4
an, |41 32412 9—12 5+42 0
Gn 1 3 1—1

Der exakte Quotient der vorletzten Division ist 3 4+ 1/2 + 4/2, sodass das Runden
nicht eindeutig ist. Ich habe 3 als Quotienten benutzt. Wir sehen, dass 5 + 4%
ein grofter gemeinsamer Teiler ist. Man beachte N(5 + 44) = 52 + 42 = 41; die
Primzahl 41 kann also als Summe von zwei Quadratzahlen geschrieben werden.

Wir zeigen noch einige Eigenschaften von Z][1].

5.5. Lemma.

(1) Fire € Z[i) gilt e € Z[1]* <= N(e)=1 <= e {1,-1,1,—1}.
(2) Ist m € Z[i] und N(m) eine Primzahl, dann ist m ein Primelement.

(3) Ist m € Z[t] ein Primelement, dann gibt es eine Primzahl p mit 7 | p und
N(m) = p oder N(m) = p*. Im zweiten Fall gilt m ~ p in Z[3] und es gibt
keine Elemente der Norm p in Z[i].

Beweis.

(1) Ist € € Z[4]*, dann folgt aus ee™! = 1, dass N(e)N(e™') = N(1) = 1 ist.
Da die Werte von N natiirliche Zahlen sind, folgt N(¢) = 1. Ist e = a + b3
und gilt N(g) = a* + > = 1, dann muss (a,b) = (+1,0) oder (0,+1) sein;
damit ist ¢ € {1,—1,4, —4}. Umgekehrt sind alle Elemente dieser Menge
Einheiten (denn ¢ - (—¢) = 1).

(2) Wegen N(7) > 1ist m # 0 und keine Einheit. Im Hauptidealring Z[%] sind
irreduzible Elemente und Primelemente dasselbe; es geniigt also zu zeigen,
dass 7 irreduzibel ist. Sei also 7 = a3 eine Faktorisierung in Z[z]. Dann
folgt N(m) = N(a)N(B); weil N(m) eine Primzahl ist, muss N(a) = 1 oder
N(B) =1 gelten, damit ist nach Teil (1) ein Faktor eine Einheit.

(3) Da 7 # 0 und keine Einheit ist, folgt n = 77 = N(7) > 1. Dann ist n ein
nicht-leeres Produkt von Primzahlen in Z. Weil 7 ein Primelement ist, muss
7 einen der Primfaktoren von n teilen; sei p dieser Primteiler. Aus 7 | p
folgt N() | N(p) = p?, also muss entweder N () = p oder N () = p? sein.
Im zweiten Fall sei p = 7o mit « € Z[i]; es folgt p> = N(p) = N(7)N(«)
und damit N(a) = 1. Also ist a € Z[¢]* und damit 7 ~ p. Gébe es
7' € Z[i] mit N(7') = p, dann folgte 7’ | p und p wére nicht irreduzibel,
ein Widerspruch (denn mit 7 ist auch p prim in Z[%]). a

Bevor wir die Primelemente von Z[i] genau beschreiben kénnen, brauchen wir
noch ein Resultat, das wir allerdings erst spéter beweisen werden.

5.6. Lemma. Ist p eine Primzahl der Form p = 4k + 1, dann gibt es uw € Z mit
plu®+1.

BSP
ggT in Z][1]

LEMMA
Einheiten,
Primel. in Z[4]

LEMMA
plur+1
firp=4k+1



§5. Die gaufischen Zahlen und Summen von zwei Quadraten 32

5.7. Satz. FEin Reprisentantensystem Py der Primelemente in Z[3] bis auf As-
soziterte ist gegeben durch folgende Elemente:

(1) 1+,
(2) q fiir jede Primzahl q = 4k + 3 € Z,

(3) m = a+bi und ™ = a — bi fir jede Primzahl p = 4k + 1 € Z, wobei
p=a’+b> mit0)<a<b.

Beweis. Wir wissen nach Lemma 5.5, dass jedes Primelement 7 von Z[%] eine
Primzahl p teilt und dass dann entweder N(7) = p oder 7 ~ p gilt. Wir betrachten
die moglichen Primzahlen je nach ihrem Rest bei Division durch 4.

(1) p = 2: Es gibt Elemente der Norm 2, ndmlich die vier Elemente +1 + 1.
Sie sind alle zueinander assoziiert.

(2) q = 4k+3: Es gibt keine Elemente der Norm ¢, denn das Quadrat einer ge-
raden Zahl ist durch 4 teilbar und das Quadrat einer ungeraden Zahl 2m+1
hat die Form 4(m? + m) + 1, sodass eine Summe von zwei Quadraten nie-
mals den Rest 3 bei Division durch 4 haben kann. Da ein nichttrivialer
Teiler (also keine Einheit und nicht zu ¢ assoziiert) von ¢ in Z[¢] Norm ¢
haben miisste, ist ¢ irreduzibel und damit prim. Nach Lemma 5.5 sind alle
Primteiler von ¢ in Z[i] zu ¢ assoziiert.

(3) p = 4k+1: Nach Lemma 5.6 gibt es u € Z mit p | u>+1. Da p ein Teiler von
u?+1 = (u+1%)(u—1), aber nicht von u=% ist, kann p nicht prim in Z[] sein.
Es gibt also 7 = a + bi € Z[t] mit N(7) = a® + b? = p. Durch eventuelles
Andern der Vorzeichen oder/und Vertauschen von a und b koénnen wir
0 < a < b erreichen. (Beachte |a| # |b|, da p nicht gerade ist.) Da die
Norm von 7 (und von 7) die Primzahl p ist, sind 7 und 7 Primelemente;
wegen p = 77 sind alle Primteiler von p entweder zu 7 oder zu 7 assoziiert,
die wiederum nicht zueinander assoziiert sind (die Assoziierten von 7 sind
a+bi, —b+ai, —a — bi und b — ai).

Ist also 7 ein Primelement, dann ist 7 Teiler einer Primzahl p; jeder Primteiler
in Z[%] einer Primzahl ist zu genau einem der aufgelisteten Primelemente assoziiert.
Das ist die Behauptung. u

Wir formulieren einen Teil der Aussage des Satzes noch einmal separat.

5.8. Folgerung. Ist p eine Primzahl der Form 4k + 1, dann g¢ibt es eindeutig
bestimmte a,b € Z mit 0 < a < b und p = a® + b?.

Beweis. Die Existenz wurde als Teil von Satz 5.7 bewiesen. Fiir den Beweis der
Eindeutigkeit seien ¢/, € Z mit «’> + V> =pund 0 < @’ < V. Mit 7 = o’ + V%
gilt dann 7 | p; es folgt (aus dem Beweis von Satz 5.7), dass m ~ a + bi oder
m ~ a — bi ist. Das bedeutet, dass sich @’ und ¥ von a und b nur durch Vorzeichen
und Reihenfolge unterscheiden konnen. Durch die Bedingung 0 < o’ < b’ werden
aber sowohl die Vorzeichen als auch die Reihenfolge eindeutig festgelegt, also folgt
(a',0') = (a,b). a

Dieser Zwei-Quadrate-Satz fiir Primzahlen wurde zuerst von Pierre de Fermat
formuliert und bewiesen, dem Begriinder der neuzeitlichen Zahlentheorie.

Kennt man ein v € Z mit p | u>+1, dann kann man 7 = a+ b% (bis auf Assoziierte
und Ubergang zu 7) als ggT(p, u + 2) berechnen.

SATZ
Primelemente
in Z[1]

FOLG
2-[0-Satz fiir
Primzahlen

P. de Fermat
1607-1665
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5.9. Beispiel. Esist 222 +1 =484+ 1 =485 =597, also gilt 97 | 222 + 1. Wir BSP
berechnen ggT(97,22+14): 97 =4(224+4)+ (9 —4%) und 22+¢ = (2+¢)(9—4¢), palsO+0O
also ist 9 — 44 ein ggT, und wir erhalten 97 = 42 + 92, &

Aus Satz 5.7 folgt auch der allgemeine Zwei-Quadrate-Satz.

5.10. Satz. Fine natiirliche Zahl n > 0 ist genau dann Summe zweier Quadrat- SATZ
zahlen, wenn in threr Primfaktorzerlegung jede Primzahl q der Form 4k + 3 mat 2-[J-Satz
geradem Ezxponenten auftritt (d.h., vy(n) ist gerade).

Beweis. Wegen N(a + bi) = a* + b? ist die Menge der darstellbaren n > 0 gera-
de {N(a) | 0 # a € Z[i]}. Wegen der Multiplikativitdt der Norm und weil Z][%]
faktoriell ist, erhalten wir als Werte gerade alle Produkte von Normen N(7) von
Primelementen. Diese Normen sind 2, p fiir Primzahlen p = 4k + 1 und ¢* fiir
Primzahlen ¢ = 4k + 3. n ist genau dann ein Produkt solcher Normen, wenn die
Primzahlen ¢ in der Primfaktorzerlegung von n mit geradem Exponenten vorkom-
men. u

Wir formulieren hier noch ohne Beweis entsprechende Aussagen iiber Summen von
mehr als zwei Quadraten.

5.11. Satz. Jede ganze Zahln > 0 kann man in der Form SATZ
n=a2+b02+2+d? 4-[1-Satz von

Lagrange

mit a, b, c,d € Z schreiben.

Dieser Satz, der bereits von Bachet und Fermat in der ersten Hélfte des 17. Jahr-
hunderts vermutet wurde, wurde zuerst im Jahr 1770 von Joseph-Louis Lagrange
bewiesen.

Man zeigt zuerst relativ einfach, dass die Menge der natiirlichen Zahlen, die Summen

von vier Quadraten sind, multiplikativ abgeschlossen ist. Das folgt aus der Formel J-L. Lagrange

(@ + b2+ 2+ d*)(w? + 22 +y? + 27) 1736-1813
= (aw + bz + cy + dz)? + (—az + bw — cz + dy)*
+ (—ay + bz 4 cw — dx)? + (—az — by + cx + dw)?.

Dann muss man noch zeigen, dass jede Primzahl Summe von vier Quadraten ist. Das
lasst sich mit den Mitteln dieser Vorlesung eigentlich gut machen (siehe zum Beispiel
§7 in meinem Skript dieser Vorlesung vom Wintersemester 2012), wiirde aber leider zu
viel Zeit brauchen.

Wie sieht es mit Summen von dre: Quadraten aus?

Es gilt folgender Satz, der zuerst von Gaufl bewiesen wurde: C.F. GauB
1777-1855
5.12. Satz. FEine ganze Zahln > 0 ldsst sich genau dann in der Form SATZ
n=a+b+ mit a,b,c € Z 3-L-Satz
von GauB

schreiben, wenn n nicht die Form 4™(8k + 7) mit k,m € Z>o hat.

Dass die Bedingung notwendig ist (sich also Zahlen der angegebenen Form nicht als
Summen dreier Quadrate schreiben lassen), ist nicht schwer zu sehen (Betrachtung mo-
dulo 8, Ubung). Die Umkehrung verlangt allerdings tiefere Hilfsmittel.
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6. RINGHOMOMORPHISMEN UND FAKTORRINGE

Wir haben bisher immer nur einen Ring betrachtet. Es ist aber wie in vielen
anderen Gebieten der Mathematik wichtig, auch die Beziehungen zwischen ver-
schiedenen Ringen zu verstehen. Diese werden hergestellt durch geeignete struk-
turerhaltende Abbildungen. Im Folgenden nehmen wir der Einfachheit halber an,
dass die Ringe kommutativ sind (obwohl das in den meisten Féllen nicht nétig
wére).

6.1. Definition. Seien R;, R, zwei Ringe. Ein Ringhomomorphismus von Ry
nach Ry ist eine Abbildung ¢: Ry — Ry mit ¢(1) = 1 und ¢(a +b) = ¢(a) + ¢(b),
d(a-b) = ¢(a)- ¢(b) fir alle a,b € Ry. (Beachte, dass ,1“, ,,+“ und ,,-* jeweils zwei
verschiedene Bedeutungen haben: Auf der linken Seite sind Einselement, Addition
und Multiplikation von R; gemeint, auf der rechten Seite die von Ry!)

Analog zur Begriffsbildung in der Linearen Algebra heifit ein injektiver Ringho-
momorphismus ein (Ring-)Monomorphismus und ein surjektiver Ringhomomor-
phismus ein (Ring-)Epimorphismus. Ein Ringhomomorphismus R — R heifit ein
Endomorphismus von R. &

6.2. Lemma. Sei ¢: Ry — Ry ein Ringhomomorphismus. Dann gilt $(0) = 0
und ¢(—a) = —¢(a) fir alle a € Ry. Ist ¢ bijektiv, dann ist ¢~ ebenfalls ein

Ringhomomorphismus.

Die erste Aussage zeigt, dass ein Ringhomomorphismus wirklich alle Bestandteile
der Struktur (R,+,0,—,-, 1) erhélt.

Beweis. Es gilt ¢(0) = ¢(0+0) = ¢(0)
gilt 0 = ¢(0) = ¢(a+ (—a)) = ¢(a) + ¢

Sei jetzt ¢ bijektiv, und selen a',b' € Ry. Wir kénnen dann o’ = ¢(a), b’ = ¢(b)

+ ¢(0), woraus ¢(0) = 0 folgt. Fiir a € Ry
(—a), was ¢(—a) = —¢(a) impliziert.

schreiben mit geeigneten a = ( "), b= ¢ (V). Dann gilt

¢~ (a + V) =97 (6(a) + 6(0)) = 67 (da+b)) =a+b=¢"(d) + o7 (V).
Die Aussage ¢~ 1(a’' - V') = ¢1(a) - p71(V) zeigt man genauso. SchlieBlich folgt
gb‘(l)—lausqﬁ() L. a

6.3. Definition. FEin bijektiver Ringhomomorphismus heifit (Ring-)Isomorphis-
mus. Gibt es einen Isomorphismus ¢: R; — R, dann heiflen die nge R; und Ry
(zueinander) isomorph, und man schreibt R; = R,. Das definiert eine Aquivalenz-
relation zwischen Ringen (Ubung).

Ein Isomorphismus R — R heifit ein Automorphismus von R. &

Ein Isomorphismus ist also ein Ringhomomorphismus, zu dem es einen inversen
Ringhomomorphismus gibt.

DEF
Ringhomo-
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6.4. Beispiele.

(1) Fiir jeden Ring R ist die identische Abbildung idg: R — R ein Automor-
phismus.

(2) Sei Fy = {0,1} der Koérper mit zwei Elementen. Die Abbildung

0 wenn n gerade
O: 7 —Fy, n+— W 8

1 wenn n ungerade
ist ein (surjektiver) Ringhomomorphismus: ¢(1) = 1 ist klar; fiir die ande-
ren Bedingungen muss man Aussagen wie ,,ungerade + ungerade = gerade*
nachpriifen.

(3) Fiir jeden Ring R gibt es genau einen Ringhomomorphismus ¢: Z — R:
Wir miissen ¢(1) = 1 setzen, dann gilt fiir n € Z.o zwangslaufig
pn)=o(l+1+... + )=o) +o(1)+...+0(1) =1+ 1+ ... + 1g;
\‘/_/ N ~ >

N J
-~

n Summanden n Summanden n Summanden
auBerdem natiirlich ¢(0) = 0 und ¢(—n) = —¢(n). Wir schreiben m - 1x
fir ¢(m) (mit m € Z), und allgemeiner m - r fir ¢(m)r € R. Man priift
nach (Fallunterscheidung nach Vorzeichen, Induktion), dass

(m+m')-1lg=m-1g+m'-1xg und (mm')-1g= (m-1g)(m'- 1g)
gelten; ¢ ist also tatséchlich ein Ringhomomorphismus.

(4) Der (eindeutig bestimmte) Ringhomomorphismus Z — Z[i] ist gegeben
durch a + a + 0%. In der anderen Richtung gibt es keinen Ringhomomor-
phismus ¢: Z[t] — Z: Angenommen, so ein ¢ existiert. Dann ist a = ¢(%)
eine ganze Zahl, und es wiirde folgen a? = ¢(i)? = ¢(i%) = ¢(—1) = —1,
was nicht moglich ist.

(5) Der Ring Z[4] hat aufler der Identitit noch genau einen weiteren Automor-
phismus, ndmlich a + b7 — a — bt (Ubung).

(6) Der Korper R besitzt aufer der Identitit keinen weiteren (Ring-) Automor-
phismus (Ubung).

(7) Seien Ry, ..., R, Ringe. Die j-te Projektion pr;: R x --- x R, — R; (fiir
j€{1,2,...,n}) ist ein Ringhomomorphismus. Das liegt daran, dass die
Struktur des Produktrings komponentenweise definiert ist. s

Beispiel (3) beschreibt eine universelle Figenschaft des Rings Z.

Wie bei linearen Abbildungen sind Kern und Bild interessant.

6.5. Definition. Sei ¢: R; — Rs ein Ringhomomorphismus. Der Kern von ¢ ist
definiert als

ker(¢) ={r € Ry | ¢(r) =0}.
Wir schreiben im(¢) fiir das Bild von ¢. &

6.6. Beispiel. Fiir den Ringhomomorphismus Z — [Fy aus dem vorigen Beispiel
gilt ker(¢) = 2Z. s

Wir zeigen jetzt, dass Ringhomomorphismen sich gut mit Unterringen und Idealen
vertragen. Das ist im Wesentlichen analog zu den entsprechenden Aussagen iiber
lineare Abbildungen und Untervektorrdume. Der Hauptunterschied ist, dass es
hier zwei verschiedene Arten von Unterstrukturen gibt.
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6.7. Lemma. Sei ¢: Ry — Ry ein Ringhomomorphismus. LEMMA

. . . . . Homomor-
(1) Ist S; C Ry ein Unterring, dann ist ¢(S1) C Rs ein Unterring. Insbeson- phismen und

dere ist im(¢) = ¢(Ry) ein Unterring von Ry. Unterringe
(2) Ist Sy C Ry ein Unterring, dann ist ¢~1(Sy) C Ry ein Unterring. bzw. ldeale

(3) Ist Iy C Ry ein Ideal, dann ist ¢(1) ein Ideal im Unterring im(¢) von R
(aber nicht unbedingt in Ry selbst!). I

(4) Ist I, C Ry ein Ideal, dann ist ¢~*(I3) ein Ideal von R;. Insbesondere ist
ker(¢) = ¢~ 1({0}) ein Ideal von R;.

(5) ¢ ist genau dann injektiv, wenn ker(¢) = {0} ist.

(6) Ist ¢ surjektiv, dann erhalten wir zueinander inverse inklusionserhaltende

Bijektionen
{lL C Ry | I Ideal und ker(¢) C I} «— {lo C Ry | I Ideal}
I — o(h)
¢71(12) < IQ .
Beweis.
(1) Es gilt 0 = ¢(0) € ¢(S1) und 1 = ¢(1) € ¢(S1). Sind s,5" € ¢(5), dann
s, ¢(r') = §'. Es folgt

1) u
gibt es 77" € S mit ¢(r) =
)

s+ 5 =o(r) + o(r') = o(r +1') € $(51),

—s = —¢(r) = ¢(—r) € ¢(5),
ss' = ¢(T)¢(T') = o(rr') € 9(51).-
Damit erfiillt ¢(S;) die Bedingungen fiir einen Unterring von Rj.

(2) Wegen ¢(0) = 0 € Sy, ¢(1) =1 € Sy gilt 0,1 € ¢~1(S,). Sind 7,7’ €
¢~ 1(Sy), dann sind s = @(r) € Sy, s’ = @(r') € S,. Es folgt

dr+1)=0(r)+o(r')=s+5 €Sy =141 € ¢ (S,),
$(—1) = —¢(r) = —s € Sy = —1 € ¢"'(5),
o(rr') = d(r)p(r') = s’ € Sy =11’ € ¢71(S,) .
Damit erfiillt ¢~1(S,) die Bedingungen fiir einen Unterring von Rj.

(3) Es gilt 0 = ¢(0) € ¢(I1). Sind s,s" € ¢(I1), dann gibt es r, 7’ € I; mit
s = ¢(r), s = ¢(r'). Es folgt s + s = o(r) + o(r') = ¢(r + 1) € o(Lh).
Ist auflerdem b € im(¢), dann gibt es a € Ry mit ¢(a) = b, und es folgt
bs = ¢(a)p(r) = ¢(ar) € ¢(11). Damit erfiillt ¢(1;) die Bedingungen dafiir,
ein Ideal von im(¢) zu sein.

(4) Wegen ¢(0) = 0 € I, ist 0 € ¢~'(I3). Sind r,7" € ¢ '(I), dann sind
s=o¢(r) € I, s = ¢(r'") € I. Es folgt ¢p(r+1") = ¢(r)+¢(r') = s+5 € Iy,
also r + 1" € ¢71(1I5). Sei jetzt zusitzlich a € Ry. Dann ist b = ¢(a) € Ry
und es folgt ¢(ar) = ¢(a)p(r) = bs € I, also ar € ¢~ (I). Also ist ¢~ (1)
ein Ideal von Rj;.

(5) Ist ¢ injektiv, dann gilt

reker(p) = o(r)=0=9¢(0) = r=0,
also ist ker(¢) = {0}. Ist umgekehrt ker(¢) = {0}, und sind r,7" € R; mit
o(r) = ¢(r"), dann folgt 0 = ¢(r) — ¢(r") = ¢(r —1'), also r — 1’ € ker(¢) =
{0} und damit r = 7’. Damit ist gezeigt, dass ¢ injektiv ist.
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(6) Nach Teil (3) und (4) sind die beiden Abbildungen wohldefiniert (es ist
klar, dass ¢~ '(Iy) D ker(¢) = ¢~1({0})). Es ist auch klar, dass sie inklu-
sionserhaltend sind. Es bleibt zu zeigen, dass sie zueinander invers sind.
Weil ¢ surjektiv ist, gilt ¢(¢p~1(Iy)) = I, fiir jede Teilmenge I, C Ry, ins-
besondere fiir jedes Ideal. Sei jetzt I; C R; ein Ideal mit ker(¢) C I.
Dann gilt in jedem Fall ¢~1(¢(I;)) D I, und es ist noch die umgekehrte
Inklusion zu zeigen. Sei also 7 € ¢~ (¢([1)), d.h. ¢(r) € ¢(I;). Dann gibt
es ' € I} mit ¢(r) = ¢(r'). Es folgt ¢(r — ') = ¢(r) — ¢(r’) = 0, also ist
r—1r’ € ker(¢) C I und damit ist auch r ="+ (r —1') € I;. Qa

6.8. Beispiel. Sei ¢: Z — Q der eindeutig bestimmte Ringhomomorphismus.
Dann ist ¢ nicht surjektiv. Das Bild eines von null verschiedenen Ideals nZ von Z
ist kein Ideal von Q (denn Q hat als Korper nur die beiden trivialen Ideale {0}
und Q). Auch ist die Abbildung I, — ¢ *(I3) weit davon entfernt, surjektiv zu
sein (¢ ist injektiv, also ker(¢) = {0}, sodass die Bedingung ker(¢) C I; leer ist):
Sie liefert nur das Nullideal und Z = ¢~'(Q) als Ideale von Z. &

Wir haben gesehen, dass jeder Kern eines Ringhomomorphismus ein Ideal ist. Gilt
das auch umgekehrt? Ist jedes Ideal auch der Kern eines Ringhomomorphismus?
Die Antwort lautet ,,Ja“; sie ist eng mit dem Begriff der Kongruenz verbunden.
Die Definition ist analog zu v = v’ mod U fiir einen Untervektorraum U eines
Vektorraums V.

6.9. Definition. Seien R ein Ring und I C R ein Ideal. Wir sagen, zwei Elemente
a,b € R sind kongruent modulo I und schreiben a = b mod I, wenn a — b € [ ist.
Ist I = Rc ein Hauptideal, dann sagen und schreiben wir auch ,,modulo ¢ bzw.
a =bmod c. &

Zum Beispiel ist in R = 7Z die Aussage ,,a = 1 mod 2“ dquivalent dazu, dass a
ungerade ist.

Wir beweisen einige wichtige Figenschaften.

6.10. Lemma. Seien R ein Ring und [ C R ein Ideal.

(1) Die Relation a = bmod I ist eine Aquivalenzrelation auf R.

(2) Sie ist mit Addition und Multiplikation vertrdglich: Aus a = o’ mod I und
b=V modI folgt a+b=d + b mod I und ab = a'b' mod I (und insbe-
sondere —a = —a’ mod I ).

(3) Fiir a,b € R gilt

a=bmod] <= a—-bel <= bea+I={a+r|rel}.

Beweis.

(1) Reflexivitit: a —a=0¢€ [ = a=amod I.
Symmetrie: a = bmod I = a—b € I = —(a—0b) =b—a € I, also
b=amod I.
Transitivitiat: a = bmod I, b=cmod [ = a—b, b—c € I; damit ist auch
a—c=(a—b)+(b—c)€l,alsoa=cmod].

(2) Seien a,d’,b,t/ € Rmit a =a’, b =0 mod I. Es gilt also a —a’,b—V € I.
Es folgt (a+b) —(a'+V) = (a—a')+(b—0") € I, also a+b = a'+¥ mod I.
Ebenso gilt ab—a't' = a(b—b")+ (a—a’)V’ € I und damit ab = o't/ mod I.
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(3) Die erste Aquivalenz ist die Definition, die zweite ist klar. a

6.11. Definition. Seien R ein Ring und I C R ein Ideal. Wir schreiben R/I
fiir die Menge der Aquivalenzklassen unter ,, Kongruenz modulo I“; fiir die durch
a € R reprisentierte Aquivalenzklasse schreiben wir @ 4+ I oder [a], wenn das
Ideal I aus dem Kontext klar ist. So eine Aquivalenzklasse heifit auch Restklasse
modulo / (oder modulo ¢, wenn I = Rc ist). Die Menge R/I trigt eine natiirliche

Ringstruktur (siche unten); R/I heiit der Faktorring oder Restklassenring von R
modulo 1. &

Wie immer bei Aquivalenzklassen gilt [a] = [b] <= a = b mod I.

Es ist auch die Bezeichnung Quotientenring gebrduchlich. Die mochte ich hier aber
lieber vermeiden, um Verwechslungen mit dem Quotientenkérper eines Integritétsrings
zu vermeiden, den wir bald konstruieren werden.

6.12. Satz. Seien R ein Ring und I C R ein Ideal. Dann gibt es auf R/I genau
eine Ringstruktur, sodass die natiirliche Abbildung ¢: R — R/I, a v [a]| = a+ 1,
ein (surjektiver) Ringhomomorphismus ist. Es gilt ker(¢) = 1.

Der Homomorphismus ¢ heifit auch der kanonische Epimorphismus von R auf R/I.

Beweis. Da die Abbildung vorgegeben ist, muss die Ringstruktur so definiert wer-
den, dass [a]+ [b] = [a+b] und [a] - [b] = [ab] gelten. Es ist nachzupriifen, dass diese
Verkniipfungen wohldefiniert sind (also nicht von den gewéhlten Représentanten
abhéngen). Dies ist aber gerade die Aussage von Lemma 6.10, (2). Die Ringaxiome
iibertragen sich dann sofort von R auf R/I. Schliellich gilt

ker(¢) = ¢~ ({l0]}) =fa € R|[a] = [0} ={ac Rlac I} =1. Q
Wir sehen also, dass tatsichlich jedes Ideal als Kern eines (sogar surjektiven)
Ringhomomorphismus auftritt.

Wir beweisen hier gleich noch eine sehr wichtige und niitzliche Aussage.

6.13. Satz. Sei ¢: Ry — Ry ein Ringhomomorphismus und I C Ry ein Ideal.
Sei weiter m: Ry — Ry/I der kanonische Epimorphismus. Es gibt genau dann
einen Ringhomomorphismus v : Ry/I — Ry, der das Diagramm

R, ¢ R,
~ A

Ri/I

kommutativ macht, wenn I C ker(¢) ist. In diesem Fall ist 1) eindeutig bestimmdt.
W ist genau dann injektiv, wenn I = ker(¢) ist. Damit ist

v: Ry/ker(¢) — im(¢p), [a] — ¢(a)

ein Isomorphismus; insbesondere sind R,/ ker(¢) und im(¢) isomorph.

Wir sagen, dass ¥ und ¢ von ¢ induziert werden.
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Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass 1 wie angegeben existiert. Fiir r € R,
muss dann gelten, dass ¢([r]) = ¥(mw(r)) = ¢(r) ist. Das zeigt schon einmal die
Eindeutigkeit von . Ist r € I, dann ist

¢(r) = ¢([r]) = ¥([0]) = ¥(7(0)) = ¢(0) = 0,
also ist r € ker(¢); es folgt I C ker(o).

Umgekehrt gelte I C ker(¢). Nach dem eben Gezeigten miissen wir ¢ ([r]) = ¢(r)
definieren, wenn v existiert. Es bleibt zu zeigen, dass 1 wohldefiniert und ein
Ringhomomorphismus ist. ¢ ist wohldefiniert, denn fiir ;v € Ry mit [r] = [1]
gilt r — 1" € I C ker(¢), und es folgt

o(r) = o((r —r') +7') = o(r =) + 6(r') = 04 o (r') = o(r').
Dass ¢ ein Ringhomomorphismus ist, folgt aus der entsprechenden Eigenschaft

von ¢: P([1]) = ¢(1) = 1, sowie
G(Ir]+ D) = (0 + ) = 80+ 1) = 6lr) + 6(r") = w(lr]) + % ([r]) .
und analog fiir das Produkt.
In jedem Fall gilt dann fiir » € Ry:
1] € ker(t) <= (i) =0 <= 6(r) =0 = 1 € ker(6),

also ist ker(¢) = w(ker(¢)), und ker(y) = {[0]} ist dquivalent zu [r] = [0] fiir
alle r € ker(¢), also ker(¢) C I. Da ja I C ker(¢) gilt, folgt, dass ¢ genau dann
injektiv ist, wenn I = ker(¢) ist.

Wir erhalten ¢, indem wir I = ker(¢) betrachten und den daraus erhaltenen
Homomorphismus ¢: Ry/ker(¢) — Ry im Ziel auf sein Bild im(¢) = im(¢) ein-
schrinken. Damit ist ¢ jedenfalls surjektiv; nach dem eben Bewiesenen ist ¢ auch
injektiv und somit ein Isomorphismus. u

Beispiel. Ein Beispiel fiir die Anwendung von Satz 6.13 tritt bei der Konstruktion
des Korpers der reellen Zahlen mittels Cauchy-Folgen auf: Die Teilmenge C' C QN der
Cauchy-Folgen rationaler Zahlen ist ein Unterring von QY, und die Menge N C C der
Nullfolgen bildet darin ein Ideal. Wir nehmen an, dass wir die reellen Zahlen bereits
kennen. Dann haben wir in lim: C' — R, (a,) + lim,_,« a, einen surjektiven Ringho-
momorphismus mit Kern N, also ist C/N = R. )

Wie sieht das mit den Faktorringen fiir den Ring Z aus? Wir wissen, dass die Ideale
von Z gegeben sind durch I = (n)z = nZ mit n > 0. Fir I = {0} (also n = 0)
gilt (wie fiir jeden Ring) Z/I = Z: Die Aquivalenzklassen sind einelementig und
kénnen mit ihren Elementen identifiziert werden. Fiir n > 0 haben wir folgende
Aussage:

6.14. Lemma. Sei n € Z-o. Der Faktorring Z/nZ hat n Elemente (ist also
endlich), die reprisentiert werden durch 0,1,... ,n — 1. Der kanonische Epimor-
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phismus 7, — 7Z/nZ ist gegeben durch a w— [r], wobei r der Rest bei der Division von Z

von a durch n ist.

Alternativ kann man auch statt der Reste 0,1,...,n — 1 die ,absolut kleinsten

Reste* —% +1,...,-1,0,1,..., 5 (fiir n gerade) bzw. —"T_l,...,—l,(),l,...,"T_1

(fiir n ungerade) verwenden.
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Beweis. Es gilt Z/nZ = {[0],[1], ..., [n—1]}, denn fiir a € Z konnen wir schreiben
a=gn+rmit 0 <r <n,und a—r = gn € nZ bedeutet [a] = [r]. Die Restklassen
0], [1], ..., [n—1] sind alle verschieden, denn die Differenz der Reprisentanten hat

Betrag < n, kann also nur dann durch n teilbar sein, wenn die Représentanten
gleich sind. a

Wozu sind Faktorringe (bzw. das Rechnen mit Kongruenzen) niitzlich? Ein Fak-
torring R/1 ist ein , vergrobertes® Abbild des Rings R. Man kann auf diese Weise
also Teile der Struktur, auf die es im Moment nicht ankommt, vernachlassigen und
sich auf das Wesentliche konzentrieren. Oder man erhélt durch die Abbildung eines
Problems von R nach R/I eine einfachere Version, deren Losbarkeit sich leichter
priifen ldsst. Ist das Problem in R/I nicht 16sbar, dann folgt daraus haufig, dass
es auch in R nicht 16sbar ist.

6.15. Beispiel. Wir zeigen noch einmal (wir hatten das bereits im Beweis von
Satz 5.7 getan), dass eine ganze Zahl der Form n = 4k 4+ 3 nicht Summe von
zwei Quadratzahlen sein kann. Dazu rechnen wir ,modulo 4“, also im Faktorring
Z/4Z. Das Bild von n ist [n] = [3]. Gilt n = a® + b, dann haben wir auch
3] = [n] = [a]® + [b]?. Nun ist aber [0]* = [2]? = [0] und [1]* = [3]* = [1], also gibt
es fiir [a)* + [b)? nur die Moglichkeiten [0], [1], oder [2], ein Widerspruch.

Ahnlich sieht man, dass zum Beispiel 31 nicht Summe von drei Kuben sein kann,
d.h. die Gleichung a® + b + ¢ = 31 hat keine Losung in ganzen Zahlen. (Man
beachte, dass man hier, im Gegensatz zu a? + b*> = 31, keine Schranken fiir a, b, c
angeben kann, da die Zahlen auch negativ sein konnen.) Dazu betrachten wir
das Problem in Z/9Z. Man findet, dass [a]® € {[0],[1], [8]} ist; daraus folgt, dass
eine Summe von drei Kuben in Z/9Z niemals [4] oder [5] sein kann. Es ist aber
[31] = [4], also gibt es keine Losung.

Was wir hier entscheidend benutzen, ist die Endlichkeit der Ringe Z/nZ. Da-
durch ldsst sich die Losbarkeit jeder Gleichung in so einem Ring in endlich vielen
Schritten iiberpriifen. Fiir den Ring Z gilt das nicht. Zum Beispiel ist immer noch
unbekannt, ob die Gleichung a® + b® + ¢ = 33 in ganzen Zahlen l6sbar ist. (Wer
Lust und Zeit hat, kann versuchen, eine Losung von a® + b3 + ¢ = 30 zu finden.
Von dieser Gleichung weifl man, dass sie losbar ist.!) )

Man kann sich jetzt fragen, wie man den ,richtigen“ Faktorring findet, in dem man am
chesten einen Widerspruch bekommt. Die wesentliche Uberlegung dabei ist, dass man
moglichst wenige Quadrate, dritte Potenzen, oder was auch immer in dem jeweiligen
Problem auftritt, haben mochte, weil man dann die besten Chancen hat, einen Wider-
spruch zu finden. Fiir Quadrate sind héufig Z/4Z oder Z/87Z gut geeignet, fiir dritte
Potenzen Z/9Z oder auch Z/7Z. Ein anderes Kriterium ist, dass man moglichst Terme
zum Verschwinden bringen mochte; dann wird man modulo einem Teiler eines (oder
mehrerer) Koeffizienten rechnen. Eine Garantie, dass dieser Ansatz funktioniert, gibt es
aber nicht: Es gibt Gleichungen, die Losungen modulo n haben fiir alle n € Z~, aber
keine Losungen in Z.

Wir wollen jetzt Lemma 6.7, (6) und Satz 6.13 kombinieren, um einen Zusammen-
hang herzustellen zwischen Eigenschaften des Bildes und des Kerns eines Ringho-
momorphismus. Dazu definieren wir erst einmal die relevanten Eigenschaften von
Idealen.

BSP
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6.16. Definition. Seien R ein Ring und I C R ein Ideal.

(1) I heiBt mazimales Ideal von R, wenn I # R ist und fiir alle Ideale J von R
mit [ C J gilt J =1 oder J = R. (D.h., I ist ein maximales Element
beziiglich Inklusion in der Menge aller echten Ideale von R.)

(2) I heiBt Primideal von R, wenn I # R ist und fiir je zwei Elemente a,b € R
gilt: Aus ab € [ folgt a € I oder b € I. &

6.17. Beispiele.

(1) Ein Element p € R ist genau dann ein Primelement, wenn p # 0 ist und
das von p erzeugte Hauptideal Rp ein Primideal ist.

(2) Aus den Definitionen folgt:
R ist ein Integritétsbereich <= {0} C R ist ein Primideal

(3) Jedes maximale Ideal ist ein Primideal: Sei M C R ein maximales Ideal
und seien a,b € R\ M. Wir miissen zeigen, dass ab ¢ M ist. Da a ¢ M
und M maximal ist, folgt Ra+ M = (M U{a})r = R, ebenso Rb+ M = R.
Es gibt also r,7’ € R, m,m’ € M mit ra+m =1 = r'b+m’. Wir erhalten
(rr')(ab) + (ram’ 4+ r'bm + mm') = 1, was zeigt, dass Rab+ M = R ist,
also kann ab nicht in M sein. &

6.18. Satz. Sei ¢: Ry — Ry ein Ringhomomorphismus.
(1) im(¢@) ist genau dann ein Kérper, wenn ker(¢) C Ry ein mazimales Ideal
18t.

(2) im(¢) ist genau dann ein Integrititsbereich, wenn ker(¢) ein Primideal ist.

Wegen R,/ ker(¢) = im(¢) nach Satz 6.13 kann man das auch wie folgt formulie-
ren, ohne auf einen Ringhomomorphismus Bezug zu nehmen:

Seien R ein Ring und I C R ein Ideal.

(1) R/I ist genau dann ein Kdrper, wenn I ein mazimales Ideal ist.

(2) R/I ist genau dann ein Integritdtsbereich, wenn I ein Primideal ist.

Diese Version folgt aus der Version im Satz, indem man den Satz auf den kano-
nischen Epimorphismus ¢: R — R/I anwendet, denn dann ist ker(¢) = I und
im(¢) = R/I. Umgekehrt folgt die Version im Satz aus der zweiten Version mit
I = ker(¢) und dem Homomorphiesatz R/ ker(¢) = im(¢).

Beweis.

(1) Nach Lemma 6.7, (6) besteht eine Bijektion zwischen den Idealen von im(¢)
und den ker(¢) enthaltenden Idealen von R;. Nun ist ein (kommutativer)
Ring genau dann ein Korper, wenn er genau zwei Ideale hat (siehe Auf-
gabe (4) auf Ubungsblatt 3). Die Aussage ,,im(¢) ist ein Korper® ist also
dquivalent zu ,es gibt genau zwei Ideale I von Ry mit ker(¢) C I*. Das ist
aber genau die Definition von ,ker(¢) ist maximales Ideal von R;*.

Die kleinste Losung ist a = 2220422932, b = —2218 888517, ¢ = —283 059 965.
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(2) im(¢) ist genau dann kein Integritatsbereich, wenn im(¢) Nullteiler hat.
Das bedeutet, es gibt a,b € R; mit ¢(a),d(b) # 0 und ¢(a)p(b) = 0.
Zuriickiibersetzt nach R; heifit das, a,b ¢ ker(¢), aber ab € ker(¢). Solche
Elemente gibt es genau dann, wenn ker(¢) kein Primideal ist. (Beachte:
Die Bedingung ker(¢) # R; schlieit den Nullring als im(¢) aus, der defi-
nitionsgemé&f kein Integritdtsbereich ist.) a

Beispiel. Das Ideal N der Nullfolgen im Ring C' der Cauchy-Folgen iiber Q ist ein
maximales Ideal, denn es ist der Kern eines Ringhomomorphismus, dessen Bild der
Korper R ist.

Umgekehrt kann man auch direkt zeigen, dass N ein maximales Ideal in C ist: Sei
(an)nen eine Cauchy-Folge, die keine Nullfolge ist. Dann gibt es ng € N und ¢ > 0,
sodass |a,| > c fir alle n > ng gilt. Die Folge (by,) mit b, = 0 fiir n < ng und b, = 1/a,
fiir n > ng ist dann ebenfalls eine Cauchy-Folge. Die Folge (¢,,) mit ¢, = 1 fiir n < ng
und ¢, = 0 fiir n > ng ist eine Nullfolge. Es gilt dann (a,) - (b,) + (¢n) = (1), woraus
(N U{(an)})c = C folgt. Das zeigt, dass N ein maximales Ideal ist. Es folgt, dass
R := C/N ein Korper ist. Das ist eine Moglichkeit, die reellen Zahlen aus den rationalen
Zahlen zu konstruieren. Man muss dann noch die relevanten Eigenschaften (wie das
Supremumsaxiom) nachpriifen. &

6.19. Beispiel. Welche Faktorringe Z/nZ (mit n > 0) sind Korper?

Dass Z/nZ ein Korper ist, ist nach Satz 6.18 dazu dquivalent, dass nZ ein maxi-
males Ideal von Z ist. Da Z ein Hauptidealring ist, ist ein maximales Ideal dassel-
be wie ein maximales Hauptideal. Ein Hauptideal ist genau dann ein maximales
Hauptideal, wenn sein Erzeuger irreduzibel ist. Es folgt:

Z/nZ ist genau dann ein Korper, wenn n eine Primzahl ist.

Man kann das auch direkt leicht sehen: Ist n = ab namlich eine echte Faktori-
sierung, dann ist (zum Beispiel) [a] € Z/nZ ein Nullteiler wegen [al, [b] # [0],
[a] - [b] = [ab] = [n] = [0].

Wenn dagegen n = p eine Primzahl ist und [0] # [a] € Z/pZ, dann ist p kein Teiler
von a, also gilt ggT(a,p) = 1. Es gibt also z,y € Z mit za + yp = 1, und man
sieht [a] - [z] = [1]. Damit ist [a] invertierbar, also ([a] # [0] war beliebig) ist Z/pZ
ein Korper.

Wir schreiben oft F, fiir den Korper Z/pZ. (,F“ wegen field, der englischen Be-
zeichnung fiir ,, Korper®.) )

Fiir einige Anwendungen in der Algebra ist es wichtig zu wissen, dass jedes echte Ideal
eines Rings R in einem maximalen Ideal enthalten ist. Dafiir braucht man das Zorn-
sche Lemma. Man kann es recht allgemein fiir (halb-)geordnete Mengen formulieren;
fiir unsere Zwecke geniigt eine Version fiir durch Inklusion geordnete Teilmengen einer
Menge.

Satz. Sei X eine Menge und T eine Menge von Teilmengen von X. Fine Teilmenge IC
von T heifit eine Kette, wenn je zwei Elemente A, B von K miteinander vergleichbar
sind, d.h., es gilt A C B oder B C A. Wenn jede Kette KK C T eine obere Schranke S
in T hat (d.h., A C S fir alle A € K), dann gibt es mazximale Elemente T in T (d.h.,
fir AcT mitT C Agilt A=T).

Man kann zeigen, dass diese Aussage (unter Annahme der iibrigen Axiome der Mengen-
lehre) zum Auswahlaxiom &quivalent ist.

Wir kénnen das hier folgendermafien anwenden:
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Satz. Seien R ein Ring und I C R ein Ideal. Dann gibt es ein mazimales Ideal M
von R mit I C M.

Beweis. Sei T die Menge aller Ideale J von R mit I C J C R. Dann ist I € T; damit
ist 7 nicht leer und die leere Kette hat eine obere Schranke (ndmlich I). Ist K eine
nicht-leere Kette, dann ist die Vereinigung J = (JK aller Ideale in K wieder ein Ideal
von R (das zeigt man wie in Lemma 3.9) und es gilt I C J € R. Denn wiire J = R,
dann wire 1 € J, also gébe es ein J' € K mit 1 € J' und es miisste J' = R sein, ein
Widerspruch. Damit ist J € T eine obere Schranke von K. Aus dem Zornschen Lemma,
folgt dann die Existenz (mindestens) eines maximalen Elements M von 7. Das ist dann
aber gerade ein maximales Ideal von R, das I enthilt. d

Insbesondere hat jeder Ring auBer dem Nullring (fiir den ist die Voraussetzung I C R
nicht erfiillbar) maximale Ideale und damit Faktorringe, die Korper sind.

Auf dhnliche Weise zeigt man, dass beliebige Vektorrdume Basen besitzen; vgl. das
Kleingedruckte auf den Seiten 57-58 des Skripts ,,Lineare Algebra I“ vom Winterseme-
ster 2016/17.
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7. DER CHINESISCHE RESTSATZ
In diesem Abschnitt sind wieder alle Ringe kommutativ, wenn nichts anderes gesagt
wird.

Wir erinnern uns an den Produktring Ry x --- x R,, aus Beispiel 3.1 (1). Dabei
sind Ry, ..., R, Ringe, und die Verkniipfungen sind komponentenweise definiert.
Ist n = 0, dann ist das Produkt ein Nullring.

Wir betrachten nun folgende Situation: R ist ein Ring und wir haben Ideale
I, I,..., 1, von R. Wir konnen die kanonischen Epimorphismen ¢;: R — R/I;
zu einem Ringhomomorphismus

v:R— R/} X R/Iy x -+ x R/, , r—— (r+hLi,r+1I....,7+1,)
kombinieren. Der Kern von ¢ ist offensichtlich
ker(v)) = ker(¢1) Nker(gpe) N...Nker(¢p,) =L NLN...N1L,,
sodass wir nach Satz 6.13 einen injektiven Ringhomomorphismus
U: R/(LN...N1,) — R/I; x R/, x --- x R/I,

erhalten. Jetzt stellt sich die Frage: Wann ist ¢ auch surjektiv und damit ein

Isomorphismus? Anders formuliert: Gegeben by, b, ..., b, € R, unter welchen Be-
dingungen gibt es stets ein Element » € R mit
r=bmodl;, r=bmodl, ..., r=b,modlIl,?

7.1. Definition. Seien R ein Ring und I, J Ideale von R. Die Summe von I
und J ist (analog wie bei Untervektorrdumen) definiert als

I+J={IUJ)p={r+s|rel,seJ}.

Analog definiert man die Summe von mehr als zwei Idealen. &

7.2. Lemma. Der Homomorphismus ¥ ist genau dann surjektiv, wenn es Ele-
mente r1,...,r, € R gibt, sodass fir alle 1 < 5 <n gilt

r; =1mod I; wund rj€ I fir alle k # j.

Das ist genau dann der Fall, wenn I; + I, = R ist fir alle1 < j <k < n.

Beweis. Wenn 9 (oder dquivalent, ¢) surjektiv ist, dann kénnen wir b; = 1 und
by = 0 fiir k& # j wahlen, sodass wir die Elemente r; bekommen. Umgekehrt ist
r =biry +---+b,r, ein Element, das die verlangten Kongruenzen erfiillt, also ist
die Existenz der r; auch hinreichend fiir die Surjektivitét von Y.

Zur zweiten behaupteten Aquivalenz: Wir nehmen zuerst an, dass die r; existieren.
Wegen 1 = (1 —r;) +r; € I; + I, fiir k # j folgt, dass I; + I, = R ist. Sei nun
umgekehrt vorausgesetzt, dass I; + I, = R ist fiir alle j # k. Dann gibt es a;;, € I,
bjr € Iy mit aj; + bj, = 1. Es gilt also b, = 1 mod I;. Wir setzen r; = Hk# bk,
dann gilt 7; = 1 mod I; und r; € I}, fiir alle k& # j wie gewiinscht. a

Wir geben der relevanten Eigenschaft von Paaren von Idealen einen Namen.

DEF
Summe von
Idealen

LEMMA
Surjektivitat
von



87. Der Chinesische Restsatz 45

7.3. Definition. Zwei Ideale I und J eines Ringes R heilen komazimal oder
zueinander prim, wenn gilt I + J = R. &

Sind zwei ganze Zahlen m und n teilerfremd, dann gilt ggT(m,n) = 1 und damit
mZ+nZ = Z, d.h., die von m und n erzeugten Hauptideale sind komaximal. Dann
gilt auch

mZ N nZ =kgV(m,n)Z = mnZ.

Das bleibt fiir beliebige Hauptidealringe richtig. Lésst es sich verallgemeinern?

7.4. Definition. Seien R ein Ring und I3, ..., I, Ideale von R. Das Produkt von
I, ..., I, ist definiert durch

Il---In:<{a1---an|a1611,...,an€In}>R;

es ist also das von allen Produkten a; - - - a, erzeugte Ideal, wobei der Faktor a;
aus [; ist, und besteht aus allen endlichen Summen solcher Produkte. Als Spezi-
alfall haben wir fiir Hauptideale

Ray - Ray - -+ Ra, = R(ayas---ay,) . &

7.5. Lemma. Sei R ein Ring und seien Iy,..., I, mit n > 1 paarweise komazi-
male Ideale von R. Dann gilt

Bewers. Es gilt stets die Inklusion ,,D%, denn jedes Produkt a; - - - a,, wie oben ist
in allen Idealen [; enthalten. Es ist noch die umgekehrte Inklusion zu zeigen. Dies
geschieht durch Induktion iiber die Anzahl n der Ideale. Fiir n = 1 ist nichts zu
zeigen. Sei also jetzt n = 2. Nach Voraussetzung sind die beiden Ideale I; und I
komaximal, es gibt also a; € I} und as € I, mit a; +as = 1. Sei r € I; N I,. Dann
gilt
r=r-1=r(a+a)=ar+ray €11,

denn im ersten Produkt ist r € I3, im zweiten Produkt ist » € Iy, also sind
beide Produkte in [; - I5. Das zeigt die Behauptung fiir n = 2. Sei jetzt n > 2.
Nach Induktionsannahme gilt 1,N... NI, 1 =1y ---I,_1. Wir zeigen, dass [,, und
L1,y =1 N...NI,_, komaximal sind. Nach Voraussetzung sind I,, und I,
komaximal fiir alle j < n — 1, also gibt es a; € [;, b; € I, mit a; + b; = 1. Das
Produkt dieser Gleichungen liefert

n—1 n—1
1= H(ij + bj> = H a; + (lel + T'ng + ...+ Tn—lbn—1>
j=1 j=1
mit geeigneten ry,...,7,—; € R. Dabei ist das Produkt der a; in [;---1,_; und

die Summe der 7;b; in I,,; das zeigt die behauptete Komaximalitdt. Nun folgt mit
dem Fall n = 2:

[1ﬂﬂ[n,lﬂfn:(flﬁﬂ[n,l)[n:h[n,lfn
(Man beachte, dass wir in diesem Beweis tatséchlich verwendet haben, dass R

kommutativ ist!) a

Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen.
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7.6. Satz. Sei R ein (kommutativer) Ring und seien Iy, I5, ..., I, mit n > 1
paarweise komazximale Ideale von R. Dann gilt

Lhnbn..NL,=101 -1I,---1,
und der kanonische Homomorphismus
R/Illgln — R/Il X R/IQ X e X R/In

1st etn Isomorphismus.

In einem Hauptidealring sind die von zwei Elementen a und b erzeugten Ideale
genau dann komaximal, wenn a und b teilerfremd sind, also ggT 1 haben. Wir
erhalten folgenden Spezialfall.

7.7. Satz. Sei R ein Hauptidealring und seien aq,as,...,a, € R paarweise tei-
lerfremd. Dann ist der kanonische Homomorphismus

R/Rajas---a, — R/Ra; X R/Ras X --+- X R/Ray,

ein Isomorphismus. Anders ausgedriickt bedeutet das, dass jedes System von Kon-
gruenzen

r=bmoda;, x=bymoday, ..., x=b,moda,

eine Losung x € R besitzt, und dass die Restklasse von x mod aqas - - - a,, eindeutiq
bestimmt ist.
(In dieser Version darf n auch null sein. Dann steht links R/R, was ein Nullring

ist, und rechts steht ein leeres Produkt von Ringen, also ebenfalls ein Nullring.)

Anders ausgedriickt:
In einem Hauptidealring ist ein System von Kongruenzen
r=bmoda;, x=bymoday, ..., x=b,moda,
mit paarweise teilerfremden aq, . .., a, dquivalent zu einer einzigen Kongruenz

z=bmoda;---a,.

Warum heiffit der Chinesische Restsatz so? Laut der englischen Wikipedia-Seite dazu
taucht er erstmalig in Form einer Aufgabenstellung in einer chinesischen Quelle aus
dem 3. Jahrhundert auf. Der allgemeine Satz (iiber Z) und ein Lésungsalgorithmus
findet sich in einer weiteren chinesischen Quelle etwa 1000 Jahre spéter.

Das lasst sich natiirlich insbesondere auf den Ring Z der ganzen Zahlen anwenden.
Dabei erhebt sich die Frage, wie man eine Losung x des Systems von Kongruenzen
in der Praxis berechnen kann. Dazu betrachten wir ein Beispiel.

7.8. Beispiel. Wir wollen das System von Kongruenzen
r=3mod?H, r=4mod?7, r =6 mod 11

l6sen. Es gibt im Wesentlichen zwei Moglichkeiten.

SATZ
Chinesischer
Restsatz

SATZ
Chinesischer
Restsatz fiir
Hauptideal-
ringe

BSP
simultane
Kongruenzen



87. Der Chinesische Restsatz 47

(1) Wir bestimmen die r; wie in Lemma 7.2:
ry =1mod5, rir=0mod 7-11 =77

Die Losung kommt aus dem Erweiterten Euklidischen Algorithmus (vgl. Bei-
spiel 3.17), der die Linearkombination 1 = 31-5—2-77 liefert, also konnen
wir
ri=—2-77=—154
nehmen. Analog finden wir r = —55 und r3 = —175. Eine Losung ergibt
sich dann als
x=23r] +4ry 4+ 6r3 = —1732.

Diese Losung ist modulo 5 -7 - 11 = 385 eindeutig bestimmt; die kleinste
nichtnegative Losung ist somit x = 193.

(2) Wir losen das System iterativ. Zuerst bestimmen wir die Losungen der
ersten beiden Kongruenzen. Es ist 1 = 3 -5 — 2.7, also ist die Losung
gegeben durch

r=3-(—14)4+4-15=18mod 5-7=35.
Jetzt miissen wir das System
xr = 18 mod 35, x =6 mod 11
l6sen. Analog finden wir 1 = —5-35+ 16 - 11 und damit
r=18-176 46 (—175) = 2118 = 193 mod 385. &

Zum besseren Einprédgen hier noch einmal der Algorithmus fiir die Losung eines
Systems von zwei Kongruenzen iiber Z (das funktioniert aber analog in jedem
euklidischen Ring)

z = b; mod a4 und r = by mod as ,
wobel a; L as.
(1) Berechne uy, us € Z mit uja; +usay = 1 mit dem Erweiterten Euklidischen
Algorithmus.
(2) Setze r1 = wugas und 19 = wyaq; dann gilt 11 = 1 mod ay, 7 = 0 mod as
und 75 = 0 mod ay, o, = 1 mod as.
(3) Dann ist xg = by + barg = biusas + byujay eine Losung. Die komplette

Losungsmenge ist die Restklasse xg + a1a2Z.

Was passiert, wenn die ,Moduln“ a; im Chinesischen Restsatz 7.7 nicht paarweise tei-
lerfremd sind? Dann ist die Abbildung in das Produkt der Restklassenringe nicht mehr
surjektiv, und man kann fragen, wann ein Tupel (by + Ray,...,b, + Ra,) im Bild liegt,
also wann das System

r=bymoda;, x=bymodas, ...,r=b,moda,

losbar ist. Da fiir jeden Teiler d von a aus z = b mod a auch = = b mod d folgt (denn
d|a|x—0),ist fiir die Losbarkeit jedenfalls notwendig, dass

b; = bj mod ggT(a;,a;) firallel <i,j<n

gilt. Umgekehrt kann man ohne grofie Schwierigkeiten zeigen, dass diese Bedingung auch
hinreichend fiir die Losbarkeit ist. Die Losung ist dann bis auf Addition von Vielfachen
von kgV (a1, as,...,a,) eindeutig bestimmt.

Man kann den Chinesischen Restsatz dazu verwenden, Rechnungen zu beschleunigen.
Er besagt ndmlich zum Beispiel, dass wir eine ganze Zahl a mit |a| < M aus ihren Rest-
klassen modulo verschiedener Primzahlen py,...,p, eindeutig rekonstruieren kénnen,



87. Der Chinesische Restsatz 48

wenn pq - - - py > 2M ist. Wenn wir zum Beispiel die Determinante einer n x n-Matrix A
mit Eintrdgen in Z berechnen wollen, dann kénnten wir dafiir den iiblichen Algorith-
mus (mittels GauB-Elimination) {iber Q benutzen. Dann hat man aber mit zunehmend
komplizierteren rationalen Zahlen zu tun (in dem Sinn, dass die Zahler und Nenner im
Vergleich zu den Eintrédgen der urspriinglichen Matrix ziemlich groff werden kénnen).
Alternativ kénnen wir Folgendes iiberlegen: Die Determinante ist gegeben durch eine
Summe von vorzeichenbehafteten Produkten von Eintragen der Matrix (Leibniz-Formel,
vgl. Lineare Algebra I); es folgt fiir jeden Homomorphismus ¢ von kommutativen Rin-
gen, dass det(¢(a;j)) = ¢(det(as;)) ist. Insbesondere kdnnen wir det(A) + pZ € F), als
Determinante der Matrix berechnen, deren Eintrdge die Restklassen mod p der Ein-
trage von A sind. Dafiir verwenden wir wieder den iiblichen Algorithmus. Wir kénnen
|det(A)] < M abschitzen (mit der Hadamardschen Ungleichung); wir wihlen dann
Primzahlen p1,...,py mit p1---py > 2M. Dann berechnen wir det(A) + p;Z fiir alle
1 < j < m und rekonstruieren det(A) € Z aus diesen Restklassen. Auf diese Wei-
se miissen wir nur mit den kleinen ganzen Zahlen rechnen, die die Elemente von F,
reprisentieren, was zu einem deutlich schnelleren Verfahren fiihrt.

Als Anwendung des Chinesischen Restsatzes fiir Z wollen wir die Einheitengrup-
pen der Ringe Z/nZ etwas néher betrachten. Dazu schauen wir uns erst einmal
allgemein die Einheitengruppe eines Produkts von Ringen an.

7.9. Lemma. Sei (R;);e; eine Familie von Ringen. Dann gilt LEMMA
Einheiten-
(H Ri) " 17 gruppe im

iy iy Produktring

(als Teilmengen von [],.; R;).

Die Einheitengruppe eines direkten Produkts von Ringen ist also das direkte Pro-
dukt der Einheitengruppen (das, analog zu Ringen, wieder eine Gruppe ist, wenn
man die Verkniipfung komponentenweise definiert).

Beweis. Sei (r;)icr € R = [[;c; Ri- Dann gilt

(ri)ier € R* <= 3(si)ier € R: (ri)ier - (si)ier = 1 = (8i)ier * (Ti)ier
< Vields; € Ri:risi=1=s;1;
< Viel:r €R’
< (ri)ier € HRLX : -

el

Uns interessiert nun die Méchtigkeit der Gruppe (Z/nZ)* fir n € Z~,. Dafiir gibt
es einen Namen:

7.10. Definition. Sein € Z-(. Dann setzen wir ¢(n) = #(Z/nZ)*. Die Funktion DEF
@: Lo — Z~o heiBt Eulersche Phi-Funktion. Die Gruppe (Z/nZ)* heifit die prime Euler-¢

Restklassengruppe modulo n. % prime Rest-

klassen-
Der Name ‘prime Restklassengruppe’ kommt von der folgenden Tatsache: gruppe
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7.11. Lemma. Sein € Zsg. Fine Restklasse [a] = a +nZ € Z/nZ ist genau LEMMA
dann invertierbar, wenn a 1 n ist. prime
Restklassen

Beweis. Sei a € Z. Dann gilt

la] € (Z/nZ)" <= Fbe€ Z: [a] - [b] = [1]
<= dbeZ:ab=1modn
< db,ceZ:ab+cn=1
< aln. a

Die invertierbaren Restklassen sind also genau die, die durch Zahlen repréisentiert
werden, die prim zu n sind. Da die Restklassen eindeutig durch die Zahlen von 0
bis n — 1 (oder von 1 bis n) représentiert werden, konnen wir ¢(n) auch wie folgt
beschreiben:

pn)=#{0<a<nlaln}=#{1<a<n|aln}.

Die Werte von ¢ fiir kleine Werte von n sind dann also:

n|1 2345678910 11 12 13 14 15 16|
en)[1 1 2242646 4 10 4 12 6 8 8|

Es ist ziemlich klar, dass gilt
p(n) =n—1 <= n Primzahl,
denn genau dann gilt
{0<a<n|aln}={1,2,....,n—1}.

Dies lasst sich zu einer einfachen Formel fiir Primzahlpotenzen verallgemeinern:

7.12. Lemma. Seienp eine Primzahl und e € Z~y. Dann gilt p(p¢) = (p—1)p*~'. LEMMA
o (p°)

Beweis. Wir zéhlen die Zahlen zwischen 0 und p® — 1, die zu p° teilerfremd sind.
Da alle (positiven) Teiler von p¢ die Form p/ haben mit 0 < f < e, gilt

ggT(a,p°) #1 < pla.

Wir miissen also genau die Zahlen zdhlen, die nicht durch p teilbar sind. Es gibt
genau p¢~! Zahlen von 0 bis p¢ — 1, die durch p teilbar sind (némlich die Zahlen ap
fiir 0 < a < p*~1), also bleiben

o) =p°—p = (p - 1p"
Zahlen iibrig. u

Zusammen mit dem Chinesischen Restsatz und Lemma 7.9 erhalten wir daraus
eine Formel fiir ¢o(n).
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7.13. Satz. Sein € Z~y. Dann gilt SATZ
Formel
p(n) = H( —1)p = nH(l - —) fir o(n)
pln pin

wobei die Produkte tiber die Primteiler von n laufen.

Beweis. Wir haben die Primfaktorzerlegung n = Hp‘n p»(™; hierin sind die ver-
schiedenen Primzahlpotenzen paarweise teilerfremd. Nach dem Chinesischen Rest-
satz gilt dann

z/nz =] z/p""z
pln

und nach Lemma 7.9 dann auch

(z/nz)* = [[(@/p"2)"

pln

(Fiir unsere Zwecke kénnen wir das als Bijektion lesen — ein Ringisomorphismus
induziert eine Bijektion zwischen den Einheitengruppen — tatséchlich handelt
es sich sogar um einen Gruppenisomorphismus. Gruppenhomomorphismen sind
Abbildungen zwischen Gruppen, die mit der Verkniipfung auf beiden Seiten ver-
traglich sind; ein Gruppenisomorphismus ist ein bijektiver Gruppenhomomorphis-
mus.) Es folgt mit Lemma 7.12

@(n) = #(2/n2) = [[#@/p>"2) =] e(p>™)

pln pln

- ot = H(l _ ];) _ nH(1 _ —) Q

pln pln pln

Man kann also ¢(n) leicht berechnen, wenn man die Primfaktorisierung von n
kennt. Fiir die Berechnung der Letzteren gibt es allerdings bisher keinen wirklich
effizienten Algorithmus. Das wird zum Beispiel beim bekannten RSA-Kryptosystem
ausgenutzt. Die Verschliisselung geschieht dabei durch eine Berechnung modulo n,
wobei n = pq ein Produkt von zwei groflen Primzahlen ist. Man kann das System
knacken, wenn man ¢(n) = (p — 1)(¢ — 1) kennt. In diesem Fall ist die Kenntnis
von ¢(n) tatsichlich dquivalent zur Kenntnis von p und ¢, denn man erhélt p und ¢
als die beiden Losungen der quadratischen Gleichung 2%+ (¢(n) —n—1)z+n = 0.

Eine weitere Moglichkeit zur rekursiven Berechnung von ¢(n) liefert folgende Aus-
sage.

7.14. Lemma. Sein € Z~y. Dann gilt LEMMA
Rekursion
> old)=n, fiir ¢ (n)
din

wobei die Summe tiber alle positiven Teiler von n lduft.

Beweis. Wir betrachten die Menge M = {1,2,...,n}. Fiir jeden Teiler d von n
sei My ={m € M | ggT(m,n) = d}. Da jedes Element von M einen eindeutigen
ggT' mit n hat, der ein Teiler von n sein muss, ist M die disjunkte Vereinigung
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der Mengen M. Weiterhin gilt My = {md | 1 < m <n/d,m L n/d} und damit
#M, = p(n/d). Es folgt
n=#M=Y #My= @n/d) = @(d);
din d|n dln
fiir die letzte Gleichheit nutzen wir aus, dass d — n/d die Teiler von n permutiert;

die beiden letzten Summen sind also nur Umordnungen voneinander. u

So hat man zum Beispiel ¢(6) =6 —¢(3) —p(2) —p(l) =6—-2—-1—-1=2.
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8. DER QUOTIENTENKORPER

Analog zur Konstruktion des Korpers Q der rationalen Zahlen aus dem Ring 7Z
der ganzen Zahlen kann man jeden Integritdtsbereich in einen ,kleinsten® Korper
einbetten. Fiir Q fithrt man dazu Quotienten a/b ein (mit a,b € Z, b # 0; for-
mal sind das Aquivalenzklassen von Paaren) und definiert darauf Addition und
Multiplikation durch die bekannten Formeln. Diese Konstruktion kann problemlos
verallgemeinert werden.

8.1. Satz. Sei R ein Integrititsbereich. Dann gibt es (bis auf eindeutige Isomor- SATZ
phie) genau einen Korper K und einen Ringhomomorphismus ¢: R — K mit der Quotienten-
folgenden universellen Eigenschaft: korper

Zu jedem Ringhomomorphismus v: R — R' in einen kommutativen Ring R mit
Y(R\{0}) C (R)* gibt es genau einen Ringhomomorphismus V: K — R', sodass
das folgende Diagramm kommutiert (also v = W o ¢ gilt):

R L K

N A

R/

Beweis. Wir konstruieren zuerst einen geeigneten Korper K zusammen mit einem
Homomorphismus ¢, dann zeigen wir die universelle Eigenschaft; die Eindeutigkeit
bis auf eindeutige Isomorphie folgt daraus.

Die Vorgehensweise fiir die Konstruktion von K ist analog zur Konstruktion von Q
aus Z (und dhnlich zur Konstruktion von Z aus N). Wir wollen die Elemente (a, b)
von M = R x (R\ {0}) als Reprisentanten von Quotienten a/b betrachten. Diese
Darstellung ist nicht eindeutig, also miissen wir eine Aquivalenzrelation definieren,
die Paare identifiziert, die den gleichen Quotienten représentieren:

(a,b) ~ (a', V) < ab =d'b.
Wir priifen nach, dass es sich tatséchlich um eine Aquivalenzrelation handelt.
o Reflexivitét: Aus ab = ab folgt (a,b) ~ (a,b).
e Symmetrie: (a,b) ~ (da’,b') bedeutet ab’ = a'b, was zu a’b = ab/ und damit zu
(@', b") ~ (a,b) dquivalent ist.
e Transitivitit: Es gelte (a,b) ~ (a/,¢') und (a/,¥') ~ (a”,b"), also ab' = a’b und
a'b’ = a"b. Es folgt
(@bt = (ab")b" = (a'b)b" = (a'V")b = (a"V')b = (a"b)b".
(hier benutzen wir die Kommutativitit von R). Da b # 0 ist und R keine
Nullteiler hat, konnen wir ¢’ | kiirzen“; es folgt ab” = a”b, also (a,b) ~ (a”,b").

Wir schreiben a/b fiir die durch (a, b) représentierte Aquivalenzklasse und K fiir
die Menge M/~ der Aquivalenzklassen. Dann definieren wir Addition und Multi-
plikation auf K wie iiblich:

a c_ad+bc

ac

d a c
b d - bd MY d T b
(man beachte, dass bd # 0 wegen b,d # 0 und weil R ein Integritdtsbereich
ist, also liegen die Paare (*,bd) wieder in M). Es ist nachzupriifen, dass diese

Verkniipfungen wohldefiniert sind, dass also der Wert nicht von der Wahl der
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Représentanten abhéingt. Wir zeigen das hier fiir die Multiplikation; die Addition
lassen wir als Ubungsaufgabe. Seien also a,b, ¢, d, a’,b',¢,d € Rmit b,d, /,d # 0
und ab’ = a’b, ed’ = dd. Es ist zu zeigen, dass dann
ac _a'cd
bd — bd’
gilt. Das folgt so (unter Verwendung von Kommutativitdt und Assoziativitiat der
Multiplikation):

also  (ac)(V'd") = (d'd)(bd)

(ac)(U'd) = (ab)(cd') = (a'b)(cd) = (a'c')(bd) .

Dann miissen die Korperaxiome nachgerechnet werden (mit 0/1 als Nullelement
und 1/1 als Einselement; das Inverse von a/b (mit a # 0) ist natiirlich b/a).
Das ist langwierig und -weilig; die Axiome fiir K folgen aus den Ringaxiomen,
der Kommutativitdt und der Nullteilerfreiheit von R. Wir miissen noch den Ho-
momorphismus ¢: R — K definieren. Wir setzen natiirlich ¢(r) = r/1; dass ¢
tatséchlich ein Ringhomomorphismus ist, ist leicht nachzurechnen.

Jetzt zeigen wir die universelle Eigenschaft. Sei also ¢: R — R’ ein Ringhomo-
morphismus, sodass t(r) invertierbar ist fur alle 0 # r € R. Wenn es einen
Homomorphismus ¥: K — R’ wie im Satz gibt, dann muss gelten

U(a/b) = U(p(a)p(b)™) = T(p(a)) U(p(0) ™" = Y(a)v(b)" .
(Beachte, dass b # 0, also ¥(b) € (R')*, sodass 1(b)~! existiert.) Das zeigt schon
die Eindeutigkeit von W. Die Existenz von ¥ als Abbildung folgt, wenn wir zeigen,
dass uns die obige Relation etwas Wohldefiniertes liefert. Sei also a/b = o'/, das
bedeutet ab’ = a’b. Dann folgt

Y(ab) = v(a'h) = ()P ) = d(a)(b) = P(a)(b)™" = () ()",
also erhalten wir fir W(a/b) dasselbe Ergebnis wie fiir W(a'/b’). Es bleibt zu zeigen,
dass ¥ ein Ringhomomorphismus ist. Das ist nicht schwer:

U(1) =P(1/1) =v()Y(1) " =1

und

¢,<9 n f) - w(“d + bC) = (ad + be)y(bd) ™!

b d bd
= ((a)d(d) + (D)) (b)) (d) ™
= P(a)y(b) ™ + Y(c)(d) ! = w(%) n \IJ(%) :

fiir die Multiplikation geht es dhnlich.

Wie iiblich folgt aus der universellen Eigenschaft die Eindeutigkeit bis auf eindeu-
tigen Isomorphismus: Sind K’, ¢': R — K’ ein Korper und Ringhomomorphismus
mit der gleichen Eigenschaft, dann gibt es eindeutig bestimmte Homomorphismen
K — K’ und K’ — K, sodass

kommutiert. (Man wende die universelle Eigenschaft einmal fir K (mit K’ in
der Rolle von R’) und einmal fiir K’ (mit K in der Rolle von R’) an.) Aus der
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Eindeutigkeit folgt dann, dass diese Homomorphismen zueinander invers sind, also
hat man einen eindeutig bestimmten Isomorphismus von K nach K’, der mit ¢
und ¢’ vertraglich ist. Qa

8.2. Definition. Der Korper K aus Satz 8.1 heifit der Quotientenkorper (engl.
field of fractions) von R. &

In diesem Sinne ist Q der Quotientenkorper von Z. Ist R bereits ein Korper, dann
kann man K = R, ¢ = idg nehmen.
In jedem Fall ist ¢: R — K injektiv, denn es gilt

r

0
o(r) =0 <= 1=1 < r-1=0-1 < r=0,

also hat ¢ trivialen Kern. Man identifiziert deshalb gerne R mit seinem Bild unter
¢ in K, betrachtet also R als Unterring von K (analog zu Z C Q). Die universelle
Eigenschaft sagt dann, dass man einen Ringhomomorphismus R — R’ eindeutig
auf K fortsetzen kann, wenn er alle von null verschiedenen Elemente auf invertier-
bare Elemente von R’ abbildet.

8.3. Lemma. Ist R Unterring eines Korpers K, dann st
K’:{%‘a,beR,b%O} CK
(mit der Inklusionsabbildung ¢ : R — K') der Quotientenkorper von R.

Beweis. Man zeigt das ganz genauso wie im Beweis von Satz 8.1. u

8.4. Beispiel. Als ein weiteres Beispiel konnen wir den Quotientenkorper von Z|[4]
betrachten. Da Z[i] C C Unterring eines Korpers ist, kann man Lemma 8.3 an-
wenden und findet, dass der Quotientenkorper von Z[i] gerade

Q(é) ={a+bilabeQ}
ist. Das ergibt sich aus
a+bi  (a+0bi)(c—di) ac+bd bc—ad,

i di . @+ eraeTeraev *

Die Schreibweise Q(%) ist das Analogon fiir Kérper zur Schreibweise Z[%] fiir Ringe:
Ist K ein Korper, K’ C K ein Teilkorper (also ein Unterring, der ein Korper ist)
und A C K eine Teilmenge, dann bezeichnet K’(A) den kleinsten Teilkérper
von K, der sowohl K’ als auch A enthilt. Ist A = {ay,as,...,a,} endlich, dann
schreiben wir wie iiblich einfach K'(aq, as, ..., a,). Korper werden ausfiihrlicher
in der , Einfithrung in die Algebra“ behandelt.

DEF
Quotienten-
korper

LEMMA
Quotienten-
kdrper von
Unterringen
eines Korpers

BSP
Quotienten-
korper

von Z[]
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9. POLYNOMRINGE

Wir kommen zu einem zentralen Thema dieser Vorlesung: Polynomringe sind wich-
tig fiir viele algebraische Konstruktionen (etwa bei der Konstruktion von Erwei-
terungskorpern, siehe die ,, Finfithrung in die Algebra®). Aus der Analysis kennen
sie sicher Polynomfunktionen, etwa auf R. Das sind Funktionen der Form

fraxm apa™ +an 12" 4. Fax+ag.

Es ist nicht schwer zu sehen, dass diese Funktionen einen Unterring des Rings aller
reellen Funktionen bilden. In diesem Fall erhélt man tatséchlich (bis auf Isomor-
phie) den Polynomring iiber R. Im Allgemeinen jedoch bekommt man nicht das
Richtige, wenn man Funktionen betrachtet. Zum Beispiel konnen wir Polynom-
funktionen f: Fy — Fy betrachten (Fy = {0, 1} ist der Kérper mit zwei Elementen)
und stellen fest, dass x + = und x +— 2% dieselbe Funktion ergeben. Wir méchten
aber gerne die ,Polynome“ 2z und 2 als verschiedene Objekte betrachten. Um
das zu erreichen, konstruieren wir einen Ring, dessen Elemente formale Ausdriicke
der Form a,2" + a,_12" ' 4+ ... + a1z + ag sind; dabei kommen ag, a1, . .., a, aus
einem gegebenen Ring R und x steht fiir ein ,,neues® Element, gern Unbestimmte
genannt. Polynome in diesem Sinn kamen bereits in der Linearen Algebra vor; dort
wurden sie gebraucht, um das charakteristische Polynom und das Minimalpoly-
nom einer Matrix bzw. eines Endomorphismus zu definieren. Auch einige wichtige
Eigenschaften von Polynomen wurden dort bereits gezeigt (und verwendet). Wir
werden uns hier aber nicht darauf berufen, sondern diese Eigenschaften noch ein-
mal beweisen.

Um zu einer sauberen Definition zu gelangen, repréasentieren wir das Polynom
A" +a, 12" +. . . +ax+ag durch die Folge (ag, a1, ..., a,_1,0a,,0,0,...) € RN
Die Ringstruktur, die wir definieren wollen, ist aber nicht die komponentenweise
Struktur vom Ring RY der Folgen, sondern hat eine andere Multiplikation.

9.1. Definition. Sei R ein (nicht notwendig kommutativer) Ring. Wir konstru-
ieren einen Ring R[z]| wie folgt. Die unterliegende Menge ist die Menge

{(ap,ay,...) € R | a, = 0 fiir alle bis auf endlich viele n}

der endlichen (oder abbrechenden) Folgen von Elementen von R. Wir definieren
die Addition komponentenweise. Wir setzen

z:=(0,1,0,0,0,...)
und definieren Multiplikation mit Elementen r € R und mit x wie folgt:
r-(ag,ai,as,...) = (rag,raj,ras,...) und xz-(ag,as,as,...) = (0,ap,a1,as,...).
Dann gilt 2" = (0,...,0,1,0,0,0,...) (bzw. wir definieren 2° so) und
—
(ag,ar,as,...,a,,0,0,0,...) = apz’ + a1z’ + apz® + ... + a,a™.

Das Element a; € R heiBt der Koeffizient von 27 oder der j-te Koeffizient im
Polynom agx® + ... + a,z"™. Wir identifizieren R mit seinem Bild in R[z]| unter

o: 1+ (r,0,0,...)=rz".

Damit R[z] ein Ring wird, muss die Multiplikation das Distributivgesetz erfiillen.
Das zwingt uns zu der Festlegung

(ag + a1z + agx® + ... + apx™) - (b + bix + box® + ... + by2™)
= aobo + (a061 + albo)l‘ + (aobg -+ a1b1 + agbo)l’Q + ...+ (anbm)x"+m .

DEF
Polynomring
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Der k-te Koeffizient des Produkts ist also Z?:o a;b,_;. Mit den offensichtlichen
Definitionen

0=¢(0)=(0,0,0,...), 1=¢(1)=(1,0,0,...)

und  —(ag, ay,...) = (—ag, —ay,...)

miissen wir uns noch davon iiberzeugen, dass R[z| tatsichlich ein Ring ist. Es
ist ziemlich klar, dass (R[z],+,0,—) eine abelsche Gruppe ist (denn wir haben
offensichtlich eine Untergruppe der additiven Gruppe des Folgenrings RY). Es ist
auch klar, dass 1 neutrales Element beziiglich der Multiplikation ist. Die weiteren
Axiome (Assoziativitiat der Multiplikation, Distributivgesetze) verifiziert man ohne
grofle Probleme unter Verwendung der entsprechenden Eigenschaften von R. Und
natiirlich ist die Einbettung ¢: R — R[z]| ein Ringhomomorphismus.

Der so konstruierte Ring R[z] heifit der Polynomring iiber R in der Unbestimm-
ten x. Analog kann man Polynomringe R[X]|, R[y] usw. definieren; es unterschei-
det sich dabei lediglich der Name der Unbestimmten. Polynomringe in mehreren
Unbestimmten erhédlt man durch Iteration der Konstruktion: Rz, y] = (R[z])[y],
Rlz,y, 2] = (Rlz,y])[2] usw.

Die Schreibweise ,, R[z]“ deutet an, dass der Polynomring von R und z erzeugt wird
(d.h., alle Elemente konnen aus Elementen von R und aus & durch Addition und
Multiplikation erzeugt werden), analog dazu wie R'[«] den von R’ und « erzeugten
Unterring eines Rings R bezeichnet. Der Unterschied ist, dass wir R[x] nicht als
Unterring eines ,,vorher schon vorhandenen“ Rings konstruiert haben.

Man konnte R[z] tatsdchlich als Unterring des Endomorphismenrings End(M) des R-
Moduls M = RN konstruieren (ein R-Modul ist wie ein Vektorraum definiert, aber mit
dem Ring R statt einem Korper als Heimat der Skalare). End(M) besteht aus allen
R-linearen Abbildungen M — M; die Addition ist die punktweise Addition von Ab-
bildungen und die Multiplikation ist die Verkniipfung von Abbildungen. Die Abbildung
r — (v +— r-v) liefert eine Einbettung von R in End(M); wir identifizieren ihr Bild
mit R. Wir bezeichnen mit = die ,, Verschiebung® (ag, a1, as,...) — (0,a9,a1,...); dann
ist x € End(M), und wir kénnen den Polynomring dann tatséichlich als den Unterring
R[z] von End(M) definieren.

Man beachte, dass in R[z] fir r € R C R[z] stets ra = ar gilt (auch wenn R selbst
nicht kommutativ ist). Es folgt:

R kommutativ = R[r] kommutativ.

Wir werden sehen, dass sich auch andere Eigenschaften von R auf R[z| vererben.

Die Idee hinter der Konstruktion des Polynomrings ist, dass man zum Ring R ein
yheues Element x hinzufiigen mochte, das von den Elementen von R vollkommen
,unabhingig® ist (auer dass es mit ihnen kommutiert). Diese Unabhéngigkeit
bedeutet, dass polynomiale Ausdriicke in x mit Koeffizienten in R verschieden
sind, wenn nicht alle ihre Koeffizienten iibereinstimmen:

apt+ar+...+a,x" =bg+bix+...+b 2" < ag="by, a1 =0b1, ..., a, =b,

(, Koeffizientenvergleich“). In der Konstruktion wird dies dadurch erreicht, dass
man ein Polynom mit der Folge seiner Koeffizienten identifiziert; damit umgeht
man die Probleme beim Betrachten von Polynomfunktionen. Auf der anderen Seite
bewirkt diese Unabhéngigkeit aber auch, dass man aus Polynomen Funktionen
machen kann. Formal wird das ausgedriickt durch eine universelle Eigenschaft.
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9.2. Satz. Seien R und R’ Ringe, sei a € R' und sei ¢: R — R’ ein Ringhomo-
morphismus, sodass fir alle r € R gilt ¢(r)a = ap(r) (das ist automatisch, wenn
R’ kommutativ ist). Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Ringhomomorphis-

mus ®: Rlx] — R mit ®|gp = ¢ und ®(x) =

Beweis. Wir beginnen mit der Eindeutigkeit. Wenn & existiert, dann muss gelten
D(ag+ arx + ... + apz™) = P(ag) + P(ar)P(x) + ... + P(a,)P(x)"
= ¢(ao) + ¢lar)a+ ... + ¢(an)a”;

damit sind die Werte von ¢ durch die Daten ¢ und a eindeutig festgelegt. Die
Existenz von ® als Abbildung mit den obigen Werten folgt daraus, dass Polynome
eindeutig ihren Koeffizientenfolgen entsprechen — es gibt keine Aquivalenzklassen
und damit kein Problem mit der Wohldefiniertheit. Es bleibt zu zeigen, dass ® ein
Ringhomomorphismus ist. Wir haben ®(1) = ¢(1) =1,

O(ag+ a1z + ...+ apz™) + P(bo + byz + ... + bya™)
= (QS(CLO) +d(a)a+ ...+ qb(an)a") + (gb(bo) +o(by)a+ ...+ gzﬁ(bn)a”)
= (¢(ag) + d(bo)) + (¢(ar) + d(b1))a+ ...+ (¢(an) + ¢(bn))a”
= ¢(ap +bo) + ¢(ar +br)a+ ... + ¢(an + by)a”
= ®((ao+ bo) + (a1 + b1)z + ... + (an + by)z")
=®((ap+ a1z + ...+ az™) + (bo + biz + ... + ba™))

und mit f = Y7 ja’, g = D00 bl
o(f (Zm - (Z¢ o) = 6(as)o(by)a™
=0 7=0
(hier haben wir benutzt, dass a¢(b;) = ¢(b;)a ist!)

n+m

oo

(wir setzen a; = 0 fir ¢ > n und b; = 0 fir j > m)

n+m

:;(b(gaibk_)a —cp(z(zazbk Jat) = #(g). 0

Die analoge universelle Eigenschaft gilt fiir Polynomringe in mehreren Variablen: Ist
¢: R — R’ gegeben und sind ay,...,a, € R’ mit ¢(r)a; = a;¢(r) fir alle r € R und
1 < j < n und zusétzlich a;a; = aja; fir alle 1 < 4,5 < n (beides ist automatisch
erfiillt, wenn R’ kommutativ ist), dann gibt es eine eindeutig bestimmte Fortsetzung
®: Rlz1,...,2,) = R von ¢ mit &(z;) = a; firalle1 < j <n.

SATZ
Universelle
Eigenschaft
des Polynom-
rings
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9.3. Definition. Wenn in der Situation von Satz 9.2 der Homomorphismus ¢
kanonisch ist (zum Beispiel im Fall R C R'), dann heifit ® Auswertungsabbildung
in a oder Einsetzungshomomorphismus, und man schreibt suggestiv f(a) fir ®(f).

Ist R’ kommutativ, dann induziert ein Polynom f € R[x] also eine Polynomfunk-

tion R — R, a— f(a). Gilt f(a) =0, so heifit a eine Nullstelle von f in R'. <

Fiir das Rechnen mit Polynomen sind folgende Begriffe hilfreich:

9.4. Definition. Seien R ein Ring und f = ag + a1z + ... + a,2" € Rlx]. Ist
a, # 0, dann heifit deg(f) = n der Grad (degree) und lcf(f) = a,, der Leitkoeffi-
zient (leading coefficient) des Polynoms f. Fiir das Nullpolynom 0 € R[z] setzen
wir deg(0) = —oo; das Nullpolynom hat keinen Leitkoeffizienten. Ein Polynom
mit Leitkoeffizient 1 heifit normiert. (Das Wort ,normiert“ hat in der Mathematik
leider sehr viele verschiedene Bedeutungen. Im Englischen gibt es fiir diesen spe-
ziellen Fall ein eigenes Wort: monic.) Ein Polynom f heifit konstant, wenn f = 0
oder deg(f) =0, also wenn f € R C R[z] ist. &

9.5. Lemma. Sei R ein Ring und seien f,g € R[x] Polynome. Dann gilt:

(1) deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)} mit Gleichheit, falls deg(f) # deg(g).

(2) deg(fg) < deg(f) + deg(g) mit Gleichheit, falls R ein Integrititsring oder
eines der Polynome normiert ist. Gilt Gleichheit und fg # 0, so gilt auch

Lef(fg) = lef(f) Lef(g).

Beweis. Ist f = 0 oder g = 0, dann sind die Aussagen klar. Seien also f,g # 0;
wir schreiben f = 377 a2/ und g = 377 bja? (mit a;,b; = 0 fiir j groB genug).
Dann ist a; = 0 fir j > deg(f) und b; = 0 fiir j > deg(g), also a; + b; = 0 fiir
j > max{deg(f),deg(g)}. Das zeigt deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)}. Sind die
Grade verschieden, etwa deg(f) < deg(g) = n, dann ist a,, + b, = b, # 0, also

deg(f + g) = deg(g) = max{deg(f),deg(g)}

In der Summe ZTZO a;bp,—j ist in jedem Term wenigstens ein Faktor null, wenn
m > deg(f) + deg(g) ist, also ist der entsprechende Koeffizient von fg ebenfalls
null. Das zeigt deg(fg) < deg(f) + deg(g). Ist m = deg(f) + deg(g), dann ergibt
sich fiir den entsprechenden Koeffizienten des Produkts ageg(f)bdeg(q)- Ist R ein
Integritéitsring oder einer der Faktoren gleich 1, so ist dieses Produkt von null
verschieden, also gilt deg(fg) = deg(f) + deg(g). Umgekehrt bedeutet Gleichheit
in dieser Relation genau ageg(f)baeg(q) 7# 0; die Formel fiir den Leitkoeffizienten
von fg folgt. a

9.6. Folgerung. Sei R ein Ring. Ist R ein Integrititsring, so ist R|x| ebenfalls
ein Integrititsring. Ist R ein Integrititsbereich, so gilt das auch fiir R[z].

Beweis. Wir haben bereits gesehen, dass R[z] kommutativ ist, wenn R kommutativ
ist. Es ist also nur zu zeigen, dass R|x] nullteilerfrei ist, wenn das fiir R gilt. In
diesem Fall haben wir fiir f, g € R[z] die Beziehung deg(fg) = deg(f) + deg(g).
Sind f, g # 0, dann folgt deg(fg) > 0, also fg # 0. Q

DEF

Auswertungs-

abbildung

Polynom-
funktion

Nullstelle

DEF
Grad

Leit-
koeffizient
normiert
konstant

LEMMA
Eigensch.
des Grades

FOLG

R Int.ring
= R|x]
Int.ring



9. Polynomringe 59
§ y g

9.7. Folgerung. Sei R ein Integrititsring. Dann gilt Rlx]|* = R*, d.h., alle
Einheiten sind konstant.

Beweis. Die Inklusion , D ist klar. Sei umgekehrt f € R|x| invertierbar; es gebe
also g € R[x] mit fg = gf = 1. Dann folgt 0 = deg(1) = deg(f) +deg(g), und das
ist nur moglich, wenn deg(f) = deg(g) = 0 ist, also f,g € R. Es folgt f € R*. Q

Ist R kein Integritdtsring, dann gilt das im Allgemeinen nicht. In Z/4Z[z] zum
Beispiel haben wir ([1] + [2]z)? = [1], also ist [1] + [2]z eine Einheit, aber nicht
konstant.

Eine wichtige Eigenschaft von Polynomen ist, dass man eine Version der Division
mit Rest hat (,Polynomdivision“, aus der Linearen Algebra bekannt).

9.8. Satz. Sei R ein Ring und seien a,b € R[z] Polynome mit b normiert.
Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome q,r € Rlx] mit a = qb + r und
deg(r) < deg(b).

Beweis. Die Existenz beweisen wir durch Induktion nach dem Grad n von a. Ist
n < deg(b), dann kénnen wir ¢ = 0 und r = @ wéhlen. Ist n > deg(b), dann
sei @/ = a — lef(a)zd®8@=d®)p Nach Lemma 9.5 gilt deg(a’) < deg(a) und man
sieht, dass der Koeffizient von z™ in o' gerade a,, — a, = 0 ist, also gilt sogar
deg(a’) < deg(a). Nach Induktionsannahme gibt es ¢’,r € R[z| mit ¢’ = ¢'b+r
und deg(r) < deg(b). Mit ¢ = ¢’ + lcf(a)zdee(@=dee®) folgt q = gb + 7.

Zur Eindeutigkeit: Seien ¢,¢’,r,r" € R[z] mit ¢b + r = ¢'b 4+ r’ und sodass
deg(r), deg(r") < deg(b). Dann folgt (¢—¢')b = ' —r, und mit Lemma 9.5 erhalten
wir

deg(q — ¢') + deg(b) = deg(r’ — r) < max{deg(r'),deg(r)} < deg(b).

Dies ist nur dann méglich, wenn deg(q — ¢') = —oo ist, also ¢ = ¢’ und damit auch
r=r. Q

Aus diesem Beweis ergibt sich unmittelbar der bekannte Algorithmus fiir die Po-
lynomdivision.

9.9. Folgerung. Seien R ein kommutativer Ring, f € R[x] und a € R. Dann gilt:
a ist genau dann Nullstelle von f, wenn x — a ein Teiler von f ist. Insbesondere
kann ein Polynom vom Grad n > 0 tber einem Integrititsbereich R hdchstens
n verschiedene Nullstellen in R haben.

Beweis. In jedem Fall gibt es (eindeutige) ¢,r € R[z| mit deg(r) < deg(x —a) =1,
also r konstant, und f = g(z — a) +r. Wir wenden den Einsetzungshomomorphis-
mus (bzgl. @) an und erhalten f(a) = ¢(a)(a —a) + 7 = r. Also gilt f(a) = 0
genau dann, wenn r = 0 ist. Die zweite Aussage zeigt man leicht durch Induktion:
Sie ist klar fiir n = 0. Sei f ein Polynom vom Grad n > 0. Entweder hat f keine
Nullstelle in R, dann ist nichts zu zeigen. Oder a € R ist eine Nullstelle, dann ist
f = (zr—a)g mit deg(g) =n — 1. Fiir a # b € R gilt dann f(b) = (b — a)g(b),
also f(b) = 0 <= g¢(b) = 0. Nach Induktionsannahme hat g hochstens n — 1
Nullstellen in R; damit hat f hochstens n Nullstellen. a

FOLG
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9.10. Beispiel. Das Polynom f = 2? — [1] € Z/8Z[x] vom Grad 2 hat die vier
verschiedenen Nullstellen [1], 3], [5], [7] € Z/8Z. Die Voraussetzung, dass R ein

Integritatsbereich ist, ist also notwendig. (Wo geht der Beweis fiir dieses Beispiel
schief?) &

Sei H der Schiefkorper der Quaternionen (vgl. das Kleingedruckte auf Seite 6). Das Po-
lynom f = 22 +1 € H[z] vom Grad 2 hat mindestens die sechs verschiedenen Nullstellen
+4, 475, £k in H. (Tatsichlich sind alle Quaternionen a = bi+cj+dk mit b>+c*+d? = 1
Nullstellen, also hat f sogar iiberabzihlbar viele Nullstellen!). Die Voraussetzung, dass
R kommutativ ist, ist also auch wesentlich. (Wo geht der Beweis hier schief?)

9.11. Folgerung. Sei K ein Korper. Dann ist K[z| ein euklidischer Ring mit
der euklidischen Normfunktion N : f+— max{0,deg(f) + 1}.

Beweis. Es ist nur zu zeigen, dass die angegebene Funktion eine euklidische Norm-
funktion ist. Es ist klar, dass N(f) = 0 genau fiir f = 0 gilt. Seien a,b € K|z]
mit b # 0. Dann ist 8 = lcf(b) € K*. Sei &/ = 371b; ' € K|x] ist ein normiertes
Polynom. Nach Satz 9.8 gibt es ¢/, r € K|x] mit

a=¢b +r und deg(r) < deg(d) =deg(b), also N(r)< N(b).

Wir setzen ¢ = B¢/, dann gilt a = ¢b + r. Damit erfiillt N auch die zweite
Eigenschaft einer euklidischen Normfunktion. u

Insbesondere ist K [x] also ein Hauptidealring und damit faktoriell.

9.12. Beispiel. Auf der anderen Seite ist etwa der Ring Z[z] kein Hauptideal-
ring. Zum Beispiel ist das Ideal (2, )z}, kein Hauptideal. (Wére es eines, etwa
erzeugt von a € Z[z], dann miisste a konstant sein, denn a ist ein Teiler von 2.
Damit a ein Teiler von z ist, miisste a = 41 sein, aber £1 sind nicht im Ideal
enthalten.) Allerdings ist Z[z| immer noch faktoriell. Das ist ein Spezialfall des
néchsten Satzes. Dafiir brauchen wir aber noch ein wenig Vorbereitung. )

Tatséchlich gilt sogar:
Ist R[x] ein Hauptidealring, dann ist R ein Korper.
Folgerung 9.11 ist hier also das bestmogliche Ergebnis.

Den ggT und das kgV einer beliebigen Teilmenge A eines Integritétsbereichs R
definiert man analog zu ggT und kgV von zwei Elementen (vergleiche Definiti-
on 2.9):

9.13. Definition. Seien R ein Integritidtsbereich und A C R eine Teilmenge.
g € R heift ein grofiter gemeinsamer Teiler von A, wenn g | a gilt fir alle a € A
und wenn jedes r € R mit r | a fiir alle a € A ein Teiler von g ist.

k € R heifit ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von A, wenn a | k gilt fiir alle
a € A und wenn jedes r € R mit a | r fiir alle a € A ein Vielfaches von k ist.

Wir schreiben dann wieder g ~ ggT(A), k ~ kgV(A), und falls A = {ay, a9, ...,a,}
ist, auch ggT(ay,as,...,a,) und kgV(ay, as, ..., a,). &
Es gilt dann

ggT (a1, as, ... an) ~ ggT(ggT(. .. ggT(ggT (a1, az),a3),...),an)

und analog fiir das kgV. Aufierdem hat man ggT(()) ~ 0 und kgV (@) ~ 1 (Ubung).
Ist R faktoriell, dann existieren also ggT und kgV von beliebigen endlichen Teil-
mengen von R.

BSP
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9.14. Definition. Seien R ein faktorieller Ring und f = ag+ a1z + ...+ a,z" €
R]z] ein Polynom. Dann heifit cont(f) = ggT(ag, ay, ..., a,) der Inhalt (engl. con-
tent) von f (der Inhalt ist nur bis auf Assoziierte eindeutig bestimmt). Hat f den
Inhalt 1, dann heifit f primitiv. Offenbar kann man jedes Polynom f schreiben
als ein Produkt aus seinem Inhalt cont(f) und einem primitiven Polynom pp(f)
(primitive part). Der Vollsténdigkeit halber setzen wir pp(0) = 1. &

9.15. Lemma. Seien R ein faktorieller Ring und K der Quotientenkorper von R.
Wir betrachten R[x] als Unterring von K[z]. Sei 0 # f € K[z]. Dann gibt es
cont(f) € K* und ein primitives Polynom pp(f) € R[x] mit f = cont(f) pp(f).
Der Inhalt cont(f) (und damit auch pp(f)) ist bis auf Multiplikation mit einer
FEinheit von R eindeutig bestimmt. Es gilt f € R|x] genau dann, wenn cont(f) € R.

Beweis. Sei f = ag+ a1z + ...+ a,2"™ mit a; = b;/c; und bj,¢c; € R, ¢; # 0. Es
gibt einen gemeinsamen Nenner ¢ € R (z.B. ¢ = cpeq -+ - ¢,), sodass ¢f € R[z].
Wir setzen cont(f) = ¢~ cont(cf) und pp(f) = pp(cf). (Dies erweitert die fiir
f € R[x] definierten Begriffe, da wir fiir f € R[z| den gemeinsamen Nenner ¢ = 1
nehmen konnen.)

Gilt ag = /¢’ mit o,/ € K* und primitiven Polynomen g¢,¢" € R[z], dann
konnen wir (nach Multiplikation mit einem gemeinsamen Nenner) annehmen, dass
a,a’ € R. Es folgt a ~ cont(ag) ~ cont(a’g’) ~ o, also a/a’ € R* (und analog
fiir g und ¢’). Daraus folgt die Eindeutigkeitsaussage, wenn wir fiir a (bzw. o)
einen Inhalt von f und fiir g (bzw. ¢') den zugehérigen primitiven Anteil nehmen.

Ist cont(f) € R, dann ist wegen pp(f) € R[z] auch f = cont(f)pp(f) € R[z].
Umgekehrt gilt natiirlich (nach Definition) cont(f) € R fiir f € R[z]. a

9.16. Lemma. Sei R ein faktorieller Ring und seien f,g € R[z| primitive Poly-
nome. Dann ist fg ebenfalls primitiv.

Wenn wir mit ~ Gleichheit bis auf einen Faktor in R* bezeichnen, folgt daraus
leicht fiir beliebige Polynome 0 # f, g € Rz]:

cont(fg) ~ cont(f)cont(g)  und  pp(fg) ~ pp(f)pp(9)-

Beweis. Nach Definition 9.14 ist fg genau dann primitiv, wenn es kein Primele-
ment 7 von R gibt, das alle Koeffizienten von fg teilt. Sei also 7 ein Primelement
von R. Wir schreiben a; fiir die Koeffizienten von f und b; fiir die Koeffizienten
von g. Da f und g beide primitiv sind, gibt es m,n € Zsq, sodass 7 { a,,, aber
7 | a; fir alle j > m, und 7 1 b,, aber 7 | b; fiir alle j > n. Wir betrachten den
(m + n)-ten Koeffizienten von fg. Er ist gegeben durch

(aobm+n+a1bm+n—1+- . ~+am—1bn+1)+ambn+(am+1bn—1+' . -+am+n—1b1 +a'm+nbO) .

In der ersten Teilsumme sind alle b; durch 7 teilbar, in der letzten Teilsumme
sind alle a; durch 7 teilbar, also sind beide Teilsummen durch 7 teilbar. Auf
der anderen Seite ist aber der mittlere Term a,,b,, nicht durch 7 teilbar. Also ist
auch die gesamte Summe nicht durch 7 teilbar und wir sehen, dass 7 nicht alle
Koeffizienten von fg teilt. u

Wir wollen jetzt beweisen, dass mit R auch R[z] wieder faktoriell ist. Die Idee
dazu kommt aus den vorigen beiden Lemmas, die es uns erlauben, die Behauptung
darauf zuriickzufiihren, dass sowohl R als auch K[z| faktoriell sind. Das wollen wir
zuerst noch prézisieren.
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9.17. Lemma. Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkérper K. Wir be- LEMMA
zeichnen die Teilbarkeitsrelationen in R, K[x] und Rx] mit |g, |k(z) und |gp). Fir Teilbarkeit
Polynome f,g € R[z] \ {0} gilt dann in R[z]

f Ry 9 == cont(f) [ cont(g) und pp(f) |k PP(9)-

Beweis. Es bezeichne ~ Gleichheit bis auf einen Faktor in R*.

Sei g = fh in R[x]. Aus dem Lemma von Gauf 9.16 folgt einerseits die Relation
cont(g) ~ cont(fh) ~ cont(f)cont(h), also cont(f) |gr cont(g) und andererseits

pp(g) ~ pp(f) pp(h), also pp(f) |rw) PP(g) und damit auch pp(f) |k PP(g)-

Es gelte jetzt umgekehrt cont(f) |z cont(g) und pp(f) |k pp(g). Dann gibt es
h € K[z] mit pp(g) = pp(f)h. Es folgt cont(h) ~ cont(pp(f)h) ~ cont(pp(g)) ~ 1,
also ist h € Rx] (sogar primitiv), und wir haben pp(f) |rw pp(9). Es folgt
| = cont(f) pp(f) |r) cont(g) pp(g) = g- Q

Beachte, dass sich f und pp(f) nur um einen Faktor in K* = K[z]* unterscheiden.
Die Aussagen ,,pp(f) |k pPp(9)“ und ., f |k g° sind also dquivalent. Die Aussage
des Lemmas ldsst sich also auch so formulieren: f teilt g in R[x] genau dann, wenn
f ein Teiler von ¢ in Klz] ist und zusétzlich der Inhalt von f den Inhalt von g
teilt.

9.18. Folgerung. Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkérper K und sei FOLG
f € Rx]. f ist genau dann ein Primelement von R[z], wenn entweder f € R ein Primelemente
Primelement ist oder f nicht konstant, primitiv und in K[x] prim ist. in R[x]

Da R und K[z| beide faktoriell sind, bedeutet ,,prim* und ,irreduzibel“ in beiden
Ringen jeweils dasselbe.

Beweis. Sei zunéchst f € R C R|x]. Wir haben schon gesehen, dass R[z]* = R*
ist. Die Bedingung ,, f # 0 und keine Einheit“ ist daher in R und R[z| dieselbe.
Ist f prim in R[z], dann auch in R, da die Bedingung fiir Letzteres schwécher ist.
Umgekehrt folgt aus f |gp) gh nach Lemma 9.17 auch f ~ cont(f) |r cont(gh) ~
cont(g) cont(h); wenn f in R prim ist, dann gilt also f |gjz) cont(g) |re) g oder
[ |rjz) cont(h) |z h, und f ist auch in R[z] prim.

Sei jetzt f nicht konstant. Dann ist f # 0 und keine Einheit (auch keine Einheit
in K[z]). Ist f prim in R[z], dann folgt aus f ~ cont(f)pp(f), dass f |rp pP(f)
gelten muss (denn f {gj;) cont(f), wenn f nicht konstant ist); das bedeutet aber,
dass schon f ~ pp(f) gilt, also ist f primitiv. Gilt dann f |k gh mit g, h € K|z],
dann folgt wieder mit Lemma 9.17 f ~ pp(f) |k pp(9) pp(h); diese Teilbarkeit
gilt auch in R[z], und aus f prim folgt dann f |ge pPP(9) |rE g oder f |gpy
pP(h) |gp h; diese Teilbarkeit gilt dann auch in K[z, und damit ist f auch prim
in K{z].

Ist umgekehrt f primitiv und prim in K[z], dann folgt aus f |gL gh auch
[ k@ gh, also f | Klz] 9 oder f |kp) h. Zusammen mit der trivialen Relation
1 ~ cont(f) |r cont(g),cont(h) folgt mit Lemma 9.17 dann f |gy) g oder f |gp h
gelten muss. Damit ist f prim in R[z]. Qa

Jetzt konnen wir den Satz beweisen.
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9.19. Satz. Sei R ein faktorieller Ring. Dann ist R[x] ebenfalls faktoriell.

Beweis. Sei Pg ein Représentantensystem der Primelemente von R bis auf Asso-
zilerte und sei Pk, ein Représentantensystem der Primelemente von K[z| bis auf
Assorziierte, das aus primitiven Polynomen in R|x] besteht. Nach Lemma 9.18 ist
dann Pgp,; = Pr UPk|,) ein Représentantensystem der Primelemente von R]x] bis
auf Assoziierte.

Sei 0 # f € R[z]. Da K|x] faktoriell ist, gibt es eindeutig bestimmte e, € Z> fiir
p € Pkpe) mit e, = 0 fiir alle bis auf endlich viele p und ¢ € K[z]* = K* mit

f=c H per .

PEPK )
Da alle p € Pg|,) primitiv sind, ist das Produkt auf der rechten Seite auch primitiv
(Lemma 9.16 von Gauf}), und es folgt cont(f) ~ ¢ € R. Da R faktoriell ist, gibt es

eindeutig bestimmte e, € Z> fiir p € Pg mit e, = 0 fiir alle bis auf endlich viele p
und v € R* = R[x]* mit

pEPR
Insgesamt bekommen wir die gewiinschte eindeutige Darstellung
f=u ] »~ Q
pePR[z]

9.20. Folgerung. Sei R ein faktorieller Ring. Ein Polynom f € R[z| ist genau
dann irreduzibel, wenn entweder f konstant und irreduzibel in R oder [ mnicht
konstant, primitiv und irreduzibel in K [x] ist.

Beweis. Das folgt aus Lemma 9.18 und Satz 9.19, da in jedem faktoriellen Ring
die Primelemente und die irreduziblen Elemente iibereinstimmen. a

9.21. Folgerung. Sei R ein faktorieller Ring (zum Beispiel ein Korper). Dann
ist der Polynomring R[z1,xo, ..., x,] in n Unbestimmten tiber R fir jedes n > 0
faktoriell.

Beweis. Induktion nach n unter Verwendung von Satz 9.19 und der rekursiven
Definition R[xy, ..., &p, Tpi1] = (R[xl, . ,xn]) (1] a

SATZ
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10. IRREDUZIBILITATSKRITERIEN FUR POLYNOME

Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkérper K. (Das Standardbeispiel ist
R =7 und K = Q.) In diesem Abschnitt geht es darum, wie man zeigen kann,
dass ein gegebenes Polynom aus K|[z] irreduzibel ist. Eine erste Aussage in dieser
Richtung setzt Irreduzibilitit in K[x] und in R[z] zueinander in Beziehung.

10.1. Folgerung. FEin Polynom 0 # f € Klz| ist genau dann irreduzibel, wenn
pp(f) in R[x] irreduzibel ist.

Beweis. Das folgt aus Folgerung 9.20: In K[z] sind alle Konstanten # 0 Einheiten,
also ist f in K[z| irreduzibel genau dann, wenn pp(f) in K[z] irreduzibel ist. Das
wiederum ist dazu dquivalent, dass pp(f) in R[z] irreduzibel ist. (Beachte, dass
die Aquivalenz auch fiir f konstant gilt: In diesem Fall ist f eine Einheit in K[z]
und pp(f) = 1 eine Einheit in R[z]; beide sind daher nicht irreduzibel.) Qa

Fiir Polynome von niedrigem Grad haben wir folgendes Kriterium.

10.2. Lemma. Sei (nur fir dieses Lemma) K ein beliebiger Korper und sei
f € Klz| nicht konstant. [ ist genau dann irreduzibel, wenn es kein normiertes
Polynom g € K|z| gibt mit 1 < deg(g) < deg(f)/2 und g | f. Insbesondere gilt:

(1) Ist deg(f) =1, dann ist f irreduzibel.

(2) Ist deg(f) € {2,3}, dann ist f genau dann irreduzibel, wenn f keine Null-
stelle in K hat.

Beweis. f ist genau dann reduzibel, wenn f = gh mit g, h € K|z] beide nicht kon-
stant. Es folgt deg(g), deg(h) > 1 und deg(g) +deg(h) = deg(f). Wir kénnen ohne
Einschréankung annehmen, dass deg(g) < deg(h) ist; dann folgt deg(g) < deg(f)/2.
Der Leitkoeffizient von ¢ ist eine Einheit; mit g ist also auch das normierte Poly-
nom lcf(g)~'g vom selben Grad ein Teiler von f.

Gilt deg(f) = 1, dann ist das Kriterium trivialerweise erfiillt.

Im Fall deg(f) € {2,3} darf es keinen normierten Teiler vom Grad 1 geben. Das
Polynom x — a ist aber genau dann ein Teiler von f, wenn a eine Nullstelle von f
ist (siehe Folgerung 9.9). Q

10.3. Beispiel. Das Polynom f = x2 +z + 1 ist in Q[x] irreduzibel, weil f keine
Nullstelle in Q hat: f(&) = (£+ %)2 + 3 ist fiir £ € R stets positiv, also hat f nicht
einmal eine Nullstelle in R. Man sieht, dass ? + x + 1 auch in R[z] irreduzibel
ist. Es gibt auch Polynome, die in Q[z] irreduzibel, aber in R[z]| reduzibel sind,
zum Beispiel 22 — 2. Auf der anderen Seite ist kein Polynom von ungeradem
Grad > 1 in R[z| irreduzibel, denn es hat stets eine reelle Nullstelle (nach dem
Zwischenwertsatz). &
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10.4. Beispiel. Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass jedes nicht kon-
stante Polynom in Clz| eine Nullstelle in C hat. Daraus folgt, dass die einzigen
normierten irreduziblen Polynome in C[z] die der Form = — « sind. Daraus folgt
auch, dass ein Polynom in R[z] reduzibel sein muss, sobald sein Grad grofer als 2
ist: Sei f € R[z] mit deg(f) > 3. Dann hat f eine Nullstelle a € C. Ist a sogar
reell, dann ist f offensichtlich reduzibel. Ist « nicht reell, dann ist & eine weitere
Nullstelle von f, und f ist durch (x — a)(x — @) = 22 — 2Reaz + |a]* € Rz]
teilbar. Wegen deg(f) > 3 ist dies ein echter Teiler, also ist f reduzibel. Insgesamt
sieht man, dass die normierten irreduziblen Polynome in R[z| genau die Polynome
r —a mit a € R und die Polynome 2% + bz + ¢ mit b* < 4c sind (Letztere sind die
normierten quadratischen Polynome ohne reelle Nullstelle). s

Wie kann man nun feststellen, ob ein Polynom in Q[z] eine Nullstelle in Q hat?

10.5. Lemma. Sei f € R[x] primitiv und nicht konstant, f = ap+a1x+. . .+a,z"
mit a, # 0. Ist « € K eine Nullstelle von f, dann kann man o schreiben als
a=r/smitr,s € R, 1 |ay, s|a,.

Beweis. Sei a = r/s mit r,s € R, r L s (da R faktoriell ist, kann man den
Bruch stets kiirzen). Aus @ — « |y f folgt pp(z — @) |gE) pp(f) = f, und es ist
pp(x — @) ~ sx — r. Daraus folgt (durch Betrachten der Leitkoeffizienten und der
Koeffizienten von 2), dass s | a,, und 7 | aq. a

10.6. Beispiel. Das Polynom f = 2® + 122 —x + 3 € Q[z] ist irreduzibel: Es ist
pp(f) = 22® + 2% — 22 + 3 € Z[z]. Ist r/s € Q eine Nullstelle von f in gekiirzter
Form, dann gilt | 3 und s | 2. Es gibt also die Moglichkeiten +1, £3, £ und +3;
man rechnet nach, dass keine dieser acht Zahlen eine Nullstelle von f ist. Damit
ist gezeigt, dass f keine Nullstelle in Q hat, also muss f irreduzibel sein. s

10.7. Beispiel. Demgegeniiber hat 2! + 4 € Q[x] ebenfalls keine Nullstelle in Q
(denn der Wert ist stets positiv), ist aber reduzibel:

vt 4= (2% + 22+ 2)(2* — 22+ 2)

Fiir Polynome vom Grad > 4 braucht man also andere Methoden. &

10.8. Beispiele. Wenn man keine Kriterien anwenden kann, die einem direkt die
Irreduzibilitét liefern, dann kann man versuchen, explizit einen Teiler von pp(f)
zu finden. Als Beispiel betrachten wir f = 2* + 22 + 1 € Q[xz]. Dieses Polynom
hat keine Nullstelle in R, also auch nicht in Q. Es bleibt die Moglichkeit einer
Faktorisierung
f=pp(f) =a*+2% +1= (2> +ax + b)(2* + cx + d)
=a2' + (a+c)x® + (b+ ac+ d)z* + (ad + be)w + bd
mit a, b, c,d € Z. Koeffizientenvergleich liefert die Bedingungen
a+c=0, b+ac+d=1, ad + bc = 0, bd =1.

Die letzte Gleichung hat die beiden Losungen b = d = —1 und b = d = 1. Mit
¢ = —a ergibt das
a® = -3 bzw. a?=1.
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Die erste Gleichung hat keine Losung in Z, wihrend die zweite etwa von a = 1
gelost wird. Tatséchlich ergibt a =0 =d =1, ¢ = —1 die Faktorisierung

= e+ D2t -2+ 1).

Fiir 2% + 8, ebenfalls ohne rationale Nullstelle, bekommen wir analog die Bedin-
gungen

a+c=0, b+ac+d=0, ad + bc = 0, bd = 8.

Mit (b,d) = (1,8),(—1,—-8),(2,4),(—2,—4) (das sind alle Moglichkeiten bis auf
Vertauschen der Faktoren) und ¢ = —a erhalten wir aus der zweiten Gleichung

a?=b+d=9 -9, 6, —6.

Nur im ersten Fall gibt es Losungen a = +3. Eingesetzt in die dritte Gleichung
liefert das 0 = £3(d—b) = £3-7, ein Widerspruch. Also gibt es keine Faktorisierung
in Polynome vom Grad 2; damit ist % + 8 € Q[z] irreduzibel. &

Eine héufig erfolgreiche Methode arbeitet mit Reduktion. Wenn p € R ein Primele-
ment ist, dann ist R/ Rp ein Integritéatsbereich (denn Rp ist ein Primideal, verglei-
che Satz 6.18). Der Einsetzungshomomorphismus, der zum kanonischen Epimor-
phismus R — R/Rp und x — z gehort (vergleiche Satz 9.2 und Definition 9.3),
liefert einen kanonischen Homomorphismus R[z] — (R/Rp)[z]. Um ihn anzuwen-
den, muss man die Koeffizienten ,,modulo p reduzieren*.

10.9. Satz. Seip € R prim und f € Rlx] primitiv mit p t 1cf(f). Ist das Bild
von [ in (R/Rp)|x] irreduzibel, so ist f in R[z| irreduzibel.

Beweis. Wir schreiben f fiir das Bild von f in (R/Rp)[z]; analog fiir andere Poly-
nome. Ist f = gh mit 1 < deg(g) < deg(f), dann folgt f = gh in (R/Rp)[z]. Aus

p 1 1ct(f) folgt p 1 1cf(g), p { lcf(h), und damit deg(f) = deg(f), deg(g) = deg(g),
deg(h) = deg(h). Wir erhalten also eine echte Zerlegung von f, im Widerspruch

dazu, dass f irreduzibel ist. Also kann f auch nicht reduzibel sein. a

10.10. Beispiel. Wir betrachten R = Z und p = 2, dann ist Z/2Z = Fy der
Korper mit zwei Elementen. Die irreduziblen Polynome vom Grad hochstens 4
in Fy[z] sind (alle sind normiert, da 1 der einzig mogliche Leitkoeffizient ist)

r, x+1, 22+ + 1, B24r+1, 2+ +1
st4r+1, 2+ +1, B+t +r+1.

(Um diese Liste zu bekommen, beginnt man mit den (normierten) irreduziblen
Polynomen vom Grad 1; das sind alle der Form x — a, hier mit a € {0,1} = Fs.
Dann bildet man alle Produkte von zwei solchen Polynomen — hier 22, x(z+1) =
2>+ 1z, (x +1)2 = 22 + 1 — das sind die reduziblen Polynome vom Grad 2.
Die verbleibenden sind dann die irreduziblen Polynome vom Grad 2, das ist hier
nur 22 + x + 1. Dann bildet man alle méglichen Produkte vom Grad 3 aus den
irreduziblen Polynomen vom Grad < 2, um die reduziblen Polynome vom Grad 3
zu finden, usw. Fiir Polynome von kleinem Grad kann man das natiirlich unter
Verwendung von Lemma 10.2 abkiirzen.)

Daraus folgt zum Beispiel, dass 3z* + 22% — 422 — 52 + 7 € Z[z] irreduzibel ist,
denn die Reduktion modulo 2 ist das irreduzible Polynom z* + z + 1. &
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10.11. Beispiel. Es gibt aber auch Polynome, die irreduzibel sind, aber gleich-
zeitig die Eigenschaft haben, dass sie modulo jeder Primzahl reduzibel werden.
Ein Beispiel dafiir ist das Polynom z* + 9. Ahnlich wie in Beispiel 10.8 zeigt man,
dass es irreduzibel ist. Fiir den Nachweis, dass man stets eine Zerlegung mod p
hat, braucht man die Theorie der quadratischen Reste (siche spéter in dieser Vor-
lesung). Zum Beispiel gilt:

'+ 9= (z+1)" mod 2

z* 4+ 9 = 2* mod 3

' +9=(z+1)(z+2)(z—2)(x—1) mod 5
' +9= (2" +2—3)(2* —r —3)mod 7

' +9 = (2% + 4o — 3)(2® — 42 — 3) mod 11

Demgegeniiber funktioniert das Reduktionskriterium fiir z* + 8, denn die Reduk-
tion modulo 5 ist irreduzibel. Allerdings erfordert der Nachweis, dass das so ist,
eher mehr an Rechnung als die Methode von Beispiel 10.8. &

Man kann das Reduktionskriterium verfeinern, indem man die Faktorisierungen in irre-
duzible Faktoren modulo verschiedener Primzahlen vergleicht.

Fiir das Polynom f = 2% — 2% + 322 4+ 22 — 1 € Z[z] gilt zum Beispiel
f=(x+1)(2®+2+1) mod 2 und  f= (2 +1)(2® —2z — 1) mod 3

und die angegebenen Faktoren sind irreduzibel in Fy[x] bzw. F3[z]. Ein nichttrivialer
Teiler g von f in Z[z] miisste sich mod 2 und mod 3 jeweils auf einen der Faktoren
reduzieren (allgemein: auf ein Produkt irreduzibler Faktoren), was

deg(g) € {1,3} {2} =0

zur Folge hitte. Also kann es keinen nichttrivialen Teiler geben und f ist irreduzibel.

Hinter der Aussage, dass z*+9 modulo p stets reduzibel ist, stecken die Faktorisierungen
249 = (2% 434) (22 —34) = (2> +V6x+3) (2> —V6z+3) = (22 +V6iz—3) (2> —V6iz—3)

iiber den Ringen Z[3], Z[v/6] und Z[/63]. Aus der Theorie der quadratischen Reste folgt,
dass fiir jede Primzahl p stets mindestens eine der Zahlen —1, 6 und —6 ein Quadrat
modulo p ist (d.h., das Bild in F,, ist ein Quadrat). Damit lésst sich stets mindestens
eine der obigen Faktorisierungen auch iiber I, realisieren.

Die Existenz der Faktorisierungen wiederum hingt mit der Darstellung der Nullstel-
len von z* + n2 in der Form %(i\/ﬁ + \/%1,) zusammen. Fiir * + 8 hat man keine
Darstellung der Nullstellen durch einfache (nicht verschachtelte) Quadratwurzeln. Eine
genauere Analyse dieses Phdnomens ist mithilfe der Galois- Theorie moglich, die wir am
Ende der ,Einfithrung in die Algebra“ diskutieren werden.

Ein weiteres wichtiges Kriterium ist das Eisenstein-Kriterium. Es basiert ebenfalls
auf Reduktion, verwendet aber noch ein zusétzliches Argument.

10.12. Lemma. Sei R’ ein Integrititsbereich, seien a € R'\ {0} und n > 0.
Dann sind die Teiler von az™ in R'|x] genau die Polynome der Form bx™ mitb | a
(insbesondere b # 0) und m < n.
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Beweis. Es ist klar, dass die angegebenen Polynome Teiler sind. Sei umgekehrt
g € R'[z] ein Teiler von az™. Dann gibt es h € R'[z] mit az™ = gh; aulerdem
gilt deg(g) + deg(h) = n (vergleiche Lemma 9.5), also ist m = deg(g) < n. Wir
schreiben

g=by+br+...+byx™ und h=co+crx+...+cppmx™ ™.

Sei 0 < k < m der kleinste Index mit b, # 0 und 0 < [ < n — m der kleinste
Index mit ¢; # 0. Analog zum Beweis des Lemmas von Gaufl 9.16 folgt, dass
der Koeffizient von 2% in gh nicht null ist (hier verwenden wir wieder, dass R’
nullteilerfrei ist). Wegen gh = az™ muss k+1 = n sein, also k = m und [ = n —m.
Damit haben g und h die Form g = bz™, h = cx™ ™ mit bc = a; das war zu
zeigen. a

10.13. Satz. Sei f = ap+ a1z + ...+ a,a™ € R[x] primitiv und nicht konstant SATZ

und sei p € R ein Primelement mit p{ a,, p | a; fir 0 < j <n und p*{ ag. Dann
ist f irreduzibel.

Beweis. Wir betrachten wieder die Reduktion f von f modulo p. Die Vorausset-
zungen implizieren, dass f = uz™ ist mit einem Element 0 # u € R/Rp. Ist f = gh
eine echte Zerlegung, dann folgt nach Lemma 10.12 (beachte, dass R/Rp ein In-
tegritatsbereich ist, denn Rp ist ein Primideal, vergleiche Satz 6.18) g = u/z™,
h =u"z"™™ mit 0 # «',u” € R/Rp und 1 < m < n — 1. Dann miissen die kon-
stanten Terme von g und h durch p teilbar sein: p | ¢(0), p | h(0), woraus folgt
p? | g(0)h(0) = f(0) = ag, ein Widerspruch zur Voraussetzung. Also kann f keine
echte Zerlegung haben. a

Ein haufiger Fehler bei der Anwendung des Kriteriums ist, dass die Bedingung
p | ap vergessen wird und nur p? { a¢ gepriift wird. (Und natiirlich muss p prim
sein. . .)

10.14. Beispiele. Fiir jedes n > 2 ist das Polynom 2" +6x+3 in Z[z] irreduzibel,
denn man kann das Eisenstein-Kriterium mit p = 3 anwenden.

Manchmal muss man einen kleinen Trick anwenden: Ist a € R, dann haben wir
den Einsetzungshomomorphismus R[z] — Rlz|, f — f(x + a), der ein Automor-
phismus von R[z] ist (f — f(x —a) ist der inverse Homomorphismus). Daher gilt,
dass f genau dann irreduzibel ist, wenn f(z + a) irreduzibel ist. Zum Beispiel ist
f =2+ 1 € Z[z] irreduzibel, denn f(zx+1) = 2 +42>+ 622 +4x+2 ist irreduzibel
nach Eisenstein mit p = 2. (Das funktioniert {ibrigens auch mit z* + 9.)

Ahnlich sieht man, dass fiir eine Primzahl p das Polynom fo=1+x+.. . +a7!
in Z[z] irreduzibel ist: Es gilt f, = (zP—1)/(z—1) (im Quotientenkérper von Q|z]),

also ist
(z+1)P -1 . P\ i1
frlz+1)=—F—— = )i
ey = ()

Die Binomialkoeffizienten (?) sind fiir 1 < j < p durch p teilbar (denn p teilt den

Zéhler p!, aber nicht den Nenner j!(p — 5)!), und der konstante Term ist (¥) = p,
also ist das Fisenstein-Kriterium mit der Primzahl p anwendbar.

Ist n keine Primzahl, dann ist f, = 1+ 2 + ... + 2"~ ! nicht irreduzibel, denn fiir m | n
gilt fin | f-
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10.15. Beispiel. Ein weiteres Beispiel ist f = 2"+y"—1 € Q[z, y] mit n > 1. Hier
ist R = Q[z]; wir betrachten also f als Polynom 3"+ (2" —1) in y mit Koeffizienten
aus R. Das Element p = x — 1 ist ein Primelement von R, das alle Koeffizienten
von f bis auf den Leitkoeffizienten teilt, und es gilt p* = (z — 1)? f 2™ — 1 (denn
(2" —1)/(x —1) =2™ '+ ...+ 2+ 1 hat den Wert n # 0 an der Stelle 1). Nach
dem Eisenstein-Kriterium ist f also irreduzibel. &

Zum Abschluss werden wir noch ein Kriterium herleiten, das es uns erlaubt zu ent-
scheiden, ob ein Polynom iiber einem Korper quadratfrei ist, also keine irreduziblen
Faktoren mehrfach enthélt. Dazu definieren wir die Ableitung eines Polynoms. Wir
kénnen natiirlich keine Grenzwerte verwenden; deswegen nehmen wir einfach die
iiblichen Formeln.

10.16. Definition. Sei R ein kommutativer Ring, f = ap+a12+. . .+a,2" € R|x].
Die Ableitung von f ist

f/:a1+2a2$+ +nan Z]a]x] 1. <>

10.17. Lemma. Sei R ein kommutativer Ring. Dann gilt fir a € R, f,g € R[z]:
(1)
(2)
(3)
(4)

a
af) af und (f+g9)' = f'+4g.

(
(fg9) = fg+ fd.

deg(f") < deg(f) — 1 mit Gleichheit, wenn deg(f) - 1r # 0 und kein Null-
teiler in R ist, also insbesondere dann, wenn f nicht konstant und R in
einem Korper der Charakteristik 0 enthalten ist.

4

Ein Korper K hat Charakteristik 0, wenn fiir alle n € Z~ gilt n - 1x # 0. Das ist
dquivalent dazu, dass Q in K enthalten ist. (Die Charakteristik eines Korpers K
wurde in der Linearen Algebra definiert: Sie ist der nichtnegative Erzeuger des
Ideals ker(Z — K) von Z, wobei Z — K der eindeutig bestimmte Ringhomomor-
phismus ist.)

Beweis. Die ersten beiden Punkte folgen leicht aus der Definition. Fiir die dritte
Aussage geniigt es, den Fall f = 2™, g = 2™ zu betrachten. Dann ist aber

(f9)' = (m+n)a™ "™ = (ma™ )a" + 2™ (na""") = f'g + fg'.
Der allgemeine Fall folgt aus dem Distributivgesetz und Teil (2).

Die Ungleichung in der vierten Aussage ist klar. Ist deg(f) = n und lcf(f) = a,,
dann gilt deg(f’) = n— 1 genau dann, wenn na, = (n-1g)a, # 0 ist; das ist sicher
dann erfiillt, wenn n - 1z nicht null und kein Nullteiler ist. Ist f nicht konstant,
dann ist deg(f) > 0; in einem Koérper der Charakteristik 0 ist n - 1 nur dann null
oder ein Nullteiler, wenn n = 0 ist. a

Jetzt konnen wir das Kriterium formulieren. Es ist analog zu der aus der Analy-
sis bekannten Tatsache, dass eine (hinreichend glatte) Funktion genau dann eine
mehrfache Nullstelle in einem Punkt hat, wenn sowohl sie selbst als auch ihre
Ableitung dort verschwinden.
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10.18. Satz. Sei K ein Kérper der Charakteristik 0. f € Klz] ist genau dann
quadratfret, wenn f und [’ teilerfremd sind.

Beweis. Eine Richtung ist leicht: Ist f nicht quadratfrei, also etwa f = ¢*h mit
deg(g) > 0, dann ist f" = g(2¢’h + gh'), also ist g ein Teiler sowohl von f als auch
von f.

Umgekehrt nehmen wir an, es gebe ein irreduzibles Polynom p € K[z| mit p | f
und p | f’. Dann ist f = ph, also f' = p’h + ph/, und es folgt p | p’h. Da p ein
Primelement in K|[x] ist, muss dann p | p’ oder p | h gelten. Da p’ # 0 (denn p
ist nicht konstant, also ist deg(p’) = deg(p) — 1 > 0 — hier verwenden wir, dass
K Charakteristik 0 hat) und deg(p’) < deg(p), kann p kein Teiler von p’ sein. Es
folgt p | h und damit p? | f. a

10.19. Beispiele. Ist K ein Korper der Charakteristik 0, dann ist fiir jedes n > 1
das Polynom f = 2" — 1 € K[x] quadratfrei, denn f’ = nz"! ist offensichtlich
teilerfremd zu f.

Sei p Primzahl und K = F,(¢) der Quotientenkérper von F,[¢]. Dann ist das Poly-
nom f = 2P —t € K[z] irreduzibel (Eisenstein-Kriterium mit dem Primelement ¢
von F,[t]), aber f = pa?~! = 0. Die Voraussetzung, dass K Charakteristik 0 hat,
ist also wichtig. &

Wenn wir den Kérper L = Fp(u) betrachten, in den wir K einbetten kénnen, indem
wir ¢ auf uP abbilden (der Einsetzungshomomorphismus F,[t] — L, der durch ¢ — u?
gegeben ist, setzt sich auf den Quotientenkérper K von F,[t] fort), dann gilt allerdings
f=aP —uP = (x — w)P in Llz|; iiber dem groBeren Korper ist f also nicht mehr
quadratfrei. Tatséchlich gilt das Kriterium in Satz 10.18 fiir beliebige Korper, wenn
man ,,quadratfrei durch ,,quadratfrei iiber jedem Erweiterungskorper® ersetzt.

Wir definieren die Vielfachheit einer Nullstelle in der offensichtlichen Weise, so
wie wir das schon in der Linearen Algebra fiir die algebraische Vielfachheit eines
Eigenwerts getan haben:

10.20. Definition. Seien K ein Korper, 0 # f € K|x] und a € K. Die Vielfach-
heit von a als Nullstelle von f ist der Exponent von x — a in der Primfaktorzerle-
gung von f (im faktoriellen Ring K{z]). &

Wenn n die Vielfachheit ist, dann kann man also f = (x — a)"g schreiben mit
g € K[z] und g(a) # 0.

Hat K Charakteristik 0, dann kann man die Vielfachheit einer Nullstelle mithilfe
der hoheren Ableitungen bestimmen.

10.21. Lemma. Sei K ein Kirper der Charakteristik 0 und seien 0 # f € K|x]
und a € K. Die Vielfachheit von a als Nullstelle von f ist das (eindeutig bestimm-
te) n € Zsg, sodass f*)(a) = 0 ist fiir alle 0 < k < n, aber f™(a) # 0.

Dabei ist f*) die k-te Ableitung von f, also f(©) = f und f*+D = (f*))

Beweis. Ubung. u
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11. QUADRATISCHE RESTE UND DAS QUADRATISCHE REZIPROZITATSGESETZ

Unser néchstes Ziel ist die Beantwortung der folgenden Frage:

Sei p eine ungerade Primzahl und a € Z. Wie stellt man fest, ob die Kongruenz
22 = amod p

in Z losbar ist?

Die Antwort wird durch das Quadratische Reziprozititsgesetz geliefert. Leider ha-
ben wir nicht genug Zeit dafiir, dieses Ergebnis vollstandig zu beweisen (obwohl
das mit den Mitteln der Vorlesung durchaus moglich wére; siehe den klein ge-
druckten Text in diesem Abschnitt). Auf der anderen Seite ist das Quadratische
Reziprozitéitsgesetz ein Highlight der Zahlentheorie, das ich IThnen nicht vorent-
halten will.

Wir brauchen dafiir ein wichtiges Ergebnis iiber endliche Korper.

11.1. Satz. Sei F' ein endlicher Kiorper mit ¢ Elementen. Dann gelten die fol- SATZ
genden beiden Aussagen: Kleiner Satz
von Fermat

(1) Fiir alle a € F* gilt a?' = 1.
(2) Fir alle a € F gilt a7 = a.

Beweis. Wir zeigen die erste Aussage; die zweite folgt durch Multiplikation mit a
(der Fall a = 0 ist klar). Sei also a € F*. Wir betrachten das Produkt

beF*
Die Abbildung F* — F*, b+ ab, ist eine Permutation (die inverse Abbildung ist
b+ a'h), also gilt P. de Fermat
x 1607-1665
P:Hb:H(ab):a#F Hb:aq_lp,
beF* beF* beF*
und da P # 0 ist, folgt daraus a?~! = 1. a

Wir erinnern uns an die endlichen Korper F,, = Z/pZ fiir jede Primzahl p. Wenn
man Satz 11.1 auf F, anwendet, erhdlt man die Aussagen

(1) Fiir alle a € Z mit p{a gilt a»~' =1 mod p.
(2) Fiir alle a € Z gilt a® = a mod p.

Wir fiihren jetzt die relevanten Begriffe ein.

11.2. Definition. Sei p eine ungerade Primzahl (also p > 2) und a eine nicht DEF

durch p teilbare ganze Zahl. Ist die Kongruenz z? = a mod p in Z lésbar, dann quadratischer
heifit a ein quadratischer Rest (QR) mod p. Anderenfalls heiit a ein quadratischer Rest bzw.
Nichtrest (QNR) mod p. Aquivalent kann man sagen, dass a ein QR (bzw. QNR) Nichtrest

mod p ist, wenn [a] € F) ein Quadrat (bzw. kein Quadrat) ist. Legendre-
Fiir beliebiges a € Z definieren wir das Legendre-Symbol wie folgt: Symbol
; 0 fallsp|a,
<]—)> = 1 falls a quadratischer Rest mod p,

—1 falls a quadratischer Nichtrest mod p. %
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N 3
-

Aus der Definition folgt unmittelbar:
A.-M. Legendre

a=bmodp = <9> - (9) . 1752-1833
p p

11.3. Beispiel. Hier ist eine kleine Tabelle mit den quadratischen Resten bzw. BSP
Nichtresten zwischen 1 und p — 1: QR, QNR
fuir kleine p

P 3[ 5 | 7 11 13 17
QR [ 1]1,4]1,2,4] 1,3,4,5,9 | 1,3,4,9,10,12| 1,2,4,8,9,13, 15, 16
QNR [ 2]2,3[3,5,62,6,7,8,10]| 2,5,6,7,8,11 | 3,5,6,7,10, 11,12, 14

Um alle quadratischen Reste mod p zu finden, bestimmt man die Restklassen

der Quadrate 12, 22, ..., (21)% (Wegen (—a)? = a® ergeben die Quadrate von
p+1)/)2=—-(p—-1)/2,...,p—2= -2, p—1 = —1 mod p keine neuen Restklas-
sen.) &

Es fillt auf, dass es stets genau so viele quadratische Reste wie Nichtreste gibt.
Das ist kein Zufall:

11.4. Lemma. Sei p eine ungerade Primzahl. Unter den Zahlen 1,2,...,p —1 LEMMA
gibt es genau (p — 1)/2 quadratische Reste und (p — 1)/2 quadratische Nichtreste gleich viele
mod p. QR wie QNR

Beweis. Die Aussage ist dquivalent dazu, dass es in F)' genauso viele Quadrate
wie Nichtquadrate gibt. Wir betrachten die Abbildung

q:F; — T, a+— a’.
Ihre Fasern ¢~ '({c}) haben entweder null oder zwei Elemente: Da F,, ein Korper
ist, gilt
V=a> <= (b—a)(b+a)=0 <= b=+a;

wegen p # 2 und a # 0 gilt @ # —a, also haben die nichtleeren Fasern stets zwei
Elemente a und —a. Es folgt, dass # im(q) = #F;/2 = (p — 1)/2 ist. Es gibt also
genau (p — 1)/2 Quadrate in F ¥ und demnach auch (p — 1)/2 Nichtquadrate. QO

Man kann die Aussage von Lemma 11.4 kurz und prégnant so ausdriicken:

p—1 a
;)
o \P

a=

11.5. Satz. Seip eine ungerade Primzahl. Fir a € Z gilt SATZ
Euler-
(ﬂ) = a2 mod p. Kriterium
p

Durch diese Kongruenz ist das Legendre-Symbol eindeutig festgelegt.
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Beweis. Fiir p | a ist das klar. Wir kénnen also p f a annehmen. Nach dem kleinen
Satz von Fermat 11.1 gilt dann a?~! = 1 mod p. Da p eine Primzahl ist, folgt aus

» ’ Pl -1 = (a(pfl)/2 _ 1)(a(p71)/2 + 1) ’

dass a?V/2 = 41 mod p sein muss. Ist a ein quadratischer Rest mod p, dann
gibt es b € Z mit a = b mod p, und es folgt a?~1/2 = p~! = 1 mod p. In diesem
Fall stimmt die Behauptung also. Im Korper F, kann das Polynom xP=D/2 1
hochstens (p—1)/2 Nullstellen haben; die Restklassen [a] fiir quadratische Reste a
tragen aber nach Lemma 11.4 bereits (p —1)/2 Nullstellen bei. Also folgt fiir jeden
quadratischen Nichtrest a mod p, dass a?"1/2 2 1 mod p ist; es bleibt dann nur
die Moglichkeit a®~1/2 = —1 mod p.

Die Eindeutigkeit folgt daraus, dass 0, 1 und —1 in verschiedenen Restklassen
modulo p liegen, wenn p > 2 ist. u

11.6. Folgerung. Seip eine ungerade Primzahl. Fir a,b € 7 gqilt
5)-G)G)
p p) \p)

Beweis. Wir verwenden das Euler-Kriterium 11.5:

(a_b) = (ab)P-D/2 = o-D/2p0-1/2 = (2) (9) mod p.
P p) \p

Da beide Seiten in {—1,0, 1} liegen, folgt aus der Kongruenz die Gleichheit. Q

Die Aussage der Folgerung lésst sich fiir p { a, b auch so zusammenfassen:
a QR und b QR = ab QR
a QR und b QNR = ab QNR
a QNR und b QR = ab QNR
a QNR und b QNR = ab QR

11.7. Beispiel. Fiir jede Primzahl p > 5 gilt, dass mindestens eine der Zahlen
2, 3,6 ein quadratischer Rest mod p sein muss: Sind 2 und 3 QNR mod p, dann
ist 6 =2 -3 ein QR mod p. )

Ganz genauso zeigt man, dass fiir jede Primzahl p > 5 wenigstens eine der Zahlen —1, 6
und —6 ein QR mod p ist. Ist —1 ein QR mod p, dann gibt es a € Z mit a®> = —1 mod p
und man bekommt die Faktorisierung
2* 4+ 9 = (2% 4 3a)(2? — 3a) mod p.
Ist 6 ein QR mod p, dann gibt es b € Z mit b*> = 6 mod p und es gilt
2t +9= (22 + ba + 3) (2 — br + 3) mod p.

Ist schlieBlich —6 ein QR mod p und ¢ € Z mit ¢> = —6 mod p, dann haben wir

2 +9= (2> 4+ cx—3)(x* —cx —3) mod p.

Da es auch fiir p = 2 und p = 3 Faktorisierungen gibt, haben wir die Behauptung
aus Beispiel 10.11 bewiesen, dass man die Irreduzibilitit von z* 4+ 9 nicht mit dem
Reduktionskriterium zeigen kann.

Aus dem Euler-Kriterium koénnen wir leicht ableiten, wann —1 ein quadratischer
Rest mod p ist und wann nicht.

L. Euler
1707-1783

FOLG
Legendre-
Symbol ist
multiplikativ

BSP
2, 3 oder 6
ist QR
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11.8. Folgerung. Seip eine ungerade Primzahl. Dann gilt

—h (—1)P-D/2 = 1 falls p =1 mod 4,
p —1  falls p= 3 mod 4.

Beweis. Es gilt

—1
(—) = (-1)"" Y2 mod p.
p

Da beide Seiten den Wert 41 haben, folgt Gleichheit. u

Also ist —1 genau dann quadratischer Rest mod p, wenn p = 1 mod 4 ist. Diese
Aussage haben wir bereits als Lemma 5.6 formuliert; sie war wichtig fiir unseren
Beweis des Zwei-Quadrate-Satzes fiir Primzahlen (Folgerung 5.8), der damit nun
also vollstdndig bewiesen ist.

Die Aussage von Folgerung 11.8 wird auch als Erstes Erganzungsgesetz zum Qua-
dratischen Reziprozititsgesetz bezeichnet. Der Grund dafiir wird spéter klar wer-
den.

Wie sieht es damit aus, wann 2 quadratischer Rest mod p ist? Hier ist eine Tabelle
mit Eintragen + fiir ,ja* und — fiir ,nein*:

3:—| 5:—| T:+
11:—|13:—
17:4+119: — 231+
29— 131:+
37 : —
41 . + |43 . — 47 1 +

Die sich hier aufdringende Vermutung stimmt tatséchlich:

11.9. Satz. Ist p eine ungerade Primzahl, dann gilt

<2> — (_1)(p2—1)/8 _ { 1 falls p =1 oder 7 mod 8,

1_9 —1 falls p =3 oder 5 mod 8.

Die Aussage von Satz 11.9 heifit auch das Zweite Erginzungsgesetz zum Quadra-
tischen Reziprozititsgesetz.

Fiir den Beweis dieses Ergénzungsgesetzes wie auch des eigentlichen Quadratischen Re-
ziprozitétsgesetzes haben wir leider in der Vorlesung keine Zeit, da dafiir noch Einiges
an Arbeit notig ist. Im Kleingedruckten hier und spéter finden Sie aber die relevanten
Ergebnisse.

Wir erinnern uns an die Definition von R[a] als dem kleinsten Unterring eines Rings R’
(wobei R C R’ und a € R'), der sowohl R als auch a enthilt. In &hnlicher Weise wie
man die Elemente von Untervektorrdumen oder Idealen als Linearkombinationen der
Erzeuger darstellen kann, gibt es eine Beschreibung der Elemente von R[a] mittels des
Einsetzungshomomorphismus.

FOLG
Erstes
Ergdnzungs-
gesetz

zum QRG

SATZ
Zweites
Erganzungs-
gesetz

zum QRG
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Lemma. Seien R ein kommutativer Ring, R C R’ ein Unterring und a € R'. Dann
gilt
Rla] ={f(a) | f € Rl[z]}.

Beweis. Die rechte Seite ist das Bild des Einsetzungshomomorphismus R[x] — R’ der
x auf a abbildet; diese Menge ist also ein Unterring von R’. Auf der anderen Seite ist
klar, dass jeder R und a enthaltende Unterring von R’ auch alle f(a) mit Polynomen
f € R[z] enthalten muss. Die Menge rechts ist also der kleinste Unterring von R’, der
R U {a} enthilt, also definitionsgemaf gleich R[a]. Qa

Ringe wie Z[i] oder Z[+/2] sind Spezialfille (fir R = C, R = Z und f = 2% + 1 bzw.
f = 23 — 2) des folgenden Sachverhalts.

Lemma. Seien R’ ein Integrititsbereich, R C R’ ein Unterring und a € R’ eine
Nullstelle des normierten Polynoms f € R[x] vom Grad n. Wir nehmen an, dass f
in Klx| irreduzibel ist, wobei K der Quotientenkdrper von R ist. Dann lassen sich die
Elemente von R[a] eindeutig in der Form

ro+ria—+rea 4+ ... +rp_1a”

schreiben, wobei o, T1,...,rm—1 € R sind. Insbesondere gilt (R[a])* "R = R*.

Beweis. Nach dem vorigen Lemma haben alle Elemente von R[a] die Form h(a) mit
einem Polynom h € R[x]. Nach Satz 9.8 (Division mit Rest fiir Polynome; hier benutzen
wir, dass f normiert ist) gibt es Polynome ¢,r € R[z] mit h = ¢f +r und deg(r) < n—1,
also

r=ro+riz4...+rp1z" L.
Anwenden des Einsetzungshomomorphismus x — a liefert

h(a) = q(a)f(a) +r(a) = r(a) = ro +ria+... +rp_1a" "

Damit ist gezeigt, dass sich jedes Element in der angegebenen Weise schreiben lésst. Es
bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen, d.h. die Injektivitit der Abbildung
¢: R" — Rla], (10,71, ,"n_1) — 7o+ 7110+ ... +71p_ 10",
Diese Abbildung ist mit der Addition vertraglich. Das iibliche Argument zeigt, dass aus
¢~ 1({0}) = {0} die Injektivitit folgt. Sei also (rq,...,7,_1) € R™ mit ¢(rg,...,7n_1) =
0. Das bedeutet fiir das Polynom
r=ro+rz+...+r,_12" ! € R[],

dass r(a) = 0 ist. Wir nehmen jetzt an, dass r # 0 ist und wollen daraus einen Wider-
spruch ableiten. Sei K der Quotientenkérper von R, dann ist K[x] ein Hauptidealring,
und wir kénnen r und f auch als Elemente von K [z] auffassen. Da f in K[x] irreduzibel
ist und 0 < deg(r) < deg(f), sind r und f in K|[z] teilerfremd, also gibt es Polynome
u1,v; € K[z] mit uyr + v1f = 1. Durch Multiplikation mit einem gemeinsamen Nen-
ner d € R\ {0} erhalten wir u = duy,v = dvy € R[z| und ur + vf = d. Einsetzen von a
liefert den Widerspruch
0=u(a)r(a)+v(a)f(a)=d.

Also muss r = 0, sein; damit ist ¢ injektiv.
Fiir den Beweis des Zusatzes sei u € (R[a])* N R. Dann gibt es

U:TQ+T1(I+...+Tn_1CLn71ER[CL] mit wv=1.
Wir erhalten die Relation

1=wuv = (urg) + (ur1)a+ ...+ (urp—1)a""

n—1

1

Da die Darstellung als R-Linearkombination von 1,a,...,a eindeutig ist, folgt urg =
1, also u € R*. Die umgekehrte Inklusion ist trivial. d

LEMMA
Elemente
von Ra]

LEMMA
RJa] fir
Nullstelle a
eines irred.
Polynoms
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Lemma. Sei R ein kommutativer Ring und sei p eine Primzahl. Dann gilt in R:

(ri+re+...+m)P=rf+r0 +...+ 72 mod Rp.

Beweis. Es geniigt der Fall n = 2 (n < 2 ist trivial, der allgemeine Fall folgt dann durch
Induktion). Es gilt

P
(r1+r)?P = Z <];> ) =l + <]1)> Py 4+ <p f 1>r1r§1 +7rh,
=0

wobei alle Terme aufer dem ersten und letzten durch p teilbar sind, denn die entspre-

chenden Binomialkoeffizienten sind durch p teilbar (in (?) = ﬁij)! teilt p den Zéhler,

aber nicht den Nenner). Die Behauptung folgt. a
Aquivalent kann man das auch so formulieren (betrachte R/Rp):

Sei R ein kommutativer Ring und p eine Primzahl, sodass in R gilt p-1 = 0. Dann gilt
fiir ri, ..., my in R stets (11 + ...+ )P =1 + ...+ 1.

Diese Aussage ist (vor allem in den USA) auch als ,,Freshman’s Dream* bekannt (Fresh-
man = Studienanfinger), weil sich damit Potenzen von Summen so schén vereinfachen
lassen.
Beweis von Satz 11.9. Sei 7 € C eine Zahl mit 7 = —1, und sei R = Z[r]. Dann gilt

(t+r 2 =424 2=247"2(71+1)=2
und, fiir n ungerade,

T = (_1)(n2—1)/8(7_ + 7_71)’

denn 7178 = 7 7348k — ;=1 7548k — _ 1+ ynd 778 = 71 fiir k € Z. Wir haben
dann mit dem , Freshman’s Dream* folgende Kongruenzen mod Rp:

(r+7 W=rP 4777 = (—1)(p2_1)/8(7 +771

und (unter Verwendung des Euler-Kriteriums 11.5)
(r+7HP = ((T + 7_1)2)(1071)/2(7 +771) = 2(7’_1)/2(7 +7 )= <2> (r+771).
Durch Multiplikation mit (7 + 771) ergibt sich
2(—1)(}’2*1)/8 =2 <]2)> mod Rp,
und weil 2 mod p invertierbar ist (p ist ungerade), folgt

(—1)(1’2_1)/8 = <;> mod Rp.

Nach dem Lemma iiber R[a] oben (beachte, dass 2% + 1 € Z[z] irreduzibel ist), ist p
keine Einheit in Z[7]. Wegen p ungerade gilt dann auch 2 ¢ Rp. Daher kénnen wir aus
der Kongruenz mod Rp oben auf Gleichheit schliefien. d

Nachdem wir nun zwei ,, Ergdnzungsgesetze“ kennen, stellt sich natiirlich die Fra-
ge, was das Quadratische Reziprozititsgesetz selbst aussagt. Wir bemerken dafiir
zunéchst, dass ein Teil der Aussage der Ergidnzungsgesetze sich auch wie folgt
formulieren lasst:

e Ob —1 quadratischer Rest oder Nichtrest mod p ist, hédngt nur von p mod 4 ab.

e Ob 2 quadratischer Rest oder Nichtrest mod p ist, hdngt nur von p mod 8 ab.

Die Frage, die sich dann stellt, ist, ob sich das verallgemeinern lésst:
e Ob a QR oder QNR mod p ist, hingt nur von p mod N(a) ab.

LEMMA
,,Freshman'’s
Dream*
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Dabei wire noch ein geeigneter Wert fiir N(a) zu bestimmen. Wegen der Multi-
plikativitdt des Legendre-Symbols geniigt es, Primzahlen a zu betrachten. Wenn
man sich dhnliche Tabellen macht wie oben fiir @ = 2, findet man folgende wahr-
scheinliche Werte fiir N(a):

al 3|57 [11]13]17]19]23]
N(a) |12 ]5|28]44|13]17|76]02]
Man konnte also folgende Vermutung formulieren: Fiir eine ungerade Primzahl ¢
gilt

falls ¢ = 1 mod 4,
N(g) =14 0
4q falls ¢ = 3 mod 4.

Das Quadratische Reziprozitéitsgesetz zeigt, dass diese Vermutung richtig ist, und

sagt auch noch, wie man (% bestimmen kann.

11.10. Satz. Seien p und q verschiedene ungerade Primzahlen. Dann gilt

() ()

Das bedeutet: Fir p = 1 mod 4 oder ¢ = 1 mod 4 gilt <§> = <§>' Im anderen
Fall p= g =3 mod 4 gilt dagegen <%) = — (13).

q
Wir iiberlegen uns, dass daraus wirklich unsere Vermutung iiber N(q) folgt:

e Ist ¢ = 1 mod 4, dann gilt stets (%) = <§>’ und das Symbol <§> héngt nur

von p mod ¢ ab.

e Ist ¢ = 3 mod 4, dann gilt (%) = (—=1)-1/2 <§>. Der erste Faktor héngt nur

von p mod 4 ab, der zweite nur von p mod ¢g. Das Produkt hédngt also nur von
p mod 4q ab.

Wir werden das Quadratische Reziprozitiatsgesetz als ,,QRG* abkiirzen.

11.11. Beispiel. Mithilfe des QRG und seiner Ergénzungsgesetze kann man nun
Legendre-Symbole, die gréflere Zahlen enthalten, recht bequem auswerten. Zum
Beispiel:

(2)-(2)-3)-G )@
Oder alternativ: o (% - (6_77>) T (%) G) =-1.

67\ (109 [-25\ (-1 52_1 2
109) \67) \67 /) \67)\67)
Wir wollen das QRG auf dhnliche Weise beweisen wie das Zweite Ergidnzungsgesetz.
Dazu iiberlegen wir noch einmal, was wir dafiir gebraucht haben:

e Einen geeigneten Ring R, in dem p keine Einheit ist;
e Ein Element v € R mit v? = 2 und 7? = (—1)(172_1)/87 mod Rp.

Wir wollen hier 2 durch p* und p durch ¢ ersetzen. Wir brauchen dann ein v € R mit

SATZ
Quadratisches
Reziprozitats-
gesetz

BSP
Anwendung
QRG
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e 72 =p* und
o 1= (%) ~v mod Rgq.

Dabei setzen wir fiir eine ungerade Primzahl p

N _ falls p = 1 mod 4,
pr= (-1 2=y P b=
—p falls p = 3 mod 4.

Es gilt dann stets p* = 1 mod 4. Das QRG kann man dann auch in der Form

(3)=(9)

formulieren. Gaufl (der das QRG als Erster vollstindig bewies, nachdem Legendre es
vermutet und in Spezialfillen bewiesen hatte, und der in seinem Leben sieben oder acht C.F. GauB
verschiedene Beweise dafiir fand) hat diese Elemente « gefunden, deswegen werden sie 1777-1855
heute nach ihm benannt.

Definition. Sei p eine ungerade Primzahl. Wir setzen ¢ = ™/ € C und R = Z[¢]. DEF
Fiir a € Z heifit GauBsche

p—1 , . ‘ Summe
ga:Z<])<(m€R
j=o \P

eine Gaufische Summe (zur Primzahl p). Fiir g; schreiben wir auch einfach g (die Prim-

zahl p muss aus dem Kontext klar sein) und nennen es die Gaufische Summe. &
Lemma. Seien p eine ungerade Primzahl, a € Z und ( wie oben. LEMMA
Eigensch. der
(1) Es gilt Z?;é C% =0, falls pta; im anderen Fall ist der Wert p. GauBschen
Summe
(2) ga= (%) g-
(3) ¢* =p".
Beweis.

(1) Die Aussage fiir p | a ist klar (dann gilt (* = 1). Es gelte also p t @ und damit
o £ 1. Es folgt

-l P ‘ -1l
D (=D =y,
j=0 j=1 §j=0

also (1 — (%) Z?;é (% = 0. Wegen (* # 1 folgt die Behauptung.

(2) Fiir p | a folgt die Behauptung aus Lemma 11.4. Es gelte also p t a, dann gibt es
a’ € Z mit aa’ = 1 mod p. Aus der Multiplikativitéit des Legendre-Symbols folgt

(%) = (%) Mit j durchlduft auch a’j alle Restklassen mod p, also erhalten wir

S-S GLO-0)r

j=0 Jj=0
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(3) Wir haben

eSS () (2)on
1

a=0 a=0 7,k=0
RS R e 0 &= (kN [0 falls p g+ k
B ) P> P falls p | j + k
k=0 a=0 k=0 p p1J

I
b
o =
A/~
qn
no
~__
=
I
A/~
|
< | L
~__
=
—~
=
|
—
S~—

Jj=
also g2 = (‘71) p=rp*. ad

Wir bemerken noch, dass (P = 1, aber { # 1 ist, also ist ¢ eine Nullstelle des Polynoms
P -1
z—1
Dieses Polynom ist irreduzibel in Q[x] (sieche Beispiel 10.14). Nach dem Lemma tiber R[a]
ist also keine Primzahl ¢ eine Einheit in R = Z[(].

=Pty P 2 1.

Der Beweis ist nun analog wie fiir das Zweite Ergénzungsgesetz.

Beweis von Satz 11.10. Sei ¢ = e*™/? und R = Z[(] wie oben. Sei ¢ € R die GauBsche
Summe fiir p. Dann gilt modulo Rg:

g7 = (1)@ D2 g = (pya-D/2g = (P) ’

und
1

YA VAP q
r=X(5) =X ()= (5)e

j
Es folgt (%) g = (%) g mod Rq; nach Multiplikation mit g haben wir dann (%) p* =

(%) p* mod Rq. Wegen p* L ¢ folgt (%) = (%) mod Rqg. Da ¢ in R keine Einheit
und auBerdem ungerade ist, folgt daraus die Gleichheit der Symbole wie im Beweis von

Satz 11.9. 0

Aus g% = p* folgt g = +,/p, falls p = 1 mod 4, und g = +1i,/p, falls p = 3 mod 4.
Man kann sich nun fragen, welches Vorzeichen man bekommt. Rechnung zeigt in jedem
konkreten Fall, dass das Vorzeichen jeweils das positive ist. Zum Beispiel ist fiir p = 5
2 4 3
g=C—C—¢ 24 ¢t :2cosér —2cos§ :4sin%sin§ >0,
also g = /5. GauB, der diese Vermutung im Jahr 1801 aufstellte, hat vier Jahre ge-
braucht, bis er das beweisen konnte (er schreibt dazu in einem Brief 1805: ,Wie der
Blitz einschligt, hat sich das Réthsel gelost“). Einen Beweis findet man zum Beispiel in

dem schonen Buch von Ireland und Rosen, A classical introduction to modern number
theory, Springer GTM 84, in §6.4.

FEin Nachteil bei der oben angedeuteten Methode, ein Legendre-Symbol mit Hilfe des
QRG und seiner Ergénzungsgesetze zu berechnen, besteht darin, dass man die obere
Zahl, die in den wihrend der Rechnung angetroffenen Symbolen auftritt, faktorisieren
muss. Das ist aber nicht wirklich notig. Dazu erweitert man die Definition des Legendre-
Symbols: Ist n > 0 ungerade mit Primfaktorzerlegung n = [[, p{*, dann definiert man

fira € Z e
a a\"
()-10()
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man nennt das Symbol dann Jacobi-Symbol. Es ist in beiden Argumenten multiplikativ.
Das QRG und die Ergénzungsgesetze gelten dann auch fiir das Jacobi-Symbol:

Seien m und n zwei positive ungerade Zahlen. Dann gilt:

0 ()= (3):

Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe.

Damit lasst sich die Faktorisierung (abgesehen vom Abspalten des Vorzeichens und einer
Potenz von 2) bei der Berechnung vermeiden:

(30)- () (2)- () (3)- ()
(2)-()-()-6)
(2)-0-0)-0)-

Was jedoch im Allgemeinen nicht mehr stimmt, ist die Implikation
a

(E>:1 = a QR mod n.

(% ( ) 1)(—1) = 1, aber 2 ist kein Quadrat mod 15 (da

Zum Beispiel gilt (%) =
3 und mod

kein Quadrat mod 3
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12. GRUPPEN UND UNTERGRUPPEN

Wir erinnern uns daran, was eine Gruppe ist; vergleiche Definition 1.3.

12.1. Definition. FEine Gruppe ist ein Quadrupel (G, *, e, 1), bestehend aus einer
Menge G, einer Abbildung *x: G x G — G, einem Element ¢ € G und einer
Abbildung i: G — G mit den folgenden Eigenschaften:

(1) (Assoziativitit) Ya,b,c € G: (axb) xc=ax (bxc).
(2) (Neutrales Element) Va € G: axe =a = ex*a.
(3) (Inverses Element) Va € G: a xi(a) = e = i(a) * a.

Die Gruppe heifit kommutativ oder abelsch, wenn zusétzlich gilt
(4) (Kommutativitit) VYa,b € G: a % b= bx*a.

Ist die Menge G endlich, dann heifit die Gruppe endlich, und ihre Kardinalitét
#G heifit die Ordnung der Gruppe. &

Da, wie wir uns frither schon iiberlegt haben, sowohl das neutrale Element (wenn
es existiert) als auch das zu a inverse Element (wenn es existiert) eindeutig be-
stimmt sind, ldsst man diese Daten haufig weg und spricht deshalb einfach von
,der Gruppe (G, *)* oder auch von ,,der Gruppe G*, wenn die Verkniipfung aus
dem Kontext klar ist. Fiir das Inverse i(a) schreibt man meist a~*.

Gruppen schreibt man gerne ,,multiplikativ®, dann ist die Verkniipfung a - b oder
kurz ab und das neutrale Element heifit 1 (oder 15).

Abelsche (kommutative) Gruppen schreibt man auch héaufig ,,additiv*, dann ist
die Verkniipfung a + b, das neutrale Element heifit 0 und das Inverse von a wird
als das Negative von a geschrieben: —a. Dann schreibt man auch kurz a — b fiir
a+(=b).

12.2. Beispiel. Das einfachste Beispiel einer Gruppe ist G = {e} (mit exe = ¢
und i(e) = e). Eine Gruppe, die nur aus dem neutralen Element besteht, heifit
auch triviale Gruppe. s

12.3. Beispiel. Ein wichtiges und grundlegendes Beispiel einer Gruppe ist die
Gruppe S(X) der Permutationen einer Menge X. Die unterliegende Menge be-
steht hier aus allen bijektiven Abbildungen X — X, die Verkniipfung ist die Ver-
kniipfung von Abbildungen, das neutrale Element ist die identische Abbildung id x
und das Inverse i( f) ist die Umkehrabbildung f~!. Die in Definition 12.1 geforder-
ten Eigenschaften sind elementare Eigenschaften von Mengen und Abbildungen.

Fir #X < 1 ist die Gruppe S(X) = {idx} trivial. Fiir #X > 3 ist S(X) nicht
abelsch.

Fiir S ({1, 2,... ,n}) schreibt man auch S, (in der Literatur auch héufig in Fraktur:
S,,) und nennt S, die symmetrische Gruppe auf n Elementen. Thre Ordnung ist

#5S,, = nl. &

Diese Gruppe S, ist uns bereits in der Linearen Algebra im Zusammenhang mit
der Determinante und der ,,Leibniz-Formel*

det((az‘j)lgi,jgn) = Z €(U)a1,o(1)a2,a(2) *r Uno(n)

O’GSn
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begegnet. Die Abbildung €: S,, — {£1} ist {ibrigens ein Beispiel fiir einen Grup-
penhomomorphismus; diesen Begriff werden wir bald einfiihren.

Gruppen treten innerhalb der Mathematik natiirlicherweise als ,,Symmetriegrup-
pen“ (in einem weiten Sinn) auf: Mathematische Objekte haben ,Symmetrien*
(hdufig sind das invertierbare strukturerhaltende Abbildungen des Objekts in
sich), die hintereinander ausgefithrt werden koénnen und dann eine neue Sym-
metrieoperation ergeben; auflerdem kann man sie riickgdngig machen, und es gibt
die Operation, die gar nichts tut (iiblicherweise die identische Abbildung). Die
Symmetrien bilden also eine Gruppe. Zum Beispiel ist S,, die Symmetriegruppe
der Menge {1,2,...,n} ohne weitere Struktur.

In der Algebra heiflen die Symmetrien ,, Automorphismen*; sie bilden die Auto-
morphismengruppe der Struktur. Fiir einen K-Vektorraum V' ist das zum Beispiel
die Gruppe der invertierbaren K-linearen Abbildungen V' — V. Fiir diese Grup-
pe schreibt man iiblicherweise GL(V); im Fall V' = K™ auch GL(n, K) (oder
GL,(K)). Das ist gerade die Gruppe der invertierbaren n x n-Matrizen iiber K
(siehe die Vorlesungen zur Linearen Algebra).

12.4. Beispiele. Weitere Beispiele von Symmetriegruppen oder Automorphis-
mengruppen sind:

(1) Die Symmetriegruppe eines geometrischen Objekts, also die Menge der
(eventuell auch nur der orientierungserhaltenden) Bewegungen, die das
Objekt in sich iiberfiihren. Die Symmetriegruppe des Einheitskreises in
der Ebene ist zum Beispiel die orthogonale Gruppe O(2), wihrend sich fiir
regulére Polygone endliche Gruppen ergeben, die sogenannten Diedergrup-
pen, die wir spiter noch genauer betrachten werden.

(2) Die Isometriegruppe eines metrischen Raums X, also die Menge der bijek-
tiven Abbildungen f: X — X, die die Metrik erhalten:

Va,y € X: d(f(x), f(y)) = d(x,y).

(3) Ein (einfacher, schlingenloser, ungerichteter) Graph I' = (V, E) ist gegeben
durch eine Menge V' von ,,Ecken® (engl. vertez/vertices) und eine Menge E
von zweielementigen Teilmengen von V) den ,Kanten“ (engl. edges); die
Idee dabei ist, dass jede Kante zwei Ecken verbindet. Ein Automorphismus
von I ist eine Permutation von V, die Kanten auf Kanten abbildet. Die
Automorphismen von I' bilden eine Gruppe. Zum Beispiel ist # Aut(I') = 8
fiir den folgenden Graphen

I'=({0,1,2,3,4},{{0,1},{0,2},{0,3},{0,4}, {1,2},{3,4}}) :
\2/
/\

[ J [}
2 4

L]

Wie wir das fiir andere algebraische Strukturen auch getan haben, betrachten wir
in Gruppen Unterstrukturen.
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12.5. Definition. Sei (G, x,e, i) eine Gruppe und H C G eine Teilmenge. Dann
ist H eine Untergruppe von GG, wenn H die folgenden Bedingungen erfiillt:

(1) e€ H.
(2) Ya,be H: axbe H.
(3) Ya € H:i(a) € H.

H muss also das neutrale Element enthalten und unter der Verkniipfung und Inver-
senbildung abgeschlossen sein. Man schreibt haufig H < G fiir , H ist Untergruppe
von G“. &

Natiirlich ist die Definition gerade so gemacht, dass (H,*|gxm,€,i|m) (also mit
den von G auf H eingeschrinkten Abbildungen) wieder eine Gruppe ist. Das folgt
daraus, dass alle Axiome in Definition 12.1 die Form ,fiir alle ... “ haben — wenn
sie fiir alle Elemente von G gelten, dann auch fiir alle Elemente von H, solange die
vorkommenden Ausdriicke Sinn haben. Das ist aber durch die Abgeschlossenheit
von H sichergestellt.

Wie {iblich haben Untergruppen die folgende Durchschnittseigenschaft.

12.6. Lemma. Seien G eine Gruppe und (H;);c; eine Familie von Untergruppen
von G mit nichtleerer Indexmenge I. Dann ist auch (,c; H; wieder eine Unter-
gruppe von G.

Beweis. Analog wie fiir Untervektorraume, Unterringe, Ideale, . ..

Der Vollstindigkeit halber sei der Beweis hier ausgefiihrt. Wir miissen die drei Bedin-
gungen aus Definition 12.5 nachweisen. Sei H = (,.; H;; die Gruppe sei (G, *, e, ).

(1) Da e € H; ist fiir alle i € I, ist auch e € H.

(2) Seien a,b € H. Dann gilt a,b € H; fiir alle ¢ € I. Da die H; Untergruppen sind,
folgt a x b € H; fiir alle ¢ € I und damit auch a xb € H.

(3) Sei a € H. Dann ist a € H; fiir alle i € I. Da die H; Untergruppen sind, folgt
i(a) € H; fiir alle ¢ € I und damit auch i(a) € H. Q

Die Durchschnittseigenschaft aus Lemma 12.6 ermdoglicht folgende Definitionen,
die wir in analoger Weise schon aus anderen Zusammenhéngen kennen.

12.7. Definition. Seien G eine Gruppe und sei T C G eine Teilmenge. Dann
gibt es die kleinste Untergruppe von G, die T enthélt; wir bezeichnen sie mit

(T)=(T)a=({H<G|T C H}
und nennen sie die von T erzeugte Untergruppe von G. Ist T = {t1,ts,...,t,}
endlich, dann schreiben wir statt (T') auch (tq,ts, ..., t,).

Ist (T') = G, dann heiBt T" ein Erzeugendensystem von G. Ist dabei T' endlich,
dann heifit G endlich erzeugt. Gilt T = {g}, also G = (g), dann heiit G zyklisch.

Fiir g € G heifit ord(g) = #(g) € Zo U {0} die Ordnung von g. &

Beachten Sie, dass es in der Gruppentheorie zwei Begriffe von ,,Ordnung* gibt:
Die Ordnung einer (endlichen) Gruppe und die Ordnung eines Elements. Auch
wenn es zwischen den beiden einen Zusammenhang gibt (darauf kommen wir bald
noch zu sprechen), muss man die beiden Begriffe sorgfiltig auseinanderhalten.
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12.8. Beispiel. Was ist ( )¢ = (0)¢? In diesem Fall ist die Bedingung 0 C H
stets erfiillt; man bekommt also die kleinste Untergruppe von G, das ist {e}. &

12.9. Definition. In einer multiplikativ geschriebenen Gruppe G definieren wir
die Potenz ¢g" fiir ¢ € G und n € Z wie iiblich durch

0:1G7

—n

g =g.g" fiirn>0, g "= (g H" fiirn > 0.
Man beweist dann leicht die ,,Potenzrechengesetze“
gm—H’L — gm . gn U_Hd (gm)n — gmn

durch Induktion und Fallunterscheidung nach den Vorzeichen von m und n. Beachte:
In nicht-abelschen Gruppen gilt im Allgemeinen nicht, dass (gh)™ = g"h™ ist!

In additiv geschriebenen (abelschen) Gruppen entspricht der Potenz das (ganz-
zahlige) Vielfache n - g mit den Regeln

(m+4+n)-g=m-g+n-g, (mn)-g=m-(n-g) und n-(g+h)=n-g+n-h. &

12.10. Lemma.
Dann st

Seien G eine multiplikativ geschriebene Gruppe und g € G.

(9) ={g" IneZ}.
Insbesondere sind zyklische Gruppen abelsch.

Ist Z. — G, n— g", injektiv, dann ist ord(g) = oo. Anderenfalls ist
ord(g) =min{n € Z-o | ¢" = 1lg} < 0.

Beweis. Die Menge U = {¢g" | n € Z} enthilt offensichtlich ¢ = ¢!, und jede ¢
enthaltende Untergruppe von G muss U enthalten. Aus den Potenzrechengesetzen
folgt, dass U bereits eine Untergruppe von G ist. Damit muss U die kleinste
Untergruppe sein, die g enthilt, also ist (g) = U. Wegen g™ - g™ = ¢"t" = ¢g"*™" =
g" - g™ ist U abelsch.

Wir betrachten jetzt f: Z — G, n — ¢" mit (g) = im(f). Ist f injektiv, dann ist
ord(g) = #(g) = co. Anderenfalls gibt es m < nin Z mit f(m) = ¢" = ¢" = f(n);
es folgt ¢"™ = 1g, also ist die Menge {n € Zo | g™ = 15} nicht leer. Sei N ihr
Minimum. Dann gilt fiir n = gN +r mit 0 < r < N, dass

g =g = (M) g =1k =g
ist; es folgt #im(f) < N. Auf der anderen Seite miissen alle ¢" mit 0 < r < N
verschieden sein, sonst wiirde man wie oben aus 0 < r < 7/ < N mit ¢" = ¢"

den Widerspruch ¢"~" = 1¢ bekommen. Also gilt auch #im(f) > N und damit
insgesamt ord(g) = N. a

Allgemeiner kann man sich iiberlegen, dass (T') genau aus allen endlichen Pro-
dukten beliebiger Linge von Elementen von 7" und deren Inversen besteht. Im
Allgemeinen kommt es dabei auf die Reihenfolge der Faktoren an, da etwa xyz,
xzy, yxrz usw. alle verschieden sein kénnen. In abelschen Gruppen lésst sich das
vereinfachen.

Man beachte die folgenden Rechenregeln, die in allen Gruppen gelten:

gt (xil)f1 =uz.

T und

(zy) ' =y
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Daraus folgt, dass die Menge der Produkte wie oben nicht nur unter der Ver-
kniipfung (das sollte klar sein), sondern auch unter der Inversenbildung abge-
schlossen ist. Das neutrale Element ist als leeres Produkt ebenfalls enthalten. Da-
mit ist die Menge P der Produkte tatsdchlich eine Untergruppe, und da jede T'
enthaltende Untergruppe offensichtlich P enthalten muss, folgt (T") = P.

Wir bringen noch einige Beispiele fiir Ordnungen von Gruppen und ihren Elemen-
ten.

12.11. Beispiele.

(1) Die Ordnung der Diedergruppe D,,, also der Gruppe der Bewegungen der
Ebene, die ein regulédres n-Eck invariant lassen, ist 2n, denn ihre Elemente
sind n Drehungen (um Vielfache von 27 /n um den Mittelpunkt des n-Ecks)
und n Spiegelungen (an Geraden durch den Mittelpunkt des n-Ecks; falls
n ungerade ist, gehen diese Geraden jeweils durch einen Eckpunkt und den
gegeniiberliegenden Kantenmittelpunkt, falls n gerade ist, gehen n /2 dieser
Geraden durch zwei gegeniiberliegende Ecken und die anderen n/2 Geraden
durch zwei gegeniiberliegende Kantenmittelpunkte). Diese Gruppe enthilt
(z.B.) Elemente der Ordnung n und der Ordnung 2.

(2) Ist G eine endliche Gruppe und ist ¢ € G ein Element mit ord(g) = #G,
dann ist G = (g) zyklisch.

(3) Ist F ein endlicher Koérper mit #F = ¢ und n > 1, dann gilt

#GL(n, F) = (¢" = D)(¢" —q)-(¢" —¢" 7).
Dazu iiberlegt man sich, dass es fiir die erste Spalte einer invertierbaren
Matrix ¢"™ — 1 Moglichkeiten gibt (sie darf nicht null sein), fiir die zweite
dann ¢" —q Moglichkeiten (sie darf nicht im von der ersten Spalte erzeugten
Untervektorraum liegen), . .., fiir die m-te Spalte g™ — ¢™ ! Méglichkeiten
(sie darf nicht im von den ersten m — 1 Spalten (die nach Konstruktion

linear unabhéngig sind) erzeugten Untervektorraum liegen), ..., fir die
n-te Spalte noch ¢ — ¢"~! Moglichkeiten. &

12.12. Definition. Sei G eine Gruppe und seien A, B C G zwei Teilmengen. Wir
schreiben

AB ={ab|a€ A,be B}
fiir das elementweise Produkt der Mengen A und B. Im Fall A = {a} schreiben
wir auch aB, im Fall B = {b} entsprechend Ab. &

12.13. Beispiel. Sind U; und U; Untergruppen von G, dann muss U;U; nicht
unbedingt ebenfalls eine Untergruppe sein. Zum Beispiel kénnen wir in G = S;
die Untergruppen U; = (71) und Uy = (73) betrachten, wobei 71 die Elemente 1
und 2 und 7, die Elemente 2 und 3 der Menge {1, 2,3} vertauscht. Dann ist

UyUs = {id, 71,72, 71 © T2} ;

diese Menge ist weder unter der Verkniipfung noch unter der Inversenbildung
abgeschlossen, da 75 o 71 = (7, 0 75) 7! nicht in ihr enthalten ist. (7; o 75 hat den
Effekt 1+ 2+ 3+ 1, wihrend 75 o 77 den Effekt 1 +— 3 — 2+ 1 hat.)

Wir werden bald eine Bedingung kennenlernen, die garantiert, dass U; U, tatséchlich
eine Untergruppe ist. s

Eine Untergruppe einer Gruppe G fiihrt zu einer Aufteilung von G in Teilmengen.
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12.14. Definition. Seien G eine Gruppe und U < G eine Untergruppe. Fiirg € G
heifit gU die Linksnebenklasse von g beziiglich U und Ug die Rechtsnebenklasse
von g beziiglich U. Wir schreiben G/U = {gU | g € G} (,,G modulo U*) fiir die
Menge der Linksnebenklassen beziiglich U in G und U\G = {Uyg | g € G} fiir die
Menge der Rechtsnebenklassen beziiglich U in G. &

12.15. Lemma. Seien G eine Gruppe und U < G eine Untergruppe. Fir Ele-
mente g, h € G sind dquivalent:

(1) hlg e U,

(2) g € AU,

(3) gU C hU,

(4) gU = hU,

(5) gUNhU # 0.

Insbesondere definiert g ~ h <= gU = hU eine Aquivalenzrelation auf G; G /U
ist die Menge der zugehdrigen Aquivalenzklassen.

Natiirlich gelten die entsprechenden Aussagen auch fiir Rechtsnebenklassen Ug.

Beweis. Wir zerlegen den Beweis in mehrere Schritte.
S =2 hlgeU=>TuelU:hlg=u=FueclU: g=hu= gehU.

»(2) = (3)“: g € hU bedeutet g = hu fiir ein u € U; es folgt fiir v’ € U beliebig,
dass gu’ = (hu)u’ = h(uu') € hU ist. Das bedeutet gU C hU.

»(3) = (5)* ist trivial, da gU # 0.

»(5) = (1)*: Aus (5) folgt gu; = huy mit geeigneten uy,us € U, also h™lg =
upuy* € U und damit (1).

»(1) = (4)“: Aus (1) folgt auch g7'h = (h™'g)™* € U und damit nach dem schon
Gezeigten gU C hU und hU C gU, also gU = hU.

77(4) = (3)“ ISt trivial. D

12.16. Lemma. Seien G eine Gruppe und U < G eine Untergruppe. Dann wird
durch x — 271 eine Bijektion

G/U — U\G, gU — Ug™*
induziert. Insbesondere gilt #(G/U) = #(U\G).

Beweis. Die Abbildung z + z~! bildet gU = {gu | u € U} ab auf
{lgw) " ueUy={u"g " [ueU}t={ug " [ueU}=Ug".

Sie induziert also eine wohldefinierte Abbildung G /U — U\G. Diese Abbildung
ist bijektiv, weil sie die offensichtliche Inverse Ug — ¢~'U hat (die ebenfalls von
r — z~! induziert wird). a

12.17. Definition. Seien G eine Gruppe und U < G eine Untergruppe. Dann
heifit #(G/U) = #(U\G) der Index (G : U) der Untergruppe U in G. &

Der Index kann endlich sein, auch wenn G und U unendlich sind. Zum Beispiel
hat Z die Untergruppe nZ (fir jedes n € Z~() vom Index n.

DEF
Nebenklasse

LEMMA
Nebenklassen
bilden
Partition

LEMMA
G/U und
U\G

DEF
Index



§12. Gruppen und Untergruppen 87

12.18. Lemma. Seien G eine Gruppe, U < G und g,h € G. Dann definiert
x — (hg™')x eine Bijektion gU — hU. Insbesondere gilt, dass alle (Links-)Neben-
klassen bzgl. U dieselbe Anzahl von Elementen haben.

Die analoge Aussage gilt natiirlich auch fiir Rechtsnebenklassen. Da U selbst so-
wohl Links- als auch Rechtsnebenklasse beziiglich U ist (von 1¢), folgt #gU =
#U = #Uh fir alle g, h € G.

Beweis. Die Abbildung schickt gu € gU auf hg™! - gu = hu € hU, ist also wohlde-
finiert als Abbildung gU — hU. Es gibt eine analoge Abbildung z + gh™! -z von
hU nach gU; die Abbildungen sind offensichtlich invers zueinander. a

12.19. Folgerung. Seien G eine endliche Gruppe und U eine Untergruppe von G.
Dann gilt #G = (G : U) - #U. Insbesondere ist #U ein Teiler von #G.

Beweis. Es gilt #G = ZgUeG/U #gU. Da nach Lemma 12.18 alle Nebenklassen
gU dieselbe Kardinalitdt #gU = #U haben, folgt die Behauptung. a

12.20. Folgerung. Seien G eine endliche Gruppe und g € G. Dann ist ord(g)
ein Teiler der Gruppenordnung #G. Insbesondere gilt g#¢ = 1.

Beweis. Wir wenden Folgerung 12.19 auf U = (g) an. Es gilt dann #G = mord(g)
mit m = (G : (g)) € Z. Es folgt ¢#*¢ = (go4@)m = 1™ =1, Q

Wir kénnen damit einen weiteren Beweis des Kleinen Satzes von Fermat (Satz 11.1)
geben:

12.21. Folgerung. Seip eine Primzahl. Fir alle ganzen Zahlen a mit p { a gilt

e '=1modp.

Beweis. Wir wenden Folgerung 12.20 auf die multiplikative Gruppe F, an. u

Das ldsst sich verallgemeinern: Anwendung auf die Gruppe (Z/nZ)* der Ordnung
@(n) (Eulersche ¢-Funktion) liefert:

12.22. Folgerung. Seienn € Z~y und a € Z mit a L. n. Dann gilt

a?™ =1 modn.

Dieser Satz ist recht niitzlich, wenn man Potenzen modulo n berechnen will. Wie
findet man zum Beispiel die Restklasse von 71"* mod 157 Der Satz von Euler sagt
uns, dass 7915 = 78 = 1 mod 15 ist; es kommt also nur auf den Exponenten
11'3 mod 8 an. Der Satz sagt dann wieder, dass 11* = 1 mod 8 ist (tatséchlich
gilt ja sogar a® = 1 mod 8 fiir alle ungeraden ganzen Zahlen a; der Satz ist also
nicht , scharf* — im Gegensatz zum kleinen Satz von Fermat, wie wir im néchsten
Semester sehen werden), also ist 11'* = 11! = 3 mod 8 und damit

7Y =7 =343 = —2mod 15.

Wir formulieren noch ein niitzliches Kriterium dafiir, wann eine Potenz eines Ele-
ments trivial ist.

J.-L. Lagrange
1736-1813
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12.23. Lemma. Seien G eine Gruppe und g € G ein Element endlicher Ordnung.
Fiirn € Z qilt dann

g" =1g < ord(g) | n.

Beweis. Ubung. a

Man kann sich jetzt die Frage stellen, welche Teiler der Gruppenordnung als Ord-
nung eines Elements auftreten. Das sind im Allgemeinen sicher nicht alle, denn
zum Beispiel folgt aus ord(g) = #G, dass die Gruppe G zyklisch ist. (In diesem
Fall treten tatséchlich alle Teiler von #G' als Elementordnung auf — Ubung!) Man
kann aber folgende allgemeine Aussage machen.

12.24. Satz. Sei G eine endliche Gruppe und sei p ein Primteiler von #G. Dann
gibt es in G (mindestens) ein Element der Ordnung p.

Beweis. Der Beweis verwendet einen Trick: Wir betrachten die Menge

M ={(g1,92,---,9p) € G’ | g192---9p = 1G} -

Da das letzte Element g, in so einem Tupel eindeutig durch die ersten p — 1 Elemente
bestimmt ist (g, = (g1 gp—1)"1), gilt #M = (#G)P~L; wegen p | #G (und p— 1 > 1)
ist das eine durch p teilbare Zahl.

Auf der anderen Seite konnen wir M aufteilen in eine Menge

My :{(97.9’--'79) | (gag,'-wg) EM}

und eine Menge My = M\ M;. Die Elemente von Ms kénnen wir zu je p zusammenfassen:

(91,92, 9p)s (92093, GpsG1)s -y (Gps 91,92, -5 Gp-1)

(Man beachte, dass (92,93, - - -,0p,91) wieder in M ist, denn

9192 gp = lg = 92"'9p=9f1 = g2 991 = 1g.)

Diese Elemente sind alle verschieden, denn die Periode der Folge

gl?.gQ""7gpagl7927"'7gp7gla"'

kann nur p oder 1 sein, und My enthélt genau die Elemente von M nicht, bei denen
die Periode 1 ist. Es folgt, dass # M, durch p teilbar ist. Dann muss aber auch #M; =
#M — #M>s durch p teilbar sein. M; enthélt mindestens das Element (1¢, 1g, ..., 1g);
es folgt, dass M; noch mindestens p — 1 > 0 weitere Elemente enthalten muss. Fiir so
ein Element (g, g, ...,¢) gilt dann aber g # 1¢ und g = 1¢, also ord(g) = p. a

Im n#chsten Semester werden wir sehen, dass dieser Beweis eine Anwendung der soge-
nannten Bahnengleichung fiir die Operation (durch zyklische Vertauschung der Kompo-
nenten) der zyklischen Gruppe Z/pZ auf M ist.

Damit die bisher eingefiihrten Begriffe etwas konkreter fassbar werden, betrachten
wir als (relativ) einfaches Beispiel die Gruppe Ss.

LEMMA
gt =1

SATZ
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Cauchy

A.-L. Cauchy
1789-1857
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12.25. Beispiel. Wir notieren fiir dieses Beispiel eine Permutation o € S,, in der
Form [0(1)0(2)...0(n)]. Dann ist in S3 id = [123] und

Sy = {[123], [213], [321], [132], [231], [312]} .

Die Ordnungen dieser Elemente sind (in der angegebenen Reihenfolge) 1,2, 2,2, 3, 3.

Wir sehen also, dass es Elemente der Ordnungen 2 und 3 gibt, wie vom Satz von
Cauchy 12.24 vorhergesagt. Da S3 nicht abelsch, also insbesondere nicht zyklisch
ist, kann es kein Element der Ordnung 6 geben.

Welche Untergruppen hat die S37 Abgesehen von den trivialen Untergruppen {id}
und S3 muss eine Untergruppe nach dem Satz von Lagrange 12.19 die Ordnung
2 oder 3 haben. Eine Untergruppe der Ordnung 2 besteht aus der Identitdt und
einem Element der Ordnung 2, und eine Untergruppe der Ordnung 3 besteht aus
der Identitdt und zwei (zueinander inversen) Elementen der Ordnung 3. Es gibt
also drei Untergruppen

{[123],[213]}, {[123],[321]}, {[123],[132]}
der Ordnung 2 und eine Untergruppe
{[123], [231], [312]}

der Ordnung 3. (Fiir einen Primteiler p der Ordnung einer endlichen Gruppe G
gilt stets, dass die Anzahl w, der Untergruppen der Ordnung p die Kongruenz
u, = 1 mod p erfiillt; das kann man aus dem Satz von Cauchy folgern. Wir werden
diese Aussage spiter in stirkerer Form beweisen.)

Nach der Indexformel im Satz von Lagrange gilt dann, dass die Untergruppen der
Ordnung 2 den Index 3 und die Untergruppen der Ordnung 3 den Index 2 haben.
Ist Uy = {[123], [213]}, dann sind die verschiedenen Linksnebenklassen von U,

Uy, = {[123],[213]}, [231]Us = {[231],[321]}, [312]U> = {[312],[132]}
und die Rechtsnebenklassen sind
Uy, = {[123],[213]}, U,[231] = {[231], [132]}, U,[312] = {[312], [321]};

man sieht, dass sie von den Linksnebenklassen (abgesehen natiirlich von U, selbst)
verschieden sind. Fiir die Untergruppe Us der Ordnung 3 gibt es jeweils nur eine
nichttriviale (also # Uj) Links- und Rechtsnebenklasse, die gleich S3 \ U; sein
muss. Untergruppen mit der Eigenschaft, dass ihre Links- und Rechtsnebenklassen
iibereinstimmen, werden wir noch genauer betrachten. &

BSP
S3
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13. GRUPPENHOMOMORPHISMEN

Als Néchstes betrachten wir die strukturerhaltenden Abbildungen von Gruppen.

13.1. Definition. Seien G, G zwei Gruppen. Eine Abbildung ¢: G — G’ heifit
ein Gruppenhomomorphismus (oder auch nur Homomorphismus), wenn fir alle

91,92 € G gilt, dass ¢(g192) = ¢(g1)P(g2) ist.

Wie iiblich nennt man ¢ einen Monomorphismus, Epimorphismus, Isomorphismus,
Endomorphismus bzw. Automorphismus, falls ¢ injektiv, ¢ surjektiv, ¢ bijektiv,
G = G’ bzw. ¢ bijektiv und G = G’ ist. Die Gruppen G und G’ heiflen isomorph
und wir schreiben G = ', wenn es einen Isomorphismus G — G’ gibt. Der Kern
von ¢ ist definiert als

ker(¢) = {9 € G| ¢(9) = 1o} -
Wir schreiben Aut(G) fiir die Menge der Automorphismen von G. &

Aus ¢(1g) = ¢(12) = ¢(1g)* folgt ¢(1g) = ler, und aus

lor = ¢(le) = ¢(997") = d(g)d(g™)
folgt ¢(g71) = ¢(g)~!; ein Homomorphismus erhilt also wirklich die komplet-
te Gruppenstruktur. Man sieht auch leicht, dass fiir einen Isomorphismus ¢ die
Umbkehrabbildung ¢! ebenfalls ein Isomorphismus ist und dass die Kompositi-

on zweier Gruppenhomomorphismen wieder ein Gruppenhomomorphismus ist. Es
folgt unmittelbar:

13.2. Lemma. Sei G eine Gruppe. Dann ist Aut(G) mit der Komposition von
Abbildungen als Verkniipfung eine Gruppe.

Wir betrachten jetzt das Verhalten von Untergruppen unter Homomorphismen.

Sei ¢: G — G ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt:
(1) Ist U < G, dann ist ¢(U) < G'. Insbesondere ist das Bild von ¢ eine
Untergruppe von G'.

(2) Ist U’ < G, dann ist ¢~ (U') < G. Insbesondere ist der Kern von ¢ eine
Untergruppe von G.

13.3. Lemma.

(3) ¢ ist genau dann injektiv, wenn ker(¢) trivial ist.

Bewers.
(1) 1gr = ¢(1lg) € ¢(U); mit v} = ¢(uq) und uy = ¢(us) sind auch wjul, =
¢(urus) und (uh) ™' = @(uy") in o(U).
(2) ¢(1g) = 1g, also ist 1g € ¢~ 1(U’). Sind uy,us € ¢~ H(U’), das bedeutet

d(u1), d(uz) € U', dann folgt ¢p(uius) = d(ur)p(uz) € U’ und ¢(uy') =
é(ur)~! € U’ und damit uyug, uyt € ¢~ H(U').

(3) ,=* ist trivial. Fiir die Gegenrichtung sei ker(¢) = {1¢}. Dann gilt fur
91,92 € G:

O(g1) = ¢(g2) = d(919:") = d(g1)P(g2) " = 1
= 919, " € ker(¢) = {1¢}
=010, =l = g1 =g 0
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Wir werden im néchsten Abschnitt sehen, dass Kerne von Homomorphismen sogar
spezielle Untergruppen sind.

13.4. Beispiele. Wir bringen eine Reihe von Beispielen von Gruppenhomomor-
phismen und definieren dabei gleich noch einige Begriffe.

(1)
(2)

(5)

Fiir beliebige Gruppen G und G’ gibt es immer den trivialen Homomor-
phismus G — G, g — 1.

Die Determinante ist multiplikativ. Das bedeutet, dass fiir jeden Kérper K
und jede Zahl n € Z>( die Abbildung det: GL(n, K) — K* ein Gruppen-
homomorphismus ist. Der Kern wird SL(n, K) (oder SL,(K)) geschrieben
und heifit spezielle lineare Gruppe. Fiir n > 1 ist det ein Epimorphismus.

Fiir eine Permutation o € S,, sei P(o) € GL(n,R) die zugehorige Per-
mutationsmatrix (d.h., der Eintrag in Zeile o(i) und Spalte 7 ist 1, fiir
i =1,...,n; alle anderen Eintréige sind 0), sodass gilt P(c)e; = ey, wo-
bei (ey,...,e,) die Standardbasis von R™ ist. Dann ist P: S, — GL,(R)
ein Gruppenhomomorphismus. Das Bild von P liegt in der orthogonalen
Gruppe O(n), denn P(o)" = P(o71), also gilt P(o)P(0)" = I,,.

Die Komposition sign = detoP: S,, — {£1} ergibt das Signum einer Per-
mutation. Fiir n > 2 ist diese Abbildung surjektiv, denn eine Transposition
(also eine Permutation, die zwei Elemente vertauscht und alle anderen fest
lasst) hat Signum —1. Der Kern dieses Homomorphismus heifit die alternie-
rende Gruppe A, (héufig auch 2, geschrieben). Die alternierende Gruppe
besteht also aus allen geraden Permutationen (denen mit Signum +1).

Ist G eine Gruppe und g € G, dann ist Z — G, n — ¢" ein Homomorphis-
mus. Sein Kern ist trivial, falls ¢ unendliche Ordnung hat, sonst ist der
Kern ord(g)Z, siche Lemma 12.10 und Lemma 12.23. s

Die folgenden Beispiele behandeln Automorphismen, die in jeder Gruppe existie-

rern.

13.5. Beispiele.

(1)

Seien G eine Gruppe und g € G. Dann ist ¢,;: G — G, z — gzg™' ein

Automorphismus von G. Solche Automorphismen heiflen innere Automor-
phismen von G die Abbildung c, heifit die Konjugation mit g. Wir zeigen,
dass ¢, ein Homomorphismus ist:

1 1

co(zy) = g(xy)g™ = ga(97 g)yg™ = grg™" - gyg~" = cylw)cy(y) -
Offensichtlich ist c,-1 die zu ¢, inverse Abbildung, also ist ¢, sogar ein
Isomorphismus. ¢, ist genau dann die Identitéit idg, wenn grg™' = z, also
gr = zg gilt fiir alle x € G. Das bedeutet gerade, dass g ein Element des
Zentrums

Z(G) ={g € G| gx = xg fir alle z € G}

von G ist. Zum Beispiel hat eine abelsche Gruppe keine inneren Automor-
phismen auBer der Identitit, denn dann ist Z(G) = G.

(2) Die Abbildung

c: G — Aut(G), gr— ¢
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ist ein Gruppenhomomorphismus. Es gilt ndmlich fiir alle g, h, 2 € G

(cg 0 cn)(z) = cg(en(@)) = cg(hah™) = g(hah™")g™" = (gh)x(gh) ™ = can(z),
also ist ¢,0¢;, = cgp. Es gilt ker(c) = Z(G), siehe oben; damit ist auch klar,
dass Z(G) eine Untergruppe von G ist. &

13.6. Definition. Sei G eine Gruppe. Die Gruppe Aut(G) heifit die Automorphis-
mengruppe von G. Die Untergruppe Inn(G) = {¢, | g € G} (mit ¢;: 2 — grg™*
wie oben) heifit die innere Automorphismengruppe von G. &

Beachte, dass Inn(G) als Bild des Homomorphismus ¢ aus Beispiel 13.5 tatséchlich
eine Untergruppe von Aut(G) ist.

13.7. Beispiele.

(1) Es gilt Aut(Z/2Z < Z/2Z) = S;. Denn jede Permutation von Z /27 x Z/27Z,
die das neutrale Element fest lasst, aber die {ibrigen drei Elemente beliebig
vertauscht, ist ein Automorphismus.

(2) Fiir n > 3 ist das Zentrum von S, trivial: Sei 7 € S, eine beliebige Trans-
position, 7 vertausche etwa r und s. Wir setzen T" = {r,s}. Fir 0 € S,
gilt dann

cor=T100 <= o(T)=T.
Die Richtung ,,<=* ist leicht zu sehen und fiir unser Argument nicht re-
levant. Fiir die Gegenrichtung nehmen wir o(7') # T an, also ohne Ein-
schrinkung o(r) ¢ T. Dann ist

(cgor)(r)=0c(r(r)) =0(s) und (roo)(r)=1(c(r)) =o(r)#o(s),

also sind o o 7 und 7 o ¢ verschieden.

Ist 0 € Z(S,) und n > 3, dann vertauscht ¢ mit allen Transpositionen 7.
Ist i € {1,2,...,n}, dann gibt es zwei weitere Elemente j und & (hier
verwenden wir n > 3). Aus obiger Aquivalenz folgt, dass o({i,j}) = {4,5}
und o ({7, k}) = {4, k} ist, was nur geht, wenn o (i) = i ist. Da hier i beliebig
war, folgt 0 = id. Damit ist Z(S,,) = {id} trivial wie behauptet.

Es folgt, dass fiir n > 3 die oben betrachtete Abbildung c: S,, — Aut(S,,)
injektiv ist; damit ist Inn(S,) = S,. Fir n < 2 sind Aut(S,) und Inn(S,)
beide trivial. &

Man kann auch zeigen, dass Aut(S,) = Inn(S,,) = S, ist fiir alle n > 3 mit n # 6. Die
symmetrische Gruppe Sg hat dagegen duflere (also nicht-innere) Automorphismen.
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14. NORMALTEILER UND FAKTORGRUPPEN

Seien G eine Gruppe und U < G eine Untergruppe. Wie in anderen Situationen
auch, wiirden wir gerne auf der Menge G/U (oder U\G) eine Gruppenstruktur
definieren, sodass die kanonische Abbildung G — G/U, g — gU, ein Homomor-
phismus wird. Dazu miissten wir definieren gU -¢g'U = (gg¢’)U. Hier ergibt sich aber
ein Problem: Diese Verkniipfung ist nicht immer wohldefiniert. Wenn wir g = 14
nehmen, dann ist jedes u € U ein anderer Reprédsentant von gU = U, also sollte
ug’ € ¢'U sein fiir alle u € U. Das bedeutet Uy’ C ¢’U. Das muss fiir alle ¢’ € G
gelten, also insbesondere auch fiir (¢')~!; zusammen folgt Ug’ = ¢’U: Links- und
Rechtsnebenklassen miissen iibereinstimmen. Dies ist jedoch nicht immer der Fall
(siche Beispiel 12.25 fiir G = Ss3). Daher fiithrt man einen neuen Begriff ein.

14.1. Definition. Seien G eine Gruppe und U < G eine Untergruppe. Dann heif3t
U ein Normalteiler von G oder normal in GG, wenn fiir alle g € G gilt gU = Ug.
Man schreibt dann U < G. &

Aquivalent dazu ist gUg~' = U oder auch nur gUg~! C U fiir alle ¢ € G (aus
gUg™! € U und ¢g~*Ug C U folgt gUg~! = U). Normalteiler sind also Untergrup-
pen, die von allen Konjugationsabbildungen c, als Menge fest gelassen werden.
Ublicherweise zeigt man, dass eine Untergruppe U ein Normalteiler von G ist,
indem man fiir alle v € U und g € G nachpriift, dass gug™' € U ist.

14.2. Beispiele.

(1) In einer abelschen Gruppe ist jede Untergruppe ein Normalteiler.

(2) Ist G eine Gruppe und U < G mit (G : U) = 2, dann ist U ein Normalteiler.
Denn fiir gU bzw. Ug gibt es nur die beiden Moglichkeiten U und G\ U;
aus gU NUg # ( folgt also gU = Ug. Zum Beispiel ist fir n > 2 die
alternierende Gruppe A, ein Normalteiler von S,,, denn (S, : A,) = 2
nach dem Homomorphiesatz 14.6 unten.

(3) Sei g € G mit ord(g) = 2. Dann ist (g) = {1, g} genau dann ein Normal-
teiler von G, wenn g € Z(@G) ist. Zum Beispiel sind die Untergruppen der
Ordnung 2 von S3 keine Normalteiler.

(4) In jeder Gruppe sind die Untergruppen {1¢} und G' Normalteiler, die tri-
vialen Normalteiler von G.

(5) In jeder Gruppe G gilt Z(G) < G, denn fir ¢ € G und z € Z(G) gilt
g2g~' = z € Z(@G) (hier gilt die Bedingung fiir einen Normalteiler sogar
elementweise). &

14.3. Lemma. Sei ¢: G — G’ ein Gruppenhomomorphismus.

(1) Ist N' <G, dann ist auch ¢~ (N') <« G. Insbesondere ist ker(¢) ein Nor-
malteiler von G.

(2) Ist ¢ surjektiv und N <G, dann gilt auch ¢(N)<G'.

Beweis.
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(1) Wir wissen bereits (Lemma 13.3), dass ¢~!(N’) eine Untergruppe von G
ist. AuBerdem gilt fiir g € G und n € ¢~ H(N'):

¢(gng™") = d(9)d(n)é(g9) " € ¢(g)N'¢(g) " = N'
und damit
9o (N)g™ C o' (N').
(2) Wir wissen bereits, dass ¢(N) eine Untergruppe von G’ ist (Lemma 13.3).

Da ¢ surjektiv ist, lasst sich jedes ¢’ € G’ schreiben als ¢(g) mit g € G.
Damit gilt dann

Jo(N)(g) " = 0(9)d(N)(g™") = d(gNg™") = (N). d

Wie schon angedeutet, haben Normalteiler N < G die Eigenschaft, dass man auf
der Menge G/N in natiirlicher Weise eine Gruppenstruktur definieren kann.

14.4. Satz. Seien G eine Gruppe und N ein Normalteiler von G. Dann defi- SATZ
niert gN - hN = (gN)(hN) = (gh)N eine Gruppenstruktur auf G/N, sodass die Faktor-
kanonische Abbildung ¢: G — G/N, g — gN, ein Homomorphismus ist. Es gilt gruppe
ker(¢) = N.

Beweis. Wegen der Assoziativitdt der Verkniipfung, und weil N Normalteiler ist,
gilt (¢N)(hN) = g(Nh)N = g(hN)N = (gh)(NN) = (gh)N; damit ist auch klar,
dass diese Verkniipfung wohldefiniert ist und dass ¢(gh) = ¢(g)p(h) gilt. Letzteres,
zusammen mit der Surjektivitéit von ¢, erzwingt die Giiltigkeit der Gruppenaxiome
fir G/N. Dass ker(¢) = N ist, folgt aus

¢(g) =lgn=N <= gN=N < geN. Q

14.5. Definition. Die Gruppe G/N heifit die Faktorgruppe (oder Quotienten- DEF
gruppe) von G nach (oder modulo) N; ¢ heifit kanonischer Epimorphismus. < Faktor-

gruppe
Wir sehen also, dass die Normalteiler von G genau die Kerne von Gruppenhomo-

morphismen mit Definitionsbereich GG sind. Das ist vergleichbar mit der Situation
bei Ringen, wo die Kerne genau die Ideale sind (und nicht etwa die Unterringe).

Wir haben den iiblichen Homomorphiesatz.

14.6. Satz. Sei ¢: G — G’ ein Gruppenhomomorphismus. Dann induziert ¢ SATZ

einen Isomorphismus Homomor-
¢: G/ker(¢p) — im(¢),  gker(d) —s ¢(g). phiesatz fiir
Gruppen

Insbesondere gilt (G : ker(¢)) = #im(¢). Fir jeden Normalteiler N <« G mit
N C ker(¢) erhalten wir einen induzierten Homomorphismus G/N — G’ mit
Bild im(¢).

Beweis. Wir zeigen zuerst die letzte Aussage: ¢ny: G/N — G', gN — ¢(g) ist
wohldefiniert, denn fiir ¢’ = gn mit n € N gilt ¢(g’') = ¢(gn) = ¢(g9)p(n) = ¢(g),
da ¢|ny = 1. AuBlerdem ist ¢ ein Homomorphismus, denn

on ((gN)(hN)) = 6x ((gh)N) = b(gh) = ¢(9)d(h) = dn(gN)dn(hN).
Es ist auch klar, dass im(¢y) = im(¢) ist. Fiir N = K := ker(¢) erhalten wir ¢

es bleibt zu zeigen, dass ¢ injektiv ist. Es gilt

P(gK) =1 <= ¢(g) =1l < g€ K <— gK =K,
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also besteht der Kern von ¢ nur aus dem Element K. Es folgt auch (da ¢ bijektiv
ist)
(G : ker(¢)) = #(G/ ker(¢)) = #im(¢) . Q

14.7. Beispiel. Eine typische Anwendung des Satzes ist die Berechnung der Ord-
nung von ker(¢), denn es gilt (wenn G endlich ist)

#G #G
# ker(¢) = = — :
= G ker(@) ~ Fim(o)
Zum Beispiel ist #A, = %' fir n > 2, denn A, ist der Kern des surjektiven
Homomorphismus sign: S,, — {£1}. Analog findet man

#GLQ2,F,) (@ -1D@*—p) _ >
SL(2,F,) = - — (= 1)p=(p—Dplp+1),
# SL(2,F,) FF> p— (" =Vp=(p—Vpp+1)
denn SL(2,FF,) = ker(det: GL(2,F,) — F,’), und det ist in diesem Fall surjektiv.
L3

14.8. Beispiel. Satz 14.6 liefert einen Isomorphismus

G/Z(G) — Inn(G).

Die Gruppe Inn(G) der inneren Automorphismen einer Gruppe G ist ein Nor-
malteiler der Automorphismengruppe Aut(G). Dafiir ist zu zeigen, dass fiir jedes
g € G und jeden Automorphismus ¢ € Aut(G) die Abbildung ¢ o ¢, o ¢~ wieder
ein innerer Automorphismus ist, also die Form ¢, hat fiir ein ¢’ € G. Es ist fiir
reG

(pocgo0™) (@) = ¢cg(¢7(x))) = d(99~ (x)g™")
= ¢(9)p(¢~ " (2))(g7") = dlg)zd(9) ™"
= Co(9)(2) ,
also gilt pocyo¢p™! = Co(g)-

Die Faktorgruppe Aut(G)/ Inn(G) heiit die duflere Automorphismengruppe von G
und wird Out(G) geschrieben (,,outer automorphisms*®). &

Aus dem Homomorphiesatz 14.6 kann man weitere ,,Isomorphiesétze” folgern. Zum
Beispiel ist der folgende gelegentlich niitzlich.

14.9. Folgerung. Seien G eine Gruppe, U < G eine Untergruppe und N < G
ein Normalteiler. Dann ist NU = UN eine Untergruppe von G, N NU ist ein
Normalteiler von U und

¢»:U/(NNU) — NU/N, u(NNU)+—— uN
ist ein Isomorphismus. Insbesondere gilt (NU : N) = (U : NNU).

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass NU = UN ist. Fir w € U, n € N gilt Nu = uN; die
Vereinigung iiber alle u € U liefert NU = UN. Wir zeigen, dass das eine Untergruppe
von G ist: 1g € UN ist klar. Sind ¢1,92 € NU = UN, dann gibt es uj,us € U und
ni,ne € N mit g1 = njup und go = ugne; es ist dann g1g2 = ni(ujuz)ny € NUN =
NNU = NU und gfl :uflnfl € UN = NU.

Sei ¢o: U - NU — NU/N, u — uN, die Komposition der Inklusionsabbildung mit
dem kanonischen Epimorphismus. Wir zeigen, dass ¢g surjektiv ist: Sei gN ein Element
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von NU/N mit ¢ € NU = UN, dann ist ¢ = un mit v € U und n € N; es folgt
gN = unN = uN = ¢o(u). Der Kern von ¢ ist

ker(¢p) ={ucU|uN=N}={uecU|ue N}=NnNU;

also ist N N U ein Normalteiler von U und der von ¢qg induzierte Homomorphismus ¢
ist nach Satz 14.6 ein Isomorphismus. d

Ist U auch ein Normalteiler von G, dann gilt fiir g € G, dass gNU = NgU = NUyg ist,
also ist NU in diesem Fall ebenfalls ein Normalteiler von G.

14.10. Definition. Eine Gruppe G heifit einfach, wenn G nicht trivial ist und
auBer den trivialen Normalteilern {15} und G keine Normalteiler hat. &

Anders gesagt: Jedes epimorphe Bild von G (also jede Faktorgruppe G/N) ist
entweder trivial oder (mittels des Epimorphismus) isomorph zu G. Es gibt also
kein ,,vereinfachtes Abbild“ der Gruppe, daher der Name.

In der Literatur wird nicht immer gefordert, dass G nicht trivial ist (z.B. [Fi]). Im
Hinblick auf die unten beschriebene , Zerlegung® einer Gruppe in einfache Gruppen ist
diese Forderung aber sinnvoll, analog dazu, dass man von einer Primzahl verlangt, # 1
zu sein.

In gewisser Weise spielen einfache Gruppen fiir die Gruppentheorie eine dhnliche
Rolle wie Primzahlen fiir die multiplikative Theorie der ganzen Zahlen. Wenn G et-
wa eine nichttriviale endliche Gruppe ist, dann ist G entweder einfach, oder G hat
einen nichttrivialen Normalteiler N. In diesem Fall kann man G aus N und G/N
»zusammensetzen“ (allerdings gibt es bei gegebenen Gruppen N und G/N im All-
gemeinen mehrere Moglichkeiten, wie man daraus eine Gruppe zusammenbauen
kann, insofern ist die Situation deutlich komplizierter als bei den ganzen Zah-
len); N und G/N lassen sich weiter zerlegen, bis man bei einfachen Gruppen an-
kommt. Man kann zeigen, dass die einfachen Gruppen, die man bekommt, bis auf
[somorphie eindeutig bestimmt sind, unabhéngig davon, wie man diesen Prozess
durchfithrt — das ist das Analogon zum Satz iiber die eindeutige Primfaktorzer-
legung.

Fiir endliche abelsche Gruppen ist die Klassifikation der einfachen Gruppen recht
iibersichtlich.

14.11. Satz. FEine endliche abelsche Gruppe ist genau dann einfach, wenn ihre
Ordnung eine Primzahl ist.

Beweis. Sei A eine einfache endliche abelsche Gruppe. Dann ist A nicht trivial, also
hat #A einen Primteiler p. Nach dem Satz von Cauchy 12.24 hat A ein Element a
der Ordnung p und damit eine Untergruppe (a) der Ordnung p. In einer abelschen
Gruppe ist jede Untergruppe ein Normalteiler; da A einfach ist, muss (a) = A
sein, und es gilt #A = p.

Ist umgekehrt p eine Primzahl und A eine Gruppe mit #A = p, dann gilt fiir jeden
Normalteiler N von A, dass #N ein Teiler von p ist (Satz von Lagrange 12.19),
also ist #N =1 und damit N = {14} oder #N = p und damit N = A. Q

Damit haben wir bereits eine unendliche Familie von endlichen einfachen Grup-
pen kennen gelernt. Die Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen wurde
(im Wesentlichen — eine Liicke im Beweis wurde erst 2002 geschlossen) in den
1980er Jahren vollendet; der Beweis verteilt sich auf viele Tausend Seiten und ei-
ne grofe Zahl mathematischer Arbeiten. Das Resultat ist, dass es 18 unendliche
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Familien endlicher einfacher Gruppen gibt und dazu noch 26 sogenannte ,,sporadi-
sche einfache Gruppen‘. Die grofite dieser Gruppen ist das manchmal so genannte
»,Monster*; diese Gruppe hat eine Ordnung von
210.3%0.5%.7°. 112 . 13% . 17-19-23-29- 31 - 41 -47-59 - 71
= 8080 17424 79451 28758 86459 90496 17107 57005 75436 80000 00000 .

Eine weitere Familie von einfachen Gruppen sind die alternierenden Gruppen A,
mit n > 5:

14.12. Satz. Firn > 5 ist die alternierende Gruppe A, einfach. SATZ
A, ist

Beweis. Wir geben hier nur eine grobe Skizze. Ein 3-Zykel ist eine Permutation, die einfach

genau drei Elemente a,b,c in der Form a — b — ¢ — a bewegt und alle anderen

Elemente fest lasst. Jeder 3-Zykel ist gerade, also ein Element von A,. Man zeigt dann:

e Die A, wird von den 3-Zykeln erzeugt.

e Ist n > 5, dann sind alle 3-Zykel in der A,, konjugiert: Zu je zwei 3-Zykeln o, o’ gibt

es T € A, mit o7 =o',
Daraus folgt, dass ein Normalteiler N < A,, (mit n > 5), der einen 3-Zykel enthilt, schon
die ganze A, sein muss (da dann alle 3-Zykel in N sind). Schliefllich zeigt man noch:

o Ist {id} # N <A, und n > 5, dann enthélt N einen 3-Zykel.

Es folgt, dass es nur die beiden Normalteiler {id} und A,, gibt.
Siehe zum Beispiel [KM, §9.3.2]. a

Zum Beispiel ist die A5 (mit #As = 60) die kleinste nicht-abelsche einfache Grup-
pe.

Die anderen unendlichen Familien sind ,,Gruppen vom Lie-Typ“. Eine davon erhélt man
wie folgt:

Zu jeder Primzahlpotenz ¢ = p® gibt es einen (bis auf Isomorphie eindeutigen) Korper
F, mit ¢ Elementen (das werden wir im néchsten Semester beweisen). Wir kénnen dann
die Gruppe SL(n,F,) betrachten. Ihr Zentrum besteht aus den skalaren Matrizen I,
mit A” = 1 und ist ein Normalteiler. Der Quotient PSL(n,F,) := SL(n,F,)/Z(SL(n,F,))
ist einfach, aufler fiir sehr kleine Werte von n und ¢. Zum Beispiel ist die PSL(2,F7) der
Ordnung 168 die zweitkleinste nicht-abelsche einfache Gruppe.
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15. ENDLICH ERZEUGTE ABELSCHE GRUPPEN

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es, einen Struktur- und Klassifikationssatz iiber
endlich erzeugte abelsche Gruppen zu beweisen. Im Wesentlichen sagt dieser Satz,
dass jede endlich erzeugte abelsche Gruppe zu einem direkten Produkt von zy-
klischen Gruppen isomorph ist. Daher definieren wir zuerst einmal, was so ein
direktes Produkt von Gruppen ist. Die Konstruktion ist analog zu der bei Ringen,
vergleiche Beispiel 3.1 (1).

15.1. Definition. Sei (G;);cs eine Familie von (multiplikativ geschriebenen) Grup- DEF
pen. Sei G = [],.; G; ihr kartesisches Produkt. Dann ist G’ eine Gruppe, wenn wir ~direktes
die Verkniipfung komponentenweise definieren: Produkt

von Gruppen
(9i)ier - (hi)ier = (gihi)ier PP

Die Gruppe G heifit das direkte Produkt der Gruppen G;. Ist I = {1,2,3,...,n}
endlich, dann schreiben wir auch

G:G1XG2X'-~XGn.
Ist die Indexmenge I leer, dann ist G trivial. &

Dass GG wirklich eine Gruppe ist, priift man leicht nach.

Sind alle Gruppen G; abelsch, dann ist auch G abelsch. Wir werden in diesem
Abschnitt abelsche Gruppen meist additiv schreiben. Die Verkniipfung in G ist
dann dementsprechend

(9i)ier + (hi)icr = (gi + hi)ier -

Wir erinnern uns an die Schreibweise n - g fiir n € Z und g € G fiir die Vielfachen
von g, wenn G eine additive Gruppe ist (siehe Definition 12.9). Damit ldsst sich
das Erzeugnis einer endlichen Teilmenge wie folgt beschreiben.

15.2. Lemma. Sei G eine additiv geschriebene abelsche Gruppe. Seien aufferdem LEMMA
91,92, ---,9n € G. Dann ist Erzeugnis
in abelscher

(91,92, gn) ={m1-g1+ma-ga+ ...+ mn g | my,ma,...,my € L} Gruppe

die Menge der ,ganzzahligen Linearkombinationen® der Elemente g1, 92, ..., Gn-

Beweis. Sei U die Menge auf der rechten Seite. Da G abelsch ist, gilt
(mi-gi4...+mp-go)+my-g14...4m-g,) = (mi+mi)-gi+...+(mu+m.) gn

und

—(mi-gi 4. My gn) = (=) gr A () G,
woraus man sieht, dass U eine Untergruppe ist, die g1, ..., g, enthélt. Auf der an-
deren Seite muss jede Untergruppe von G, die g1, . . ., g, enthélt, auch die Elemente
von U enthalten, und die Behauptung folgt. a

Wir haben nun folgendes erstes Resultat, das zeigt, dass ,endlich erzeugt* und
,abelsch“ zwei gut vertrigliche Eigenschaften sind.
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15.3. Satz. Sei G = (g1,92,...,0n) eine endlich erzeugte abelsche Gruppe und
sei U < G eine Untergruppe. Dann ist U ebenfalls von (hichstens) n Elementen
erzeugt.

Beweis. Induktion iiber die Anzahl n der Erzeuger von G.

Im Fall n = 0 ist G trivial. Dann ist auch U trivial und daher von null Elementen
erzeugt.

Im Fall n = 1 ist G zyklisch. Dann ist auch jede Untergruppe U von G zyklisch
(Ubungsaufgabe) und damit ebenfalls von einem Element erzeugt.

Sei jetzt n > 2. Wir betrachten V' = (g,) < G und G' = G/V. Sei 7: G — G’ der
kanonische Epimorphismus; dann ist 7(g,) = O¢r, also wird

G =m(G) = (x(1), -, 7(gn-1), 7(gn)) = (7(91), - 7(gn-1))

von n — 1 Elementen erzeugt. Nach Induktionsannahme ist dann U’ = 7(U) eben-
falls von n — 1 Elementen erzeugt; etwa U’ = (mw(uy), ..., m(u,—1)) mit geeigneten
ULy .y Upg € U Sei U”" = U NV = ker(r|y). Dann ist U” als Untergruppe der
zyklischen Gruppe V' von einem Element erzeugt: U” = (u,,).

Es gilt nun U = (uq, ..., up_1,Uy,): ,D ist klar. Fiir ,C“ sei u € U beliebig. Dann
gibt esmy,...,my_1 € Zmit w(u) = my-m(ug)+...+my_1-7(un—1). Es folgt, dass
W =u—(my-ur+...+mpy_1-u,_1) € U" ist (denn 7(u”) = 0), also gibt es m,, € Z
mit u” = m,, -u,. Insgesamt sehen wir, dass u = mq-uy+...+Mp_1 Up_1+My, - Uy,
ist wie gewiinscht. a

Der Satz und das vorangegangene Lemma erinnern an Aussagen aus der Linearen Alge-
bra: Der von gewissen Elementen erzeugte Untervektorraum besteht aus allen Linear-
kombinationen dieser Elemente, und die Dimension eines Untervektorraums kann nicht
grofer sein als die des umgebenden Vektorraums. Das ist kein Zufall: Abelsche Gruppen
kann man auch als ,,Z-Moduln“ betrachten; dabei ist fiir einen Ring R ein R-Modul ge-
nauso definiert wie ein ,, R-Vektorraum*, nur dass die Skalare aus einem Ring kommen
statt aus einem Korper. Viele (aber nicht alle — zum Beispiel hat ein endlich erzeugter
Modul nicht immer eine Basis) Resultate aus der Linearen Algebra lassen sich auf diese
allgemeinere Situation {ibertragen.

Fiir nicht-abelsche Gruppen ist die Aussage von Satz 15.3 im Allgemeinen falsch: Es
gibt endlich erzeugte Gruppen mit Untergruppen, die nicht endlich erzeugt sind. (Frage:
Wo geht der Beweis oben schief, wenn G nicht abelsch ist?)

Ist G eine (additive) abelsche Gruppe und sind g1, ¢2,...,9, € G, dann ist die
,Linearkombinationenabbildung*

O 7" — G, (Mmy,...,my)—>my-g1+...+My g

ein Gruppenhomomorphismus. ¢ ist genau dann surjektiv, wenn (gi,...,g,) ein
Erzeugendensystem von G ist.

15.4. Definition. Ist G = Z" fiir ein n € Z>(, dann heifit G eine freie abelsche
Gruppe vom Rang n. O
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15.5. Lemma. Sei G = (g1,...,¢gn) eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Gilt
fur alle mq,...,m, € Z die Implikation

m191++mn9n:0 — ml:“‘:mnzo’

dann ist ¢ wie oben ein Isomorphismus. Insbesondere ist G frei vom Rang n.

Beweis. Wir wissen bereits, dass ¢ surjektiv ist; es geniigt also zu zeigen, dass ¢
auch injektiv ist. Sei dazu (myq,...,m,) € ker(¢). Das bedeutet

O:¢(m17"‘7mn>:ml'gl—'—‘--—f—mn'gna

nach Voraussetzung also (mg,...,m,) = (0,...,0). Wir sehen, dass ¢ trivialen
Kern hat; damit ist ¢ injektiv. u

15.6. Lemma. Der Rang einer endlich erzeugten freien abelschen Gruppe ist
emndeutig bestimmt.

Beweis. Angenommen, G ist frei abelsch vom Rang m und n mit m < n. Dann
gibt es einen Isomorphismus ¢: Z" — Z™. Analog wie bei Vektorrdumen ist ¢
durch eine Matrix A € Mat(m x n, Z) gegeben (in der jten Spalte von A steht das
Bild von (0,...,0,1,0,...,0), wo die Eins an der jten Position steht). Wir konnen
A auch als Matrix iiber Q betrachten; dann gilt rk(A) < m < n, also hat A nicht-
trivialen Kern: Es gibt (0,...,0) # (21,...,7,) € Q™ mit A(z1,...,2,)" = 0.
Nach Multiplikation mit dem Hauptnenner der z; konnen wir annehmen, dass
(1,...,2,) € Z™ ist. Dann ist ¢(xq,...,2,) = (0,...,0), also kann ¢ nicht injek-
tiv sein. Damit ist die Annahme zum Widerspruch gefiihrt, und die Aussage des
Lemmas muss richtig sein. u

15.7. Definition. Seien GG eine Gruppe und g € G. g heifit ein Torsionselement,
wenn ¢ endliche Ordnung hat. Die Gruppe G heiflt torsionsfrei, wenn 15 das
einzige Torsionselement in G ist. &

Zum Beispiel sind Z und allgemeiner jede freie abelsche Gruppe torsionsfrei.

15.8. Lemma. Ist G eine (additiv geschriebene) abelsche Gruppe, dann ist die
Menge

T={geG|ord(g) <oo}={g9geG|In€Zsy:n-g=0}
der Torsionselemente von G eine Untergruppe von G. Die Faktorgruppe G /T ist

torsionsfrei.

Ist G endlich erzeugt, dann ist'T" endlich.

Beweis. Es ist 0 € T. Da g und —g dieselbe Ordnung haben (denn (—g) = (g)),
ist T abgeschlossen unter Inversenbildung. Es bleibt zu zeigen, dass T" auch unter
der Addition abgeschlossen ist. Seien also g,h € T. Dann gibt es m > 0, n > 0
mit m-g=mn-h =0. Es folgt

(mn)-(g+h)=(mn)-g+ (mn)-h=0+0=0,
also ist g + h € T'. (Die erste Gleichheit benutzt, dass G abelsch ist.)

Sei nun 7: G — G/T der kanonische Epimorphismus und sei ¢t € G/T" ein Torsi-
onselement, etwa n -t = 0 fiir ein n > 0. Dann gibt es g € G mit 7(g) = t; es
folgt m(n-g) =n-t =0, also ist n-g € ker(r) = T. Es gibt also m > 0 mit
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O=m-(n-g)=(mn)-g; damit ist g € T und t = 7(g) = 0. AuBler 0 gibt es also
keine Torsionselemente in G /T

Sei jetzt G endlich erzeugt. Nach Satz 15.3 ist dann auch T endlich erzeugt; sei
etwa T = (t1,...,t,) und seien kq,..., k, die Ordnungen von ty,...,t,. Jedes
Element ¢ von T" kann geschrieben werden als

t:ml-t1+m2-t2+...—|—mn-tn

mit my, ..., my € Z; wegen k; -t; = 0 kann man zusétzlich 0 < m; < k; erreichen.
Es gibt dann aber nur endlich viele Moglichkeiten fiir (myq, ..., m,), also muss T
endlich sein. a

In nicht-abelschen Gruppen ist die Menge der Torsionselemente im Allgemeinen keine
Untergruppe (Ubung).

15.9. Definition. In der Situation von Lemma 15.8 heifit Giors = T die Torsi-
onsuntergruppe von G. &

15.10. Lemma. Fine zyklische Gruppe G = (g) ist entweder isomorph zu Z,
wenn thr Erzeuger g unendliche Ordnung hat, oder isomorph zu Z/nZ fir ein
n € Z~g, wenn g Ordnung n hat.

Beweis. Wir schreiben GG additiv und betrachten den Homomorphismus ¢: Z —
G, nn-g. Aus Lemma 12.10 und Lemma 12.23 wissen wir, dass ker(¢) trivial
ist, wenn ¢ unendliche Ordnung hat, sonst ist ker(¢) = nZ mit ord(g) = n. Die
Behauptung folgt jetzt aus dem Homomorphiesatz 14.6. u

Wir konnen jetzt einen Satz iiber die Struktur von endlich erzeugten abelschen
Gruppen beweisen.

15.11. Satz. Jede endlich erzeugte abelsche Gruppe G = (g1, . .., gn) ist isomorph
zu einem direkten Produkt von n zyklischen Gruppen.

Beweis. Induktion iiber die Anzahl n der Erzeuger von G. Ist n < 1, dann ist die
Behauptung klar (G ist trivial oder zyklisch). Sei also n > 2. Unser Ziel ist es, zu
zeigen, dass man die Erzeuger so wihlen kann, dass G = (g1, ..., gn-1) X (gn) ist.
Die Behauptung folgt dann aus der Induktionsannahme.

Sei dazu ¢: Z" — G die “Linearkombinationenabbildung“. Wir betrachten die
Menge aller nichttrivialen Relationen zwischen den Erzeugern, also

M:{(ml,...,mn)EZ”|m1-g1+...—|—mn~gn:O,(ml,...,mn)7é(0,...,0)}
= ker(¢) \ {0z} .
Ist M = (), dann ist nach Lemma 15.5 G = Z" = Z x ... x Z ein Produkt von
—_———

n Faktoren
n zyklischen Gruppen. Wir kénnen also M # () annehmen. Sei (my, ..., m,) € M
mit min{|m;| | m; # 0} minimal. Nach eventueller Anderung der Reihenfolge
der Erzeuger kénnen wir annehmen, dass |m,| dieses Minimum ist, und nach
eventuellem Ersetzen von g, durch —g, kénnen wir zusétzlich m,, > 0 annehmen.
Fiir 1 < j < n schreiben wir m; = ¢;m,, +r; mit 0 < r; < m,, und setzen

Q;L:Ch'91+Q2'92+~--+Qn—1'9n—1+9n-
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Dann ist (g1, ..., 9n-1,9,) ebenfalls ein Erzeugendensystem von G, und es gilt
T1'91+r2'92+“-+7"n—1‘9n—1+mn-g;:0,

Ist hier ein r; # 0, dann haben wir (fiir das neue Erzeugendensystem) eine Re-
lation mit kleinerem Minimum als m,,. Wir kénnen dann wiederum ein neues
Erzeugendensystem wéhlen usw. Da das Minimum jedes Mal echt kleiner wird,
haben wir nach endlich vielen Schritten ein Erzeugendensystem erreicht (das wir
der Einfachheit halber wieder mit (gi,...,g,) bezeichnen) mit der Eigenschaft,
dass die Relation mit dem kleinsten Minimum die Form m,, - g, = 0 hat.

Dann ist (g,) = Z/m,Z (denn m,, muss die Ordnung von g, sein), und die Abbil-
dung

Vg1, gn1) X {gn) — G, (g,h) — g+ h

ist ein Isomorphismus: Es ist leicht zu sehen, dass i ein Homomorphismus ist
(dazu verwendet man die Kommutativitéit von G). Weil G von (g1, . . ., gn) erzeugt
wird, ist ¢ auch surjektiv. Es bleibt zu zeigen, dass v injektiv ist. Sei dazu (g, h) €
ker(¢)). Dannist g = k1-g1+. . .+kpn_1-gnrund h =k, -g, mit ky, ... k1, k, € Z
und kg1 +.. . +kn_1- g1+ kn- g, = g+h = 0. Dabei muss nun k,, ein Vielfaches
von m,, sein: Schreibe k, = gm,, + r mit 0 < r < m,,. Durch Subtraktion des
g-Fachen der Relation m,, - g, = 0 kénnen wir oben k, durch r ersetzen. Da aber
m, das Minimum der Betrége der nichttrivialen Koeffizienten in allen Relationen
ist, muss dann r = 0 sein. Es folgt k, = ¢m,, und damit h = k,, - g, = 0, also auch
g = —h = 0. Somit ist ker(¢) trivial und 1 injektiv.

Nach Induktionsannahme ist (g1, ..., g,—1) isomorph zu einem Produkt von n — 1
zyklischen Gruppen; die Behauptung fiir G folgt. u

15.12. Folgerung. Sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe.

(1) Ist G torsionsfrei, dann ist G frei.
(2) Es ist G = Giors X 2", wobei Giors endlich und G /Gios = 77" ist.

(3) Ist G frei vom Rang n und U < G eine Untergruppe, dann ist U frei vom
Rang m < n.

Bewezs.

(1) Nach Satz 15.11 ist G isomorph zu einem Produkt von nichttrivialen zy-
klischen Gruppen (triviale Faktoren konnen weggelassen werden). Ist G
torsionsfrei, dann kann keiner der Faktoren die Form Z/nZ mit n > 0 ha-
ben, also ist GG isomorph zu einem Produkt von endlich vielen Faktoren Z
und damit frei.

(2) Fiir beliebiges G konnen wir schreiben G = T x Z", wobei T' das Produkt
der endlichen zyklischen Faktoren ist. Dann ist

Gtorsg (TX Zn)tors = Thors X Liows =T % {<077O)} gTa

tors
also ist G = Gios X Z". Nach Lemma 15.8 ist G/Gyqs torsionsfrei, also
nach Teil (1) frei; damit ist G/Gios = Z™ fiir ein m € Zso. Wir miissen
noch zeigen, dass m = n ist. Die Komposition

Grows X 2" —3 G — G /Grors = 7™

FOLG
torsionsfrei
= frei
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ist surjektiv und hat Kern Gy x {(0,...,0)}. Nach dem Homomorphie-
satz 14.6 ist also

Zn = (Gtors X Zn)/(Gtors X {(Ou e 70)}) = Zm
und damit nach Lemma 15.6 n = m.

(3) Sei G frei vom Rang n, dann ist G insbesondere torsionsfrei. Damit ist
auch jede Untergruppe U von G torsionsfrei, nach Teil (1) also frei. Nach
Satz 15.3 kann U von hochstens n Elementen erzeugt werden, also ist der
Rang m von U hochstens n. a

Um eine Klassifikation der endlich erzeugten abelschen Gruppen zu erhalten,
geniigt es also, die endlichen abelschen Gruppen zu klassifizieren. Dies wird von
unserem Struktursatz noch nicht geleistet, denn es gilt zum Beispiel

7)27 x /372 767 oder  Z/6Z x Z/8Z = 7.)27 x 7.]247

die Darstellung als Produkt von zyklischen Gruppen ist also nicht eindeutig. Wir
koénnen sie jedoch eindeutig machen, wenn wir uns an den Chinesischen Restsatz
erinnern.

15.13. Lemma. Sein € Z-o mit Primfaktorzerlegung n = p{*ps*---pi*. Dann
ist die zyklische Gruppe Z/nZ isomorph zu Z/p7*Z X L/p3ZL X ... X L]pFZ.

Beweis. Nach dem Chinesischen Restsatz 7.7 gilt die Isomorphie fiir die Faktor-
ringe Z/nZ bzw. Z/p; Z von Z. Dieser Isomorphismus ist auch ein Isomorphismus
der additiven Gruppen. Q

15.14. Satz. Jede endliche abelsche Gruppe G ist isomorph zu einem Produkt
von zyklischen Gruppen, deren Ordnung eine Primzahlpotenz ist. Dieses Produkt
st bis auf die Rethenfolge der Faktoren eindeutig bestimmd.

Beweis. Nach Satz 15.11 ist GG isomorph zu einem Produkt zyklischer Gruppen;
da G endlich ist, miissen diese zyklischen Gruppen ebenfalls endlich sein, sind also
von der Form Z/nZ. Nach Lemma 15.13 kann jeder solche Faktor wiederum als
Produkt von zyklischen Gruppen von Primzahlpotenzordnung geschrieben werden.

Zur Eindeutigkeit: Fiir eine beliebige abelsche Gruppe G’ und m € Z- setzen wir
mG' ={m-g¢ | ¢ € G'}; mG" ist eine Untergruppe von G'. Ist G' = Z/nZ, dann
ist mG’ als Untergruppe einer zyklischen Gruppe ebenfalls zyklisch. Auflerdem gilt
(G" : mG") = ggT(m,n), denn das Bild von mZ in Z/nZ besteht aus allen Rest-
klassen, die durch eine Zahl der Form am + bn représentiert werden; diese Zahlen
sind genau die Vielfachen von ggT(m,n). Ist G’ das Produkt der zyklischen Grup-

pen Z/n;Z, j =1,...,k, dann ist entsprechend (G’ : mG') = H§=1 ggT(m,n;).

Fir G = Z/p7'Z x Z/p3Z % ... X Z/p;"Z (mit Primzahlen py,. .., py, die nicht
verschieden sein miissen) und eine Primzahl ¢ ergibt sich dann

k
(G:4'G) = [TesT(v}' of) = grmime ™)
j=1

und daher fiir f > 1

(G : qu> _ qzjzpj:q(min{ej,f}—min{ej,f—l})
(G:¢/71G)

q#{jlpJ':q,ej >f}
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(denn min{e, f} —min{e, f — 1} =0 fir e < f und = 1 fir e > f). Aus diesen
Quotienten (fiir f = 1,2,...) kénnen wir also ablesen, wie viele Faktoren Z/¢°Z im
Produkt vorkommen. Da das fiir jede Primzahl ¢ gilt und die Quotienten nur von GG
abhéngen, sind die Héufigkeiten der Faktoren durch G eindeutig bestimmt. U

15.15. Beispiel. Mithilfe dieses Satzes lassen sich Fragen beantworten wie , Wie
viele abelsche Gruppen der Ordnung 72 gibt es bis auf Isomorphie?*

Dazu schreiben wir 72 = 23 - 32. Eine abelsche Gruppe G der Ordnung 72 ist
isomorph zu einem Produkt Z/247 x ... x Z/2%7 x 7.3 7 x ... x Z/3/7 mit
geitFer . 3hiteth =72 also ey + ... +e, =3 und fi + ...+ f; = 2. Da es auf
die Reihenfolge der Faktoren nicht ankommt, kénnen wir e; > ... > ¢, > 0 und
fi > ... > fi > 0 annehmen. Dann gibt es fiir die e; genau die drei Moglichkeiten
(1,1,1), (2,1) und (3) und fir die f; die beiden Moglichkeiten (1, 1) und (2). Diese
kénnen wir beliebig miteinander kombinieren; das liefert 3 - 2 = 6 verschiedene
[somorphietypen:

7.)27. x TJ27. x ZJ27. x TJ3Z x Z)3L, 7.)27 x 7.)2Z x 727 x Z./9Z,
7)27. x LJAT x ZJ3T. x ZJ3L., T)2Z x Z.JAZ x Z./9Z,
787 x 7/37. x Z/3Z. und  Z/8Z x 797 &

Nicht-abelsche Gruppen gegebener Ordnung n zu klassifizieren, ist dagegen sehr viel
schwieriger. Zum Beispiel gibt es 44 Isomorphieklassen nicht-abelscher Gruppen der Ord-
nung 72 und 2313 Isomorphieklassen nicht-abelscher Gruppen der Ordnung 128 (dazu
15 abelsche Isomorphieklassen). Gerade die Zahl der Isomorphieklassen von Gruppen
der Ordnung 2" wéchst rasant mit n: Fiir n = 8 hat man 56 092 und fiir n = 9 bereits
10494 213 Isomorphieklassen!

Das obige Beispiel motiviert die folgende Definition.

15.16. Definition. Sein € Zx,. Die Partitionszahl von n, p(n), ist die Anzahl der
verschiedenen Mdoglichkeiten, n ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge als Summe
positiver ganzer Zahlen zu schreiben. &

Formaler kann man definieren (), zdhlt, wie oft m in der Summe vorkommt):
p(n) - #{(/\17/\27 e ) S Z§0 | Z]/\J = TL}
j=1

Man erhélt die folgende Tabelle von Werten fiir kleine n:

n|01 23456 7 8 9
pin)[1 1 2 3 5 7 11 15 22 30

Die Partitionszahlen bilden eine sehr interessante Zahlenfolge. Sie treten als Koeffizien-
ten der folgenden Potenzreihe auf:

00 ] 1
> v =11 ==
n=0 m=1 1-z

(Als Gleichung zwischen formalen Potenzreihen bekommt man das durch Ausmultipli-
zieren der geometrischen Reihen auf der rechten Seite, denn der Koeffizient von z" ist
genau durch die Anzahl der Lésungen von Zjoil JA; = n gegeben. Beide Seiten konver-
gieren absolut fiir |z| < 1, also gilt die Gleichheit in diesem Bereich auch als Funktionen
von z.)

BSP
abelsche
Gruppen der
Ordnung 72

DEF
Partitions-
zahl
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Der Pentagonalzahlensatz von Euler gibt die Relation

[e.e]

H(l -2 = Z(—l)kzk(3k_1)/2 =1-z-224+22+2"—....
m=1 kEZ

Daraus erhalt man

(Z(_l)kzk‘(Sk—l)/Q) (ip<n)zn> =1,
n=0

kEZ
was sich in die Rekursion p(0) = 1 und fiir n > 0

Z (—1)’“‘%)(71—%) =p(n—1)+p(n—2)—p(n—5)—p(n—"7)+...
0£kEZ,k(3k—1)<2n

p(n) =

iibersetzt. Damit lassen sich die Zahlen p(n) recht schnell berechnen.

Eine andere interessante Eigenschaft der Partitionszahlen ist ihr Wachstumsverhalten.
Mithilfe der Potenzreihe oben kann man Folgendes zeigen:

lim p(n) =1

Die Anzahl der Dezimalziffern von p(n) wiichst also etwa wie v/n (und damit z.B. deutlich
langsamer als die der Fibonacci-Zahlen).

Das Beispiel ldsst sich dann verallgemeinern:

15.17. Folgerung. Sein € Z-o mit Primfaktorzerleqgung n = p{*ps* - - - pi¥. Dann
gibt es genau p(ey)p(ez) - plex) Isomorphieklassen von abelschen Gruppen der
Ordnung n.

Beweis. Wie im Beispiel gibt es fiir die zyklischen Faktoren mit Ordnung eine
p;-Potenz genau p(e;) Moglichkeiten. Die Moglichkeiten fiir die verschiedenen
Primteiler konnen beliebig miteinander kombiniert werden, also erhilt man ins-
gesamt gerade p(e1)p(e2) - - - p(ex) verschiedene Produkte von zyklischen Gruppen
von Primzahlpotenzordnung, sodass das Produkt Ordnung n hat. u

Zum Abschluss geben wir noch eine zweite Variante des Klassifikationssatzes. In
Satz 15.14 haben wir die Darstellung als Produkt zyklischer Gruppen gegeben, die
am meisten nichttriviale Faktoren hat. Man kann auch eine Version formulieren,
die moglichst wenige Faktoren benutzt. Um die resultierende Darstellung eindeutig
zu machen, muss man noch eine zusétzliche Bedingung an die Ordnungen der
Faktoren stellen.

15.18. Satz. Jede endliche abelsche Gruppe G ist isomorph zu einem Produkt

Z) T % T)dy T % ... L) d T

von zyklischen Gruppen, deren Ordnungen dy,ds, ..., d,, zusdtzlich die Bedingung
1 <dy | dy| ... | dy erfillen. Die Ordnungen (dy,ds,...,d,,) sind eindeutig
bestimmt; m ist die minimale Zahl von Erzeugern von G.

Beweis. Dazu iiberlegt man sich, dass die einzige Moglichkeit, die zyklischen Fak-
toren in Satz 15.14 mithilfe des Chinesischen Restsatzes zu zyklischen Grup-
pen zusammenzufassen, die die Zusatzbedingung erfiillen, darin besteht, jeweils
die hochsten, die zweithdchsten, ... vorkommenden Potenzen aller Primteiler der
Gruppenordnung miteinander zu kombinieren. Das liefert dann die zyklischen Fak-
toren der Ordnung d,,, d,,_1 usw.

FOLG
Anzahl
abelscher
Gruppen
gegebener
Ordnung

SATZ
Klassifi-
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abelscher
Gruppen
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Dass G von m Elementen erzeugt werden kann, ist offensichtlich. Sei nun p ein
Primteiler von d;. Dann ist G/pG = (Z/pZ)™; die Gruppe rechts ist die additive
Gruppe des m-dimensionalen [F)-Vektorraums F}' und kann deswegen nicht von
weniger als m Elementen erzeugt werden. Da jedes Erzeugendensystem von G auf
ein Erzeugendensystem von G /pG abgebildet wird, kann auch G nicht von weniger
als m Elementen erzeugt werden. a

15.19. Beispiel. Fiir die oben klassifizierten Isomorphietypen von abelschen Grup- BSP

pen der Ordnung 72 sieht die alternative Klassifizierung so aus: abelsche
Z)27 X L)27 x )27 x /37 x /3L = T./27 x T.]6Z x 7|6 Gruppen der
Ordnung 72

7.)27 x T.J27 x T.)]27. x L.)97 = 7.J27 X 7./27. x 7.)187
7)27 x TJAT x ZJ3T x ZJ3Z = 7./6Z x Z./12Z
Z)27. x TJAT x 7)9Z = 7.)27 x 7./ 36
Z/87 x Z/3Z x ZJ3L = 7/3Z x /247
Z/87. x 1./97. = 7] T2. &
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