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1. WIEDERHOLUNG: GRUPPEN, RINGE, KORPER

Diese Vorlesung ist eine erste Einfithrung in die Algebra (auch wenn etwas verwir-
renderweise die zweite Algebra-Vorlesung , Einfithrung in die Algebra“ heifit).

Die ,,Einfithrung in die Zahlentheorie und algebraische Strukturen® hat zwei Haupt-
themen (wie der ldngliche Titel andeutet). Einerseits geht es darum, grundlegende
Techniken und Ergebnisse der (elementaren) Zahlentheorie kennen zu lernen. Das
beginnt mit der Teilbarkeitslehre mit Themen wie Primzahlen, grofite gemein-
same Teiler, Euklidischer Algorithmus und eindeutige Primfaktorzerlegung und
fiihrt weiter zu quadratischen Resten und dem Quadratischen Reziprozititsgesetz
und zu Sétzen iiber die Darstellbarkeit natiirlicher Zahlen als Summen von zwei
oder vier Quadratzahlen. Andererseits soll auch ein Einstieg in die Algebra gege-
ben werden. Dies erfolgt exemplarisch anhand der Ringe, die ein gutes Beispiel
fiir eine ,,algebraische Struktur® darstellen. Diese im Vergleich mit dem iiblicheren
Aufbau in der Reihenfolge ,,Gruppen, Ringe, Koérper® vielleicht ungewohnte Wahl
ist auch dadurch motiviert, dass der Ring Z der ganzen Zahlen, der in der ele-
mentaren Zahlentheorie die Hauptrolle spielt, ein prototypisches Beispiel fiir einen
Ring ist. Von diesem Beispiel ausgehend l&sst sich die Theorie der Ringe gut auf-
bauen. Themen aus der Ringtheorie sind euklidische Ringe, Hauptidealringe und
faktorielle Ringe (letztere sind Ringe, in denen die eindeutige Primfaktorzerlegung
gilt), dann als wichtige Beispiele und weil sie auch fiir sich genommen wichtig sind,
Polynomringe. Schliellich werden wir noch abelsche Gruppen diskutieren und den
wichtigen Klassifikationssatz fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen beweisen.

In der , Einfithrung in der Algebra“, die Sie sinnvollerweise dann im Sommerse-
mester horen sollten, gibt es zwei Hauptthemen: Einerseits werden (insbesondere
endliche) Gruppen genauer studiert; auf der anderen Seite geht es um algebraische
Korpererweiterungen. Fiir die Konstruktion solcher Korpererweiterungen spielen
die in diesem Semester genauer betrachteten Polynomringe eine wesentliche Rolle.

Einige Abschnitte in diesem Skript sind kleiner gedruckt. Dabei kann es sich um ergénzen-
de Bemerkungen zur Vorlesung handeln, die nicht zum eigentlichen Stoff gehoren, die Sie
aber vielleicht trotzdem interessant finden. Manchmal handelt es sich auch um Beweise,
die in der Vorlesung nicht ausgefiihrt werden, zum Beispiel weil sie relativ lang sind und
flirs Verstindnis nicht unbedingt benétigt werden, die aber doch der Vollstandigkeit
halber oder auch als Anregung etwa fiir Ubungsaufgaben im Skript stehen sollten.

Fiir die Zwecke dieser Vorlesung ist Null eine natiirliche Zahl:
N=1{0,1,2,3,...};
gelegentlich werden wir die Schreibweise
N, ={1,2,3,...}

fiir die Menge der positiven natiirlichen (oder ganzen) Zahlen verwenden. Meistens
werde ich zur Vermeidung von Unklarheiten aber Zs, und Z- fiir diese Mengen
schreiben. Wie iiblich steht Z fiir den Ring der ganzen Zahlen, Q fiir den Kérper
der rationalen Zahlen, R fiir den Kérper der reellen Zahlen und C fiir den Kérper
der komplexen Zahlen.

Damit klar ist, wovon im Folgenden die Rede sein wird, wiederholen wir die Defi-
nitionen der wichtigsten algebraischen Strukturen (wie sie zum Beispiel bereits in
der Linearen Algebra I eingefiihrt wurden).

Wir beginnen mit dem Minimum, das man fiir eine halbwegs interessante alge-
braische Struktur braucht.
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1.1. Definition. Eine Halbgruppe ist ein Paar (H, ), bestehend aus einer Men-

DEF

ge H und einer Abbildung * : H x H — H, (a,b) — axb, die das Assoziativgesetz Halbgruppe

erfiillt:
Va,b,c€ H: (axb)xc=ax*(bxc).

Die Halbgruppe heifit kommutativ, wenn zuséatzlich das Kommutativgesetz gilt:
Va,be H:axb=bx*a.

Wenn die Verkniipfung * aus dem Kontext klar ist, spricht man der Einfachheit
halber meist von ,,der Halbgruppe H*“. &

Das Assoziativgesetz bewirkt, dass es nicht darauf ankommt, wie Ausdriicke, die
drei oder mehr Elemente miteinander verkniipfen, geklammert sind. Zum Beispiel
gilt fiir beliebige Elemente a, b, ¢, d, e von H:

ax((bxc)xd)=ax(bx(cxd))=(axb)*(cxd)
=((axb)xc)xd=(ax(bxc))*d  und
ax*x(bx(cx(dxe)))=(axb)*(cx(dxe))=((axb)*x(cxd)xe=....

Man kann deswegen einfach a % b *x ¢ x d bzw. a * b x ¢ * d * e schreiben.

Wenn die Halbgruppe kommutativ ist, dann kommt es auch nicht auf die Reihen-
folge an:

axbxc=bxaxc=b*xcxa=cxbxa=cxa*xb=ax*xcxb.

1.2. Beispiele. Das Trivialbeispiel einer Halbgruppe ist (0, ), wobei % : Ox0 —
die leere Abbildung ist (beachte: ) x () = ().

Beispiele von kommutativen Halbgruppen sind (N, +), (N,+), (Z,+), (N4,-),
(N,-), (Z,-). Die Halbgruppe (Abb(X, X),0) der Abbildungen X — X fiir eine
beliebige Menge X, mit der Komposition von Abbildungen als Verkniipfung, ist
im Allgemeinen nicht kommutativ. &

Mit Halbgruppen kann man allerdings noch nicht allzu viel anfangen. Deshalb
fordern wir zusétzliche Eigenschaften.

1.3. Definition. Ein Monoid ist ein Tripel (M, x, e), bestehend aus einer Men-
ge M, einer Abbildung * : M x M — M und einem Element e € M, sodass (M, )
eine Halbgruppe mit neutralem Element e ist:

Yo e M:exa=a=ax*e.

Das Monoid heifit kommutativ, wenn die Halbgruppe (M, %) kommutativ ist. <

Wenn es ein neutrales Element gibt, dann ist es eindeutig bestimmt. Aus diesem
Grund lédsst man meistens die Angabe des neutralen Elements weg und spricht
vom ,Monoid (M, *)* oder auch nur vom ,Monoid M“, wenn die Verkniipfung
aus dem Kontext klar ist.

BSP
Halbgruppen

DEF
Monoid
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1.4. Beispiele. Da die Definition von ,Monoid“ ein neutrales Element fordert,
kann die leere Menge kein Monoid sein. Das triviale Monoid ist dann ({e}, *, e),
wobei * die einzige Abbildung {e} x {e} — {e} ist (es ist also e x e = e).

Bis auf (N, +), wo es kein neutrales Element gibt, lassen sich alle Beispiele von
Halbgruppen aus 1.2 als Monoide (N, +,0), (Z,+,0), (N,,-, 1), (N,-,1), (Z,-,1)
und (Abb(X, X), 0,idy) betrachten. &

Noch schoner ist es, wenn sich die Verkniipfung mit einem Element durch die
Verkniipfung mit einem (in der Regel) anderen Element wieder riickgidngig machen
ldsst. Das fithrt auf den Begriff der Gruppe.

1.5. Definition. Eine Gruppe ist ein Quadrupel (G, , e, 1), bestehend aus einer
Menge G, einer Abbildung *x : G x G — G, einem Element e € G und einer
Abbildung i : G — @G, sodass (G, *,¢e) ein Monoid ist und fiir jedes ¢ € G das
Element i(g) € G ein Inverses von g ist:

VgeG:i(g)xg=e=gxi(g).

Die Gruppe heifit kommutativ oder abelsch, wenn das Monoid (G, x, €) kommutativ

ist. &

Die Bezeichnung ,abelsch® ehrt den norwegischen Mathematiker Niels Henrik
Abel, nach dem auch der Abelpreis benannt ist, ein dem Nobelpreis vergleichbarer
Preis fiir Mathematik, der seit 2003 jéhrlich verliehen wird.

Auch Inverse sind eindeutig bestimmt. Analog zu Monoiden spricht man deshalb
auch einfach von ,,der Gruppe (G, %)“ oder auch von ,der Gruppe G*, wenn die
Verkniipfung aus dem Kontext klar ist.

Gruppen schreibt man gerne ,,multiplikativ®, dann ist die Verkniipfung a - b oder
kurz ab, das neutrale Element heifit 1 und das Inverse von a wird a~! geschrieben.
Kommutative Gruppen schreibt man auch héufig ,additiv, dann ist die Ver-
kntipfung a + b, das neutrale Element heifit 0 und das Inverse von a wird als das
Negative von a geschrieben: —a. Dann schreibt man auch kurz a — b fiir a + (—b).

1.6. Beispiele. Das triviale Monoid léasst sich auch als Gruppe betrachten, denn
das einzige Element e ist sein eigenes Inverses.

Von den iibrigen Beispielen von Monoiden in 1.4 kann nur (Z,+,0, —) auch als
Gruppe betrachtet werden (und im letzten Beispiel Abb(X, X'), wenn X hochstens
ein Element hat; dann hat man eine triviale Gruppe). Ein weiteres Beispiel einer
kommutativen Gruppe ist (Rsq,-, 1,2 — 1/z), wobei R.o die Menge der positiven
reellen Zahlen ist.

Wenn man sich bei den Abbildungen X — X auf die bijektiven Abbildungen
beschriinkt, dann erhélt man eine Gruppe (S(X),o0,idy, f — f~!), die auch die
symmetrische Gruppe von X heifit. Dabei ist

S(X)={f:X — X | f bijektiv}.

Diese Gruppe ist genau dann kommutativ, wenn X hochstens zwei Elemente
enthalt.

Gruppen werden in der , Einfiihrung in die Algebra“ genauer studiert. s

Als Néchstes betrachten wir Strukturen mit zwei Verkniipfungen.

BSP
Monoide

DEF
Gruppe

BSP
Gruppen
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1.7. Definition. Ein Ring ist ein Sextupel (R,+,0,—,-, 1), bestehend aus einer
Menge R, Abbildungen +,- : Rx R — R, Elementen 0,1 € R und einer Abbildung
—: R — R, sodass (R, +, 0, —) eine kommutative Gruppe und (R, -, 1) ein Monoid
ist und die Distributivgesetze

Va,b,ce R:a-(b+c¢)=a-b+a-c und (a+b)-c=a-c+b-c
gelten. Der Ring heifit kommutativ, wenn das Monoid (R, -, 1) kommutativ ist.

Da die neutralen und inversen Elemente eindeutig bestimmt sind, spricht man oft
nur vom ., Ring (R, +, ) oder sogar vom ,,Ring R*, wenn die Verkniipfungen aus
dem Kontext klar sind. Ist der Ring kommutativ, dann geniigt es, eines der beiden
Distributivgesetze zu fordern. Fiir das Produkt a - b zweier Elemente schreibt man
auch kurz ab.

In einem Ring kann man also addieren, subtrahieren und multiplizieren, und die
iiblichen Rechenregeln gelten, wie zum Beispiel 0-a = a-0 =0, —(a+b) = —a—b,
(—a)-(—b) = a-b. Was aber im Allgemeinen nicht gelten muss, ist die Implikation
a-b=0= a=0Vb=0. Ringe, in denen diese Aussage gilt, werden in dieser
Vorlesung eine wesentliche Rolle spielen; wir werden den entsprechenden Begriff
bald definieren.

In einem Ring hat nicht unbedingt jedes (von null verschiedene) Element ein mul-
tiplikatives Inverses. Das motiviert folgende Definition.

1.8. Definition. Sei (R,+,0,—,+,1) ein Ring. Ein Element u € R heifit Finheit
von R, wenn u in R invertierbar ist, wenn es also ein Element «' € R gibt mit
w-u =u'-u=1. Man schreibt dann u~" fiir v/ (v’ ist eindeutig bestimmt).

Die Menge R* aller Einheiten von R bildet mit der Multiplikation von R eine
Gruppe (R*,-, 1), die Einheitengruppe von R. &

Der Beweis der Aussage, dass R* eine Gruppe bildet, ist eine Ubungsaufgabe.

1.9. Beispiele. Das Trivialbeispiel fiir einen Ring ist der sogenannte Nullring
({0}, +,0,—,-,0), indem 0 = 1 und 0 +0 = —0 = 0-0 = 0 gelten. Jeder
Ring R, in dem Or = 1g gilt, ist so ein Nullring, denn fiir alle r € R gilt dann
Tle'TZOR'T:OR.

Das Standardbeispiel fiir einen (kommutativen) Ring ist der Ring Z der ganzen
Zahlen mit der iiblichen Addition und Multiplikation als Verkniipfungen. Es ist
7* ={-1,1}.

Aus der Linearen Algebra kennen wir den Matrizenring Mat(n, K) iiber einem
Korper K. Dieser Ring ist nicht kommutativ, wenn n > 2 ist. Die Einheitengruppe
von Mat(n, K) ist die ,allgemeine lineare Gruppe“ GL(n, K) der invertierbaren
n X n-Matrizen. &

Schlielich kommen wir zu den Korpern.

1.10. Definition. Ein Kdrper ist ein Septupel (K,+,0,—,-,1,4), bestehend aus
einer Menge K, Abbildungen +,- : K x K — K, Elementen 0,1 € K, einer
Abbildung — : K — K und einer Abbildung i : K \ {0} — K \ {0}, sodass
(K,+,0,—,-,1) ein kommutativer Ring und (K \ {0},-,1,4) eine (kommutative)
Gruppe ist. Fiir i(a) schreibt man a™*. &

DEF
Ring

DEF
Einheit

Einheiten-
gruppe

BSP
Ringe

DEF
Korper
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Wie iiblich spricht man meistens einfach von dem ,, Korper (K, +,-)* oder von dem
,Korper K“. Aus der Definition folgt, dass 0 und 1 in einem Ko&rper verschieden
sein miissen, denn 1 soll das neutrale Element der Gruppe K \ {0} sein. Diese
Gruppe (K \ {0}, ) ist die Einheitengruppe K* von K (als Ring betrachtet); bei
Korpern nennt man sie meist die multiplikative Gruppe von K. (Haufig findet man
auch die Schreibweise K* dafiir.)

Fiir a,b € K, b # 0, kann man die Division definieren durch a/b = a - b~'. Dann
hat man die vier Grundrechenarten zur Verfiigung und die iiblichen Rechenregeln
dafiir gelten, denn man kann sie aus den Korperaxiomen ableiten. Zum Beispiel
gilt in einem Korper stets, dass aus a-b = 0 folgt, dass @ = 0 oder b = 0 ist. (Denn
ist a # 0, dann folgt 0 =a'-0=a"t-a-b=1-b=0b.)

1.11. Beispiele. Das kleinste Beispiel fiir einen Korper hat nur die beiden Ele-
mente 0 und 1, die in der Definition gefordert werden. Fiir die Addition und
Multiplikation folgt 0 +0=0,04+1=14+0=1,0-0=0-1=1-0 = 0 und
1-1 =1 direkt aus der Definition; fiir die verbleibende Summe 1 4 1 bleibt nur
der Wert 0, da die Gleichung a + 1 = 0 l6sbar sein muss. Man kann (einfach, aber
langlich) nachpriifen, dass dieser Koérper, der mit Fy bezeichnet wird, die Axiome
erfiillt.

Es gibt noch weitere endliche Korper: Zu jeder Potenz p® einer Primzahl p (mit
e > 1) gibt es im Wesentlichen genau einen Korper mit p® Elementen, und es
gibt keine anderen endlichen Korper. Das wird in der ,,Einfithrung in die Algebra‘
genauer besprochen.

Standardbeispiele fiir Korper sind die Korper Q, R und C der rationalen, reellen
und komplexen Zahlen, jeweils mit der bekannten Addition und Multiplikation.

L]

Der Vollstandigkeit halber folgt hier noch die Definition eines Schiefkérpers, auch wenn
Schiefkorper in dieser Vorlesung und der ,,Einfithrung in die Algebra“ keine Rolle spielen
werden.

Definition. FEin Schiefkdrper ist ein Septupel (K, +,0,—,,1,4), bestehend aus einer
Menge K, Abbildungen +,- : K x K — K, Elementen 0,1 € K, einer Abbildung
— : K — K und einer Abbildung i : K \ {0} — K \ {0}, sodass (K,+,0,—,-,1)
ein nicht-kommutativer Ring und (K \ {0},-,1,7) eine Gruppe ist. Fiir i(a) schreibt
man a~ L. &

Der Unterschied zum Korper ist also, dass die Multiplikation nicht kommutativ ist.
Das wichtigste Beispiel eines Schiefkorpers ist der Schiefkérper H der Quaternionen. Er
ist definiert als ein vierdimensionaler Vektorraum iiber R mit Basis 1,4,7, k; fiir die
Multiplikation der Basiselemente gilt

= =k’=-1, ij=k=—ji, jk=i=—kj, ki=j=—ik;
dadurch und durch das Distributivgesetz ist die Multiplikation eindeutig festgelegt. Es ist
natiirlich noch zu zeigen, dass H\ {0} unter der so definierten Multiplikation tatséchlich

eine Gruppe bildet. Siehe §29 im Skript ,,Lineare Algebra II“ (oder auch Definition 7.1
spater in diesem Skript).

Endliche Schiefkérper gibt es nicht; das ist ein beriihmter Satz von Joseph Wedder-
burn. (In der im hier verlinkten Wikipedia-Eintrag zu Grunde gelegten Definition von
»Schiefkorper” darf die Multiplikation auch kommutativ sein [das ist in der Litera-
tur uneinheitlich|, deshalb lautet die Aussage dort ,Jeder endliche Schiefkorper ist ein
Korper*.)

BSP
Korper

DEF
Schiefkorper
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2. TEILBARKEITSLEHRE IN INTEGRITATSBEREICHEN

Wir wollen uns im Folgenden mit Teilbarkeit beschéftigen.

2.1. Definition. Seien R ein kommutativer Ring und a,b € R. Wir sagen, a
teilt b, a ist ein Teiler von b oder b ist ein Vielfaches von a, geschrieben a | b,
wenn es ein ¢ € R gibt mit b = ac. &

In nicht-kommutativen Ringen miisste man zwischen Teilbarkeit von rechts (b = ca) und
von links (b = ac) unterscheiden.

Wir sind es gewohnt, dass aus ab = 0 folgt, dass einer der Faktoren null ist. In
allgemeinen Ringen gilt dies jedoch nicht unbedingt. Wir geben dieser unangeneh-
men Erscheinung einen Namen.

2.2. Definition. Seien R ein Ring und a € R. Dann heifit a ein Nullteiler von R,
wenn a # 0 ist und es 0 # b € R gibt mit ab = 0 oder ba = 0. &

2.3. Beispiele. Man kann sich leicht iiberlegen, dass Z x Z mit komponenten-
weise definierter Addition und Multiplikation ein (kommutativer) Ring ist; das
Nullelement ist (0,0) und das Einselement ist (1,1). In diesem Ring sind alle Ele-
mente der Form (a,0) oder (0,a) mit a # 0 Nullteiler, denn (a,0) - (0,a) = (0, 0).
(Das sind tatséchlich auch alle Nullteiler.)

Ein anderes Beispiel ist der Ring Z/47, dessen Elemente man mit den Zahlen
0,1, 2, 3 identifizieren kann; die Addition und Multiplikation erfolgt dann ,,modu-
lo 4“, man ersetzt also das Ergebnis der gewohnlichen Addition bzw. Multiplikation
durch seinen Rest bei Division durch 4. Es gilt also etwa 1 +1 =2, 243 = 1,
3-3=1und 22 = 0. Letzteres zeigt, dass 2 ein Nullteiler in diesem Ring ist
(tatséchlich auch der einzige Nullteiler). ,, Faktorringe* wie Z /47 werden spéter in
dieser Vorlesung noch genauer besprochen.

Ein in gewisser Weise dhnliches Beispiel ist der Ring der dualen Zahlen Kle| iiber
einem Korper K. Seine Elemente haben die Form a + be mit a,b € K; sie werden
gemaf

(a+be)+(a'+be) = (a+a")+ (b+b)e und (a+be)-(a'+be) = ad' + (ab +a'b)e

addiert und multipliziert. Insbesondere ist €2 = 0; damit ist ¢ (und ebenso be fiir
alle b € K*) ein Nullteiler.

Auch im Matrizenring Mat(n, K) gibt es Nullteiler, sobald n > 2 ist. Zum Beispiel

1st
0 1 01 00
(00) (@ 0)= (o) +
Fiir die Untersuchung von Teilbarkeit sind Nullteiler recht hinderlich. Darum
zeichnen wir eine Klasse von Ringen aus, in denen sie nicht auftreten.

2.4. Definition. Ein Integritditsring ist ein Ring R, der nicht der Nullring ist
und in dem es keine Nullteiler gibt. Ist R auBlerdem kommutativ, dann ist R ein
Integritdtsbereich. &

Die erste Bedingung ist zu 0 # 1 in R &quivalent.

DEF
Teiler

DEF
Nullteiler

BSP
Nullteiler

DEF
Integritats-
ring
Integritats-
bereich
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2.5. Beispiele. Das Standardbeispiel fiir einen Integrititsbereich ist der Ring 7Z
der ganzen Zahlen. Daher kommt auch der Name: ,integer” heifft ,,ganz“.
Jeder Korper ist ein Integrititsbereich. s
Fiir das Folgende nicht unmittelbar wichtig, aber (nicht zuletzt wegen des im Be-

weis verwendeten Arguments) in diesem Zusammenhang interessant ist folgendes
Resultat.

2.6. Satz. Ist R ein endlicher Integritdtsbereich, dann ist R bereits ein Korper
(d.h., jedes Element # 0 von R ist invertierbar).

Beweis. Sei 0 # a € R. Wir miissen zeigen, dass a invertierbar ist, dass es also ein

b € R gibt mit ab = 1. Dazu betrachten wir folgende Abbildung:
me: R— R, r+——ar

(,Multiplikation mit a“). Diese Abbildung m, ist injektiv: Sind =, € R mit
ma(r) = mgy(r'), dann folgt a(r—r") = 0; weil a # 0 ist und R ein Integritatsbereich
ist, muss r = 7’ sein.

Da R endlich ist, ist eine injektive Abbildung R — R bereits bijektiv und damit
insbesondere surjektiv. Es gibt also b € R mit ab = m,(b) = 1. Qa

Analog zeigt man (unter Verwendung der beiden Abbildungen m, und m/, : r — ra),
dass ein endlicher nicht-kommutativer Integritdtsring ein Schiefkérper ist. Nach dem
Satz von Wedderburn (siehe das Kleingedruckte auf Seite 6) gibt es keine endlichen
Schiefkorper, also gilt: Jeder endliche Integrititsring ist ein Korper.

Bevor wir Eigenschaften der Teilbarkeitsrelation beweisen, fithren wir noch einen
Begriff ein.

2.7. Definition. Sei R ein kommutativer Ring. Zwei Elemente a,b € R heiflen
(zueinander) assoziiert, a ~ b, wenn es eine Einheit u € R* gibt mit b = ua. <

Assoziiertheit ist eine Aquivalenzrelation; das kommt daher, dass R* eine Gruppe
ist. (Wenn Ihnen das nicht klar ist, sollten Sie es sich klar machen!)
Im Ring Z bedeutet a ~ b nichts anderes als a = £b oder auch |a| = |b].

Nun zu den Eigenschaften der Teilbarkeitsrelation.

2.8. Lemma. Seien R ein Integrititsbereich und a,b,c € R. Dann gilt:
(1) Ausa|bundalc folgta|b+cunda|b—c.
(2) Ausa|bundb]c folgt a| c.

(3) Aus a | b folgt a | be.
(4) und all < a€ R*.
(5) a]0,1|aundala.

(6)

6) alb und bla <= a~b.

Bewezs.

(1) Nach Definition bedeuten die Voraussetzungen, dass es V', ¢ € R gibt mit
b=al und ¢ = ac. Dann gilt b+ ¢ = a(l + /), also ist a auch ein Teiler
von b £ c.

BSP
Integritats-
bereiche

SATZ
endl. IB
ist Korper

DEF
assoziiert

LEMMA
Eigenschaften
Teilbarkeit
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(2) Ubung.
(3) Ubung.

(4) 0 | a bedeutet, dass es b € R gibt mit a = b-0 = 0, also muss a = 0 sein.
Dass 0 | 0 gilt, ist klar.

a | 1 bedeutet, dass es b € R gibt mit 1 = ab; das ist aber genau die
Bedingung dafiir, dass a eine Einheit ist.

(5) Ubung.

(6) Die links stehende Aussage besagt, dass es ¢, € R gibt mit b = ac, a = bc’.
Es folgt acd = b = a, also a(c — 1) = 0. Da R ein Integritatsbereich ist,
muss a = 0 sein (dann folgt auch b = 0 und es gilt a ~ b) oder ¢ = 1,
dann ist ¢ eine Einheit und damit gilt a ~ b.

Umgekehrt bedeutet a ~ b, dass es u € R* gibt mit b = ua; damit gilt
jedenfalls a | b. Es gilt aber auch @ = u~'b und damit b | a. a

Die Teilbarkeitsrelation ist also insbesondere reflexiv und transitiv, und sie héngt
nur von der Assoziiertheitsklasse der beteiligten Elemente ab: Gilt a ~ a’ und
b ~ U, dann sind a | b und o' | b dquivalent. (Die eine Richtung folgt so: Aus
a ~ d folgt a’ | a, aus b ~ ¥ folgt b | b/, also folgt aus a | b mit der Transitivitét
der Teilbarkeit auch o’ | 0'.) Auf den Assoziiertheitsklassen ist die Relation auch
antisymmetrisch (das ist die letzte Eigenschaft in Lemma 2.8); wir erhalten eine
(Teil-)Ordnung. In dieser Ordnung ist die Klasse der Einheiten das kleinste und
die Klasse der Null das grofite Element. Wir betrachten jetzt grofite untere und
kleinste obere Schranken von zwei Elementen in dieser Ordnung.

2.9. Definition. Seien R ein Integritédtsbereich und a,b € R. Wir sagen, g € R
ist ein grafiter gemeinsamer Teiler (kurz: ggT) von a und b und schreiben dafiir
g~ ggT(a,b), wenn g ein gemeinsamer Teiler von a und b ist (also g | @ und g | b)
und fiir jeden weiteren gemeinsamen Teiler ¢’ von a und b gilt ¢’ | g.

Analog nennen wir k € R ein kleinstes gemeinsames Vielfaches (kurz: kgV) von a
und b und schreiben k ~ kgV(a,b), wenn a | k und b | k gilt und fiir jedes k' € R
mit a | £’ und b | K" auch k | k' gilt. O

Auf englisch sagt man greatest common divisor, gcd (in England bisweilen auch noch
highest common factor, hetf) und least common multiple, lem.

Die Schreibweise mit dem Assoziiertheitssymbol erklért sich aus dem folgenden
Lemma.

2.10. Lemma. Seien R ein Integrititsbereich und a,b € R. Ist g € R ein ggT
von a und b, dann gilt fir ¢ € R: ¢ ist ein ggT von a und b genau dann, wenn
g ~ ¢ ist. Die analoge Aussage gilt fiir kleinste gemeinsame Vielfache.

Beweis. Ist ¢’ ein ggT von a und b, dann folgt aus der Definition von ,ggT*, dass
g | ¢ und ¢ | g gilt; damit sind g und ¢’ assoziiert. Die Umkehrung folgt daraus,
dass es fiir die Teilbarkeit nur auf die Assoziiertheitsklasse ankommt. a

Grofite gemeinsame Teiler und kleinste gemeinsame Vielfache sind also nur bis auf
Assoziiertheit bestimmt. Es ist also im Allgemeinen nicht sinnvoll, von ,,dem® ggT
oder kgV zu sprechen. In manchen Ringen kann man aber auf natiirliche Weise

DEF
ggT, kgV

LEMMA
ggT, kgV
bis auf Ass.
bestimmt
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einen Reprisentanten einer Assoziiertheitsklasse auszeichnen. In diesem Fall kann
man das Symbol ,ggT(a,b)“ (oder ,kgV(a,b)“) als diesen Repriisentanten der
Klasse aller grofiten gemeinsamen Teiler (oder kleinsten gemeinsamen Vielfachen)
definieren (wenn sie existieren). Im Ring der ganzen Zahlen wihlt man daftir den
nicht-negativen Vertreter der Klasse. Man hat dann also etwa

geT(12,18) =6  und  kgV(12,18) = 36.

Wenn ein solches Reprisentantensystem nicht ausgezeichnet ist, dann bedeutet
»2e¢T(a,b)* (und analog ,kgV(a,b)“) einen beliebigen ggT (bzw. ein beliebiges
kgV) von a und b.

Eine wichtige Eigenschaft, die so ein ,natiirliches“ Reprisentantensystem der Assozi-
iertheitsklassen haben sollte, ist die Abgeschlossenheit unter Multiplikation: Aus a ~ a’
und b ~ ' folgt ab ~ a'b'; wenn a und b die ausgewé#hlten Vertreter ihrer Klassen sind,
dann sollte das auch fiir ab gelten. Die nicht-negativen ganzen Zahlen erfiillen diese
Bedingung.

Wir haben gesehen, inwieweit ein ggT oder kgV eindeutig bestimmt ist. Es bleibt
die Frage, ob so ein ggT (oder kgV) stets existiert. Bevor wir an einem Beispiel
sehen werden, dass das nicht so sein muss, beweisen wir noch einige Eigenschaften.

2.11. Lemma. Seien R ein Integrititsbereich und a,b,c € R. LEMMA
o o _ Eigenschaften
(1) Ezistiert ggT(a,b), dann existiert auch ggT(b,a), und es gilt des ggT
ggT(a,b) ~ ggT(b,a).
(2) a ~ ggT(a,0) und 1 ~ ggT(a,l).
(3) Euzistiert ggT(a,b), dann ezistiert auch ggT(a,b+ ac), und es gilt
ggT(a,b) ~ ggT(a,b+ ac).
Beweis.
(1) Das folgt unmittelbar aus der Definition.
(2) a | a und a | 0; jeder gemeinsame Teiler von a und 0 ist ein Teiler von a.
1| aund 1] 1; jeder gemeinsame Teiler von a und 1 ist eine Einheit.
(3) Sei g ~ ggT(a,b), dann gilt g | @ und g | b und damit auch g | b + ac.
Ist ¢’ ein weiterer gemeinsamer Teiler von a und b + ac, dann teilt ¢’ auch
b= (b+ ac) — ac und damit den ggT ¢ von a und b. Das zeigt, dass g ein
ggT von a und b + ac ist. a
2.12. Beispiel. Wir betrachten den Ring BSP
kein ggT

R=12Z[V-5]={a+b/=5|a,beZ} C C;
die Addition und Multiplikation sind die von C (mit /=5 = v/54), also konkret
(a4+bvV=5)+ (d +¥V=5)=(a+d)+ (b+V)V=5 und
(a+bv=5) - (a' +bvV=5) = (aa’ — 5bV') + (ab + ba')v/—5.

Als Unterring des Korpers C (der Begriff ,, Unterring wird spéter eingefiihrt) ist
R ein Integritétsbereich. Wir schreiben

N(a+bvV—=5) =|a+by/-5> =a* +5b* € Z;
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fiir Elemente «, 5 € R gilt dann N(af) = N(a)N(p). Ist also « ein Teiler von
in R, dann ist N(«) ein Teiler von N(f) in Z (aber nicht unbedingt umgekehrt).
Daraus schlieft man leicht, dass R nur die Einheiten +1 hat. Ebenso sieht man,
dass 6 in R genau die Teiler

+1,42, 43, +(1 + v=5), £(1 — vV/—5),£6
hat, wihrend 3 + 3v/—5 genau die Teiler
+1,43, £(1 + v-=5), (1 — vV=5),£(2 — vV—5),£(3 + 3v—=5)

hat. Es sind also zum Beispiel 3 und 14 +/—5 gemeinsame Teiler, aber es gilt weder
3|1+ +/=5noch 1++/=5 |3, wie man leicht an N(3) =9 und N(1 ++/=5) =6
sehen kann, und es gibt auch keine ,grofleren® gemeinsamen Teiler d, die also
sowohl von 3 als auch von 1 + /=5 geteilt werden. Das bedeutet, dass 6 und
3+ 3v/—5 in R keinen grofiten gemeinsamen Teiler haben. s

Ein Integritédtsbereich R muss also zusétzliche Eigenschaften haben, damit stets
grofite gemeinsame Teiler existieren. Wie Sie sich sicher aus der Schule erinnern,
gibt es zu zwei ganzen Zahlen stets den ggT in Z. Was hat der Ring Z, was der
Ring Z[v/—5] aus dem Beispiel nicht hat?

Es geniigt offenbar, die Existenz des gg'T fiir natiirliche Zahlen zu zeigen. Dafiir
kann man Induktion verwenden: Man fiihrt die Existenz von ggT(a,b) auf die
Existenz des ggT von kleineren Zahlen zuriick. Dafiir benutzen wir, dass es im
Ring 7Z die Division mit Rest gibt.

2.13. Lemma. Seien a,b € Z mit b # 0. Dann gibt es (sogar eindeutig bestimm-
te) ganze Zahlen q (,,Quotient”) und r (,,Rest*) mit

a=qb+r und 0 <r<|b.

Beweis. Wir betrachten zunéchst b > 0 als fest und zeigen die Aussage durch
Induktion nach |a|. Fiir 0 < a < b konnen wir ¢ = 0 und r = a nehmen. Ist
—b < a < 0, dann nehmen wir ¢ = —1 und r = b + a. Ist |a| > b, dann sei, falls
a > 0ist, a’ = a—b, sonst @’ = a+ b; in jedem Fall ist |d’| = |a] — b < |al, also
gibt es nach Induktionsannahme ¢',r € Z mit o’ = ¢b +r und 0 < r < b. Dann
gilt aber auch

a=(¢d+1)b+r (fallsa>0), bzw. a= (¢ —1b+r (fallsa<D0).

Ist b < 0, dann gibt es nach dem gerade Gezeigten ¢',r € Z mit a = ¢/(=b) +r
und 0 < 7 < —b = |b|. Dann gilt a = (—¢')b+ r. Das zeigt die Existenz. Fiir die
Eindeutigkeit nehmen wir an, dass ¢/,r" € Z ebenfalls a = ¢b+ ', 0 < ' < |b]
erfiillen. Dann folgt durch Gleichsetzen und Umordnen (¢ — ¢')b = v’ — r; es gilt
also b | v —r und |’ — r| < |b], woraus ' = r und dann g = ¢ folgt. a

Damit und mit der Eigenschaft (3) aus Lemma 2.11 folgt die Existenz von gréfiten
gemeinsamen Teilern in Z relativ leicht.

LEMMA
Division
mit Rest
in Z
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2.14. Satz. Seiena,b € Z. Dann existiert der grifste gemeinsame Teiler ggT(a, b)
von a und b in 7.

Beweis. Induktion nach [b|. Genauer zeigen wir die Aussage ,fiir alle a € Z exi-
stiert ggT(a,b)* durch Induktion nach |b|. Im Fall b = 0 ist |a|] = ggT(a,b) =
ggT(a,0) (genauer ist a ein ggT; nach unserer Konvention ist dann |a| der ggT).
Ist b # 0, dann schreiben wir @ = ¢b + r mit ¢, € Z und 0 < r < |b]. Nach
Induktionsannahme existiert ggT(b,r). Nach Lemma 2.11 existiert dann auch
ggT(b,r 4+ ¢b) = ggT(b,a) = ggT(a,b) (und stimmt mit ggT(b, ) iiberein). Qa

Aus dem Beweis ergibt sich unmittelbar der Fuklidische Algorithmus zur Berech-
nung des groBten gemeinsamen Teilers von a und b:
(1) Setze ag := |a|, a; := [b| und n := 1.

(2) Solange a,, # 0 ist, setze a,,1 := Rest bei der Division von a,_; durch a,
und dann n :=n + 1.

(3) (Jetzt ist a,, = 0). Gib a,_; aus.

2.15. Beispiel. Wir berechnen den grofiten gemeinsamen Teiler von 345 und 567.
Die Rechnung verlduft entsprechend der folgenden Tabelle:

ni 0 1 2 3 4 5 6 7 8
ap | 345 567 345 222 123 99 24 3 O

Das Ergebnis ist ggT(345,567) = 3. ' 3

Da im Algorithmus a; > as > a3 > ... > a,_1 > a, = 0 gilt, muss man nach
spatestens |b| = a; Schritten zum Ende kommen. Tatséchlich ist das Verfahren
noch viel effizienter: Die Anzahl der Schleifendurchléufe kann durch ein Vielfaches
von log |b| beschriinkt werden (Ubung).

Die beste Konstante C' in einer oberen Schranke der Form C'log|b| + C’ fiir die Anzahl
der Schleifendurchldufe im Euklidischen Algorithmus ist C' = 1/log ¢ = 2,078. .., wobei
¢ = (1++/5)/2 =1,618... das Verhiltnis des Goldenen Schnitts ist. Der Grund dafiir
liegt darin, dass aufeinander folgende Fibonacci-Zahlen den ,worst case“ bilden; die
Fibonacci-Zahlen F;,, wachsen wie ¢".

Wie kann man diesen Beweis der Existenz von gg'T's verallgemeinern? Dazu brau-
chen wir eine geeignete Verallgemeinerung der Division mit Rest. Wichtig fiir den
Beweis war, dass der Rest r , kleiner® ist als der Divisor b, sodass wir Induktion
verwenden konnten. Dafiir muss die ,,Gréfe” des Restes durch eine natiirliche Zahl
(in unserem Fall ist das |r|) gegeben sein. Das fiihrt auf folgende Definition.

2.16. Definition. Sei R ein Integritdatsbereich. Eine euklidische Normfunktion
auf R ist eine Abbildung N : R — Z>( mit folgenden Eigenschaften:

(1) N(r)=0 < r=0.
(2) Fiir alle a,b € Rmit b # 0 gibt es ¢,r € R mit a = ¢b+r und N(r) < N(b).

R heiit euklidischer Ring, wenn es eine euklidische Normfunktion auf R gibt. <

SATZ
Existenz des
ggl inZ

BSP
Berechnung
des ggT

DEF
euklidischer
Ring
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2.17. Beispiel. Die Abbildung Z — Z>g, a + |al, ist eine euklidische Normfunk-
tion auf Z; damit ist Z ein euklidischer Ring. &

Héaufig wird der Begriff der euklidischen Normfunktion ein wenig anders definiert,
némlich als Abbildung N : R\ {0} — Zx, sodass es fiir alle a,b € R mit b # 0
Elemente ¢, € R gibt mit a = ¢b+ r und entweder r» = 0 oder N(r) < N(b).
Beide Versionen fithren zum selben Begriff , euklidischer Ring“; manchmal ist die
eine und manchmal die andere praktischer.

In der Definition wird nur die Ezistenz geeigneter Quotienten ¢ und Reste r ge-
fordert; Findeutigkeit wird nicht verlangt.

Wir erhalten mit im Wesentlichen demselben Beweis wie fiir Satz 2.14 nun folgen-
den Satz:

2.18. Satz. Sei R ein euklidischer Ring. Dann existiert zu je zwei Elementen
a,b € R stets ein grofiter gemeinsamer Teiler von a und b in R.

Beweis. Sei N : R — Z> eine euklidische Normfunktion. Wir beweisen den Satz
durch Induktion tiber N(b). Im Fall N(b) = 0ist b = 0, und a ist ein ggT. Anderen-
falls gibt es ¢, € R mit a = gb+r und N(r) < N(b). Nach Induktionsannahme
existiert dann ein ggT ¢g von b und r; wie im Beweis von Satz 2.14 folgt dann
g~ geT(a,b). .

Ganz genauso wie in Z kann ein ggT in einem euklidischen Ring durch den Euklidi-
schen Algorithmus bestimmt werden (daher auch der Name ,euklidischer Ring*).

2.19. Beispiel. Der Ring R = Z[v/—5| aus Beispiel 2.12 ist ein Integrititsbereich,
der kein euklidischer Ring ist. Denn sonst miissten je zwei Elemente einen ggT
haben, was aber, wie wir gesehen haben, nicht der Fall ist. s

BSP
euklidischer
Ring

SATZ
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des ggT in
euklidischen
Ringen
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Int.bereich
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3. UNTERRINGE, IDEALE UND HAUPTIDEALRINGE

In diesem Abschnitt werden wir uns Ringe genauer anschauen. So wie es in Vek-
torrdumen V' Untervektorraume gibt, also Teilmengen, die mit den (eingeschrank-
ten) Verkniipfungen von V' selbst Vektorrdume sind, gibt es auch in Ringen Un-
terstrukturen. Bei Ringen unterscheidet man aber zwei verschiedene Arten von
Unterstrukturen: Unterringe und Ideale. Es wird sich herausstellen, dass die Bil-
der von Ringhomomorphismen (die wir spéter einfithren werden) Unterringe und
die Kerne Ideale sind.

Zuerst aber noch eine allgemeine Konstruktion von Ringen (analog zu Vektorrau-
men).

3.1. Beispiel.

(1) Sind Ry, Ry, ..., R, Ringe, dann ist auch Ry x Ry X ... X R,, mit kompo-
nentenweise definierten Verkniipfungen ein Ring.

(2) Ist R ein Ring und X eine Menge, dann ist RX = Abb(X, R) ein Ring mit
punktweise definierten Verkniipfungen, also

(ra:)acEX + (r,r)acEX = (TJC + Té:):L’EX und (Tx)xeX ' (r;)xeX = (Tac : T;)xeX

bzw. (in Abbildungs-Schreibweise)

(f +9)() = f(x) +g(z) wnd (f-g)(x) = f(x)-g(z).
Zum Beispiel hat man den Ring Abb(R, R) der reellen Funktionen (hier ist
X =R = R sowohl die Menge als auch der Ring) oder den Ring QN der
Folgen rationaler Zahlen. &

3.2. Definition. Sei (R,+,0,—,-,1) ein Ring. Eine Teilmenge S C R ist ein
Unterring von R, wenn 0 € S, 1 € S und S unter +, — und - abgeschlossen ist
(d.h., aus s,s" € S folgt s+ ', —s,s5- 5 € .9). O

Es ist leicht zu sehen, dass in diesem Fall (S, +|sxs,0, —|s, -|sxs, 1) ebenfalls ein
Ring ist: Da alle Axiome die Form fiir alle ... “ haben, gelten sie auch fiir die
Elemente von S, solange alle Verkniipfungen definiert sind.

3.3. Beispiele.
(1) Z ist ein Unterring von Q.

(2) Z>o ist kein Unterring von Z, weil Z> nicht unter der Negation abgeschlos-
sen ist.

(3) Die stetigen Funktionen f : R — R bilden einen Unterring des Rings der
reellen Funktionen (mit punktweiser Addition und Multiplikation): Wir
wissen aus der Analysis, dass Summe, Negation und Produkt stetiger Funk-
tionen wieder stetig sind.

(4) Sei R ein Ring. Dann ist R x R ein Ring wie in Beispiel 3.1. Die Teilmen-
ge R x {0} ist kein Unterring, obwohl sie unter Addition, Negation und
Multiplikation abgeschlossen ist, das Nullelement enthélt, und die Multi-
plikation auf R x {0} das neutrale Element (1,0) hat. Der Grund ist, dass
die Teilmenge nicht das Einselement (1,1) von R x R enthilt.

(5) Im Ring QY der Folgen rationaler Zahlen bilden die beschrénkten Folgen
und die Cauchy-Folgen Unterringe B und C' (Ubung). ' 3

BSP
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Fiir Integritatsringe bzw. -bereiche gilt dann Folgendes:

3.4. Lemma. FEin Unterring eines Integrititsrings/bereichs ist wieder ein Inte-
grititsring/bereich. Insbesondere ist jeder Unterring eines Korpers ein Integritits-
bereich.

Beweis. Sei S ein Unterring von R. Wenn s € S ein Nullteiler in S ist, dann auch
in R. Es folgt, dass jeder Unterring eines Integrititsrings wieder ein Integritétsring
ist. Da klar ist, dass Unterringe von kommutativen Ringen wieder kommutativ
sind, folgt die entsprechende Aussage iiber Integritédtsbereiche. Die letzte Aussage
folgt daraus, dass jeder Korper ein Integritiatsbereich ist. a

Tatséchlich gilt von der letzten Aussage auch eine Art Umkehrung: Jeder Inte-
gritdtsbereich ldsst sich als Unterring eines Korpers auffassen (so wie Z C Q). Das
werden wir spéter in dieser Vorlesung sehen.

Analog wie fiir Untervektorraume gilt:

3.5. Lemma. Sei R ein Ring.

(1) Ist (Ri)ies eine Familie von Unterringen von R mit I # 0, dann ist auch
der Durchschnitt (),c; R; wieder ein Unterring von R.

(2) Ist (Ryp)nen eine aufsteigende Folge (also mit R, C R,y fir alle n € N)
von Unterringen von R, dann ist auch die Vereinigung \J,,cy Rn wieder ein
Unterring von R.

Bewezs.

(1) Sei S = ;s Ri; es ist zu zeigen, dass S ein Unterring von R ist. Dazu
miissen wir die Bedingungen aus der Definition nachpriifen. Da R; fiir alle
t € I ein Unterring ist, gilt 0,1 € R; fiir alle 7 und damit auch 0,1 € S.
Seien s,s’ € S. Dann folgt s,s" € R; fiir alle ¢; da R; ein Unterring ist,
folgt daraus s + ', s - s € R; fiir alle i, also s + §', s - s € S. Analog sieht
man —s € S.

(2) Sei jetzt S = J,en Bn- Es gilt 0,1 € Ry C S. Ist s € S, dann gibt es
n € N mit s € R,; es folgt —s € R, C S. Sind s, € S, dann gibt es
m,m' € Nmit s € R,,, s’ € R,y. Sei n = max{m,m’}, dann folgt (da die
Folge der R, aufsteigend ist) R,, C R,, R C R,, also s,s" € R,,. Weil
R, ein Unterring ist, haben wir dann auch s+ s',s-s" € R, C S. Qa

Beliebige Vereinigungen von Unterringen sind im Allgemeinen keine Unterringe.

Die erste Aussage in Lemma 3.5 zeigt, dass folgende Definition sinnvoll ist.

3.6. Definition. Seien R ein Ring, R C R ein Unterring und A C R eine
Teilmenge. Dann existiert der kleinste Unterring von R, der R’ und A enthilt (als
Durchschnitt aller solcher Unterringe); wir schreiben dafiir R’[A] und nennen ihn
den von A idber R' erzeugten Unterring von R. Ist A = {aj,as,...,a,} endlich,
dann schreiben wir auch R'[ay, as, ..., a,] fur R'[A]. O

Das erklart die Schreibweise Z[v/—5], die wir bereits benutzt haben: Dieser Ring
ist der von y/—5 iiber Z erzeugte Unterring von C (denn es ist ein Unterring von C,

LEMMA
Unterringe
von Int.ber.

LEMMA
Durchschnitt
und aufst.
Vereinigung
von
Unterringen

DEF
R[A]CR
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und jeder Unterring von C, der Z und /—5 enthélt, muss alle Elemente a 4 by/—5
mit a,b € Z enthalten).
Mit /=2 = /24 sind analog Z[i] und Z[/—2] Unterringe von C; ihre Vereinigung
ist aber kein Unterring, da sie nicht unter der Addition abgeschlossen ist: 4 + /24
ist weder in Z[¢] noch in Z[y/—2| enthalten.
Achtung: Es gilt nicht immer (fiir a € C), dass

Zla) ={a+ba|a,be Z}

ist (das gilt nur dann, wenn o = ¢+ da ist mit geeigneten ¢, d € Z). Zum Beispiel
ist

22 = {a+ b2+ V2 | a,b,c € Z)
(Ubung).

Als néchstes wollen wir die Ideale einfiithren.

3.7. Definition. Sei R ein kommutativer Ring. Ein Ideal von R ist eine Teilmen-
ge I C R mit 0 € I, die unter der Addition abgeschlossen ist, und sodass fiir alle
r € Rund a € I auch ra € I gilt. &

In nicht-kommutativen Ringen muss man zwischen Links- und Rechtsidealen unterschei-
den (je nachdem, ob man ra € I oder ar € I fordert); ein Ideal ist dann sowohl ein
Links- als auch ein Rechtsideal.

Ein Ideal I ist auch unter der Negation abgeschlossen, denn —a = (—1) - a. Aufler-
dem ist / unter der Multiplikation abgeschlossen. Der Unterschied zum Unterring
ist, dass nicht gefordert wird, dass 1 € [ ist, dafiir aber jedes Vielfache (mit be-
liebigen Faktoren aus R) eines Elements von [ wieder in I ist. Insofern ist die
Definition formal wie die von Untervektorrdumen, wobei der Ring R selbst die
Rolle des Skalarkorpers spielt.

Tatséchlich kann man den Begriff , K-Vektorraum*“ verallgemeinern zum Begriff ,, R-
Modul“ (betont auf dem ,, Mo*) mit derselben Definition, nur dass R ein beliebiger Ring
sein darf und nicht unbedingt ein Korper sein muss. Dann ist ein Ideal nichts anderes
als ein Untermodul des R-Moduls R.

Da die Struktur von Ringen komplizierter ist als die von Kérpern, ist die Theorie der R-
Moduln auch komplizierter als die klassische lineare Algebra tiber Kérpern. Zum Beispiel
hat nicht jeder endlich erzeugte Modul eine Basis.

3.8. Beispiele. Sei R ein kommutativer Ring.
(1) In jedem Ring gibt es die Ideale {0} (das Nullideal) und R.
(2) Fiir a € R ist die Menge Ra = {ra | r € R} ein Ideal:
0a=0, ra+r'a=(r+r)a, 1'(ra)=('r)a.
(3) Im Ring R x R sind R x {0} und {0} x R Ideale.

(4) Im Ring C' C QY der Cauchy-Folgen bilden die Nullfolgen ein Ideal N
(Ubung). &

Wie fiir Unterringe auch haben wir die folgenden Eigenschaften:

DEF
Ideal

BSP
Ideale
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3.9. Lemma. Sei R ein kommutativer Ring. LEMMA
(1) Ist (I;)jes eine Familie von Idealen von R mit J # 0, dann ist auch der Dnudrchs;:ijcmtt
Durchschnitt (.., I; wieder ein Ideal von R. und altst.
7€ Vereinigung

(2) Ist (I,)nen eine aufsteigende Folge (also mit I, C I,.1 fir alle n € N) von Idealen
von Idealen von R, dann ist auch die Vereinigung \J, oy In wieder ein Ideal
von R.

Beweis. Ganz analog wie fiir Lemma 3.5. a

Die erste Aussage in Lemma 3.9 zeigt (analog wie fiir Unterringe), dass folgende
Definition sinnvoll ist.

3.10. Definition. Seien R ein kommutativer Ring und A C R eine Teilmenge. DEF
Dann existiert das kleinste Ideal von R, das A enthélt (als Durchschnitt aller (A)r C R
solcher Ideale); wir schreiben dafiir (A) g (oder auch (A), wenn keine Verwechslung

Hauptideal
moglich ist) und nennen es das von A erzeugte Ideal von R. Ist A = {aq, as,...,a,} up I
endlich, dann schreiben wir auch (ay, as,...,a,)g fiir (A)g. In diesem Fall heifit Hauptldeal—
das Ideal endlich erzeugt. rng

Ein Ideal I C R heiit Hauptideal, wenn es von einem Element erzeugt wird:
I = (a)g mit einem a € R.

Ein Integritéitsbereich R, in dem jedes Ideal ein Hauptideal ist, heifit ein Haupt-
idealring (bisweilen kurz HIR). O

Wie fiir Untervektorrdume gilt auch fiir Ideale, dass ihre Elemente genau die
(R-)Linearkombinationen der Erzeuger sind. Wir formulieren und beweisen das
hier der Einfachheit halber nur fiir endlich viele Erzeuger.

3.11. Lemma. Seien R ein kommutativer Ring und aq,as, . ..,a, € R. Dann ¢gilt LEMMA

Linear-
(ay1,a9,...,an)g = {may +reas+ ... +rpa, | r1,79,...,7 € R}. T
. . o o kombinationen
Die Elemente von (ay,as, . ..,a,)r sind also gerade die Linearkombinationen der

Erzeuger ay, as, . .., a, mit Koeffizienten aus R.
Man schreibt deshalb auch Ra; + Ras + ...+ Ra, (oder a; R+ aaR+ ...+ a,R)
fir (a1, as, ...,a,)g. Fir ein Hauptideal gilt demnach

(a)r = Ra ={ra|r € R}.

Beweis. Sei I = (ay,aq,...,a,)R.
,D% Da ay,as,...,a, € I sind, folgt ray,reas,...,rya, € I und damit auch
riay + reas + ... +rpa, € 1.
,C“: Die Menge auf der rechten Seite ist ein Ideal, denn
Oay + 0ay + ...+ 0a, =0,
(riaq + reag + ...+ rpay) + (rhay +rhas + ... +1la,)
= (ri+7r))a + (ro +ry)as + ...+ (ry +7/)a, und
r'(riay + roas + ...+ 1rpay) = (r'ri)ar + (r'ro)as + ...+ (F'ry)ay -
AuBerdem enthélt sie aq, as, ..., a,. Da nach Definition I das kleinste solche Ideal

ist, ist I in der rechten Seite enthalten. a

Fiir den Ring der ganzen Zahlen gilt:
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3.12. Satz. Z ist ein Hauptidealring.

Beweis. Sei I C Z ein Ideal mit I # {0} (anderenfalls ist I = (0) ein Hauptideal).
Da mit a auch stets —a = (—1)a in I liegt, hat I ein kleinstes positives Element n.
Ich behaupte, dass [ = (n) = nZ ist. Sei dazu a € I. Dann gibt es ¢,r € Z mit
a=qn+rund 0 <r < n. Es folgt, dass r = a — qn € I ist. Wire r # 0, dann
wére r ein positives Element von I, das kleiner als n ist, ein Widerspruch. Also
ist » = 0 und damit a = gn € nZ. a

Man sieht, dass hier wieder wesentlich die Division mit Rest eingeht. Es ist daher
nicht iiberraschend, dass folgende Verallgemeinerung moglich ist:

3.13. Satz. Ist R ein euklidischer Ring, dann ist R ein Hauptidealring.

Beweis. Sei I C R ein Ideal. Das Nullideal ist stets ein Hauptideal, also kénnen
wir [ # {0} annehmen. Sei N eine euklidische Normfunktion auf R und

n=min{N(r)|reI\{0}}>0.

Sei b € I mit N(b) = n. Sei weiter a € I beliebig; wir miissen a € Rb zeigen. Da
R euklidisch ist, gibt es ¢, € R mit a = gb+ r und N(r) < N(b) = n. Wie eben
folgt, dass r € [ ist. Ware r # 0, dann ergébe sich ein Widerspruch zur Definition
von n, also ist r = 0 und damit a = gb € Rb. a

3.14. Beispiel. Der nicht euklidische Ring R = Z[y/—5] ist auch kein Haupt-
idealring. Tatsiichlich ist das Ideal I = (2,1 + v/=5)r kein Hauptideal: Wiire
I = {a)g, dann miisste o ein gemeinsamer Teiler von 2 und 1 + /=5 sein. Die
einzigen gemeinsamen Teiler sind aber £1. Das Ideal (1)g ist aber ganz R und
damit # I, denn 1 ¢ I — fiir jedes a + bv/—5 € I gilt, dass a + b gerade ist, wie
man leicht nachpriift. &

Die Umkehrung von Satz 3.13 ist falsch: Es gibt Hauptidealringe, die nicht eukli-
disch sind. Ein Beispiel dafiir ist der Ring R = Z[o] C C mit a = (1 +/—19)/2
(dann gilt a* = o — 5). Der Beweis ist allerdings nicht ganz einfach.

Dass R nicht euklidisch ist, kann man wie in der Bonus-Aufgabe auf dem zweiten
Ubungsblatt zeigen. Schwieriger ist der Beweis dafiir, dass R ein Hauptidealring ist.
Man kann dafiir einen Satz aus der algebraischen Zahlentheorie verwenden (die unter
anderem solche Ringe studiert), der in diesem Fall besagt, dass man nur nachpriifen
muss, dass alle Ideale I # {0} mit ,Norm*

N(I) =ggT{|yf’ |y eI} <12

Hauptideale sind. Es gibt nur endlich viele solcher Ideale; man kann sie aufzdhlen und
die Bedingung priifen. Ubrigens ldsst sich auch zeigen, dass die Aussage daraus folgt,
dass die ersten paar Werte des Polynoms 22 + x + 5 fiir = 0,1, 2, ... alles Primzahlen
sind. (Vielleicht kennen Sie das Polynom z? + z + 41, das auf diese Weise sehr viele
Primzahlen liefert. Das hat damit zu tun, dass der Ring Z[(1+ v/—163)/2] ebenfalls ein

Hauptidealring ist. Letzteres ist iibrigens auch dafiir verantwortlich, dass e™ 63 beinahe
eine ganze Zahl ist.)

Auch in Hauptidealringen existieren gréfite gemeinsame Teiler. Bevor wir das be-
weisen, iibersetzen wir die Teilbarkeitsrelation in die Sprache der Ideale.

SATZ
Z ist HIR

SATZ
eukl. Ring
ist HIR

BSP
kein HIR
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3.15. Lemma. Sei R ein Integrititsbereich und seien a,b € R. Dann gilt
alb < be(a)p < (b)r C (a)r.

Insbesondere sind a und b assozitert genau dann, wenn sie dasselbe Hauptideal
erzeugen.

Beweis. Es gilt
a|b <= IreR:b=ra <= be (a)p < (b)r C (a)gr;

die nicht vollig offensichtliche Richtung in der letzten Aquivalenz ergibt sich dar-
aus, dass (b)g das kleinste Ideal ist, das b enthélt.

Der Zusatz folgt aus a ~b <= a |bAD| a. a

3.16. Satz. Sei R ein Hauptidealring. Dann haben je zwei Elemente a,b € R
einen grofiten gemeinsamen Teiler und ein kleinstes gemeinsames Vielfaches in R.
Genauer gilt firr € R:

r~ggTl(a,b) <= (a,b)r = (r)r
r~kgV(a,b) <= (a)rpN{(b)gr = (r)r

Beweis. Es geniigt, die zweite Aussage (,,Genauer gilt ... “) zu zeigen, denn nach
Voraussetzung ist jedes Ideal von einem Element erzeugbar, also gibt es Elemente r
wie angegeben.

Nach Lemma 3.15 ist r ein gemeinsamer Teiler von a und b genau dann, wenn
a,b € (r)g gilt, was mit (a,b)r C (r)r gleichbedeutend ist. r ist ein ggT genau
dann, wenn (r)g das kleinste (a, b) g umfassende Hauptideal ist. Da (a,b) g selbst
ein Hauptideal ist, muss (a,b)r = (r)g sein.

Fiir das kgV gilt entsprechend, dass (r)r das grofite Hauptideal sein muss, das in
(a)r N (b) g enthalten ist. Auch (a)g N (b) g ist ein Hauptideal, also muss auch hier
Gleichheit gelten. Q

3.17. Folgerung. Seien R ein Hauptidealring, a,b € R und g € R ein grofiter
gemeinsamer Teiler von a und b. Dann gibt es u,v € R mit

g=ua+vb.

Beweis. Nach Satz 3.16 gilt Ra+ Rb = Rg > g, also ist g eine Linearkombination
von a und b wie angegeben. a

In einem euklidischen Ring kann man Elemente v und v wie oben durch eine Er-
weiterung des Euklidischen Algorithmus berechnen. Sei N eine euklidische Norm-
funktion auf R und seien a,b € R.

(1) Setze (ao, ug,vo) := (a,1,0), (ar,us,v1) := (b,0,1) und n := 1.

(2) Solange a,, # 0 ist, schreibe a,_1 = @ua, + apy1 mMit N(ay1) < N(ay);
setze (Upt1,Vnt1) = (Un—1 — Gnlin, Vn—1 — @uvyp) und dann n :=n + 1.

(3) (Jetzt ist a, = 0). Gib (g,u,v) = (@n_1,Up_1,Vp_1) auS.

Wir wissen bereits, dass g = a,_1 ein ggT von a und b ist, und es ist leicht zu
verifizieren, dass fiir alle n, die vorkommen, a,, = u,a + v,b gilt. Damit ist auch
g = ua + vb.

LEMMA
Ideale und
Teilbarkeit

SATZ
ggT in HIR

FOLG
ggT ist
Linearkomb.
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3.18. Beispiel. Wir berechnen wieder den gg'T' von 345 und 567 und zusétzlich
eine ihn darstellende Linearkombination:

nl] 0O 1 2 3 4 5 6 7
a, | 345 567 345 222 123 99 24 3 0
n o 1 1 1 1 4 8

u, | 1 0 1 -1 2 -3 5 =23 189
v, | 0 1 0 1 -1 2 -3 14 -115
Wir erhalten —23 - 345 + 14 - 567 = 3. &

Allgemein ist es so, dass man viele Aussagen fiir Hauptidealringe zeigen kann.
Wenn man aber Dinge berechnen mochte, dann geht das effizient meist nur in eu-
klidischen Ringen (vorausgesetzt, man hat ein effizientes Verfahren fiir die Division
mit Rest).

3.19. Definition. Seien R ein kommutativer Ring und a,b € R. Wir sagen, a
und b sind relativ (oder zueinander) prim, wenn es u,v € R gibt mit ua 4+ vb =1,
oder dquivalent, wenn (a, b)r = R ist. In diesem Fall schreiben wir aucha L b.

In Hauptidealringen ist das dazu dquivalent, dass a und b teilerfremd sind, also
ggT(a,b) ~ 1 gilt.

Die Schreibweise a L b ist (leider) nicht allgemein tiblich, aber praktisch.
Das folgende wichtige Lemma zeigt die Niitzlichkeit dieses Begriffs.

3.20. Lemma. Seien R ein Integrititsbereich und a,b,c € R mit a 1 b. Ist a ein
Teiler von be, dann ist a auch ein Teiler von c.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es u, v € R mit ua+wvb = 1. Multiplikation mit c
liefert ¢ = a(uc) + v(bc); wegen a | be ist a ein Teiler der rechten Seite und damit
auch von c. a

Auch folgende Aussage ist hiufig niitzlich. Dazu beachten wir, dass in einem In-
tegritétsbereich Folgendes gilt: Ist a | b und a # 0, dann ist ¢ mit b = ca eindeutig
bestimmt. Wir schreiben dann auch b/a fiir c.

3.21. Lemma. Seien R ein Hauptidealring und a,b € R mnicht beide null. Sei
weiter g ein grofster gemeinsamer Teiler von a und b. Dann sind o' = a/g und
b =b/g relativ prim.

Beweis. Unter der angegebenen Voraussetzung ist g # 0 (denn (a,b)p ist nicht
das Nullideal). Nach Folgerung 3.17 gibt es u,v € R mit ua + vb = g, also auch
(ua" + vb')g = g. Da g # 0, folgt daraus (denn R ist ein Integritétsbereich)
ua’ +vb’ =1, also gilt o’ L V. Q

Wir beenden diesen Abschnitt mit einer Aussage iiber kleinste gemeinsame Viel-
fache.

BSP
Erweiterter
Eukl. Algo.

DEF
relativ prim

LEMMA
al b albe
=alc

LEMMA
Elemente
relativ prim
machen
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3.22. Satz. Seien R ein Hauptidealring und a,b € R. Dann gilt
ab ~ ggT(a,b) kgV(a,b).
Insbesondere gilt fir a 1L b, dass ab ~ kgV(a,b) ist.

Beweis. Im Fall a = 0 oder b = 0 ist kgV(a,b) = 0, sodass die Gleichung stimmt.
Wir kénnen also a,b # 0 voraussetzen. Es gelte nun zundchst a L b. Das Pro-
dukt ab ist in jedem Fall ein gemeinsames Vielfaches von a und b. Ist k irgendein
gemeinsames Vielfaches, dann ist & = ma mit m € R; aus Lemma 3.20 folgt
b | m und damit ab | k. Also ist ab ein kgV von a und b. Im allgemeinen Fall sei
g ~ ggT(a,b); wir setzen @’ = a/g, b/ = b/g. Dann gilt nach Lemma 3.21 o’ L ¥/
und damit a'b’ ~ kgV(a’,V’). Dann ist aber auch a't’'g ~ kgV(a'g,V'g) ~ kgV(a, b)
und demnach

ab = a't'g* ~ gkgV(a,b) ~ ggT(a,b) kgV(a,b). Qa

SATZ
kgV

durch ggT
in HIR
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4. PRIMELEMENTE UND FAKTORISIERUNG

Wir wollen in diesem Abschnitt den Satz iiber die eindeutige Primzahlfaktorisie-
rung von natiirlichen Zahlen (,Fundamentalsatz der Arithmetik“) beweisen und
zeigen, dass die analoge Aussage in beliebigen Hauptidealringen gilt.

Wir beginnen mit einer bekannten Definition.

4.1. Definition. Eine Primzahl ist eine ganze Zahl p > 1, deren einzige positive
Teiler 1 und p sind. &

Die Zahl 1 ist laut dieser Definition keine Primzahl; der Grund dafiir ist schlicht,
dass das so praktischer ist: Sonst hdtte man keine eindeutige Faktorisierung in
Primzahlen, da man beliebig viele Faktoren 1 hinzufiigen konnte.

4.2. Beispiel. Die Primzahlen unterhalb von 100 sind die folgenden 25 Zahlen:

2,3,5,7,11,13,17, 19,23, 29, 31, 37,41, 43,47, 53,59, 61,67, 71, 73,79, 83,89, 97 .
&

Um die Ezistenz einer Faktorisierung in Primzahlen zu zeigen, brauchen wir fol-
gende wichtige Aussage:

4.3. Lemma. Sein > 1 eine natiirliche Zahl. Dann gibt es eine Primzahl p mit
p|n.

So ein p heiit ein Primteiler von n.

Beweis. Durch Induktion. Entweder ist n = p prim (das deckt den , Induktions-
anfang® n = 2 ab) oder wir kénnen n = nyns schreiben mit 1 < n; < n. Nach
Induktionsannahme hat dann n; einen Primteiler p; es folgt p | n. a

Daraus folgt ziemlich unmittelbar:

4.4. Lemma. Sein eine positive ganze Zahl. Dann kann n als Produkt von Prim-
zahlen geschrieben werden.

Beweis. Durch Induktion. n = 1 ist das leere Produkt von Primzahlen (das leere
Produkt hat den Wert 1, so wie die leere Summe den Wert 0 hat). Ist n > 1, dann
gibt es (nach Lemma 4.3) eine Primzahl p; mit n = pyn/. Da 1l < n’ < n ist, kann n’
nach Induktionsannahme als Produkt n’ = pops - - - pr von Primzahlen geschrieben
werden. Dann ist aber auch n = p1pops - - - pr. ein Produkt von Primzahlen. a

Um auch die Findeutigkeit der Faktorisierung (bis auf Reihenfolge der Primfak-
toren; die Multiplikation ist ja kommutativ) zeigen zu kénnen, brauchen wir eine
andere wichtige Eigenschaft von Primzahlen.

DEF
Primzahl

BSP
Primzahlen
bis 100

LEMMA
Existenz
eines
Primteilers

LEMMA
Existenz
der Prim-

faktorisierung



84. Primelemente und Faktorisierung 23

4.5. Lemma. FEine natirliche Zahl p > 1 ist genau dann prim, wenn gilt:

Va,bEZ:(p]ab :>p]a0de7"p]b).

Beweis. ,<=“: Ist p = didy mit positiven ganzen Zahlen d; und ds, dann folgt
p | didy; nach Voraussetzung gilt dann p | d; oder p | dy. Im ersten Fall ist
dy = peq; es folgt p = peids, also ¢1ds = 1 und damit dy = 1. Analog sieht man im
zweiten Fall, dass d; = 1 ist. Damit hat p nur die Teiler 1 und p.

»,=: p sei eine Primzahl und es gelte p | ab und p { a. Wir miissen p | b zeigen.
Da p kein Teiler von a ist, muss ggT(p,a) = 1 sein, es gilt also p L a. Nach
Lemma 3.20 folgt die Behauptung. a

4.6. Satz. Sein > 0 eine natirliche Zahl. Dann hat n eine bis auf die Reihenfolge
der Faktoren eindeutige Darstellung als Produkt von Primzahlen.

Beweis. Die Existenz wurde bereits in Lemma 4.4 gezeigt. Die Eindeutigkeit zei-
gen wir durch Induktion. Fiir n = 1 gibt es nur die Darstellung als leeres Pro-
dukt. Sei also n > 1 und seien n = p1ps---Pr = Q1@ - - - q; zwei Darstellungen
von n als Produkt von Primzahlen. Wegen n > 1 gilt £k > 1 und [ > 1. Es folgt
Pl n=aqq - q, also wegen Lemma 4.5 p; | g; fiir ein j € {1,2,...,l}. Da ¢;
eine Primzahl ist und p; # 1, muss dann ¢; = p; sein. Wir ordnen die Faktoren
im zweiten Produkt um: ¢} = ¢;, ¢; = ¢1 und ¢; = ¢; fiiv i # 1, j. Sei

Nach Induktionsannahme ist die Primfaktorisierung von n’ eindeutig; es folgt [ = k

und die Existenz einer Umordnung (g5, ..., q) von (¢, . .., q,) mit ¢/ = p; fur alle
i€{2,3,...,k}. Mit ¢f = ¢} gilt dann (p1,p2,...,0k) = (¢], 45, ..., q}); das ist
die Behauptung. Q

Fiir ganze Zahlen kann man das auch wie folgt formulieren. Wir schreiben P fiir
die Menge der Primzahlen in Z.

4.7. Folgerung. Flir jede ganze Zahl n # 0 gibt es eindeutig bestimmte ganze
Zahlen e, > 0 fiir jede Primzahl p mit e, = 0 fiir alle bis auf endlich viele p und

u € Z* = {£1}, sodass
n= quep )
peP

Das formal unendliche Produkt ist so definiert, dass sein Wert Hpe ¢ D7 ist, wobei
S C P eine beliebige endliche Teilmenge ist, die alle p enthélt mit e, > 0.

Beweis. Fiir n > 0 ist das nur eine andere Formulierung von Satz 4.6: Wir fassen
gleiche Faktoren zu Potenzen zusammen. In diesem Fall ist uw = 1. Fiir n < 0 folgt
es mit u = —1 aus dem Satz, angewandt auf —n. u

Wir wollen diese Aussage nun allgemeiner fiir Hauptidealringe beweisen. Dazu
fithren wir zwei Begriffe ein, die analog zur Definition und zur Charakterisierung
von Primzahlen sind. Etwas fies dabei ist, dass die Definition von ,,Primelement“
unten nicht der Definition von ,,Primzahl® entspricht, sondern der Charakterisie-
rung in Lemma 4.5.

LEMMA

Charakteri-
sierung von
Primzahlen

SATZ

Eindeutige
Primfaktori-
sierung in Z

FOLG
Standardform
der Faktori-
sierung in Z
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4.8. Definition. Sei R ein Integritétsbereich. Ein Element r» € R heifit irreduzi-

bel, wenn r # 0, r ¢ R* und fiir jede Faktorisierung r = ab in R gilt a € R* oder
be Rx. &

Kurz gesagt: Es gibt keine nicht-triviale Faktorisierung von r; r ist multiplikativ
unzerlegbar.

4.9. Definition. Sei R ein Integritétsbereich. Ein Element r € R heif3t prim oder
Primelement, wenn r # 0, r ¢ R* und wenn aus 7 | ab in R stets folgt, dass r ein
Teiler von a oder ein Teiler von b ist. &

Zwischen diesen Begriffen gibt es folgenden Zusammenhang;:

4.10. Lemma. Sei R ein Integrititsbereich. Jedes Primelement in R ist irredu-
zibel. Ist R ein Hauptidealring, so gilt auch die Umkehrung.

Beweis. Der Beweis ist ganz analog zu dem von Lemma 4.5. Sei zunéchst r ein
Primelement. Dann gilt jedenfalls » # 0 und r ¢ R*. Ist r = ab, dann gilt auch
r | ab; weil r prim ist, folgt r | a oder r | b, woraus wie vorher b € R* oder a € R*
folgt.

Sei jetzt R ein Hauptidealring und r irreduzibel. Dann gilt jedenfalls » # 0 und
r ¢ R*. Ist r ein Teiler von ab, aber nicht von a, dann ist ggT(r,a) ~ 1, also
r L a. Nach Lemma 3.20 folgt dann r | b. a

4.11. Beispiel. In Integritédtsbereichen, die keine Hauptidealringe sind, kann es
irreduzible Elemente geben, die nicht prim sind. Im Ring R = Z[y/—5] ist zum
Beispiel 2 irreduzibel (es gibt nur die Teiler £1 und £2). Auf der anderen Seite ist
2 ein Teiler von 6 = (1 + 1/=5)(1 — /=5), teilt aber keinen der beiden Faktoren
in R; damit ist 2 kein Primelement in R. &

Da die Begriffe ,irreduzibel“ und ,,prim* iiber Teilbarkeitseigenschaften definiert
sind, ist klar, dass assoziierte Elemente stets gleichzeitig prim oder irreduzibel
sind. Eine Faktorisierung in Primelemente kann also immer nur bis auf Reihenfol-
ge und Multiplikation der Primelemente mit Einheiten eindeutig bestimmt sein.
Wir formulieren die Eigenschaft eines Integritdtsbereichs, eine solche eindeutige
Faktorisierung zu erlauben, daher in Analogie zu Folgerung 4.7.

4.12. Definition. Ein Integritdtsbereich R heifit faktoriell (oder ein faktorieller
Ring), wenn Folgendes gilt: Sei Pr ein Reprisentantensystem der Primelemente
von R bis auf Assoziierte. Dann gibt es fiir jedes 0 # r € R eindeutig bestimmte
u € R und (e,)pepy, € Z2E mit e, = 0 fiir alle bis auf endlich viele p € Pg, sodass

r:queP. &

DEF
irreduzibel

DEF
Primelement

LEMMA
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4.13. Beispiel. Der Ring R = Z[\/—5] ist nicht faktoriell. Zum Beispiel hat 2 € R
keine Faktorisierung in Primelemente (weil 2 irreduzibel und nicht prim ist, siehe
oben). Auf der anderen Seite gibt es Faktorisierungen in irreduzible Elemente;
eine solche Faktorisierung ist in R aber nicht immer eindeutig. Es sind etwa 2, 3,
1+ +/—=5und 1 — /=5 alle in R irreduzibel und man hat die beiden wesentlich
verschiedenen Faktorisierungen

2:3=6=(1++-5)-(1—-+v-5). &

Wir wollen jetzt erst einmal faktorielle Ringe durch andere Eigenschaften charak-
terisieren und diese dann fiir Hauptidealringe nachweisen. Dazu erinnern wir uns
an den Beweis der eindeutigen Faktorisierung fiir Z: Fiir die Eristenz einer Fak-
torisierung in rreduzible Elemente hatten wir Induktion benutzt. Letzten Endes
diente sie dazu zu zeigen, dass wir ein Element nicht immer , feiner® faktorisieren
kénnen, sondern irgendwann bei irreduziblen und somit nicht weiter zerlegbaren
Elementen landen. Fiir die Eindeutigkeit wurde verwendet, dass die irreduziblen
Elemente auch prim sind. Diese beiden Eigenschaften reichen aus, wie der folgende
Satz zeigt.

4.14. Satz. Fin Integrititsbereich R ist genau dann faktoriell, wenn er die fol-
genden beiden Figenschaften hat:

(1) Es gibt keine Folge (ay)n>0 von Elementen von R, sodass ani1 | an und
Ay, % apyq fiir alle n.

(2) Jedes irreduzible Element von R ist prim.

Die erste Eigenschaft ist dquivalent zu folgenden Aussagen:

e Es gibt keine unendliche echt aufsteigende Folge

(a)r C{a)r C ... C{an)r & - -
von Hauptidealen in R.
e Jede aufsteigende Folge

(ao)r C(a1)r C ... C{an)r C ...

von Hauptidealen in R wird stationér (also (anx)r = (ani1)r = ... fiir ein
N € Zsy).

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass die beiden Bedingungen erfiillt sind, und
zeigen, dass R faktoriell ist. Wir zeigen erst die Existenz der Faktorisierung durch
einen Widerspruchsbeweis. Dazu nehmen wir an, es gébe ein Element 0 # ag € R,
das keine Darstellung in der Form w [, p® hat. Dann ist a¢ keine Einheit (denn
sonst hétte man diese Darstellung mit © = ap und e, = 0 fiir alle p) und auch
nicht prim (sonst gébe es p € Pr mit ag ~ p und man hitte eine Darstellung mit
e, =1, e, =0 fiir ¢ # pund u = ap/p) und damit auch nicht irreduzibel. Also
gibt es eine Faktorisierung ay = rs mit Nicht-Einheiten r und s. Gébe es fiir beide
Faktoren eine Produktdarstellung, dann gélte dies auch fiir ag, ein Widerspruch.
Also hat einer der Faktoren, wir nennen ihn a;, keine Produktdarstellung. Auf
diese Weise konstruieren wir rekursiv eine Folge (a,,),>0 von Elementen von R, so
dass jeweils a,1 ein echter Teiler von a,, ist (,echter Teiler” heiBt a, 1 % a,). So
eine Folge kann es aber nach Bedingung (1) nicht geben. Also gibt es ag nicht, was
Zu zeigen war.

BSP
nicht
faktoriell

SATZ

Charakteri-
sierung von
., faktoriell*
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Der Beweis der Eindeutigkeit geht analog wie fiir den Ring Z. Gilt

ullpr=r=d]]»".

pEPR pEPR

und ist fiir ein p zum Beispiel e, > e, dann kénnen wir beide Seiten durch per
teilen. Die linke Seite ist immer noch durch p teilbar, also auch die rechte Seite; da
p prim ist, wiirde p | ¢ folgen fiir ein ¢ € Pg mit g # p. Das ist aber nicht moglich,
da zwei Primelemente, von denen das eine das andere teilt, assoziiert sein miissen.
Dieser Widerspruch zeigt, dass e, = e, fiir alle p € Px gelten muss. Daraus folgt
dann auch noch v = u'.

Fiir die Gegenrichtung nehmen wir jetzt an, dass R faktoriell ist. Sei r irreduzibel.
Nach Annahme ist r = queJPR p°. Da r irreduzibel ist, kann rechts nur ein
Primelement p, tatsdchlich (und dann mit Exponent 1) vorkommen, damit ist
r = upy prim. Fiir den Beweis von Bedingung (1) definieren wir ¢(r) fir r € R
durch £(0) = +oo und £(r) = > p_ e, fiir 7 # 0, wenn r = u[] p, p™ die
Primfaktorisierung von r ist. Aus der eindeutigen Primfaktorzerlegung folgt dann
lrs) = L(r) + {(s) und £(r) = 0 <= r € R*. Ist (a,) eine Folge wie in
Bedingung (1), dann erhalten wir also mit
00 > l(ag) > l(ay) > llag) > ...>0

eine unendliche strikt absteigende Folge nichtnegativer ganzer Zahlen (ab ¢(ay)),
was es nicht geben kann. a

4.15. Satz. Ist R ein Hauptidealring, dann ist R faktoriell.

Beweis. Wir miissen die beiden Eigenschaften aus Satz 4.14 nachweisen. Eigen-
schaft (2) hatten wir schon in Lemma 4.10 bewiesen. Fiir Eigenschaft (1) ver-
wenden wir die zweite dquivalente Formulierung, die unmittelbar nach dem Satz
angegeben wurde. Sei also

(ap)r C {(a1)r C ... C{an)r C ...
eine aufsteigende Folge von Hauptidealen von R. Nach Lemma 3.9 ist die Verei-
nigung (J,~o(an)r wieder ein Ideal von R; da R ein Hauptidealring ist, gibt es
a € R mit |J,o(an)r = (a)g. Dann gibt es ein N > 0 mit a € (ay)r und damit
a € (ay)p fir alle n > N. Es folgt fiir diese n

(a)r C {an)r C U (am)r = ()R,

also (a,)r = (a)g. a

4.16. Beispiel. Gibt es (bis auf Assoziierte) nur ein Primelement, dann ist die
Struktur der Faktorisierung besonders einfach. Beispiele solcher Ringe kann man
wie folgt konstruieren: Sei p eine Primzahl. Dann ist

Z<p>:{%‘a,b€Z,p{b} cQ

ein Unterring von Q (die Abgeschlossenheit unter Addition und Multiplikation
ergibt sich aus p{ b,p {0’ = p { bb'). Jedes von null verschiedene Element von Zy,
kann eindeutig geschrieben werden in der Form up® mit v € Z<Xp> und e > 0: Ist a/b
das Element (mit p 1 b), dann ist @ = a’p® mit p 1 ¢’; damit ist @’/b eine Einheit.
p selbst ist keine Einheit, da 1/p ¢ Z,. Es folgt, dass Z, ein Hauptidealring

SATZ
HIR ist
faktoriell

BSP
nur ein
Primelement
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ist mit bis auf Assoziierte eindeutigem Primelement p: Sei I ein Ideal von Z,.
Das Nullideal ist stets ein Hauptideal, also kénnen wir I # {0} annehmen. Dann
kénnen wir e als das Minimum aller Exponenten n definieren, sodass I ein Element
der Form up™ mit u € Z<Xp> enthélt. Es folgt I = (p°), denn mit up® enthilt I
auch p°, und jedes Element # 0 von [ hat die Form a = up™ mit n > e, also ist
a = upn—e . pe c <pe>. *
Dass die zweite Bedingung in Satz 4.14 schiefgehen kann, haben wir schon an unserem
iiblichen Gegenbeispiel Z[y/—5] gesehen. Ein Beispiel dafiir zu finden, dass auch die
erste Bedingung nicht immer erfiillt ist, ist schwieriger zu konstruieren. Wir beginnen
mit dem Ring Ro = Z5y C R (statt 2 kénnte man auch jede andere Primzahl nehmen)
und setzen wg = 2. Ist R, schon als Unterring von R konstruiert mit w, € R,, dann
setzen wir wp41 = /W, € R und R,41 = Ry[wp41]. Dann ist (R,),>0 eine aufsteigende
Folge von Unterringen von R, also ist R = |J,, R, ebenfalls ein Unterring von R und
damit ein Integrititsbereich. Ahnlich wie fiir Ry = Zgy prift man nach, dass wy bis
auf Assoziierte das einzige irreduzible (oder auch Prim-)Element von R, ist. Es folgt,
dass kein w, eine Einheit in R sein kann (denn w,, ist stets Potenz mit positivem
Exponenten des Primelements von R,,, fiir alle m > n). Damit erhalten wir die Folge
(wn)n>0 von Elementen von R mit wy41 | w, = w? 41 und wy, 98 wp 1. Tatséchlich gibt
es in R gar keine irreduziblen (oder primen) Elemente; damit kann es natiirlich auch
keine Faktorisierung in solche Elemente geben.

In faktoriellen Ringen ist folgende Definition sinnvoll:

4.17. Definition. Seien R ein faktorieller Ring, p € R ein Primelement und
a € R beliebig. Ist a = 0, dann setzen wir v,(a) = +oo. Fiir a # 0 sei

vp(a) = max{n € Zsq | p" teilt a}.
Die Abbildung v, : R — Z>o U {oo} heifit die p-adische Bewertung. &

Ist p € Prund a = u]],cp, p wie in Definition 4.12, dann ist v,(a) = €,. Man
kann die Faktorisierung also in der Form

a=1u H pUP(a)

pEPR

schreiben. Wir beweisen einige Eigenschaften der p-adischen Bewertung.

4.18. Lemma. Sei R ein faktorieller Ring und Pr ein Reprdsentantensystem der
Primelemente von R bis auf Assoziierte.

(1) Fir alle a,b € R gilt vy(a £ b) > min{v,(a), v,(b)} mit Gleichheit im Fall
vp(a) # vp(D).

(2) Fir alle a,b € R gilt vy(ab) = vy(a) + v,y(b).

(3) Fir alle a,be€ R gilt a|b <= Vp € Pg:vy(a) < uv,(b).

Dabei gelten die iiblichen Rechenregeln n < oo und n+o0o = oo fiir n € ZsoU{occ}.

Bewezs.

(1) Die erste Aussage folgt aus der Implikation p™ | a,p™ | b = p™ | a & b. Fiir
die zweite Aussage sei ohne Einschrankung v,(a) < v,(b). Dann ist

vp(b) > vy(a) = vp((a —b)+ b) > min{w,(a — b),v,(b) };

es folgt v,(a) > v,(a —b) > v,(a) und damit Gleichheit. Fiir a + b genauso
(unter Verwendung von v,(—b) = v,(b)).

DEF
p-adische
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(2) Fiir @ = 0 oder b = 0 ist das klar. Sonst folgt es aus der Eindeutigkeit der
Primfaktorisierung.

(3) Die Falle a = 0 bzw. b = 0 sind wieder klar. Fiir a,b # 0 ist ,=* eine
Folgerung aus Teil (2); die Gegenrichtung folgt wieder aus der Primfaktor-
zerlegung. a

4.19. Folgerung. Seien R ein faktorieller Ring und Pgr ein Reprdsentantensys-
tem der Primelemente von R bis auf Assoziierte. Dann existieren zu je zwei FEle-
menten a,b € R grifite gemeinsame Teiler und kleinste gemeinsame Vielfache von

a und b in R. Sind a,b # 0, dann ist
H printen@e®} oo (a,b)  und H pradv(@e®} o keV(a,b).

pEPR pePr

Insbesondere gilt (fir alle a,b) ggT(a,b) kgV(a,b) ~ ab.
Die letzte Aussage verallgemeinert Satz 3.22.

Beweis. Ist etwa a = 0, dann ist b ~ ggT(a,b) und 0 ~ kgV(a,b) und damit auch
ggT(a,b) kgV(a,b) ~ ab. Wir konnen also a, b # 0 annehmen. Die Produktformeln
fiir ggT und kgV folgen in diesem Fall aus Teil (3) von Lemma 4.18. Die letzte
Aussage ergibt sich dann aus der Relation

min{v,(a), vp(b)} + max{vy(a), v,(b)} = vp(a) + vy(b) . Q

Diese Eigenschaft des gg'T sollte man nicht mit seiner Definition verwechseln. Auch
zur ggT-Berechnung (etwa in 7Z) ist diese Eigenschaft nur méafiig gut geeignet, da
man zuerst die beteiligten Zahlen faktorisieren muss, wofiir kein wirklich effizientes
Verfahren bekannt ist. Der Euklidische Algorithmus funktioniert sehr viel besser!

Wir hatten die Frage nach der Existenz von grofiten gemeinsamen Teilern als Motivation
fiir die Entwicklung der Theorie bis hin zu den faktoriellen Ringen benutzt. Man kann
sich nun fragen, ob jeder Ring, in dem je zwei Elemente einen ggT (und ein kgV) haben,
auch schon faktoriell sein muss. Die Antwort lautet ,,Nein“. Ein Gegenbeispiel ist der
Ring R aus dem Kleingedruckten auf Seite 27. Man kann zeigen, dass jedes 0 # r € R
eindeutig geschrieben werden kann als r = u - 2%2(") mit « € R* und vy(r) € Q, wobei
der Nenner eine Potenz von 2 ist (es gilt dann w,, = 2%/%" | also ve(wy,) = 1/2"). Es folgt,
dass 2min{v2(a)v2(0)} ein geT und 2max{v2(@)v2(0} ein kgV von a,b € R ist (fiir a,b # 0).
Es existieren also grofite gemeinsame Teiler und kleinste gemeinsame Vielfache, obwohl
der Ring R nicht faktoriell ist.

FOLG
Existenz von
ggT und kgV
in faktoriellen
Ringen
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5. DIE GAUSSSCHEN ZAHLEN UND SUMMEN VON ZWEI QUADRATEN

Wir werden jetzt ein weiteres Beispiel fiir einen euklidischen Ring (der damit auch
ein Hauptidealring und ein faktorieller Ring ist) betrachten. Die Kenntnisse, die
wir uns bisher erarbeitet haben, werden uns dann erlauben genau zu beschreiben,
wann eine natiirliche Zahl Summe von zwei Quadratzahlen ist.

5.1. Definition. Der Ring Z[i] = {a+b% | a,b € Z} C C heiit Ring der (ganzen) DEF

gaufschen Zahlen. ¢ Ring Z[t] der
gauBschen
Addition und Multiplikation in diesem Ring funktionieren also wie folgt: Zahlen

(a+bi)+(a'+b'%) = (a+a)+(b+)i, (a+bi)-(a'+b'%) = (ad’—bV' )+ (ab/+ba)i .

Daran sieht man auch, dass die Menge {a + bi | a,b € Z} einen Unterring von C
bildet (was die Gleichheit mit dem von ¢ {iber Z erzeugten Unterring Z[z] be-
griindet); insbesondere ist Z[] ein Integrititsbereich. Wir beweisen eine wichtige
Eigenschaft.

5.2. Satz. Z[i] ist ein euklidischer Ring mit euklidischer Normfunktion SATZ
Z|1) ist
N(a/ + bi) - ’CL + bi‘z = (a + bi)(a - b'l:) == 0/2 + b2 . eu[k]||d|sch

Fiir a, f € Z[i] gilt N(afB) = N(a)N(B).

Beweis. Es ist klar, dass N(«a) € Zs ist fiir alle o € Z[¢] und N(«) = 0 nur fur
a = 0. Seien jetzt a, f € Z[3] mit § # 0. Wir miissen die Existenz von v, p € Z][i]
zeigen mit a = vf + p und N(p) < N(B). Dazu bilden wir den Quotienten «o/f3

in C:
a . : .
— =u-+vt mit u,v € R (sogar in Q).

B
Dann gibt es ganze Zahlen a,b mit |u —a| < 1/2 und |v — b| < 1/2; wir setzen
v = a + bi. Es folgt, dass

p=a—70=((u+vi)—(a+bi))s
die Ungleichung
N(p) = Iof? = [(u— )+ (0 = D)8 = ((u— @) + (v~ BN ()
< (§+1)N(B) < 3N(B) < N(B)
erfiillt; die Gleichung o = v + p gilt nach Definition von p.
Die Multiplikativitat von N folgt aus

N(ap) = |af]* = |af*|8]* = N ()N (8). Q
5.3. Folgerung. Der Ring Z[i] ist ein Hauptidealring und daher faktoriell. FOLG
7] ist HIR,
faktoriell

Beweis. Das folgt aus Satz 3.13 und Satz 4.15.

Da der Ring euklidisch ist, kénnen wir grofite gemeinsame Teiler mit dem Eukli-
dischen Algorithmus berechnen.
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5.4. Beispiel. Wir berechnen einen ggT von 41 und 32 + 2:

n{ 0 1 2 3 4
ap, |41 32412 9—12 5+42 0
An 1 3 1—1

Der exakte Quotient der vorletzten Division ist 3 4+ 1/2 + 4/2, sodass das Runden
nicht eindeutig ist. Ich habe 3 als Quotienten benutzt. Wir sehen, dass 5 + 41
ein grofter gemeinsamer Teiler ist. Man beachte N (5 + 44) = 52 + 42 = 41; die
Primzahl 41 kann also als Summe von zwei Quadratzahlen geschrieben werden. &

Wir zeigen noch einige Eigenschaften von Z[1].

5.5. Lemma.

(1)

(2)
(3)

Beweis.

(1)

(2)

Fiir e € Z[i] gilt € € Z[i]* <= N(e) = 1.
Insbesondere ist Z[1]* = {1, —1,1, —3}.

Ist m € Z[i] und N(m) eine Primzahl, dann ist m ein Primelement.

Ist m € Z[i] ein Primelement, dann gibt es eine Primzahl p mit w | p und
N(m) = p oder N(w) = p. Im zweiten Fall gilt T ~ p in Z[i] und es gibt
keine Elemente der Norm p in Z[i].

Ist € € Z[4]*, dann folgt aus ee™! = 1, dass N(e)N(e™!) = N(1) = 1 ist.
Da die Werte von N natiirliche Zahlen sind, folgt N(¢) = 1. Ist ¢ = a + b3
und gilt N(e) = 1, dann gilt mit £ = a — b3 die Gleichung e = N(¢) = 1,
also ist € € Z[#]*. Es ist dann leicht zu sehen, dass die einzigen Elemente
mit Norm 1 die angegebenen vier Elemente sind.

Wegen N(7) > 1 ist m # 0 und keine Einheit. Im Hauptidealring Z[#] sind
irreduzible Elemente und Primelemente dasselbe; es geniigt also zu zeigen,
dass 7 irreduzibel ist. Sei also 7 = a3 eine Faktorisierung in Z[¢]. Dann
folgt N(7) = N(a)N(p); weil N(7) eine Primzahl ist, muss N(a) = 1 oder
N(B) =1 gelten, damit ist ein Faktor eine Einheit.

Da 7 # 0 und keine Einheit ist, folgt n = 77 = N(7) > 1. Dann ist n ein
nicht-leeres Produkt von Primzahlen in 7Z; weil 7 ein Primelement ist, muss
7 einen der Primfaktoren von n teilen; sei p dieser Primteiler. Aus 7 | p
folgt N(7) | N(p) = p?, also muss entweder N(7) = p oder N(7) = p? sein.
Im zweiten Fall sei p = 7o mit « € Z[z]; es folgt p? = N(p) = N(7)N(«)
und damit N(a) = 1. Also ist @ € Z[¢]* und damit 7 ~ p. Gébe es
7' € Z[i] mit N(n') = p, dann folgte 7’ | p und p wire nicht irreduzibel,
ein Widerspruch. Q

Bevor wir die Primelemente von Z[¢] genau beschreiben konnen, brauchen wir
noch ein Resultat.

BSP
ggT in Z][1]

LEMMA
Einheiten,
Primel. in Z[]

5.6. Lemma. Ist p eine Primzahl der Form p = 4k + 1, dann gibt es uw € Z mit LEMMA
p|u?+1.

plut+1
firp=4k+1



§5. Die gaufischen Zahlen und Summen von zwei Quadraten 31

Beweis. Sei v = (2k)! = 1-2-3---(2k — 1) - 2k. Da 2k gerade ist, gilt dann
w?=1-2---(2k—1)-2k-(=2k) - (=2k+1)---(=2) - (—1). Dann ist

w—(p—1)!= 2k)!((—2k)- (—2k+1)---(-1)— (p—2k)- (p—2k+1)---(p—1))

durch p teilbar. Nun sagt der Satz von Wilson, dass p ein Teiler von (p — 1)! +1
ist (wir werden diesen Satz spéter beweisen); damit gilt auch

plul+1=@>—(p-1))+(p-1+1). Q

Die Berechnung eines geeigneten u € Z mit der Formel im Beweis ist fiirchterlich ineffi-
zient. Es gibt wesentlich bessere Moéglichkeiten dafiir.

5.7. Satz. FEin Reprdsentantensystem Pyp;) der Primelemente in Z[i] bis auf As-
soziierte ist gegeben durch folgende Elemente:

(1) 1+,
(2) q fiir jede Primzahl ¢ = 4k + 3 € Z,

(3) m = a+bi und T = a — bt fir jede Primzahl p = 4k + 1 € Z, wobei
p=a’+b> mit0)<a<b.

Beweis. Wir wissen nach Lemma 5.5, dass jedes Primelement 7 von Z[%] eine
Primzahl p teilt und dass dann entweder N (7) = p oder m ~ p gilt. Wir betrachten
die moglichen Primzahlen je nach ihrem Rest bei Division durch 4.

(1) p = 2: Es gibt Elemente der Norm 2, ndmlich die vier Elemente +1 + 1.
Sie sind alle zueinander assoziiert.

(2) ¢ = 4k+3: Es gibt keine Elemente der Norm ¢, denn das Quadrat einer ge-
raden Zahl ist durch 4 teilbar und das Quadrat einer ungeraden Zahl 2m+1
hat die Form 4(m? +m) + 1, sodass eine Summe von zwei Quadraten nie-
mals den Rest 3 bei Division durch 4 haben kann. Da ein nichttrivialer
Teiler (also keine Einheit und nicht zu ¢ assoziiert) von ¢ in Z[¢] Norm ¢
haben miisste, ist ¢ irreduzibel und damit prim. Nach Lemma 5.5 sind alle
Primteiler von ¢ in Z[i] zu ¢ assoziiert.

(3) p = 4k+1: Nach Lemma 5.6 gibt es u € Z mit p | u>+1. Da p ein Teiler von
u?*+1 = (u+1)(u—1), aber nicht von u=% ist, kann p nicht prim in Z[] sein.
Es gibt also 7 = a + bi € Z[t] mit N(7) = a® + b? = p. Durch eventuelles
Andern der Vorzeichen oder/und Vertauschen von @ und b kénnen wir
0 < a < b erreichen. (Beachte |a| # |b|, da p nicht gerade ist.) Da die Norm
von 7 (und von 7) die Primzahl p ist, sind 7 und 7 Primelemente; wegen
p = 77 sind alle Primteiler von p entweder zu 7w oder zu 7 assoziiert, die
nicht zueinander assoziiert sind (die Assoziierten von 7 sind a+bi, —b+at,
—a —bi und b — a1).

Ist also 7 ein Primelement, dann ist 7 Teiler einer Primzahl p; jeder Primteiler
in Z[%] einer Primzahl ist zu genau einem der aufgelisteten Primelemente assoziiert.
Das ist die Behauptung. a

Wir formulieren einen Teil der Aussage des Satzes noch einmal separat.

SATZ
Primelemente

in Z[1]
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5.8. Folgerung. Ist p eine Primzahl der Form 4k + 1, dann g¢ibt es eindeutig
bestimmte a,b € Z mit 0 < a < b und p = a* + b°.

Beweis. Die Existenz wurde als Teil von Satz 5.7 bewiesen. Fiir den Beweis der
Eindeutigkeit seien a/,d’ € Z mit /> + 0> = pund 0 < o’ < V. Mit 7 = a’ + V'
gilt dann 7 | p; es folgt (aus dem Beweis von Satz 5.7), dass m ~ a + bi oder
m ~ a— bt ist. Das bedeutet, dass sich ¢’ und ¥ von a und b nur durch Vorzeichen
und Reihenfolge unterscheiden konnen. Durch die Bedingung 0 < o’ < b’ werden
aber sowohl die Vorzeichen als auch die Reihenfolge eindeutig festgelegt, also folgt
(a',0') = (a,b). a

Dieser Zwei-Quadrate-Satz fiir Primzahlen wurde zuerst von Pierre de Fermat
formuliert, dem Begriinder der modernen Zahlentheorie.

Kennt man ein v € Z mit p | u>+ 1, dann kann man 7 = a+ bs (bis auf Assoziierte
und Ubergang zu 7) als ggT(p, u + %) berechnen.

5.9. Beispiel. Esist 22?2 +1 =484+ 1 =485 =5-97, also gilt 97 | 222 + 1. Wir
berechnen ggT (97,22 +¢): 97 = 4(22+4) + (9 —4¢) und 22+ 3 = (2 +¢)(9 — 44),
also ist 9 — 44 ein ggT, und wir erhalten 97 = 42 + 92, &

Aus Satz 5.7 folgt auch sehr direkt der allgemeine Zwei-Quadrate-Satz.

5.10. Satz. FEine natiirliche Zahl n > 0 ist genau dann Summe zweier Quadrat-
zahlen, wenn in ihrer Primfaktorzerlequng jede Primzahl q der Form 4k + 3 mit
geradem Ezponenten auftritt (d.h., v,(n) ist gerade).

Beweis. Wegen N(a + bi) = a* + b* ist die Menge der darstellbaren n > 0 gera-
de {N(a) | 0 # a € Z[i]}. Wegen der Multiplikativitdt der Norm und weil Z][%]
faktoriell ist, erhalten wir als Werte gerade alle Produkte von Normen N(7) von
Primelementen. Diese Normen sind 2, p fiir Primzahlen p = 4k + 1 und ¢ fiir
Primzahlen ¢ = 4k + 3. n ist genau dann ein Produkt solcher Normen, wenn die
Primzahlen ¢ in der Primfaktorzerlegung von n mit geradem Exponenten vorkom-
men. a

FOLG
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6. RINGHOMOMORPHISMEN UND FAKTORRINGE

Wir haben bisher immer nur einen Ring betrachtet. Es ist aber, wie in vielen
anderen Gebieten der Mathematik auch, wichtig, auch die Beziehungen zwischen
verschiedenen Ringen zu verstehen. Diese werden hergestellt durch geeignete struk-
turerhaltende Abbildungen. Im Folgenden nehmen wir der Einfachheit halber an,
dass die Ringe kommutativ sind (obwohl das in den meisten Féllen nicht nétig
wére).

6.1. Definition. Seien R;, R, zwei Ringe. Ein Ringhomomorphismus von Ry
nach Rj ist eine Abbildung ¢ : Ry — Ry mit ¢(1) = 1 und ¢(a+b) = ¢(a) + ¢(b),
¢(a-b) = ¢(a)- ¢(b) fir alle a,b € Ry. (Beachte, dass ,1%, ,,+“ und ,,-* jeweils zwei
verschiedene Bedeutungen haben: Auf der linken Seite sind Einselement, Addition
und Multiplikation von R; gemeint, auf der rechten Seite die von Ry!)

Analog zur Begriffsbildung in der Linearen Algebra heifit ein injektiver Ringho-
momorphismus ein (Ring-)Monomorphismus und ein surjektiver Ringhomomor-
phismus ein (Ring-)Epimorphismus. Ein Ringhomomorphismus R — R heifit ein
Endomorphismus von R. &

6.2. Lemma. Sei ¢ : Ry — Ry ein Ringhomomorphismus. Dann gilt ¢$(0) =
und ¢(—a) = —¢(a) fir alle a € R. Ist ¢ bijektiv, dann ist ¢—' ebenfalls ein

Ringhomomorphismus.

Die erste Aussage zeigt, dass ein Ringhomomorphismus wirklich alle Bestandteile
der Struktur (R,+,0,—,-, 1) erhélt.

Beweis. Es gilt ¢(0) = ¢(0+0) = ¢(0)
gilt 0 = ¢(0) = ¢(a + (—a)) = ¢(a) + ¢

Sei jetzt ¢ bijektiv, und selen a',b' € Ry. Wir kénnen dann o = ¢(a), b’ = ¢(b)

+ ¢(0), woraus ¢(0) = 0 folgt. Fiir a € Ry
(—a), was ¢(—a) = —¢(a) impliziert.

schreiben mit geeigneten a = ( "), b= ¢ (V). Dann gilt

¢~ (a + V) =97 (6(a) + 6(0)) = 67 (da+b)) =a+b=¢"(d) + o7 (V).
Die Aussage ¢~ 1(a’' - V') = ¢1(a) - p71(V) zeigt man genauso. SchlieBlich folgt
gb‘(l)—lausqﬁ() L. a

6.3. Definition. FEin bijektiver Ringhomomorphismus heifit (Ring-)Isomorphis-
mus. Gibt es einen Isomorphismus ¢ : R — Rs, dann heiflen die Ringe R; und Ry
(zueinander) isomorph, und man schreibt R; = R,. Das definiert eine Aquivalenz-
relation zwischen Ringen (Ubung).

Ein Isomorphismus R — R heifit ein Automorphismus von R. &

Ein Isomorphismus ist also ein Ringhomomorphismus, zu dem es einen inversen
Ringhomomorphismus gibt.
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6.4. Beispiele.

(1) Fiir jeden Ring R ist die identische Abbildung idg : R — R ein Automor-
phismus.

(2) Sei Fy = {0,1} der Koérper mit zwei Elementen. Die Abbildung

0 wenn n gerade

1 wenn n ungerade

¢: 7 — Ty, nl—>{

ist ein (surjektiver) Ringhomomorphismus: ¢(1) = 1 ist klar; fiir die ande-
ren Bedingungen muss man Aussagen wie ,,ungerade + ungerade = gerade“
nachpriifen.
(3) Fiir jeden Ring R gibt es genau einen Ringhomomorphismus ¢ : Z — R:
Wir miissen ¢(1) = 1g setzen, dann gilt fiir n € Z.o zwangslaufig
pn)=o(l+1+... + )=o) +o(1)+...+0(1) =1p+ 1+ ... + 1g;
—_— < ~— RN ~ 3
n Summanden n Summanden n Summanden
auBerdem natiirlich ¢(0) = 0 und ¢(—n) = —¢(n). Wir schreiben m - 1

fir ¢(m) (fiir m € Z), und allgemeiner m - r fir ¢(m)r € R. Man priift
nach (Fallunterscheidung nach Vorzeichen, Induktion), dass

(m+m')-1lg=m-1g+m'-1xg und (mm')-1g=(m-1g)(m' - 1g)
gelten; ¢ ist also tatséchlich ein Ringhomomorphismus.

(4) Der (eindeutig bestimmte) Ringhomomorphismus Z — Z[i] ist gegeben
durch a + a + 0i. In der anderen Richtung gibt es keinen Ringhomomor-
phismus ¢ : Z[i] — Z: Angenommen, so ein ¢ existiert. Dann ist a = ¢(i)
eine ganze Zahl, und es wiirde folgen a? = ¢(i)* = ¢(i*) = ¢(—1) = —1,
was nicht moglich ist.

(5) Der Ring Z[i] hat auBer der Identitéit noch genau einen nichttrivialen Au-
tomorphismus, namlich a + bi — a — bi (Ubung).

(6) Der Korper R besitzt auer der Identitét keinen weiteren (Ring-) Automor-
phismus (Ubung). &

Beispiel (3) beschreibt eine universelle Eigenschaft des Rings Z.

Wie bei linearen Abbildungen sind Kern und Bild interessant.

6.5. Definition. Sei ¢ : Ry — Rs ein Ringhomomorphismus. Der Kern von ¢ ist
definiert als

ker(¢) = {r € By [ ¢(r) = 0} .
Wir schreiben im(¢) fiir das Bild von ¢. &

6.6. Lemma. Sei ¢ : Ry — Ry ein Ringhomomorphismus. Dann ist im(¢) ein
Unterring von Ry, und ker(¢) ist ein Ideal von Ry. ¢ ist injektiv genau dann, wenn

ker(¢) = {0} ist.

Beweis. Aus der Definition und Lemma 6.2 folgt, dass im(¢) 0 und 1 enthélt und
unter Addition, Negation und Multiplikation abgeschlossen ist. Also ist im(¢) ein
Unterring von R,.

Es gilt 0 € ker(¢), da ¢(0) = 0. Seien a, b € ker(¢). Dann ist
¢(a+b) =¢(a) +¢(b) =0+0=0,

BSP
Ringhomo-
morphismen

DEF
Kern,
Bild

LEMMA
Kern ist
Ideal



§6. Ringhomomorphismen und Faktorringe 35
also ist a + b € ker(¢). Seien a € ker(¢), r € R;. Dann ist

¢(ra) = ¢(r)¢(a) = ¢(r) -0 =0,
also ist ra € ker(¢). Damit ist gezeigt, dass ker(¢) C R; ein Ideal ist.
Ist ¢ injektiv, dann gilt
a € ker(¢) = ¢(a) =0=¢(0) = a=0,
also ist ker(¢) = {0}. Ist umgekehrt ker(¢) das Nullideal, und sind a,b € Ry mit

o(a) = ¢(b), dann folgt 0 = ¢(a) — ¢(b) = ¢p(a —b), also a — b € ker(¢) = {0} und
damit a = b. Damit ist gezeigt, dass ¢ injektiv ist. a

6.7. Beispiel. Fiir den Ringhomomorphismus Z — Fy aus dem vorigen Beispiel
gilt ker(¢) = 2Z. &

Wir zeigen jetzt, dass Ringhomomorphismen sich gut mit Idealen vertragen.

6.8. Lemma. Sei ¢ : Ry — Ry ein Ringhomomorphismus.

(1) Ist I C Ry ein Ideal, dann ist ¢(I) ein Ideal im Unterring im(¢) von R
(aber nicht unbedingt in Ry selbst!).

(2) Ist J C Ry ein Ideal, dann ist $~'(J) ein Ideal von R;.
(3) Ist ¢ surjektiv, dann induziert ¢ eine Bijektion

{I C Ry | I Ideal und ker(¢) C I} «— {J C Ry | J Ideal}
I— o(I)
¢ (T) i J.

Beweis.

(1) Wegen ¢(0) = 0 und ¢(a+b) = ¢(a)+¢(b) gilt 0 € ¢(I), und ausr, s € ¢(I)
folgt r + s € ¢(I). Ist r € im(¢) und s € ¢(I), dann gibt es a € Ry und
b € I mit r = ¢(a) und s = ¢(b); es folgt wegen ab € I, dass auch
rs = ¢(a)p(b) = ¢(ab) € ¢(I) ist. Damit erfillt ¢(/) die Bedingungen
dafiir, ein Ideal von im(¢) zu sein.

(2) Wegen ¢(0) = 0 € Jist 0 € ¢~ '(J). Seien a,b € ¢~*(J), das bedeutet
é(a), d(b) € J. Dann ist ¢(a + b) = ¢(a) + ¢(b) € J, also a+b € ¢~ (J).
Seien jetzt r € Ry und a € ¢~(J). Dann ist ¢(a) € J und damit auch
o(ra) = ¢(r)¢(a) € J, also ra € ¢~1(J). Also ist ¢~1(J) ein Ideal von R;.

(3) Nach Teil (1) und (2) sind die beiden Abbildungen wohldefiniert (es ist
klar, dass ¢~ '(J) D ker(¢) = ¢~ *({0})). Es bleibt zu zeigen, dass sie
zueinander invers sind. Weil ¢ surjektiv ist, gilt ¢(¢~1(J)) = J fiir jede
Teilmenge J C Rs, insbesondere fiir jedes Ideal. Sei jetzt I C Ry ein Ideal,
ker(¢) C I. Dann gilt in jedem Fall ¢~*(¢(I)) D I, und es ist noch die
umgekehrte Inklusion zu zeigen. Sei also a € ¢~ (¢(I)), d.h. ¢(a) € ¢(I).
Dann gibt es b € I mit ¢(a) = ¢(b). Es folgt ¢p(a — b) = ¢(a) — ¢(b) = 0,
also ist a — b € ker(¢) C I und damit ist auch a = b+ (a —b) € I. Q
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6.9. Beispiel. Sei ¢ : Z — Q der eindeutig bestimmte Ringhomomorphismus.
Dann ist ¢ nicht surjektiv. Das Bild eines von null verschiedenen Ideals nZ von Z
ist kein Ideal von Q (denn Q hat als Korper nur die beiden trivialen Ideale {0}
und Q). Auch ist die Abbildung J — ¢~!(J) weit davon entfernt, surjektiv zu sein
(¢ ist injektiv, also ker(¢) = {0}, sodass die Bedingung ker(¢) C I leer ist): Sie
liefert nur das Nullideal und Z = ¢~!(Q) als Ideale von Z. )

Wir haben gesehen, dass jeder Kern eines Ringhomomorphismus ein Ideal ist. Gilt
das auch umgekehrt? Ist jedes Ideal auch der Kern eines Ringhomomorphismus?
Die Antwort lautet ,,Ja“; sie ist eng mit dem Begriff der Kongruenz verbunden.

6.10. Definition. Seien R ein Ring und I C R ein Ideal. Wir sagen, zwei Elemen-
te a,b € R sind kongruent modulo I und schreiben a = b mod I, wenn a — b € I.
Ist I = Rc ein Hauptideal, dann sagen und schreiben wir auch ,,modulo ¢ bzw.
a = bmod c. &

Zum Beispiel ist in R = 7Z die Aussage ,,a = 1 mod 2“ dquivalent dazu, dass a
ungerade ist.

Wir beweisen einige wichtige Figenschaften.

6.11. Lemma. Seien R ein Ring und I C R ein Ideal.

(1) Die Relation a = bmod I ist eine Aquivalenzrelation auf R.

(2) Sie ist mit Addition und Multiplikation vertrdiglich: Aus a = @’ mod I und
b=V modI folgt a+b=d + b mod I und ab = a'b' mod I (und insbe-
sondere —a = —a’ mod I ).

(3) Fiir a,b € R gilt
a=bmod] <= a—-bel <= bea+I={a+r|rel}.

Beweis.

(1) Reflexivitit: a —a=0¢€ [ = a=amod .
Symmetrie: a = bmod [ = a—-bel = —(a—b)=b—-—a€cl=0>b=
a mod I.
Transitivitit: a = b=cmod [ = a—bb—c € I = a—c= (a—b)+(b—c) €
I = a=cmod .

(2) Seien a,a’,b,b' € R mit a =d’, b =0 mod I. Es gilt also a —d’,b—b" € I.
Es folgt (a+b)—(a'+b') = (a—ad')+ (b—0V) € I, also a+b=da'+b mod I.
Ebenso gilt ab—a't/ = a(b—10')+ (a —a’)V/ € I und damit ab = a't/ mod 1.

(3) Die erste Aquivalenz ist die Definition, die zweite ist klar. Q

6.12. Definition. Seien R ein Ring und I C R ein Ideal. Wir schreiben R/I

fiir die Menge der Aquivalenzklassen unter ,, Kongruenz modulo I“; fiir die durch
a € R reprisentierte Aquivalenzklasse schreiben wir a + I oder [a], wenn das
Ideal I aus dem Kontext klar ist. So eine Aquivalenzklasse heifit auch Restklasse
modulo I (oder modulo ¢, wenn I = Rc ist). Die Menge R/ trigt eine natiirliche
Ringstruktur (sieche unten); R/I heiBt der Faktorring von R modulo I. &

Es ist auch die Bezeichnung Quotientenring gebriuchlich. Die mochte ich hier aber
lieber vermeiden, um Verwechslungen mit dem Quotientenkdrper eines Integritatsrings
zu vermeiden, den wir bald konstruieren werden.
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6.13. Satz. Seien R ein Ring und I C R ein Ideal. Dann gibt es auf R/I genau
eine Ringstruktur, sodass die natirliche Abbildung ¢ : R — R/I, a — |a] = a+1,
ein (surjektiver) Ringhomomorphismus ist. Es gilt ker(¢) = I.

Der Homomorphismus ¢ heifit auch der kanonische Epimorphismus von R auf R/1.

Beweis. Da die Abbildung vorgegeben ist, muss die Ringstruktur so definiert wer-
den, dass [a]+ [b] = [a+b] und [a]-[b] = [ab] gelten. Es ist nachzupriifen, dass diese
Verkniipfungen wohldefiniert sind (also nicht von den gewéhlten Reprisentanten
abhéngen). Dies ist aber gerade die Aussage von Lemma 6.11, (2). Die Ringaxiome
iibertragen sich dann sofort von R auf R/I. Schliellich gilt

ker(¢) = ¢~ ({[0]}) ={a € R|[a] =[0]} ={a€e R|a€ I} =1. Q

Wir sehen also, dass tatséchlich jedes Ideal als Kern eines (sogar surjektiven)
Ringhomomorphismus auftritt.

Wir beweisen hier gleich noch eine sehr wichtige und niitzliche Aussage.

6.14. Satz. Sei ¢ : Ry — Ry ein Ringhomomorphismus. Dann induziert ¢ einen
Isomorphismus ¢ : R,/ ker(¢) — im(¢), [a] — ¢(a).

Beweis. Wir miissen zeigen, dass ¢ wohldefiniert ist, also [a] = [b] = ¢(a) = ¢(b).
Es gilt aber

[a] = [b] = [a —b] = [0] = a = b € ker(¢) = ¢(a) = ¢(a — b) + ¢(b) = &(b) .

Dass ¢ dann ein Ringhomomorphismus ist, folgt aus der entsprechenden Eigen-
schaft von ¢: ¢([1]) = ¢(1) = 1, sowie

p(la] + [b]) = ¢(la + b)) = d(a +b) = ¢(a) + ¢(b) = ¢(la]) + ¢([0]) ,

und analog fiir das Produkt. Es bleibt zu zeigen, dass ¢ : R;/ker(¢) — im(¢)
bijektiv ist. ¢ ist aber surjektiv nach Definition (denn ¢(a) = ¢([a]), also ist
im(¢) = im(¢)). Um zu zeigen, dass ¢ auch injektiv ist, geniigt es, ker(yp) = {0}
nachzuweisen. Es gilt

la] € ker(p) = ¢(a) = ¢([a]) = 0 = a € ker(¢) = [a] = [0],
also ist ker(¢) = {[0]} wie gewiinscht. Q

Wie sieht das mit den Faktorringen fiir den Ring Z aus? Wir wissen, dass die Ideale
von Z gegeben sind durch I = (n)z = nZ mit n > 0. Fir I = {0} (also n = 0)
gilt (wie fiir jeden Ring) Z/I = Z: Die Aquivalenzklassen sind einelementig und
kénnen mit ihren Elementen identifiziert werden. Fiir n > 0 haben wir folgende
Aussage:

6.15. Lemma. Sein € Z.y. Der Faktorring Z/nZ hat n Elemente (ist also
endlich), die reprasentiert werden durch 0,1,... ,n — 1. Der kanonische Epimor-
phismus 7, — Z/nZ ist gegeben durch a w— [r], wobei r der Rest bei der Division
von a durch n ist.

Alternativ kann man auch statt der Reste 0,1,...,n — 1 die ,absolut kleinsten
Reste® —% +1,...,-1,0,1,...,2 n_l n_l

, 5 (fiir n gerade) bzw —r= . ..,-10,1,..., 2=
(fiir n ungerade) verwenden.

2 2
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Beweis. Es gilt Z/nZ = {[0],[1], ..., [n—1]}, denn fiir a € Z konnen wir schreiben
a=gn+rmit 0 <r <n,und a—r = gn € nZ bedeutet [a] = [r]. Die Restklassen
0], [1], ..., [n—1] sind alle verschieden, denn die Differenz der Reprisentanten hat

Betrag < n, kann also nur dann durch n teilbar sein, wenn die Représentanten
gleich sind. a

6.16. Beispiel. FEin Beispiel fiir die Anwendung von Satz 6.14 tritt bei der Kon-
struktion des Korpers der reellen Zahlen mittels Cauchy-Folgen auf: Die Teil-
menge C' C QN der Cauchy-Folgen rationaler Zahlen ist ein Unterring von QY,
und die Menge N C C der Nullfolgen bildet darin ein Ideal. Wir nehmen an,
dass wir die reellen Zahlen bereits kennen. Dann haben wir in lim : C' — R,
(a) — lim, , a, einen surjektiven Ringhomomorphismus mit Kern N, also ist

C/N = R. (Ubung.) )

Wozu sind Faktorringe (bzw. das Rechnen mit Kongruenzen) niitzlich? Ein Fak-
torring R/1 ist ein , vergrobertes® Abbild des Rings R. Man kann auf diese Weise
also Teile der Struktur, auf die es im Moment nicht ankommt, vernachléssigen und
sich auf das Wesentliche konzentrieren. Oder man erhélt durch die Abbildung eines
Problems von R nach R/I eine einfachere Version, deren Losbarkeit sich leichter
priifen ldsst. Ist das Problem in R/I nicht 16sbar, dann folgt daraus haufig, dass
es auch in R nicht 16sbar ist.

6.17. Beispiel. Wir zeigen noch einmal (wir hatten das bereits im Beweis von
Satz 5.7 getan), dass eine ganze Zahl der Form n = 4k + 3 nicht Summe von
zwei Quadratzahlen sein kann. Dazu rechnen wir , modulo 4%, also im Faktorring
Z/4Z. Das Bild von n ist [n] = [3]. Gilt n = a® + b?, dann haben wir auch
3] = [n] = [a]® + [b]%. Nun ist aber [0]> = [2]? = [0] und [1]* = [3]? = [1], also gibt
es fiir [a]? + [b)? nur die Moglichkeiten [0], [1], oder [2], ein Widerspruch.

Ahnlich sieht man, dass zum Beispiel 31 nicht Summe von drei Kuben sein kann,
d.h. die Gleichung a® + b® + ¢3 = 31 hat keine Losung in ganzen Zahlen. (Man
beachte, dass man hier, im Gegensatz zu a? + b*> = 31, keine Schranken fiir a, b, c
angeben kann, da die Zahlen auch negativ sein konnen.) Dazu betrachten wir
das Problem in Z/9Z. Man findet, dass [a]® € {[0],[1], [8]} ist; daraus folgt, dass
eine Summe von drei Kuben in Z/9Z niemals [4] oder [5] sein kann. Es ist aber
[31] = [4], also gibt es keine Losung.

Was wir hier entscheidend benutzen, ist die Endlichkeit der Ringe Z/nZ. Da-
durch ldsst sich die Losbarkeit jeder Gleichung in so einem Ring in endlich vielen
Schritten iiberpriifen. Fiir den Ring Z gilt das nicht. Zum Beispiel ist immer noch
unbekannt, ob die Gleichung a® + b3 + ¢3 = 33 in ganzen Zahlen 16sbar ist. (Wer
Lust und Zeit hat, kann versuchen, eine Losung von a® + % 4 ¢ = 30 zu finden.
Von dieser Gleichung weil man, dass sie losbar ist.!) &

Wir wollen jetzt Lemma 6.8, (3) und Satz 6.14 kombinieren, um einen Zusammen-
hang herzustellen zwischen Eigenschaften des Bildes und des Kerns eines Ringho-
momorphismus. Dazu definieren wir erst einmal die relevanten Eigenschaften von
Idealen.
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6.18. Definition. Seien R ein Ring und I C R ein Ideal.

(1) I heiBt mazimales Ideal von R, wenn I # R ist und fiir alle Ideale J von R
mit [ C J gilt J = [ oder J = R. (D.h., I ist ein maximales Element
beziiglich Inklusion in der Menge aller echten Ideale von R.)

(2) I heiBt Primideal von R, wenn I # R ist und fiir je zwei Elemente a,b € R
gilt: Aus ab € I folgt a € I oder b € I. &

6.19. Beispiele.

(1) Ein Element p € R ist genau dann ein Primelement, wenn p # 0 ist und
das von p erzeugte Hauptideal Rp ein Primideal ist.

(2) Aus den Definitionen folgt:
R ist ein Integritétsbereich <= {0} C R ist ein Primideal

(3) Jedes maximale Ideal ist ein Primideal: Sei M C R ein maximales Ideal
und seien a,b € R\ M. Wir miissen zeigen, dass ab ¢ M ist. Da a ¢ M
und M maximal ist, folgt Ra+ M = (M U{a})r = R, ebenso Rb+ M = R.
Es gibt also r,7' € R, m,m' € M mit ra+m =1 = r'b+m’. Wir erhalten
(rr")(ab) + (ram’ 4 r'bm + mm') = 1, was zeigt, dass Rab+ M = R ist,
also kann ab nicht in M sein. &

6.20. Satz. Sei ¢: Ry — Ry ein Ringhomomorphismus.
(1) im(¢) ist genau dann ein Korper, wenn ker(¢) C Ry ein mazximales Ideal
18t8.

(2) im(9) ist genau dann ein Integrititsbereich, wenn ker(¢) ein Primideal ist.

Wegen R;/ker(¢) = im(¢) kann man das auch wie folgt formulieren, ohne auf
einen Ringhomomorphismus Bezug zu nehmen:

Seien R ein Ring und I C R ein Ideal.

(1) R/I ist genau dann ein Korper, wenn I ein mazimales Ideal ist.

(2) R/I ist genau dann ein Integritdtsbereich, wenn I ein Primideal ist.

Diese Version folgt aus der Version im Satz, indem man den Satz auf den kano-
nischen Epimorphismus ¢ : R — R/I anwendet, denn dann ist ker(¢) = I und
im(¢) = R/I. Umgekehrt folgt die Version im Satz aus der zweiten Version mit
I = ker(¢) und dem Homomorphiesatz R/ ker(¢) = im(¢).

Bewezs.

(1) Nach Lemma 6.8, (3) besteht eine Bijektion zwischen den Idealen von im(¢)
und den ker(¢) enthaltenden Idealen von R;. Nun ist ein (kommutativer)
Ring ein Koérper genau dann, wenn er genau zwei Ideale hat. Die Aussage
,im(¢) ist ein Korper® ist also dquivalent zu ,es gibt genau zwei Ideale I
von R; mit ker(¢) C I“. Das ist aber genau die Definition von ,ker(¢) ist
maximales Ideal von R;{“.

Die kleinste Losung ist a = 2220422932, b = —2218 888517, ¢ = —283 059 965.
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(2) im(¢) ist kein Integritétsbereich genau dann, wenn im(¢) Nullteiler hat.
Das bedeutet, es gibt a,b € R; mit ¢(a),¢(b) # 0 und ¢(a)p(b) = 0.
Zuriickiibersetzt nach R; heifit das, a,b ¢ ker(¢), aber ab € ker(¢). Solche
Elemente gibt es genau dann, wenn ker(¢) kein Primideal ist. (Beachte:
Die Bedingung ker(¢) # Ry schliefit den Nullring als im(¢) aus, der defi-
nitionsgemé&f kein Integritdtsbereich ist.) a

6.21. Beispiel. Das Ideal N der Nullfolgen im Ring C' der Cauchy-Folgen iiber Q
ist ein maximales Ideal, denn es ist der Kern eines Ringhomomorphismus, dessen
Bild der Korper R ist.

Umgekehrt kann man auch direkt zeigen, dass N ein maximales Ideal in C' ist:
Sei (a,)nen eine Cauchy-Folge, die keine Nullfolge ist. Dann gibt es ny € N und
¢ > 0, sodass |a,| > c fir alle n > ng gilt. Die Folge (b,) mit b, = 0 fiir n < ng
und b, = 1/a, fir n > ng ist dann ebenfalls eine Cauchy-Folge. Die Folge (c,)
mit ¢, = 1 fiir n < ng und ¢, = 0 fiir n > ng ist eine Nullfolge. Es gilt dann
(an) + (by) + (¢,) = (1), woraus (N U {(a,)})c = C folgt. Das zeigt, dass N ein
maximales Ideal ist. Es folgt, dass R := C'//N ein Korper ist. Das ist eine Moglich-
keit, die reellen Zahlen aus den rationalen Zahlen zu konstruieren. Man muss dann
noch die relevanten Eigenschaften (wie das Supremumsaxiom) nachpriifen. &

6.22. Beispiel. Welche Faktorringe Z/nZ (mit n > 0) sind Korper?

Das ist dazu dquivalent, dass nZ ein maximales Ideal von Z ist. Da Z ein Haupt-
idealring ist, ist ein maximales Ideal dasselbe wie ein maximales Hauptideal. Ein
Hauptideal ist genau dann ein maximales Hauptideal, wenn sein Erzeuger irredu-
zibel ist. Es folgt:

Z/nZ ist genau dann ein Korper, wenn n eine Primzahl ist.

Dass n eine Primzahl sein muss, sieht man auch so recht leicht: Ist n = ab ndmlich
eine echte Faktorisierung, dann ist (zum Beispiel) [a] € Z/nZ ein Nullteiler wegen
[a], [0] # [0], [a] - [b] = [ab] = [n] = [0].

Wenn n = p eine Primzahl ist und [0] # [a] € Z/pZ, dann ist p kein Teiler von a,
also gilt ggT(a,p) = 1. Es gibt also z,y € Z mit za + yp = 1, und man sieht
la] - [x] = [1]. Damit ist [a] invertierbar, also ([a] # [0] war beliebig) ist Z/pZ ein
Korper.

Wir schreiben oft F), fiir den Korper Z/pZ. (,F“ wegen field, der englischen Be-
zeichnung fiir ,, Korper®.) )

Fiir einige Anwendungen in der Algebra ist es wichtig zu wissen, dass jedes echte Ideal
eines Rings R in einem maximalen Ideal enthalten ist. Dafiir braucht man das Zorn-
sche Lemma. Man kann es recht allgemein fiir (halb-)geordnete Mengen formulieren;
fiir unsere Zwecke geniigt eine Version fiir durch Inklusion geordnete Teilmengen einer
Menge.

Satz. Sei X eine Menge und T eine Menge von Teilmengen von X. Eine Teilmenge K
von T heifst eine Kette, wenn je zwei Elemente A, B von K miteinander vergleichbar
sind, d.h., es gilt A C B oder B C A. Wenn jede Kette I C T eine obere Schranke S
in T hat (d.h., A C S fir alle A € K), dann gibt es mazimale Elemente T in T (d.h.,
firAeT mitT CAgilt A=T).

Man kann zeigen, dass diese Aussage (unter Annahme der iibrigen Axiome der Mengen-
lehre) zum Auswahlaxiom &dquivalent ist.

Wir kénnen das hier folgendermafien anwenden:

BSP
Konstruktion
von R

BSP
Faktorringe
von 7

SATZ
Zornsches
Lemma
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Satz. Sei R ein Ring und I C R ein Ideal. Dann gibt es ein mazimales Ideal M von R
mait I C M.

Beweis. Sei T die Menge aller Ideale J von R mit I C J C R. Dann ist I € T; damit
ist 7 nicht leer und die leere Kette hat eine obere Schranke (ndmlich I). Ist K eine
nicht-leere Kette, dann ist die Vereinigung J = (JK aller Ideale in K wieder ein Ideal
von R (das zeigt man wie in Lemma 3.9) und es gilt I C J € R. Denn wiire J = R,
dann wire 1 € J, also gébe es ein J' € K mit 1 € J' und es miisste J' = R sein, ein
Widerspruch. Damit ist J € T eine obere Schranke von K. Aus dem Zornschen Lemma,
folgt dann die Existenz (mindestens) eines maximalen Elements M von 7. Das ist dann
aber gerade ein maximales Ideal von R, das I enthilt. d

Insbesondere hat jeder Ring auBer dem Nullring (fiir den ist die Voraussetzung I C R
nicht erfiillbar) maximale Ideale und damit Faktorringe, die Korper sind.

Auf dhnliche Weise zeigt man, dass beliebige Vektorrdume Basen besitzen; vgl. das
Kleingedruckte auf den Seiten 51-52 des Skripts ,,Lineare Algebra I*.

SATZ
Existenz
von max.
Idealen
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7. SUMMEN VON VIER QUADRATEN

Wir wollen jetzt herausfinden, welche (nichtnegativen) ganzen Zahlen sich als Sum-
me von vier Quadraten schreiben lassen. Wir definieren dafiir

Sy={a®+v*+*+d*|ab,ec,deZ}.

Wenn man ein wenig herumprobiert, stellt man fest, dass man offenbar fiir je-
de nichtnegative ganze Zahl eine solche Darstellung finden kann. Bevor wir das
beweisen, lernen wir erst einmal einen Schiefkérper kennen. (Wenn Sie in einem

der Fach-Studiengénge studieren, dann kennen Sie ihn bereits aus der Linearen
Algebra I1.)

7.1. Definition. Man kann zeigen, dass der Korper der komplexen Zahlen der
einzige Korper ist, der die reellen Zahlen echt enthélt und ein endlich-dimensionaler
R-Vektorraum ist. Es gibt aber noch einen etwas grofleren Schiefkdrper. Er wur-
de von Hamilton entdeckt; seine Elemente wurden von ihm Quaternionen getauft
(Singular: die Quaternion). Man bezeichnet ihn zu Ehren Hamiltons mit H (denn Q
ist ja schon belegt). H ist ein vierdimensionaler R-Vektorraum mit Basis 1, 2,7, k
(damit sind Nullelement, Addition und Negation definiert). Die Multiplikation
erfiillt die Distributivgesetze, ist R-bilinear und ist auf der Basis gegeben durch

iP=j52=k*=-1, ij=k,jk=iki=j, ji=—kkj=—iik=—j
(und natiirlich 12 = 1, 1-4 = ¢ und so weiter). Man kann dann nachpriifen, dass die
so definierte Multiplikation assoziativ ist, so dass H zu einem (nichtkommutativen)

Ring wird. Die reellen Zahlen sitzen in natiirlicher Weise in H; sie vertauschen mit
allen Quaternionen: ra = ar fiir alle r € R und o € H.

Fiir eine Quaternion « = a + bt + ¢j + dk (mit a,b,c,d € R) definiert man die
konjugierte Quaternion & = a — bt — ¢j — dk. Dann findet man

N(a) :=aa=a®>+b+c* + d* = an € Ryg.
Diese Norm N(«) ist also nichts anderes als die quadrierte euklidische Lénge des
entsprechenden Vektors.

Weiter findet man, dass die Konjugationsabbildung o — & zwar kein Ringhomo-
morphismus ist, aber ein Anti-Automorphismus von H. Das bedeutet, dass alle
Eigenschaften eines Ringautomorphismus erfiillt sind, nur dass die Anwendung
auf ein Produkt die Reihenfolge der Faktoren vertauscht: a3 = 8 a. Es folgt

N(aB) = aBaB = aBBa = aN(B)a=aa N(8) = N(a)N(B),
also ist die Norm multiplikativ.

Wir zeigen noch, dass H tatséchlich ein Schiefkorper ist, dass also alle von null
verschiedenen Elemente invertierbar sind. Dazu stellen wir erst einmal fest, dass
die Norm N(«) genau dann verschwindet, wenn a = 0 ist. Fiir a # 0 ist also

N(a) # 0, und wir haben

1 1 1
N Vo) YT Ny Y@
und ebenso N(la)@ a = 1. Also ist
1
-1 _ _
TN

das Inverse von «. (Man sieht, dass vieles sehr &hnlich funktioniert wie bei den
komplexen Zahlen.) &

DEF
Quaternionen
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Offenbar ist
Zy ={a+bi+cj+dk|abc,deZ} CH

ein Unterring, und es gilt Sy = N(Zg). Aus der Multiplikativitdt der Norm folgt
dann analog wie fiir zwei Quadrate:

7.2. Lemma. Die Menge Sy ist multiplikativ abgeschlossen: Sind m,n € Sy, dann
ist auch mn € Sy.

Beweis. Seien m,n € S;. Wegen S; = N(Zy) gibt es «, f € Zy mit N(«a) =
und N(5) = n. Dann ist mn = N(«a)N(5) = N(af) € N(Zyg) = Sa.

(S

Fiir die Aussage des Lemmas wiirde es geniigen, einfach die explizite Darstellung eines
Produkts von zwei Summen von vier Quadraten nachzurechnen, die man (z.B.) aus der
Gleichung N(af) = N(a)N(B) bekommt:

(a2+b2+02+d2)(w2+x2+y2+22)
= (aw + bz + cy + d2)* + (—azx + bw — cz + dy)?
+ (—ay + bz + cw — dx)* + (—az — by + cx + dw)?

Es geniigt also zu beweisen, dass jede Primzahl Summe von vier Quadraten ist.
Als ersten Schritt dafiir brauchen wir eine Hilfsaussage. Sie ist analog zur Aussage
,Jdu € Z : u> = —1 mod p“ fiir Primzahlen p = 1 mod 4, die wir fiir den Beweis
des Zwei-Quadrate-Satzes bendtigt haben.

7.3. Lemma. Seip eine Primzahl. Dann gibt es u,v € Z mit u®>+v?> = —1 mod p
und |ul, [v] < p/2.

Bewers. Fiir p = 2 ist die Behauptung leicht nachzupriifen. Sei also jetzt p un-
gerade. Wir betrachten den Korper F; es ist zu zeigen, dass es [u], [v] € F, gibt
mit [u]® + [v]? = —[1] oder dquivalent, [u|> = —[1] — [v]?. Ich behaupte, dass die
Menge {[u)* | [u] € F,} genau (p + 1)/2 Elemente hat. Dazu betrachten wir die
Abbildung ¢ : F, — F,, [u] — [u]®. Thre Fasern sind entweder leer, haben ein
Element (genau fiir [0]) oder zwei Elemente [u] und —[u]. (Letzteres, weil in einem
Kérper aus 22 = a? folgt, dass # = a oder x = —a ist, und fiir [u] # [0] die beiden
Elemente [u] und —[u] verschieden sind, denn p # 2.) Es folgt, dass die p — 1 von
null verschiedenen Elemente auf (p —1)/2 Werte abgebildet werden und damit die
Behauptung.

Damit gilt auch, dass die Menge {—[1] — [v]? | [v] € F,} genau (p+ 1)/2 Elemente
hat (denn [a] — —[1] — [a] ist eine Bijektion). Die beiden Mengen kénnen nicht
disjunkt sein, denn F, hat nur p < p+1 = (p+1)/2+ (p+1)/2 Elemente. Deshalb
ist die Gleichung [u]? + [v]> = —[1] in F, losbar. Ubersetzt bedeutet das: Es gibt
ganze Zahlen v und v mit v? + v? = —1 mod p. Wir kénnen u und v durch ihre
betragsméfig kleinsten Reste modulo p ersetzen (dann haben wir |u|, |v| < p/2),

ohne die Kongruenz zu stéren. d

LEMMA
400 - 40 = 40

LEMMA
u? 4 v?
= —1mod p
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7.4. Satz. Seip eine Primzahl. Dann ist p € Sy.

Beweis. Sei M = {m € Z~o | mp € Sy}. Wir zeigen zuerst, dass M nicht leer ist.
Nach Lemma 7.3 gibt es u,v € Z mit |ul, [v] < p/2 und p | 12 + u* + v2. Dann ist

Sy 1P +d+vi=mp mit m < (14 (p/2)*+ (p/2)%)/p <p,

also gibt es Elemente in M, und min M < p. Wenn wir zeigen konnen, dass
min M = 1 ist, dann sind wir fertig. Also nehmen wir an, dass mo = min M > 1 ist
und versuchen, daraus einen Widerspruch abzuleiten. Sei « = a+bi+cj+dk € Zy
mit N(a) = mop. Wir wéhlen 8 = r+ st +tj +uk € Zy mit |r|, |s|, |t], |u] < mo/2

und 8 = @ mod my (d.h., r=a, s=—b, t = —c, u = —d mod my). Dann ist
(7.1) N(B) =r* + s +t* +u* < 4(mp/2)* = m]
und

N(B)=a*+ b+ +d* = N(a) = 0 mod myg,
also N(f) = mymg mit 0 < my; < mg. Fiir unser Argument brauchen wir, dass
0 < my < myg ist. Ware m; = 0, dann wére auch g = 0, also a durch my teilbar
und damit mop = N(a) durch m? teilbar, was wegen 1 < mgy < p und p prim
nicht moglich ist. Ware m; = myg, dann hétten wir in (7.1) Gleichheit, also wire
mo = 2m’ gerade und |r| = |s| = [t| = |u] = m'. Wegen m’ = —m/ mod my gilt
dann r = —s = —t = —u = m/ mod my. Es folgte
a=b=c=d=m modmyg,
das heifit, a = a'm’, b =b'm/, c = m/, d = d'm’ mit o', V', ,d" ungerade. Damit
ist
(@ + )P+ [P+ (d)P=1+1+1+1=0mod4,
und wir héitten, dass
mop=N(a) =a®+ b0+ +d* = ((d)*+ (V) + () + (d)?) (m')?

durch 4(m’)? = m? teilbar ist, sodass wir wie eben einen Widerspruch erhalten.
Es gilt also 0 < my < my.

Wir zeigen nun, dass m; € M ist; das ist der gesuchte Widerspruch, denn my
sollte ja das kleinste Element von M sein. Dazu berechnen wir

N(aB) = N(a)N(B) = mymip
und (Kongruenz bedeutet koeffizientenweise Kongruenz)
aff = aa = N(a) =0 mod my .

Letzteres bedeutet, dass alle Koeffizienten von «af durch mg teilbar sind, d.h.
v = af/mg € Zy. AuBlerdem gilt

af mim2p
N(’7>:N(EO> = ;ngo ="mip,
0

und damit ist my; € M wie gewiinscht. a

Ein analoger Beweis durch ,, Abstieg® ist auch fiir den Zwei-Quadrate-Satz moglich
(Ubung).

Aus der multiplikativen Abgeschlossenheit von Sy folgt jetzt:

SATZ
4[1-Satz fur
Primzahlen
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7.5. Satz. Jede nichtnegative ganze Zahl n kann man in der Form
n=a*+b0V"+c+d*

mit a,b,c,d € Z schreiben.

Dieser Satz, der bereits von Bachet und Fermat in der ersten Hélfte des 17. Jahr-
hunderts vermutet wurde, wurde zuerst im Jahr 1770 von Joseph-Louis Lagrange
bewiesen.

Wie sieht es mit Summen von dre: Quadraten aus?

Es gilt folgender Satz, der zuerst von Gaufl bewiesen wurde:

7.6. Satz. FEine nichinegative ganze Zahl n ldsst sich genau dann in der Form
n = a®+b* + ¢ mit a,b,c € Z schreiben, wenn n nicht die Form 4™(8k + 7) mit
/{Z, m € ZZO hat.

Dass die Bedingung notwendig ist (sich also Zahlen der angegebenen Form nicht als
Summen dreier Quadrate schreiben lassen), ist nicht schwer zu sehen (Betrachtung
modulo 8, Ubung). Die Umkehrung verlangt tiefere Hilfsmittel, die wir hier nicht
zur Verfiigung haben. Einen Hinweis darauf, dass dieser Fall schwieriger ist, gibt
die Tatsache, dass die Menge

Sy = {a®* +b>+*|a,b,c€ Z}

keine multiplikative Struktur besitzt wie die analog definierten Mengen Sy und Sy:
Zum Beispiel gilt 3,5 € S3, aber 3-5 =15 ¢ S5.

Man kann den Drei-Quadrate-Satz recht einfach auf eine schwéchere Aussage reduzieren.

Lemma. Ist n € Z Summe dreier Quadrate rationaler Zahlen, so ist n auch Summe
dreier Quadrate ganzer Zahlen.

Beweis. (Siehe [Sch, S.198f].) Sei n = 2% + x3 + #3 mit 71, 22,73 € Q. Wir kénnen
annehmen, dass der Hauptnenner ¢ von z1, 2, 3 minimal gew#ahlt ist. Wir miissen ¢ = 1
zeigen, also nehmen wir ¢ > 1 an. Seien y1, y2, y3 die zu x1, 9, r3 nichstgelegenen ganzen
Zahlen (mit willkiirlicher Auswahl, wenn es zwei Moglichkeiten gibt). Wir schreiben
x = (x1,22,23) und y = (y1, y2,y3) und verwenden (z,y) = x1y1 + T2y2 + x3ys fiir das
Skalarprodukt. Wir schreiben |z| = /(z, z) fiir die euklidische Lénge eines Vektors. Es
gilt dann 0 < | — y|? < 3/4 < 1. AuBerdem ist

c>cd =cz—yP?=cn—2cz,y) +cy* .
Der Punkt

1
(v —2) = S ((y* = n) cx + 2(en — (e, y)) y)
erfiillt ebenfalls |2/|> = n (2’ ist der zweite Schnittpunkt der Geraden durch z und y mit
der Kugeloberfliche |z|?> = n) und hat einen Nenner, der ¢’ < c teilt. Das zeigt, dass ¢
nicht minimal war, und ergibt den gesuchten Widerspruch. d

Es bleibt also noch zu zeigen, dass n, wenn es nicht die Form 4% (81 4+ 7) hat, als Sum-
me von drei Quadraten rationaler Zahlen geschrieben werden kann. Das folgt aus dem
sogenannten Hasse-Prinzip fiir quadratische Formen:

SATZ
4[J-Satz von
Lagrange

SATZ
30-Satz

LEMMA
Reduktion des
300-Satzes
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Satz. Sei q(z1,x2,...,%m) = Zlgi,jgm a;jrixj eine quadratische Form mit a;; € Z.
Wenn es fiir alle N € Z~q jeweils ui,ug, . .., U € Z gibt mit ggT(uy, ug,..., Uy, N) =1
und q(uy,ug, ..., uy) =0mod N, dann gibt es (ui,ua, ..., un) € Z™\{(0,0,...,0)} mit
q(ur,ug, ..., uy) =0.

Das kénnen wir hier nicht beweisen. Man wendet es an auf die quadratische Form
2 2 2 2
Gn (21, T2, T3, T4) = T7 + T3 + 3 — NI} .

Hat n nicht die Form 4% (8] +7), dann gibt es Losungen modulo N fiir alle N, also gibt es
eine nichttriviale ganzzahlige Losung (u1, u2, us, us). Dabei kann u4 nicht verschwinden,

damit hat man in
Ui 2 (75) 2 us 2
()" (2 + () =
Uy Uy (%
eine Darstellung von n als Summe dreier rationaler Quadrate gefunden.

Hier ist noch eine nette Konsequenz des Drei-Quadrate-Satzes. Eine Dreieckszahl ist eine
ganze Zahl der Form n(n+1)/2, also eine Zahl aus der Folge 0,1, 3,6, 10,15, 21,28, . ...

Satz. Jede nichtnegative ganze Zahl ist Summe dreier Dreieckszahlen.

Beweis. Sei m > 0 eine ganze Zahl. Dann ist nach dem Drei-Quadrate-Satz 7.6 8m + 3
als Summe dreier Quadrate darstellbar: 8m + 3 = z? + y? + 22. Dabei miissen z,y, 2
ungerade sein (Betrachtung mod 4). Wir schreiben x =2u+1, y =2v+ 1, z = 2w + 1.
Es folgt

m=—(2u+1)?*-1) —1—%((20—1—1)2—1) +é((2w—|—1)2—1)

:u(u;1)+v(v2—kl)+w(w2+1). 0

ol

Der Versuch der Verallgemeinerung des Vier-Quadrate-Satzes auf hohere Potenzen fiithrt
auf das Waringsche Problem:

Gibt es fir jedes k > 1 eine Zahl g(k), sodass jede natiirliche Zahl Summe von hichstens
g(k) k-ten Potenzen natirlicher Zahlen ist?

Der Vier-Quadrate-Satz sagt, dass ¢g(2) = 4 ist. Waring vermutete, dass ¢(3) = 9 und
g(4) = 19 gilt. Hilbert bewies 1909, dass Warings Frage eine positive Antwort hat. Euler

vermutete bereits, dass
k 3\*
o) =2+ [(3) ] -2

fiir alle k gilt. (In jedem Fall gilt hier ,>“, da dies die Maximalzahl von k-ten Potenzen
ist, die man fiir die Zahlen bis 3% — 1 braucht.) Heute ist bekannt, dass das zutrifft, falls

k k k
X)) -G DG =
2 2 2
gilt, was vermutungsweise immer der Fall ist. In jedem Fall kann es nur endlich viele
Ausnahmen geben (und man hétte dann ebenfalls eine Formel fur g(k)).

Weit schwieriger ist die Frage, was die kleinste Zahl G(k) ist, so dass jede hinreichend
grofle natiirliche Zahl Summe von G(k) k-ten Potenzen ist. Die einzigen bekannten Werte
sind G(2) = 4 und G(4) = 16; sonst gibt es nur untere und obere Schranken, wie zum
Beispiel 4 < G(3) < 7 (mit der Vermutung G(3) = 4).

SATZ
Hasse-
Prinzip

SATZ
n=A+A+A
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8. DER CHINESISCHE RESTSATZ

Nach unserem Ausflug in die Zahlentheorie kehren wir zuriick zu Ringen, speziell
Faktorringen. Wir beginnen mit einem Resultat dariiber, wann ein Ringhomomor-
phismus R — R’ einen Ringhomomorphismus R/I — R’ induziert. Es sind wieder
alle Ringe kommutativ, wenn nichts anderes gesagt wird.

8.1. Satz. Seien ¢ : R — R’ ein Ringhomomorphismus und I C R ein Ideal. Es
gibt genau dann einen Ringhomomorphismus 1 : R/I — R, der das Diagramm

R 4 R
N A
R/I

kommutativ macht, wenn I C ker ¢ ist. (Dabei ist die Abbildung R — R/I der
kanonische Epimorphismus.) In diesem Fall ist 1 eindeutig bestimmt.

Wir sagen, dass 1) von ¢ induziert wird.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass es einen solchen Homomorphismus v gibt.
Dann gilt fir r € I

¢(r) =([r]) = »([0]) =0,
also ist r € ker ¢. Da r € I beliebig war, folgt I C ker ¢.

Umgekehrt nehmen wir an, dass [ in ker ¢ enthalten ist. Fiir r1,7 € R mit
[r1] = [ro] gilt dann

o(r) = ¢((7“1 —1y) +12) = d(r1 —12) + d(r2) = H(ra),
weil 7y — 9 € ker ¢ ist. Damit ist die Abbildung
v:R/I — R, [r] — o(r)

wohldefiniert; es ist klar, dass ¢ das Diagramm kommutativ macht. Man rechnet
nach, dass ¥ ein Ringhomomorphismus ist:

([A]) = o(1) =1
([m] + [ra]) = ¥l + 72]) = d(r1 +72) = ¢(r1) + b(r2) = Y([r1]) + D([r2])

und ebenso fiir das Produkt. Der Homomorphismus ¢ ist eindeutig bestimmt,
denn es muss ¢([r]) = ¢(r) gelten, damit das Diagramm kommutiert. Qa

8.2. Folgerung. Sei R ein Ring und seien I C J Ideale von R. Dann definiert
R/I — R/J, r+Ilr—r+J

einen surjektiven Ringhomomorphismus.

Da dieser Homomorphismus vom kanonischen Epimorphismus R — R/.J induziert
wird, wird auch er als ein kanonischer Ringhomomorphismus bezeichnet.

Beweis. Wir wenden Satz 8.1 auf den kanonischen Epimorphismus 7 : R — R/J
an. Da [ C J = kerm, folgt die Existenz und Eindeutigkeit des angegebenen
Homomorphismus. Da jedes Element von R/J sich in der Form r + J schreiben
lésst, ist der Homomorphismus surjektiv. a

SATZ
Homomor-

phismen
von R/I

FOLG
R/I = R/J
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Als néchstes betrachten wir Produkte von Ringen. Fiir endliche Produkte und fiir
Produkte R von Kopien desselben Rings haben wir das schon in Beispiel 3.1
gesehen.

8.3. Definition. Sei (R;)ic; eine Familie von Ringen. Sei R = [[..; R; ihr car-
tesisches Produkt. Dann ist R ein Ring, wenn wir Addition und Multiplikation
komponentenweise definieren:

(Ti)ief + (Si)iel = (Tz' + 3i>i€[a (Ti)iel : (Si)iGI = (TiSz')z'eI

Der Ring R heiit das direkte Produkt der Ringe R;. Ist [ = {1,2,3,...,n} endlich,
dann schreiben wir auch

R=R{ xRy x---xXR,,
vergleiche Beispiel 3.1.

Fiir jedes ¢ € I gibt es einen Ringhomomorphismus m; : R — R;, der (r;);e; auf
die i-te Komponente r; abbildet. Dieser (surjektive) Homomorphismus heifit die
i-te Projektion.

Ist die Indexmenge [ leer, dann ist R der Nullring. &

Das Produkt von Ringen hat eine universelle Eigenschaft.

8.4. Lemma. Seien (R;)icr eine Familie von Ringen und R ihr direktes Produkt.
Sei R’ ein weiterer Ring, und seien (fir i € I) ¢; : R' — R; Ringhomomorphis-
men. Wenn m; : R — R; die i-te Projektion bezeichnet, dann gibt es genau einen
Ringhomomorphismus ¢ : R' — R, sodass alle Diagramme

r-l-R
R;

kommutativ sind.

Beweis. Dass 1 als Abbildung existiert und eindeutig ist, ist eine Aussage der
Mengentheorie: Es muss gelten ¥ (r) = (ng,(r))Ze ;- Man priift sofort nach, dass 1
auch ein Ringhomomorphismus ist. u

Wir betrachten nun folgende Situation: R ist ein Ring und wir haben Ideale
I, Iy, ..., I, von R. Nach Lemma 8.4 induzieren die kanonischen Epimorphismen
¢j : R — R/I; einen Ringhomomorphismus

Y:R— R/} xR/l x---x R/I,.
Der Kern von v ist offensichtlich
kerv) =ker¢ps NkergpoN...Nkerop, =LNLN...NI,,
sodass wir einen injektiven Ringhomomorphismus
Y:R/(I;N...N1,) — R/I; x R/I, x --- x R/I,

erhalten. Jetzt stellt sich die Frage: Wann ist 1; auch surjektiv und damit ein
[somorphismus? Anders formuliert: Gegeben by, b, ..., b, € R, unter welchen Be-
dingungen gibt es stets ein Element » € R mit

r=bmodly, r=bmodly,, ..., r=b,modl,”

DEF
direktes
Produkt
von Ringen

LEMMA
Universelle
Eigenschaft
des Produkt-
rings



8 8. Der Chinesische Restsatz 49

8.5. Lemma. Der Homomorphismus ¢ ist genau dann surjektiv, wenn es Ele- LEMMA
mente rq,...,m, € R gibt, sodass Surjektivitat

ri=1mod I; wund r; € I} firallek #j von ¥

qilt. Das ist genau dann der Fall, wenn I; + I, = R fir alle 1 < j <k <n.

Hier steht fiir Ideale I, .J von R die Summe [ + J fiir
I+J={IUJ)g={r+s|rel,seJ}.

Beweis. Wenn 9 (oder dquivalent, ¢) surjektiv ist, dann kénnen wir b; = 1 und
by = 0 fiir k& # j wahlen, sodass wir die Elemente r; bekommen. Umgekehrt ist
r=0bir1+ -+ b,r, ein Element, das die verlangten Kongruenzen erfiillt, also ist
die Existenz der r; auch hinreichend fiir die Surjektivitét von .

Zur zweiten behaupteten Aquivalenz: Wir nehmen zuerst an, dass die r; existieren.
Wegen 1 = (1 —rj) +r; € I; + I fiir k # j folgt, dass I; + Iy = R ist. Sei nun
umgekehrt vorausgesetzt, dass I; + I, = R ist fiir alle j # k. Dann gibt es a;;, € I,
bjr € I, mit aj, + bj, = 1. Es gilt also b, = 1 mod I;. Wir setzen r; = Hk;éj bik,
dann gilt 7; = 1 mod I; und r; € I}, fiir alle k& # j wie gewiinscht. a

Wir geben der relevanten Eigenschaft von Paaren von Idealen einen Namen.

8.6. Definition. Zwei Ideale I und J eines Ringes R heiflen komazimal oder DEF
zueinander prim, wenn gilt I + J = R. { komaximal

Sind zwei ganze Zahlen m und n teilerfremd, dann gilt ggT(m,n) = 1 und damit
mZ+nZ = 7, d.h., die von m und n erzeugten Hauptideale sind komaximal. Dann
gilt auch

mZ N nZ =kgV(m,n)Z = mnZ.

Das bleibt fiir beliebige Hauptidealringe richtig. Lésst es sich verallgemeinern?

8.7. Lemma. Sei R ein Ring und seien Iy,..., I, mit n > 1 paarweise komazxi- LEMMA
male Ideale von R. Dann gilt Schnitt
LN.. . NL=1I- 1, komaximaler
|deale

Dabei ist das Produkt der Ideale definiert durch
Il---fn=<{a1---an | a; 6[1,...,an€In}>R;

es ist also das von allen Produkten a, - - - a,, erzeugte Ideal, wo der Faktor a; aus I;
ist. Es besteht aus allen endlichen Summen solcher Produkte. Als Spezialfall haben
wir fiir Hauptideale

Ray - Ray - -+ Ra, = R(ayaz - -ay).

Beweis. Es gilt stets die Inklusion ,,D, denn jedes Produkt a; - - - a, wie oben ist
in allen Idealen I; enthalten. Es ist noch die umgekehrte Inklusion zu zeigen. Dies
geschieht durch Induktion iiber die Anzahl n der Ideale. Fiir n = 1 ist nichts zu
zeigen. Sei also jetzt n = 2. Nach Voraussetzung sind die beiden Ideale I; und I,
komaximal, es gibt also a; € I und ay € I, mit a; +as = 1. Sei r € I; N [5. Dann
gilt

r=r-1=r(a+a)=ar+rag €1l 1,



8 8. Der Chinesische Restsatz 50

denn im ersten Produkt ist r € Iy, im zweiten Produkt ist r» € I, also sind beide
Produkte in I; - Is. Das zeigt die Behauptung fiir n = 2. Sei jetzt n > 2. Nach
Induktionsannahme gilt 1N...N1I, 1 = I;--- I, 1. Das Argument im Beweis des
zweiten Teils von Lemma 8.5 zeigt, dass Iy N ... N [,y und [, komaximal sind.
Dann folgt mit dem Fall n = 2:

Ln..nly.nL=0Gn..0nlyy) - Ly=5L--1,1-1,.
(Man beachte, dass wir in diesem Beweis tatsdchlich verwendet haben, dass R

kommutativ ist!) a

Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen.

8.8. Satz. Sei R ein (kommutativer) Ring und seien Iy, I, ..., I, mit n > 1
paarweise komaximale Ideale von R. Dann gilt

Lhnhbn..nl,=05L4-1I,---1,
und der kanonische Homomorphismus
R/Illg' ]n — R/Il X R/]Q X oo X R/]n
1st ein Isomorphismus.
In einem Hauptidealring sind die von zwei Elementen a und b erzeugten Ideale

genau dann komaximal, wenn a und b teilerfremd sind, also ggT 1 haben. Wir
erhalten folgenden Spezialfall.

8.9. Satz. Sei R ein Hauptidealring und seien ai,as,...,a, € R paarweise tei-
lerfremd. Dann ist der kanonische Homomorphismus

R/Rajasy -+ -a, — R/Ra; X R/Ray X --- x R/Ray,

ein Isomorphismus. Anders ausgedriickt bedeutet das, dass jedes System von Kon-
gruenzen

r=bmoda;, x=bymoday, ..., x=b,moda,
eine Losung x € R besitzt, und dass die Restklasse von x mod ayas - - - a, eindeutig
bestimmt ist.
(In dieser Version darf n auch null sein. Dann steht links R/R, was ein Nullring
ist, und rechts steht ein leeres Produkt von Ringen, also ebenfalls ein Nullring.)

Das lésst sich natiirlich insbesondere auf den Ring Z der ganzen Zahlen anwenden.
Dabei erhebt sich die Frage, wie man eine Losung x des Systems von Kongruenzen
in der Praxis berechnen kann. Dazu betrachten wir ein Beispiel.

8.10. Beispiel. Wir wollen das System von Kongruenzen
r=3modbH, r=4mod?7, r=6mod 11

l6sen. Es gibt im Wesentlichen zwei Moglichkeiten.

(1) Wir bestimmen die r; wie in Lemma 8.5:
ry =1mod5, ry =0mod 7-11 =77

Die Losung kommt aus dem Erweiterten Euklidischen Algorithmus (vgl. Bei-
spiel 3.18), der die Linearkombination 1 = 31-5—2-77 liefert, also konnen
wir

rp=—2-77=—154

SATZ
Chinesischer
Restsatz

SATZ
Chinesischer
Restsatz fiir
Hauptideal-
ringe

BSP
simultane
Kongruenzen
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nehmen. Analog finden wir 7o = —55 und r3 = —175. Eine Losung ergibt
sich dann als

x=23r +4ry+ 6rg = —1732.

Diese Losung ist modulo 5 -7 - 11 = 385 eindeutig bestimmt; die kleinste
nichtnegative Losung ist somit z = 193.

(2) Wir losen das System iterativ. Zuerst bestimmen wir die Losungen der
ersten beiden Kongruenzen. Es ist 1 = 3 -5 — 2 -7, also ist die Losung
gegeben durch

r=3-(—14)+4-15=18mod 5-7 = 35.
Jetzt miissen wir das System
xr = 18 mod 35, xr =6mod 11
16sen. Analog finden wir 1 = —5-354 16 - 11 und damit
r=18-176+46- (—175) = 2118 = 193 mod 385. )

Zum besseren Einpréagen hier noch einmal der Algorithmus fiir die Losung eines
Systems von zwei Kongruenzen iiber Z (das funktioniert aber analog in jedem
euklidischen Ring)

z = b; mod a4 und T = by mod as ,
wobei a; L as.
(1) Berechne uy, uy € Z mit uja; +usag = 1 mit dem Erweiterten Euklidischen

Algorithmus.

(2) Setze r; = ugap und 19 = ujaq; dann gilt 7 = 1 mod a3, 7 = 0 mod as
und r5 = 0 mod ay, o = 1 mod as.

(3) Dann ist xg = byry + bore = bjusas + boujay eine Losung. Die komplette
Losungsmenge ist die Restklasse x¢ + ajasZ.

Als Anwendung des Chinesischen Restsatzes fiir Z wollen wir uns die Einhei-
tengruppen der Ringe Z/nZ etwas néher betrachten. Dazu schauen wir uns erst
einmal allgemein die Einheitengruppe eines Produkts von Ringen an.

8.11. Definition. Sei (G;);c; eine Familie von Gruppen mit cartesischem Pro-
dukt G = [],.; Gi. Analog zur Situation bei Ringen (siche Definition 8.3) wird ¢
zu einer Gruppe, wenn wir die Verkniipfung komponentenweise definieren:

(9i)ier - (hi)ier = (9i - hi)ier
Die Gruppe G mit dieser Verkniipfung heifit das direkte Produkt der Gruppen Gj;.

Ist I ={1,2,...,n} endlich, dann schreiben wir auch G; x G5 X --- x G, fiir das
direkte Produkt. O

Direkte Produkte von Gruppen haben die analoge universelle Eigenschaft wie di-
rekte Produkte von Ringen (mit demselben Beweis).

Der Zusammenhang zwischen direkten Produkten von Ringen und Gruppen ist
wie folgt.

DEF
direktes
Produkt von
Gruppen
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8.12. Lemma. Sei (R;);er eine Familie von Ringen. Dann gilt LEMMA
y Einheiten-
(H Ri> = H R gruppe im

i€l i€l Produktring

(als Teilmengen von [],.; R;).

Die Einheitengruppe eines direkten Produkts von Ringen ist also das direkte Pro-
dukt der Einheitengruppen.

Beweis. Ubung. d

Uns interessiert nun die Méchtigkeit der Gruppe (Z/nZ)* fir n € Z~,. Dafiir gibt
es einen Namen:

8.13. Definition. Sein € Z-(. Dann setzen wir ¢(n) = #(Z/nZ)*. Die Funktion DEF
¢ : L~o — Lo heit Eulersche Phi-Funktion. Die Gruppe (Z/nZ)* heifit die prime Euler-¢
Restklassengruppe modulo n. &

Der Name ‘prime Restklassengruppe’ kommt von der folgenden Tatsache:

8.14. Lemma. Sein € Zq. Eine Restklasse [a] = a+nZ € Z/nZ ist invertierbar LEMMA
genau dann, wenn a L n ist. prime
Restklassen

Beweis. Sei a € Z. Dann gilt
la] € (Z/nZ)* <= FbeZ:]a]-[b] =1]
< dbeZ:ab=1modn
<= db,ceZ:ab+cn=1
< aln. Q

Die invertierbaren Restklassen sind also genau die, die durch Zahlen repréisentiert
werden, die prim zu n sind. Da die Restklassen eindeutig durch die Zahlen von 0
bis n — 1 (oder von 1 bis n) reprisentiert werden, konnen wir ¢(n) auch wie folgt
beschreiben:

on)=#{0<a<n|aln}=#{1<a<n|aln}.

Die Werte von ¢ fiir kleine Werte von n sind dann also:

n|l 23456789 10 11 12 13 14 15 16|
on)[1 1 2 2426 46 4 10 4 12 6 8 8|

Es ist ziemlich klar, dass gilt
¢(n) =n—1 <= n Primzahl,
denn genau dann gilt
{0<a<n|aln}={1,2....,n—1}.

Dies lasst sich zu einer einfachen Formel fiir Primzahlpotenzen verallgemeinern:
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8.15. Lemma. Seip eine Primzahl und e € Z~q. Dann gilt ¢(p°) = (p — 1)p°~L.

Beweis. Wir zéhlen die Zahlen zwischen 0 und p® — 1, die zu p° teilerfremd sind.
Da alle (positiven) Teiler von p°¢ die Form p/ haben mit 0 < f < e, gilt

ggT(a,p®) #1 <= pla

Wir miissen also genau die Zahlen zéhlen, die nicht durch p teilbar sind. Es gibt
genau p¢~! Zahlen von 0 bis p¢ — 1, die durch p teilbar sind (némlich die Zahlen ap
fiir 0 < a < p* 1), also bleiben

gﬁ(pe) — pe . pe—l — (p o 1)pe—1
Zahlen iibrig. a

Zusammen mit dem Chinesischen Restsatz und Lemma 8.12 erhalten wir daraus
eine Formel fiir ¢(n).

8.16. Satz. Sein € Z~y. Dann gilt

o(n) = [T - D> —nH(l——)

pln

wobei die Produkte tiber die Primteiler von n laufen.

Beweis. Wir haben die Primfaktorzerlegung n = Hp‘ p*»(™): hierin sind die ver-
schiedenen Primzahlpotenzen paarweise teilerfremd. Nach dem Chinesischen Rest-
satz gilt dann

z/mz=|]z/p""z
pln

und nach Lemma 8.12 dann auch

z/nz)* =] (Z/p""2)

pln

(Fiir unsere Zwecke konnen wir das als Bijektion lesen — ein Ringisomorphismus
induziert eine Bijektion zwischen den Einheitengruppen — tatséchlich handelt
es sich sogar um einen Gruppenisomorphismus. Gruppenhomomorphismen sind
Abbildungen zwischen Gruppen, die mit der Verkniipfung auf beiden Seiten ver-
traglich sind; ein Gruppenisomorphismus ist ein bijektiver Gruppenhomomorphis-
mus.) Es folgt mit Lemma 8.15

¢(n) = #(z/n2)* = [[#@/p>2)* =[] s(0*™)

pn pln

=TI — 1w H(1——) v ">—nH<1——> 0

pln pln p|n

Eine weitere Moglichkeit zur rekursiven Berechnung von ¢(n) liefert folgende Aus-
sage.

LEMMA
o(p°)

SATZ
Formel

fir ¢(n)
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8.17. Lemma. Sein € Z~y. Dann gilt LEMMA
Rekursion
> old)=n, fiir ¢(n)
din

wobei die Summe tiber alle positiven Teiler von n lduft.

Beweis. Ubung. a

So hat man zum Beispiel ¢(6) =6 — ¢(3) —¢(2) — (1) =6—-2—-1—-1=2.
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9. DER QUOTIENTENKORPER

Analog zur Konstruktion des Korpers Q der rationalen Zahlen aus dem Ring 7Z
der ganzen Zahlen kann man jeden Integritdtsbereich in einen ,kleinsten* Korper
einbetten. Fiir Q fithrt man dazu Quotienten a/b ein (mit a,b € Z, b # 0; for-
mal sind das Aquivalenzklassen von Paaren) und definiert darauf Addition und
Multiplikation durch die bekannten Formeln. Diese Konstruktion kann problemlos
verallgemeinert werden.

9.1. Satz. Sei R ein Integrititsbereich. Dann gibt es (bis auf eindeutige Isomor- SATZ
phie) genau einen Korper K und einen Ringhomomorphismus ¢ : R — K mit der Quotienten-
folgenden universellen Eigenschaft: korper

Zu jedem Ringhomomorphismus v : R — R’ in einen kommutativen Ring R’ mit
Y(R\{0}) C (R')* gibt es genau einen Ringhomomorphismus ¥V : K — R, sodass
das folgende Diagramm kommutiert:

R N

T

R/

Beweis. Wir konstruieren zuerst einen geeigneten Korper K zusammen mit einem
Homomorphismus ¢, dann zeigen wir die universelle Eigenschaft; die Eindeutigkeit
bis auf eindeutige Isomorphie folgt daraus.

Die Vorgehensweise fiir die Konstruktion von K ist analog zur Konstruktion von Q
aus Z (und dhnlich zur Konstruktion von Z aus N). Wir wollen die Elemente (a, b)
von M = R x (R\ {0}) als Reprisentanten von Quotienten a/b betrachten. Diese
Darstellung ist nicht eindeutig, also miissen wir eine Aquivalenzrelation definieren,
die Paare identifiziert, die den gleichen Quotienten représentieren:

(a,b) ~ (d', V) < ab =d'b.
Wir priifen nach, dass es sich tatsichlich um eine Aquivalenzrelation handelt.

o Reflexivitét: Aus ab = ab folgt (a,b) ~ (a,b).

e Symmetrie: (a,b) ~ (da’,b") bedeutet ab’ = a'b, was zu a'b = al’ und damit zu
(@', V') ~ (a,b) dquivalent ist.

e Transitivitit: Es gelte (a,b) ~ (a/,0') und (a’,V') ~ (a”,b"). Das bedeutet ab’ =
a’bund o'V = a"l'. Es folgt

(a'd")(ab") = (ab’)(a'b") = (a'b)(a"') = (a'V)(a"D)

(hier benutzen wir die Kommutativitat von R). Ist @’ = 0, dann folgt (wegen b’ #
0) auch @ = 0 und a” = 0 und damit ab” = a"b. Ist @’ # 0, dann folgt (wiederum
unter Verwendung von 0’ # 0) diese Relation ebenfalls. (Hier verwenden wir die
Nullteilerfreiheit von R.) Nach Definition gilt dann auch (a,b) ~ (a”,b”).
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Wir schreiben a/b fiir die durch (a,b) représentierte Aquivalenzklasse und K fiir
die Menge M/ ~ der Aquivalenzklassen. Dann definieren wir Addition und Mul-
tiplikation auf K wie iiblich:

a c_ad—i—bc

ac

d a c
b d - bd T YT b
(man beachte, dass bd # 0 wegen b,d # 0 und weil R ein Integritdtsbereich
ist, also liegen die Paare (x,bd) wieder in M). Es ist nachzupriifen, dass diese
Verkniipfungen wohldefiniert sind, dass also der Wert nicht von der Wahl der
Repréasentanten abhéngt. Wir zeigen das hier fiir die Multiplikation; die Addition
lassen wir als Ubungsaufgabe. Seien also a, b, ¢, d, o', 0, ¢, d € Rmit b,d, V/,d" # 0
und ab’ = da’b, cd’ = 'd. Es ist zu zeigen, dass dann

ac _a'cd

bd — bd'’
gilt. Das folgt so (unter Verwendung von Kommutativitdt und Assoziativitiat der
Multiplikation):

also  (ac)(V'd") = (d'd)(bd)

(ac)('d") = (ab')(cd') = (a'b)(dd) = (d'd)(bd) .

Dann miissen die Kérperaxiome nachgerechnet werden (mit 0/1 als Nullelement
und 1/1 als Einselement; das Inverse von a/b (mit a # 0) ist natiirlich b/a). Das
ist langwierig und -weilig; die Axiome fiir K folgen aus den Ringaxiomen, der
Kommutativitdt und der Nullteilerfreiheit von R. Wir miissen noch den Homo-
morphismus ¢ : R — K definieren. Wir setzen natiirlich ¢(r) = r/1; dass ¢
tatsdchlich ein Ringhomomorphismus ist, ist leicht nachzurechnen.

Jetzt zeigen wir die universelle Eigenschaft. Sei also ¢ : R — R’ ein Ringho-
momorphismus, sodass 1 (r) invertierbar ist fiir alle 0 # r € R. Wenn es einen
Homomorphismus ¥ : K — R’ wie im Satz gibt, dann muss gelten

U(a/b) = U(p(a)p(d)™) = (p(a) ¥(p(b)) " = t(a)i(b)~".

(Beachte, dass b # 0, also 1 (b) € (R')*, sodass ¢ (b)~! existiert.) Das zeigt schon
die Eindeutigkeit von W. Die Existenz von ¥ als Abbildung folgt, wenn wir zeigen,
dass uns die obige Relation etwas Wohldefiniertes liefert. Sei also a/b = a'/b', das
bedeutet ab’ = a’b. Dann folgt

Y(ab) = v(a'b) = (@) ) = () (b) = P(a)yp(b)™" = () ()",

also erhalten wir fiir W(a/b) dasselbe Ergebnis wie fiir ¥(a’/V’). Es bleibt zu zeigen,
dass ¥ ein Ringhomomorphismus ist. Das ist nicht schwer:

U(1) =w(1/1) =y()y(1) " =1

und

o3+ 5) ~8(5) =t

= (L(@)w(d) + Y (b)io(e)) (b)) p(d) !

= (@) p(0) " + P(e)v(d) " = \II(E> + \If<8> :
fiir die Multiplikation geht es &hnlich.

Wie iiblich folgt aus der universellen Eigenschaft die Eindeutigkeit bis auf eindeu-
tigen Isomorphismus: Sind K’, ¢’ : R — K’ ein Korper und Ringhomomorphismus
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mit der gleichen Eigenschaft, dann gibt es eindeutig bestimmte Homomorphismen
K — K' und K’ — K, sodass

K

e

R

T

K’
kommutiert. (Man wende die universelle Eigenschaft einmal fir K (mit K’ in
der Rolle von R’) und einmal fiir K’ (mit K in der Rolle von R’) an.) Aus der
Eindeutigkeit folgt dann, dass diese Homomorphismen zueinander invers sind, also
hat man einen eindeutig bestimmten Isomorphismus von K nach K’, der mit ¢
und ¢’ vertraglich ist. Q

9.2. Definition. Der Korper K aus Satz 9.1 heifit der Quotientenkdrper (engl.
field of fractions) von R. &

In diesem Sinne ist Q der Quotientenkorper von Z. Ist R bereits ein Koérper, dann
kann man K = R, ¢ = idg nehmen.

In jedem Fall ist ¢ : R — K injektiv, denn es gilt
0
o(r) =0 <= %ZI = r-1=0-1 < r=0,
also hat ¢ trivialen Kern. Man identifiziert deshalb gerne R mit seinem Bild unter
v in K, betrachtet also R als Unterring von K (analog zu Z C Q). Die universelle
Eigenschaft sagt dann, dass man den Ringhomomorphismus R — R’ eindeutig
auf K fortsetzen kann, wenn er alle von null verschiedenen Elemente auf invertier-

bare Elemente von R’ abbildet.

9.3. Lemma. Ist R Unterring eines Korpers K, dann st
K’:{%’a,beR,b#O} CK

(mit der Inklusionsabbildung ¢ : R — K') der Quotientenkérper von R.

Beweis. Man zeigt das ganz genauso wie im Beweis von Satz 9.1. a

9.4. Beispiel. Als ein weiteres Beispiel konnen wir den Quotientenkorper von Z[4]
betrachten. Da Z[i] C C Unterring eines Korpers ist, kann man Lemma 9.3 an-
wenden und findet (Ubung), dass der Quotientenkérper von Z[i] gerade

Q(2) ={a+bi|abeQ}
ist. &

Die Schreibweise (%) ist das Analogon fiir Kérper zur Schreibweise Z[¢] fiir Ringe:
Ist K ein Korper, K’ C K ein Teilkorper (also ein Unterring, der ein Koérper ist)
und A C K eine Teilmenge, dann bezeichnet K’(A) den kleinsten Teilkorper
von K, der sowohl K’ als auch A enthélt. Ist A = {ay,an,...,a,} endlich, dann
schreiben wir wie iiblich einfach K'(«q, as, ..., a,). Korper werden ausfiihrlicher
in der ,,Einfithrung in die Algebra“ behandelt.

DEF
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10. POLYNOMRINGE

Wir kommen zu einem zentralen Thema dieser Vorlesung: Polynomringe sind wich-
tig fiir viele algebraische Konstruktionen (etwa bei der Konstruktion von Erwei-
terungskorpern, siehe néchstes Semester). Aus der Analysis kennen sie sicher Po-
lynomfunktionen, etwa auf R. Das sind Funktionen der Form

froxm aa” +an 12" 4+ fax+ag.

Es ist nicht schwer zu sehen, dass diese Funktionen einen Unterring des Rings
aller reellen Funktionen bilden. In diesem Fall erhélt man tatséchlich (bis auf Iso-
morphie) den Polynomring tiber R. Im Allgemeinen jedoch bekommt man nicht
das Richtige, wenn man Funktionen betrachtet. Zum Beispiel konnen wir Poly-
nomfunktionen f : Fy — [y betrachten (Fo = {0,1} ist der Korper mit zwei
Elementen) und stellen fest, dass x + x und x — 22 dieselbe Funktion erge-
ben. Wir méchten aber gerne die ,, Polynome* z und 22 als verschiedene Objekte
betrachten. Um das zu erreichen, konstruieren wir einen Ring, dessen Elemente
formale Ausdriicke der Form a, 2" + a,_12" ' +. ..+ ax + ao sind; dabei kommen
agp, ai, ..., a, aus einem gegebenen Ring R und z steht fiir ein ,neues” Element,
gern Unbestimmte genannt. Polynome in diesem Sinn kamen bereits in der Linea-
ren Algebra vor; dort wurden sie gebraucht, um das charakteristische Polynom
und das Minimalpolynom einer Matrix bzw. eines Endomorphismus zu definieren.
Auch einige wichtige Eigenschaften von Polynomen wurden dort bereits gezeigt
(und verwendet). Wir werden uns hier aber nicht darauf berufen, sondern diese
Eigenschaften noch einmal beweisen.

Um zu einer sauberen Definition zu gelangen, représentieren wir das Polynom
A"+, 12" +. . .+ a1z +ag durch die Folge (ag, a1, ..., a,_1,0a,,0,0,...) € RN
Die Ringstruktur, die wir definieren wollen, ist aber nicht die komponentenweise
Struktur vom Ring RY der Folgen, sondern hat eine andere Multiplikation.

10.1. Definition. Sei R ein (nicht notwendig kommutativer) Ring. Wir konstru-
ieren einen Ring R[z]| wie folgt. Die unterliegende Menge ist die Menge

{(ap,ay,...) € R | a, = 0 fiir alle bis auf endlich viele n}

der endlichen (oder abbrechenden) Folgen von Elementen von R. Wir definieren
die Addition komponentenweise. Wir setzen

7= (0,1,0,0,0,...)
und definieren Multiplikation mit Elementen r € R und mit x wie folgt:
r-(ag,ai,as,...) = (rag,raj,ras,...) und xz-(ag,as,as,...) = (0,ap,as,as,...).
Dann gilt 2" = (0,...,0,1,0,0,0,...) (bzw. wir definieren 2° so) und
—
(ag,ar,as,...,a,,0,0,0,...) = apz’ + a1z’ + apz® + ... + a,a™.

Das Element a; € R heiBt der Koeffizient von 27 oder der j-te Koeffizient im
Polynom agx® + ... + a,z"™. Wir identifizieren R mit seinem Bild in R[z]| unter

o :r(r,00,...)=ra".

Damit R[z] ein Ring wird, muss die Multiplikation das Distributivgesetz erfiillen.
Das zwingt uns zu der Festlegung

(ap + a1z + agx® + ...+ apx™) - (b + bix + box® + ... + byz™)
= aobo + (a061 + albo)l‘ + (aobg -+ a1b1 + agbo)l’Q + ...+ (anbm)x"+m .

DEF
Polynomring
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Der k-te Koeffizient des Produkts ist also Z?:o a;b,_;. Mit den offensichtlichen
Definitionen

0=p(0)=(0,0,0,...), 1=(1)=(1,0,0,...)

und  —(ao, ay,...) = (—ag, —ay,...)

miissen wir uns noch davon iiberzeugen, dass R[z]| tatsichlich ein Ring ist. Es
ist ziemlich klar, dass (R[z],+,0,—) eine abelsche Gruppe ist (denn wir haben
offensichtlich eine Untergruppe der additiven Gruppe des Folgenrings RY). Es ist
auch klar, dass 1 neutrales Element beziiglich der Multiplikation ist. Die weiteren
Axiome (Assoziativitdat der Multiplikation, Distributivgesetze) verifiziert man ohne
grofle Probleme unter Verwendung der entsprechenden Eigenschaften von R. Und
natiirlich ist die Einbettung ¢ : R — R[z] ein Ringhomomorphismus.

Der so konstruierte Ring R[z] heifit der Polynomring iber R in der Unbestimm-
ten x. Analog kann man Polynomringe R[X]|, R[y] usw. definieren; es unterschei-
det sich dabei lediglich der Name der Unbestimmten. Polynomringe in mehreren
Unbestimmten erhélt man durch Iteration der Konstruktion: R[x,y] = (R[z])[y],
Rlz,y, z] = (Rz,y])[2] usw.

Man beachte, dass in R[z] fir r € R C R[z] stets ra = ar gilt (auch wenn R selbst
nicht kommutativ ist). Es folgt:

R kommutativ = R[z] kommutativ.

Wir werden schen, dass sich auch andere Eigenschaften von R auf R[x] vererben.

Die Idee hinter der Konstruktion des Polynomrings ist, dass man zum Ring R ein
yheues® Element x hinzufiigen mochte, das von den Elementen von R vollkommen
yunabhéngig® ist (auBer dass es mit ihnen kommutiert). Diese Unabhéngigkeit
bedeutet, dass polynomiale Ausdriicke in z mit Koeffizienten in R verschieden
sind, wenn nicht alle ihre Koeffizienten iibereinstimmen:

ap+ax+...+a,x" =bg+bix+...+b 2" < as=0by, a1 =0b1, ..., a, =0b,

(, Koeffizientenvergleich). In der Konstruktion wird dies dadurch erreicht, dass
man ein Polynom mit der Folge seiner Koeffizienten identifiziert; damit umgeht
man die Probleme beim Betrachten von Polynomfunktionen. Auf der anderen Seite
bewirkt diese Unabhéngigkeit aber auch, dass man aus Polynomen Funktionen
machen kann. Formal wird das ausgedriickt durch eine universelle Eigenschaft.

10.2. Satz. Seien R und R’ Ringe, seia € R und sei ¢ : R — R’ ein Ringhomo-
morphismus, sodass fir alle r € R gilt ¢(r)a = ap(r) (das ist automatisch, wenn
R’ kommutativ ist). Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Ringhomomorphis-

mus ® : Rlx] — R’ mit ®|gp = ¢ und ®(x) = a:

SATZ
Universelle
Eigenschaft
des Polynom-
rings
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Beweis. Wir beginnen mit der Eindeutigkeit. Wenn ® existiert, dann muss gelten
O(ag+ @z + ...+ aa™) = ©(ag) + P(ar)P(x) + ... + (a,)P(2)"
= ¢lao) + ¢lar)a+ ... + ¢(an)a”;

damit sind die Werte von ® durch die Daten ¢ und a eindeutig festgelegt. Die
Existenz von ® als Abbildung mit den obigen Werten folgt daraus, dass Polynome
eindeutig ihren Koeffizientenfolgen entsprechen — es gibt keine Aquivalenzklassen
und damit kein Problem mit der Wohldefiniertheit. Es bleibt zu zeigen, dass ® ein
Ringhomomorphismus ist. Wir haben ®(1) = ¢(1) =1,

O(ag + arx+ ...+ apx") + ®(bg + by + ... + bx")
= (¢(ao) + dlar)a+ ...+ (an)a") + (¢(bo) + ¢(bi)a+ ...+ ¢(by)a")
= (¢(ao) + d(bo)) + (dlar) + ¢(b))a+ ... + (¢(an) + ¢(bn))a"
= ¢(ap+ bo) + ¢(ay + b1)a+ ... + ¢(a, + b,)a"
= @((ao +bo) + (a1 + b))+ ...+ (a, + bn):v”)
=®((ap+ a1z + ...+ az™) + (bo + bz + ... + ba™))

und mit f = Y77 jat, g = D00 bl

(/) - 2l9) = <i Mai)&i) ' <i ¢(bj)aj> =, i¢(ai)¢(bj)ai+j

i=0 j=0

3

(hier haben wir benutzt, dass ag(b;) = ¢(b;)a!)

n n+m

;:ﬂd) a'tl = Z<@Z¢ (aiby_i )

(wir setzen a; = 0 fiir i > n und b; = 0 fur j > m)

n+m n+m

Z (Zazbk >Cl _®<Z<Zalbk ) ):q)(fg). Qa

10.3. Definition. Wenn in der Situation von Satz 10.2 der Homomorphismus ¢
kanonisch ist (zum Beispiel im Fall R C R'), dann heifit ® Auswertungsabbildung
in a oder Einsetzungshomomorphismus, und man schreibt suggestiv f(a) fir ®(f).

Ist R' kommutativ, dann induziert ein Polynom f € R[z] also eine Polynomfunk-
tion R' — R, a — f(a). Gilt f(a) =0, so heifit a eine Nullstelle von f in R'.

Fiir das Rechnen mit Polynomen sind folgende Begriffe hilfreich:

10.4. Definition. Sei R ein Ring, f = a9+ a1x + ... + a,2™ € R[z]. Ist a, # 0,
dann heifit deg(f) = n der Grad (degree) und lcf(f) = a, der Leitkoeffizient
(leading coefficient) des Polynoms f. Fiir das Nullpolynom 0 € R[z| setzen wir
deg(0) = —oo; das Nullpolynom hat keinen Leitkoeffizienten. Ein Polynom mit
Leitkoeffizient 1 heifit normiert. (Das Wort ,normiert* hat in der Mathematik
leider sehr viele verschiedene Bedeutungen. Im Englischen gibt es fiir diesen spe-
ziellen Fall ein eigenes Wort: monic.) Ein Polynom f heifit konstant, wenn f =0
oder deg(f) =0, also wenn f € R C R[x]. &

DEF
Auswertungs-
abbildung

Nullstelle

DEF
Grad

Leit-
koeffizient
normiert

konstant
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10.5. Lemma. Sei R ein Ring und seien f,g € R[x] Polynome. Dann gilt:

(1) deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)} mit Gleichheit, falls deg(f) # deg(g).

(2) deg(fg) < deg(f)+ deg(g) mit Gleichheit, falls R ein Integritdtsring oder
eines der Polynome normiert ist. Gilt Gleichheit und fg # 0, so gilt auch

lef(fg) = 1ef(f) lef(g).

Beweis. Ist f = 0 oder g = 0, dann sind die Aussagen klar. Seien also f,g # 0;
wir schreiben f = > a;27 und g = 377 b;a’ (mit a;,b; = 0 fiir j groB genug).
Dann ist a; = 0 fiir j > deg(f) und b; = 0 fiir j > deg(g), also a; + b; = 0 fiir
J > max{deg(f),deg(g)}. Das zeigt deg(f + ¢) < max{deg(f),deg(g)}. Sind die
Grade verschieden, etwa deg(f) < deg(g) = n, dann ist a,, + b, = b, # 0, also
deg(f + g) = deg(g) = max{deg(f), deg(g)}.

In der Summe Z;n:o a;bp,—j ist in jedem Term wenigstens ein Faktor null, wenn
m > deg(f) + deg(g) ist, also ist der entsprechende Koeffizient von fg ebenfalls
null. Das zeigt deg(fg) < deg(f) + deg(g). Ist m = deg(f) + deg(g), dann ergibt
sich fiir den entsprechenden Koeffizienten des Produkts ageg(f)bdeg(q)- Ist R ein
Integritétsring oder einer der Faktoren gleich 1, so ist dieses Produkt von null
verschieden, also gilt deg(fg) = deg(f) + deg(g). Umgekehrt bedeutet Gleichheit
in dieser Relation genau dgeg(f)bacg(q) 7 0; die Formel fiir den Leitkoeffizienten
von fg folgt. a

10.6. Folgerung. Sei R ein Ring. Ist R ein Integritdtsring, so ist R[x] ebenfalls
ein Integrititsring. Ist R ein Integrititsbereich, so gilt das auch fiir R[z].

Beweis. Wir haben bereits gesehen, dass R[x] kommutativ ist, wenn R kommutativ
ist. Es ist also nur zu zeigen, dass R[x] nullteilerfrei ist, wenn das fiir R gilt. In
diesem Fall haben wir fiir f,g € R[z] die Beziehung deg(fg) = deg(f) + deg(g).
Sind f, g # 0, dann folgt deg(fg) > 0, also fg # 0. Qa

10.7. Folgerung. Sei R ein Integrititsring. Dann gilt Rlx]* = R*, d.h., alle
Einheiten sind konstant.

Beweis. Die Inklusion , D ist klar. Sei umgekehrt f € R[z] invertierbar; es gebe
also g € R[z] mit fg = 1. Dann folgt 0 = deg(1) = deg(f) + deg(g), und das ist
nur moglich, wenn deg(f) = deg(g) = 0 ist, also f,g € R. Es folgt f € R*. Q

Ist R kein Integritétsring, dann gilt das nicht. In Z/4Z[x] zum Beispiel haben wir
([1] + [2]z)? = [1], also ist [1] + [2]x eine Einheit, aber nicht konstant.

Eine wichtige Eigenschaft von Polynomen ist, dass man eine Version der Division
mit Rest hat (,,Polynomdivision“, (hoffentlich) aus der Schule bekannt).

LEMMA
Eigensch.
des Grades

FOLG

R Int.ring
= Rlx]
Int.ring

FOLG
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10.8. Satz. Sei R ein Ring und seien a,b € R[z| Polynome mit b normiert.

Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome q,r € Rlx] mit a = qb + r und
deg(r) < deg(b).

Beweis. Die Existenz beweisen wir durch Induktion nach dem Grad n von a. Ist
n < deg(b), dann kénnen wir ¢ = 0 und r = a wéhlen. Ist n > deg(b), dann sei
a = a — lcf(a)zde@=4e®)p Nach Lemma 10.5 gilt deg(a’) < deg(a) und man
sieht, dass der Koeffizient von z™ in o' gerade a,, — a, = 0 ist, also gilt sogar
deg(a’) < deg(a). Nach Induktionsannahme gibt es ¢’,r € R[z| mit ¢’ = ¢'b+r
und deg(r) < deg(b). Mit ¢ = ¢’ + lcf(a)zdee(@=dee®) folgt a = gb + 7.

Zur Eindeutigkeit: Seien ¢,¢’,r,r" € R[z] mit ¢b + r = ¢'b 4+ " und sodass
deg(r),deg(r’) < deg(b). Dann folgt (¢ — ¢')b = " — r, und mit Lemma 10.5
erhalten wir

deg(q — ¢') + deg(b) = deg(r’ — r) < max{deg(r’),deg(r)} < deg(b).

Dies ist nur dann méglich, wenn deg(q — ¢') = —oo ist, also ¢ = ¢’ und damit auch
r=r. d

Aus diesem Beweis ergibt sich unmittelbar der bekannte Algorithmus fiir die Po-
lynomdivision.

10.9. Folgerung. Sei R ein kommutativer Ring, f € R[x] und a € R. Dann gilt:
a 1st Nullstelle von f genau dann, wenn x — a ein Teiler von f ist. Insbesondere
kann ein Polynom vom Grad n > 0 dber einem Integrititsbereich R hdchstens
n verschiedene Nullstellen in R haben.

Beweis. In jedem Fall gibt es (eindeutige) q,r € R[x| mit deg(r) < deg(x —a) =1,
also r konstant, und f = g(z — a) 4+ r. Wir wenden den Einsetzungshomomorphis-
mus (bzgl. @) an und erhalten f(a) = ¢(a)(a —a) +r = r. Also gilt f(a) = 0
genau dann, wenn r = 0. Die zweite Aussage zeigt man leicht durch Induktion
(Ubung). a

Das Polynom f = 2? — [1] € Z/8Z[z] vom Grad 2 hat die vier verschiedenen
Nullstellen [1], [3], [5], [7T] € Z/8Z. Die Voraussetzung, dass R ein Integritétsbereich
ist, ist also notwendig. (Wo geht der Beweis fiir dieses Beispiel schief?)

Das Polynom f = 22+1 € H[z]| vom Grad 2 hat mindestens die sechs verschiedenen
Nullstellen +4, 45, +k in H. (Tatséchlich sind alle Quaternionen o = bt +cj +dk
mit b? + c? + d? = 1 Nullstellen, also hat f sogar iiberabzihlbar viele Nullstellen!).
Die Voraussetzung, dass R kommutativ ist, ist also auch wesentlich. (Wo geht der
Beweis hier schief?)

10.10. Folgerung. Sei K ein Kérper. Dann ist K|x] ein euklidischer Ring mit
der euklidischen Normfunktion N : f — max{0,deg(f) + 1}.

Beweis. Es ist nur zu zeigen, dass die angegebene Funktion eine euklidische Norm-
funktion ist. Es ist klar, dass N(f) = 0 genau fiir f = 0 gilt. Seien a,b € K|z]
mit b # 0. Dann ist 8 = lcf(b) € K*. Sei ) = 87'b; I/ € K|[x] ist ein normiertes
Polynom. Nach Satz 10.8 gibt es ¢/, € K|x] mit

a=q¢b +r und deg(r) < deg(t) =deg(b), also N(r)< N(b).

Wir setzen ¢ = 7'¢/, dann gilt a = ¢b + r. Damit erfiillt N auch die zweite
Eigenschaft einer euklidischen Normfunktion. a
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Insbesondere ist K [x] also ein Hauptidealring und damit faktoriell.

Auf der anderen Seite ist etwa der Ring Z[z]| kein Hauptidealring. Zum Beispiel
ist das Ideal (2, )z, kein Hauptideal. (Wére es eines, etwa erzeugt von a € Z[z],
dann miisste a konstant sein, denn a ist ein Teiler von 2. Damit a ein Teiler von x
ist, miisste a = %1 sein, aber £1 sind nicht im Ideal enthalten.) Allerdings ist Z[z]
immer noch faktoriell. Das ist ein Spezialfall des ndchsten Satzes. Dafiir brauchen
wir aber noch ein wenig Vorbereitung.

10.11. Definition. Sei R ein faktorieller Ring und f = ap+ajz+. . .+a,2" € R|z]
ein Polynom. Dann heifit cont(f) = ggT(ag, a1, . ..,a,) der Inhalt (engl. content)
von f (der Inhalt ist nur bis auf Assoziierte eindeutig bestimmt). Hat f den
Inhalt 1, dann heit f primitiv. Offenbar kann man jedes Polynom f schreiben
als ein Produkt aus seinem Inhalt cont(f) und einem primitiven Polynom pp(f)
(primitive part). Der Vollsténdigkeit halber setzen wir pp(0) = 1. &

Den gg'T und das kgV einer beliebigen Teilmenge A eines faktoriellen Rings R defi-
niert man analog zu ggT und kgV von zwei Elementen (vergleiche Definition 2.9):

g € R heifit ein grifiter gemeinsamer Teiler von A, wenn ¢ | a gilt fiir alle a € A
und wenn jedes r € R mit r | a fiir alle a € A ein Teiler von g ist.

k € R heifit ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von A, wenn a | k gilt fiir alle
a € A und wenn jedes r € R mit a | r fiir alle a € A ein Vielfaches von k ist.

Wir schreiben dann wieder g ~ ggT(A), k ~ kgV(A), und falls A = {ay,as,...,a,}
ist, auch ggT(ay,as,...,a,) und kgV(ay, as, ..., a,).

Es gilt dann

ggT(ar, as, ... an) ~ geT((.. geT(ggT (a1, a2), a3), .. ), an)
und analog fiir das kgV. AuBerdem hat man ggT(f)) ~ 0 und kgV (@) ~ 1 (Ubung).

10.12. Lemma. Sei R ein faktorieller Ring und K der Quotientenkdrper von R.
Wir betrachten R[x] als Unterring von K[z]. Sei 0 # f € K[z]. Dann gibt es
cont(f) € K* und ein primitives Polynom pp(f) € R[x] mit f = cont(f)pp(f).
Der Inhalt cont(f) (und damit auch pp(f)) ist bis auf Multiplikation mit einer
FEinheit von R eindeutig bestimmt. Es gilt f € R|x] genau dann, wenn cont(f) € R.

Beweis. Sei f = ap + a1z + ... + a,2™ mit a; = b;/c; und bj,¢; € R, ¢; # 0. Da
R faktoriell ist, gibt es einen gemeinsamen Nenner ¢ = kgV(cg, ¢y, . .., ¢, ), sodass
cf € R[z]. Wir setzen cont(f) = ¢! cont(cf) und pp(f) = pp(cf). (Dies erweitert
die fiir f € R|x] definierten Begriffe, da wir fiir f € R[x] den gemeinsamen Nenner
¢ = 1 nehmen konnen.)

Gilt af = of mit o, € K* und primitiven Polynomen f, f* € R[z], dann
konnen wir (nach Multiplikation mit einem gemeinsamen Nenner) annehmen, dass
a,a’ € R. Es folgt o ~ cont(af) ~ cont(/f') ~ o/, also a/a’ € R*.

Ist cont(f) € R, dann ist wegen pp(f) € R[z] auch f = cont(f)pp(f) € R[z].
Umgekehrt gilt natiirlich (nach Definition) cont(f) € R fiir f € R[z]. Q
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10.13. Lemma. Sei R ein faktorieller Ring und seien f,g € Rlx| primitive Po- LEMMA

lynome. Dann ist fg ebenfalls primaitiv. Lemma
von GauB

Wenn wir mit ~ Gleichheit bis auf einen Faktor in R* bezeichnen, folgt daraus

leicht fiir beliebige Polynome 0 # f, g € Rlx]:

cont(fg) ~ cont(f)cont(g)  und  pp(fg) ~ pp(f)pp(9)
(Ubung).

Beweis. Nach Definition 10.11 ist fg genau dann primitiv, wenn es kein Primele-
ment 7 von R gibt, das alle Koeffizienten von fg teilt. Sei also 7 ein Primelement
von R. Wir schreiben a; fiir die Koeffizienten von f und b; fiir die Koeffizienten
von g. Da f und ¢ beide primitiv sind, gibt es m,n € Z>, sodass 7 { a,,, aber
7 | a; fiir alle j > m, und 7 { b, aber 7 | b; fiir alle j > n. Wir betrachten den
(m 4 n)-ten Koeffizienten von fg. Er ist gegeben durch

(aobm+n+a1bm+n—1+~ . -+am—1bn+1)+ambn+(am+1bn—1+- . -+am+n—1b1 +am+nb0) .

In der ersten Teilsumme sind alle b; durch 7 teilbar, in der letzten Teilsumme
sind alle a; durch 7 teilbar, also sind beide Teilsummen durch 7 teilbar. Auf
der anderen Seite ist aber der mittlere Term a,,b,, nicht durch 7 teilbar. Also ist
auch die gesamte Summe nicht durch 7 teilbar und wir sehen, dass 7 nicht alle
Koeffizienten von fg teilt. a

Wir wollen jetzt beweisen, dass mit R auch R[z]| wieder faktoriell ist. Die Idee dazu
kommt aus den vorigen beiden Lemmata, die es uns erlauben, die Behauptung
darauf zuriickzufithren, dass sowohl R als auch K[x] faktoriell sind. Das wollen
wir zuerst noch prézisieren.

10.14. Lemma. Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkéorper K. Wir be- LEMMA
zeichnen die Teilbarkeitsrelationen in R, K[x] und R[x] mit |g, |k(2) und |gp). Fir Teilbarkeit
Polynome f,g € R[x] \ {0} gilt dann in R[x]

[ R g <= cont(f) |r cont(g) wund pp(f) k@ PP(9)-

Beweis. Es bezeichne ~ Gleichheit bis auf einen Faktor in R*.

Sei g = fh in R[z|. Aus dem Lemma von Gaufl 10.13 folgt einerseits die Relation
cont(g) ~ cont(fh) ~ cont(f)cont(h), also cont(f) |gr cont(g) und andererseits

pp(9) ~ pp(f) PP(h), also pp(f) |k PP(g) und damit auch pp(f) |k PP(9)-

Es gelte jetzt umgekehrt cont(f) |z cont(g) und pp(f) |k pp(g). Dann gibt es
h € K[z] mit pp(g) = pp(f)h. Es folgt cont(h) ~ cont(pp(f)h) ~ cont(pp(g)) ~ 1,
also ist h € Rx] (sogar primitiv), und wir haben pp(f) |rw pp(9). Es folgt

f = cont(f)pp(f) [r cont(g) pp(g) = g- Q

Beachte, dass sich f und pp(f) nur um einen Faktor in K* = K [z]* unterscheiden.
Die Aussagen ,,pp(f) |k PP(9)“ und ., f |kz) g° sind also dquivalent. Die Aussage
des Lemmas ldsst sich also auch so formulieren: f teilt g in R[x] genau dann, wenn
f ein Teiler von ¢ in K|z] ist und zusétzlich der Inhalt von f den Inhalt von g
teilt.

Lemma 10.14 liefert uns eine Beschreibung der irreduziblen Elemente von R[x].
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10.15. Folgerung. Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkérper K und sei
f € R[x]. Dann ist f irreduzibel genau dann, wenn entweder f € R ein Primele-
ment ist oder f nicht konstant, primitiv und in Klx| irreduzibel ist.

Beweis. Sei 0 # f € R|x]. Ist f konstant, dann sind die Teiler von f in R[x] nach
Lemma 10.14 genau die Teiler von f in R. Damit ist f genau dann irreduzibel
in R[z], wenn f irreduzibel in R ist. Da R faktoriell ist, ist das gleichbedeutend
damit, dass f ein Primelement von R ist (vergleiche Satz 4.14).

Ist f nicht konstant, dann ist f = cont(f) pp(f) eine Faktorisierung von f. Ist f
irreduzibel, dann muss cont(f) eine Einheit sein, also ist f primitiv. Wir kénnen
uns im Folgenden also auf primitive Polynome beschrédnken.

Hat f einen nicht-trivialen Teiler ¢ in K[z| (also mit 1 < deg(g) < deg(f)), dann
gilt auch pp(9) |k f; aus Lemma 10.14 folgt dann wegen cont(pp(g)) ~ 1 auch
pPP(9) |Rrp [, also ist f nicht irreduzibel in R[z].

Ist andererseits f in K[z| irreduzibel und ist g ein Teiler von f in R[z], dann ist
g auch ein Teiler von f in K[z], also ist g konstant oder unterscheidet sich von f
durch einen konstanten Faktor. Weil f primitiv ist, folgt im ersten Fall g € R*
und im zweiten Fall g ~ f. Damit ist f irreduzibel in R|x]. Q

Jetzt konnen wir den Satz beweisen.

10.16. Satz. Sei R ein faktorieller Ring. Dann ist R|x| ebenfalls faktoriell.

Beweis. Wir miissen zwei Dinge zeigen (siehe Satz 4.14):

(1) Fiir jede Folge (f5)n>0 von Elementen von R[x] mit f,.; | f, fur allen >0
gibt es ein N > 0, sodass f,, ~ fy fiir alle n > N.

(2) Jedes irreduzible Element von R[z] ist prim.

Wir beginnen mit (1). Wir kénnen annehmen, dass die f,, # 0 sind, denn ent-
weder gilt das ab irgendwann, und dann konnen wir die Folge einfach spéter be-
ginnen lassen, oder alle f, sind null, dann gilt die Behauptung trivialerweise.
Aus Lemma 10.14 folgt dann, dass eine , Teilerkette (f,)n>0 in R[z] Teilerketten
(cont(fn)), -, in Rund (pp(fn)), ., in K[z] ergibt. Sowohl R als auch K [z] sind

faktoriell, also gibt es N > 0 mit cont(f,) ~g cont(fx) und pp(fn) ~kz) PP(fN)
fiir alle n > N. Die Polynome pp(f,,) und pp(fy) unterscheiden sich also um einen
konstanten Faktor; da beide Polynome primitiv sind, muss der Faktor in R* sein.
Es folgt

fo = cont(fn) PP(f1) ~Rp cont(fn) pP(fN) = [N
und die erste Eigenschaft ist bewiesen.
Wir zeigen jetzt die zweite Eigenschaft. Nach Folgerung 10.15 sind die irreduziblen
Elemente von R[z] entweder Primelemente von R C R[z]| oder nicht konstante

primitive Polynome f € Rz], die in K[z] irreduzibel sind. Wir zeigen, dass diese
Elemente auch prim in R[z] sind. Fiir Primelemente p € R ist das klar:

p| fg=p|cont(fg) ~ cont(f)cont(g)
= p|cont(f)|f oder p|cont(g)]g.

Sei jetzt also f € R[z] ein nicht konstantes, primitives Polynom, das in K|x]
irreduzibel ist, und seien g,h € R[z] mit f |gy gh. Dann folgt f = pp(f) |k
pp(gh) ~ pp(g) pp(h), also (da K|z| faktoriell und f in K|x] irreduzibel, also prim
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ist) f |k PP(9) oder f |k pp(h). Da cont(f) = 1 ein Teiler von cont(g) und
von cont(h) ist, folgt f |ru) g oder f|gz h wie gewiinscht. Q

10.17. Folgerung. Sei R ein faktorieller Ring (zum Beispiel ein Korper). Dann
ist der Polynomring R[z1,xo, ..., x,] in n Unbestimmten tiber R fir jedes n > 0

faktoriell.

Beweis. Induktion nach n unter Verwendung von Satz 10.16 und der rekursiven
Definition R[xy, ..., Tp, Tpi1] = (R[xl, . ,xn]) (1] Q
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11. IRREDUZIBILITATSKRITERIEN FUR POLYNOME

Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkérper K. (Das Standardbeispiel ist
R =7 und K = Q.) In diesem Abschnitt geht es darum, wie man zeigen kann,
dass ein gegebenes Polynom aus K[z] irreduzibel ist. Eine erste Aussage in dieser
Richtung setzt Irreduzibilitit in K[z] und in R[z] zueinander in Beziehung.

11.1. Folgerung. Fin Polynom 0 # f € K|x] ist genau dann irreduzibel, wenn
pp(f) in R[z] irreduzibel ist.

Beweis. Das folgt aus Folgerung 10.15: In K [z] sind alle Konstanten # 0 Einheiten,
also ist f in K[z| irreduzibel genau dann, wenn pp(f) in K[z] irreduzibel ist. Das
wiederum ist dazu dquivalent, dass pp(f) in R|x] irreduzibel ist. (Beachte, dass
die Aquivalenz auch fiir f konstant gilt: In diesem Fall ist f eine Einheit in K [z]
und pp(f) = 1 eine Einheit in R[z]; beide sind daher nicht irreduzibel.) Qa

Fiir Polynome von niedrigem Grad haben wir folgendes Kriterium.

11.2. Lemma. Sei (nur fir dieses Lemma) K ein beliebiger Korper und sei
f € Klz| nicht konstant. Dann ist f genau dann irreduzibel, wenn es kein nor-
miertes Polynom g € K|x] gibt mit 1 < deg(g) < deg(f)/2 und g | f. Insbesondere
qilt:

(1) Ist deg(f) =1, dann ist f irreduzibel.

(2) Ist deg(f) € {2,3}, dann ist f genau dann irreduzibel, wenn f keine Null-
stelle in K hat.

Beweis. f ist reduzibel genau dann, wenn f = gh mit g, h € K|z] beide nicht kon-
stant. Es folgt deg(g), deg(h) > 1 und deg(g) +deg(h) = deg(f). Wir kénnen ohne
Einschrankung annehmen, dass deg(g) < deg(h); dann folgt deg(g) < deg(f)/2.
Der Leitkoeffizient von ¢ ist eine Einheit; mit g ist also auch das normierte Poly-
nom lcf(g)~'g vom selben Grad ein Teiler von f.

Gilt deg(f) = 1, dann ist das Kriterium trivialerweise erfiillt.

Im Fall deg(f) € {2,3} darf es keinen normierten Teiler vom Grad 1 geben. Das
Polynom x — a ist aber genau dann ein Teiler von f, wenn a eine Nullstelle von f
ist (siehe Folgerung 10.9). Q

11.3. Beispiel. Das Polynom f = z? + 2 + 1 ist in Q[z] irreduzibel, weil f keine
Nullstelle in Q hat: f(§) = (5 + %)2 —i—% ist fiir £ € R stets positiv, also hat f nicht
einmal eine Nullstelle in R. Man sieht, dass z* + x + 1 auch in R[z] irreduzibel
ist. Es gibt auch Polynome, die in Q[z| irreduzibel sind, aber in R[z]| reduzibel,
zum Beispiel 22 — 2. Auf der anderen Seite ist kein Polynom von ungeradem
Grad > 1 in R[z| irreduzibel, denn es hat stets eine reelle Nullstelle (nach dem
Zwischenwertsatz). &
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11.4. Beispiel. Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass jedes nicht kon-
stante Polynom in Clz| eine Nullstelle in C hat. Daraus folgt, dass die einzigen
normierten irreduziblen Polynome in C[z] die der Form = — « sind. Daraus folgt
auch, dass ein Polynom in R[z] reduzibel sein muss, sobald sein Grad grofer als 2
ist: Sei f € R[z] mit deg(f) > 3. Dann hat f eine Nullstelle a € C. Ist a sogar
reell, dann ist f offensichtlich reduzibel. Ist « nicht reell, dann ist & eine weitere
Nullstelle von f, und f ist durch (x — a)(x — @) = 22 — 2Reaz + |a]* € Rz]
teilbar. Wegen deg(f) > 3 ist dies ein echter Teiler, also ist f reduzibel. Insgesamt
sieht man, dass die normierten irreduziblen Polynome in R[z| genau die Polynome
r —a mit a € R und die Polynome 2% + bz + ¢ mit b* < 4c sind (Letztere sind die
normierten quadratischen Polynome ohne reelle Nullstelle). s

Wie kann man nun feststellen, ob ein Polynom in Q[z] eine Nullstelle in Q hat?

11.5. Lemma. Sei f € R[z] primitiv und nicht konstant, f = ap+a1x+. . .+a,z"
mit a, # 0. Ist « € K eine Nullstelle von f, dann kann man o schreiben als
a=r/smitr,s € R, 1 |ay, s|a,.

Beweis. Sei a = r/s mit r,s € R, r L s (da R faktoriell ist, kann man den
Bruch stets kiirzen). Aus @ — « |y f folgt pp(z — @) |gE) pp(f) = f, und es ist
pp(x — ) = sz — r. Daraus folgt (durch Betrachten der Leitkoeffizienten und der
Koeffizienten von z), dass s | a,, und 7 | aq. a

11.6. Beispiel. Das Polynom f = 2 + %xQ -+ % € Q[z] ist irreduzibel: Es ist
pp(f) = 22® + 2% — 22 + 3 € Z[z]. Ist r/s € Q eine Nullstelle von f in gekiirzter
Form, dann gilt | 3 und s | 2. Es gibt also die Moglichkeiten +1, £3, £ und +3;
man rechnet nach, dass keine dieser acht Zahlen eine Nullstelle von f ist. Damit
ist gezeigt, dass f keine Nullstelle in Q hat, also muss f irreduzibel sein. s

11.7. Beispiel. Demgegeniiber hat 2! + 4 € Q[x] ebenfalls keine Nullstelle in Q
(denn der Wert ist stets positiv), ist aber reduzibel:

vt 4= (2% + 22+ 2)(2* — 22+ 2)

Fiir Polynome vom Grad > 4 braucht man also andere Methoden. &

11.8. Beispiele. Wenn man keine Kriterien anwenden kann, die einem direkt die
Irreduzibilitét liefern, dann kann man versuchen, explizit einen Teiler von pp(f)
zu finden. Als Beispiel betrachten wir f = 2* + 22 + 1 € Q[xz]. Dieses Polynom
hat keine Nullstelle in R, also auch nicht in Q. Es bleibt die Moglichkeit einer
Faktorisierung
f=pp(f) =a*+2% +1= (2> +ax + b)(2* + cx + d)
=a2' + (a+c)x® + (b+ ac+ d)z* + (ad + be)w + bd
mit a, b, c,d € Z. Koeffizientenvergleich liefert die Bedingungen
a+c=0, b+ac+d=1, ad + bc = 0, bd =1.

Die letzte Gleichung hat die beiden Losungen b = d = —1 und b = d = 1. Mit
¢ = —a ergibt das
a® = -3 bzw. a?=1.
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Die erste Gleichung hat keine Losung in Z, wihrend die zweite etwa von a = 1
gelost wird. Tatséchlich ergibt a =0 =d =1, ¢ = —1 die Faktorisierung

= e+ D2t -2+ 1).

Fiir 2% + 8, ebenfalls ohne rationale Nullstelle, bekommen wir analog die Bedin-
gungen

a+c=0, b+ac+d=0, ad + bc = 0, bd = 8.

Mit (b,d) = (1,8),(—1,—-8),(2,4),(—2,—4) (das sind alle Moglichkeiten bis auf
Vertauschen der Faktoren) und ¢ = —a erhalten wir aus der zweiten Gleichung

a?=b+d=9 -9, 6, —6.

Nur im ersten Fall gibt es Losungen a = +3. Eingesetzt in die dritte Gleichung
liefert das 0 = £3(d—b) = £3-7, ein Widerspruch. Also gibt es keine Faktorisierung
in Polynome vom Grad 2; damit ist % + 8 € Q[z] irreduzibel. &

Eine héufig erfolgreiche Methode arbeitet mit Reduktion. Wenn p € R ein Primele-
ment ist, dann ist R/ Rp ein Integritéatsbereich (denn Rp ist ein Primideal, verglei-
che Satz 6.20). Der Einsetzungshomomorphismus, der zum kanonischen Epimor-
phismus R — R/Rp und = — = gehort (vergleiche Satz 10.2 und Definition 10.3)
liefert einen kanonischen Homomorphismus R[z] — (R/Rp)[z]. Um ihn anzuwen-
den, muss man die Koeffizienten ,,modulo p reduzieren®.

11.9. Satz. Seip € R prim und f € R[x] primitiv mit p 1 Icf(f). Ist das Bild
von [ in (R/Rp)|x] irreduzibel, so ist f in R[z| irreduzibel.

Beweis. Wir schreiben f fiir das Bild von f in (R/Rp)[z]; analog fiir andere Poly-
nome. Ist f = gh mit 1 < deg(g) < deg(f), dann folgt f = gh in (R/Rp)[z]. Aus

p 1 1ct(f) folgt p 1 1cf(g), p { lcf(h), und damit deg(f) = deg(f), deg(g) = deg(g),
deg(h) = deg(h). Wir erhalten also eine echte Zerlegung von f, im Widerspruch

dazu, dass f irreduzibel ist. Also kann f auch nicht reduzibel sein. a

11.10. Beispiel. Wir betrachten R = Z und p = 2, dann ist Z/2Z = Fy der
Korper mit zwei Elementen. Die irreduziblen Polynome vom Grad hochstens 4
in Fy[z] sind (alle sind normiert, da 1 der einzig mogliche Leitkoeffizient ist)

r, x+1, 22+ + 1, B24r+1, 2+ +1
st4r+1, 2+ +1, B+t +r+1.

(Um diese Liste zu bekommen, beginnt man mit den (normierten) irreduziblen
Polynomen vom Grad 1; das sind alle der Form x — a, hier mit a € {0,1} = Fs.
Dann bildet man alle Produkte von zwei solchen Polynomen — hier 22, x(z+1) =
2>+ 1z, (x +1)2 = 22 + 1 — das sind die reduziblen Polynome vom Grad 2.
Die verbleibenden sind dann die irreduziblen Polynome vom Grad 2, das ist hier
nur 22 + x + 1. Dann bildet man alle méglichen Produkte vom Grad 3 aus den
irreduziblen Polynomen vom Grad < 2, um die reduziblen Polynome vom Grad 3
zu finden, usw. Fiir Polynome von kleinem Grad kann man das natiirlich unter
Verwendung von Lemma 11.2 abkiirzen.)

Daraus folgt zum Beispiel, dass 3z* + 22% — 422 — 52 + 7 € Z[z] irreduzibel ist,
denn die Reduktion modulo 2 ist das irreduzible Polynom z* + z + 1. &
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11.11. Beispiel. Es gibt aber auch Polynome, die irreduzibel sind, aber gleich-
zeitig die Eigenschaft haben, dass sie modulo jeder Primzahl reduzibel werden.
Ein Beispiel dafiir ist das Polynom z* +9. Ahnlich wie in Beispiel 11.8 zeigt man,
dass es irreduzibel ist. Fiir den Nachweis, dass man stets eine Zerlegung mod p
hat, braucht man die Theorie der quadratischen Reste (siche spéter in dieser Vor-
lesung). Zum Beispiel gilt:

'+ 9= (z+1)" mod 2

z* +9 = 2* mod 3

' +9= (x4 1)(z+2)(z —2)(x —1) mod 5
' +9= (2> +2—3)(2* —r —3) mod 7

* +9 = (2% + 42 — 3)(2* — 42 — 3) mod 11

Demgegeniiber funktioniert das Reduktionskriterium fiir z* + 8, denn die Reduk-
tion modulo 5 ist irreduzibel. Allerdings erfordert der Nachweis, dass das so ist,
eher mehr an Rechnung als die Methode von Beispiel 11.8. &

Man kann das Reduktionskriterium verfeinern, indem man die Faktorisierungen in irre-
duzible Faktoren modulo verschiedener Primzahlen vergleicht.

Fiir das Polynom f = 2% — 2% + 322 4+ 22 — 1 € Z[z] gilt zum Beispiel
f=@+1)(z®+2+1) mod 2 und f=@?+1) (2> —2—1)mod 3

und die angegebenen Faktoren sind irreduzibel in Fa[z] bzw. F3]z]. Ein nichttrivialer
Teiler g von f in Z[z] miisste sich mod 2 und mod 3 jeweils auf einen der Faktoren
reduzieren (allgemein: auf ein Produkt irreduzibler Faktoren), was

deg(g) € {1,3} N {2} =0

zur Folge hitte. Also kann es keinen nichttrivialen Teiler geben und f ist irreduzibel.

Hinter der Aussage, dass z*+9 modulo p stets reduzibel ist, stecken die Faktorisierungen
' +9 = (2%434) (2% —34) = (22 +V62+3) (2> —V6z+3) = (2®+V6iz—3) (2> —V6iz—3)

iiber den Ringen Z[i], Z[v/6] und Z[/63]. Aus der Theorie der quadratischen Reste folgt,
dass fiir jede Primzahl p stets mindestens eine der Zahlen —1, 6 und —6 ein Quadrat
modulo p ist (d.h., das Bild in F,, ist ein Quadrat). Damit ldsst sich stets mindestens
eine der obigen Faktorisierungen auch iiber I, realisieren. Siche das Kleingedruckte auf
Seite 76.

Die Existenz der Faktorisierungen wiederum hingt mit der Darstellung der Nullstel-
len von z* + n? in der Form %(:l:\/% + \/%1,) zusammen. Fiir 2% + 8 hat man keine
Darstellung der Nullstellen durch einfache (nicht verschachtelte) Quadratwurzeln. Eine
genauere Analyse dieses Phidnomens ist mithilfe der Galois-Theorie moglich, die wir
eventuell am Ende der ,Einfithrung in die Algebra“ kurz anreiflen werden.

Ein weiteres wichtiges Kriterium ist das Fisenstein-Kriterium. Es basiert ebenfalls
auf Reduktion, verwendet aber noch ein zusétzliches Argument.

11.12. Lemma. Sei R’ ein Integrititsbereich, seien a € R\ {0} und n > 0.
Dann sind die Teiler von az™ in R'[z] genau die Polynome der Form bz™ mit b | a
(insbesondere b # 0) und m < n.
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Beweis. Es ist klar, dass die angegebenen Polynome Teiler sind. Sei umgekehrt
g € R'[z] ein Teiler von az™. Dann gibt es h € R'[x] mit ax™ = gh; aulerdem gilt
deg(g) 4+ deg(h) = n (denn R’ ist ein Integritéitsring, vergleiche Lemma 10.5), also
ist m = deg(g) < n. Wir schreiben

g=by+br+...+byx™ und h=co+crx+...+cppmx" ™.

Sei 0 < k < m der kleinste Index mit b, # 0 und 0 < [ < n — m der kleinste
Index mit ¢; # 0. Analog zum Beweis des Lemmas von Gaufl 10.13 folgt, dass
der Koeffizient von 2**! in gh nicht null ist (hier verwenden wir wieder, dass R’
nullteilerfrei ist). Wegen gh = az™ muss k+1 = n sein, also k = m und [ = n —m.
Damit haben g und h die Form g = bz™, h = cx™ ™ mit bc = a; das war zu
zeigen. d

11.13. Satz. Sei f = ap+ a1z + ...+ a,a™ € R[x] primitiv und nicht konstant SATZ

und sei p € R ein Primelement mit p{ a,, p | a; fir 0 < j <n und p*{ ag. Dann
ist f irreduzibel.

Beweis. Wir betrachten wieder die Reduktion f von f modulo p. Die Vorausset-
zungen implizieren, dass f = ux™ ist mit einem Element 0 # u € R/Rp. Ist f = gh
eine echte Zerlegung, dann folgt nach Lemma 11.12 (beachte, dass R/Rp ein In-
tegritétsbereich ist, denn Rp ist ein Primideal, vergleiche Satz 6.20) g = u/z™,
h =u"z"™™ mit 0 # «',u” € R/Rp und 1 < m < n — 1. Dann miissen die kon-
stanten Terme von g und h durch p teilbar sein: p | ¢(0), p | h(0), woraus folgt
p? | g(0)h(0) = f(0) = ag, ein Widerspruch zur Voraussetzung. Also kann f keine
echte Zerlegung haben. a

11.14. Beispiele. Fiir jedes n > 2 ist das Polynom z"+6x+3 in Z[z] irreduzibel,
denn man kann das Eisenstein-Kriterium mit p = 3 anwenden.

Manchmal muss man einen kleinen Trick anwenden: Ist @ € R, dann haben wir
den Einsetzungshomomorphismus R[z] — R[z], f — f(z + a), der ein Automor-
phismus von R[z] ist (f — f(x —a) ist der inverse Homomorphismus). Daher gilt,
dass f genau dann irreduzibel ist, wenn f(z + a) irreduzibel ist. Zum Beispiel ist
[ =2+ 1 € Z[z] irreduzibel, denn f(x+1) = x?+423 4622 +42+2 ist irreduzibel
nach Eisenstein mit p = 2. (Das funktioniert ibrigens auch mit z* +9.)

Ahnlich sieht man, dass fiir eine Primzahl p das Polynom f, =1+2+... + Pl

in Z[x] irreduzibel ist: Es gilt f, = (2 —1)/(z—1) (im Quotientenkérper von Q[z]),
also ist

X

e L (1)

Die Binomialkoeffizienten (’]”) sind fiir 1 < j < p durch p teilbar (denn p teilt den

Zahler p!, aber nicht den Nenner j!(p — j)!), und der konstante Term ist (11’) =,
also ist das Eisenstein-Kriterium mit der Primzahl p anwendbar.

Ist n keine Primzahl, dann ist f, = 1+ 2 + ... + 2"~ ! nicht irreduzibel, denn fiir m | n
gilt fin | fn
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11.15. Beispiel. Ein weiteres Beispiel ist f = 2"+y"—1 € Q[z, y] mit n > 1. Hier
ist R = Q[z]; wir betrachten also f als Polynom 3"+ (2" —1) in y mit Koeffizienten
aus R. Das Element p = x — 1 ist ein Primelement von R, das alle Koeffizienten
von f bis auf den Leitkoeffizienten teilt, und es gilt p* = (z — 1)? f 2™ — 1 (denn
(2" —1)/(x —1) =2™ '+ ...+ 2+ 1 hat den Wert n # 0 an der Stelle 1). Nach
dem Eisenstein-Kriterium ist f also irreduzibel. &

Zum Abschluss werden wir noch ein Kriterium herleiten, das es uns erlaubt zu
entscheiden, ob ein Polynom iiber einem Koérper quadratfrei ist, also keine Prim-
faktoren mehrfach enthélt. Dazu definieren wir die Ableitung eines Polynoms. Wir
kénnen natiirlich keine Grenzwerte verwenden; deswegen nehmen wir einfach die
iiblichen Formeln.

11.16. Definition. Sei R ein kommutativer Ring, f = ap+a12+. . .+a,2" € R|x].
Die Ableitung von f ist

f/:a1+2a2$+ +nan Z]a]x] 1. <>

11.17. Lemma. Sei R ein kommutativer Ring. Dann gilt fir a € R, f,g € R[z]:
(1)
(2)
(3)
(4)

a
af) af und (f+g9)' = f'+4g.

(
(fg9) = fg+ fd.

deg(f") < deg(f) — 1 mit Gleichheit, wenn deg(f) - 1r # 0 und kein Null-
teiler in R ist, also insbesondere dann, wenn f nicht konstant und R in
einem Korper der Charakteristik 0 enthalten ist.

4

Ein Korper K hat Charakteristik 0, wenn fiir alle n € Z~ gilt n - 1x # 0. Das ist
dquivalent dazu, dass Q in K enthalten ist. (Die Charakteristik eines Korpers K
wurde in der Linearen Algebra definiert: Sie ist der nichtnegative Erzeuger des
Ideals ker(Z — K) von Z, wobei Z — K der eindeutig bestimmte Ringhomomor-
phismus ist.)

Beweis. Die ersten beiden Punkte folgen leicht aus der Definition. Fiir die dritte
Aussage geniigt es, den Fall f = 2™, g = 2™ zu betrachten. Dann ist aber

(f9)' = (m+n)a™ "™ = (ma™ )a" + 2™ (na""") = f'g + fg'.
Der allgemeine Fall folgt aus dem Distributivgesetz und Teil (2).

Die Ungleichung in der vierten Aussage ist klar. Ist deg(f) = n und lcf(f) = a,,
dann gilt deg(f’) = n— 1 genau dann, wenn na, = (n-1g)a, # 0 ist; das ist sicher
dann erfiillt, wenn n - 1z nicht null und kein Nullteiler ist. Ist f nicht konstant,
dann ist deg(f) > 0; in einem Koérper der Charakteristik 0 ist n - 1 nur dann null
oder ein Nullteiler, wenn n = 0 ist. a

Jetzt konnen wir das Kriterium formulieren. Es ist analog zu der aus der Analy-
sis bekannten Tatsache, dass eine (hinreichend glatte) Funktion genau dann eine
mehrfache Nullstelle in einem Punkt hat, wenn sowohl sie selbst als auch ihre
Ableitung dort verschwinden.
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11.18. Satz. Sei K ein Korper der Charakteristik 0. Dann ist f € K[z| quadrat-
frei genau dann, wenn f und [’ teilerfremd sind.

Beweis. Eine Richtung ist leicht: Ist f nicht quadratfrei, also etwa f = ¢*h mit
deg(g) > 0, dann ist f" = g(2¢’h + gh’), also ist g ein Teiler sowohl von f als auch
von f.

Umgekehrt nehmen wir an, es gebe ein irreduzibles Polynom p € K[z| mit p | f
und p | f’. Dann ist f = ph, also f' = p’h + ph/, und es folgt p | p’h. Da p ein
Primelement in K|[x] ist, muss dann p | p’ oder p | h gelten. Da p’ # 0 (denn p
ist nicht konstant, also ist deg(p’) = deg(p) — 1 > 0 — hier verwenden wir, dass
K Charakteristik 0 hat) und deg(p’) < deg(p), kann p kein Teiler von p’ sein. Es
folgt p | h und damit p? | f. a

11.19. Beispiele. Ist K ein Koérper der Charakteristik 0, dann ist fiir jedes n > 1
das Polynom f = 2" — 1 € K|x] quadratfrei, denn f’ = nz"~! ist offensichtlich
teilerfremd zu f.

Sei p Primzahl und K = F,(¢) der Quotientenkérper von F,[¢]. Dann ist das Poly-
nom f = 2P —t € K[z] irreduzibel (Eisenstein-Kriterium mit dem Primelement ¢
von F,[t]), aber f' = pa?~! = 0. Die Voraussetzung, dass K Charakteristik 0 hat,
ist also wichtig. &

Wenn wir den Kérper L = Fp(u) betrachten, in den wir K einbetten kénnen, indem
wir ¢ auf uP abbilden (der Einsetzungshomomorphismus F,[t] — L, der durch ¢ — u?
gegeben ist, setzt sich auf den Quotientenkérper K von F,[t] fort), dann gilt allerdings
f=aP —uP = (x — w)P in Llz|; iiber dem groBeren Korper ist f also nicht mehr
quadratfrei. Tatséchlich gilt das Kriterium in Proposition 11.18 fiir beliebige Korper,
wenn man ,quadratfrei durch ,,quadratfrei iiber jedem Erweiterungskorper® ersetzt.
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quadratfrei

BSP
quadratfrei
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12. QUADRATISCHE RESTE UND DAS QUADRATISCHE REZIPROZITATSGESETZ

Unser néchstes Ziel ist die Beantwortung der folgenden Frage:

Sei p eine ungerade Primzahl und a € Z. Wie stellt man fest, ob die Kongruenz
2?2 = amod p

in Z losbar ist?

Die Antwort wird durch das Quadratische Reziprozitdtsgesetz geliefert.

Zunéchst aber noch ein wichtiges Ergebnis iiber endliche Korper.

12.1. Satz. Sei F ein endlicher Korper mit q Elementen. Dann gelten die fol-
genden beiden Aussagen:

(1) Fiir alle a € F* gilt ¢! = 1.
(2) Fiir alle a € F gilt a? = a.

Beweis. Wir zeigen die erste Aussage; die zweite folgt durch Multiplikation mit a
(der Fall a = 0 ist klar). Sei also a € F*. Wir betrachten das Produkt

Die Abbildung F'* — F*, b — ab, ist eine Permutation (die inverse Abbildung ist
b+ a~'b), also gilt

P= H b= l_I(CLb):a#FX H b=a"'P,

beFx be Fx beFX
und da P # 0 ist, folgt daraus a?! = 1. a

Wir erinnern uns an die endlichen Kérper F,, = Z/pZ fiir jede Primzahl p. Wenn
man Satz 12.1 auf F, anwendet, erhdlt man die Aussagen

(1) Fiir alle a € Z mit p{a gilt a' =1 mod p.
(2) Fiir alle a € Z gilt o = a mod p.

Wir fiihren jetzt die relevanten Begriffe ein.

12.2. Definition. Sei p eine ungerade Primzahl (also p > 2) und a eine nicht
durch p teilbare ganze Zahl. Ist die Kongruenz z?> = a mod p in Z lésbar, dann
heifit a ein quadratischer Rest (QR) mod p. Anderenfalls heifit a ein quadratischer
Nichtrest (QNR) mod p. Aquivalent kann man sagen, dass a ein QR (bzw. QNR)
mod p ist, wenn [a] € F)¢ ein Quadrat (bzw. kein Quadrat) ist.

Fiir beliebiges a € Z definieren wir das Legendre-Symbol wie folgt:

0 fallsp|a
a
(—) = 1 falls a quadratischer Rest mod p
b —1 falls a quadratischer Nichtrest mod p &

Aus der Definition folgt unmittelbar:

wtmin = (2)-()

SATZ
Kleiner Satz
von Fermat

DEF
quadratischer
Rest bzw.
Nichtrest

Legendre-
Symbol
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12.3. Beispiel. Hier ist eine kleine Tabelle mit den quadratischen Resten bzw.
Nichtresten zwischen 1 und p — 1:

P 3[ 5 [ 7 11 13 17
QR [ 1]1,4]1,2,4] 1,3,4,5,9 | 1,3,4,9,10,12| 1,2,4,8,9,13,15,16
QNR[2]2,3]3,5,62,6,7,8,10]| 2,5,6,7,8,11 | 3,5,6,7,10,11,12, 14

Um alle quadratischen Reste mod p zu finden, bestimmt man die Restklassen

der Quadrate 12, 22, ..., (&1)2. (Wegen (—a)? = a? ergeben die Quadrate von
p+1)/2=—-(p—-1)/2,...,p—2= -2, p—1 = —1 mod p keine neuen Restklas-
sen.) &

Es fillt auf, dass es stets genau so viele quadratische Reste wie Nichtreste gibt.
Das ist kein Zufall:

12.4. Lemma. Sei p eine ungerade Primzahl. Unter den Zahlen 1,2,...,p — 1

BSP

QR, QNR
fiir kleine p

LEMMA

gibt es genau (p — 1)/2 quadratische Reste und (p — 1)/2 quadratische Nichtreste gleich viele

mod p.

Beweis. Die Aussage ist dquivalent dazu, dass es in F); genauso viele Quadrate
wie Nichtquadrate gibt. Wir betrachten die Abbildung

q:Fy —F), a+—a’.
Thre Fasern ¢~!({c}) haben entweder null oder zwei Elemente: Da F,, ein Korper
ist, gilt
V=a*> < (b—a)(b+a)=0 < b= *a;
wegen p # 2 und a # 0 gilt a # —a, also haben die nichtleeren Fasern stets zwei
Elemente a und —a. Es folgt, dass # im(q) = #[F; /2 = (p — 1)/2 ist. Es gibt also
genau (p — 1)/2 Quadrate in F ¥ und demnach auch (p — 1)/2 Nichtquadrate. QO

Man kann die Aussage von Lemma 12.4 kurz und pragnant so ausdriicken:

G-

a=0

12.5. Satz. Sei p eine ungerade Primzahl. Fiir a € Z gilt

(E) =a? Y2 mod p.
p

Durch diese Kongruenz ist das Legendre-Symbol eindeutig festgelegt.

Beweis. Fiir p | a ist das klar. Wir kénnen also p f a annehmen. Nach dem kleinen
Satz von Fermat 12.1 gilt dann @?~! = 1 mod p. Da p eine Primzahl ist, folgt aus

plaP™t —1= (a(p—l)/2 —D)(a®P D241y,

dass a?V/2 = 41 mod p sein muss. Ist a ein quadratischer Rest mod p, dann
gibt es b € Z mit a = b? mod p, und es folgt a?~1/2 = b~ = 1 mod p. In diesem
Fall stimmt die Behauptung also. Im Korper F, kann das Polynom z~Y/2 — 1
hochstens (p—1)/2 Nullstellen haben; die Restklassen [a] fiir quadratische Reste a
tragen aber nach Lemma 12.4 bereits (p—1)/2 Nullstellen bei. Also folgt fiir jeden
quadratischen Nichtrest a mod p, dass a?~1/2 £ 1 mod p ist; es bleibt dann nur
die Moglichkeit a?~1/2 = —1 mod p.

QR wie QNR

SATZ
Euler-
Kriterium
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Die Eindeutigkeit folgt daraus, dass 0, 1 und —1 mod p in verschiedenen Restklas-
sen liegen, wenn p > 2 ist. a

12.6. Folgerung. Seip eine ungerade Primzahl. Fiir a,b € Z gilt FOLG
ab a b Legendre-
(_) - (_) (_) | Symbol ist
p P/ \P multiplikativ

Beweis. Wir verwenden das Euler-Kriterium 12.5:

(a_b) _ (ab)(p—l)/Z — qP=D/2pp-1)/2 = (2) (é) mod p.
P p p

Da beide Seiten in {—1,0, 1} liegen, folgt aus der Kongruenz die Gleichheit. QO

Die Aussage der Folgerung lisst sich fiir p f a, b auch so zusammenfassen:

a QR und b QR = ab QR
a QR und b QNR = ab QNR
a QNR und b QR = ab QNR
a QNR und b QNR = ab QR

Zum Beispiel gilt fiir jede Primzahl p > 5, dass mindestens eine der Zahlen 2, 3,6
ein quadratischer Rest mod p sein muss: Sind 2 und 3 QNR mod p, dann ist
6 =2-3 ein QR mod p.

Ganz genauso zeigt man, dass fiir jede Primzahl p > 5 wenigstens eine der Zahlen —1, 6
und —6 ein QR mod p ist. Ist —1 ein QR mod p, dann gibt es a € Z mit > = —1 mod p
und man bekommt die Faktorisierung
' +9 = (2% 4 3a) (2% — 3a) mod p.
Ist 6 ein QR mod p, dann gibt es b € Z mit b*> = 6 mod p und es gilt
' 4+ 9= (22 + bz + 3)(2? — br + 3) mod p.

Ist schlieBlich —6 ein QR mod p und ¢ € Z mit ¢ = —6 mod p, dann haben wir

2 +9= (2> +cx—3)(x* —cx —3) mod p.

Da es auch fiir p = 2 und p = 3 Faktorisierungen gibt, haben wir die Behauptung
aus Beispiel 11.11 bewiesen, dass man die Irreduzibilitit von z* + 9 nicht mit dem
Reduktionskriterium zeigen kann.

Aus dem Euler-Kriterium koénnen wir auch schon einmal ableiten, wann —1 ein
quadratischer Rest mod p ist und wann nicht.

12.7. Folgerung. Seip eine ungerade Primzahl. Dann gilt FOLG
Erstes
<__1) = (—1)PD/2 = { 1 falls p=1mod 4, Erginzungs-
P —1  falls p= 3 mod 4. gesetz
zum QRG

Beweis. Es gilt

(_—1) = (—1)® Y2 mod p.
p

Da beide Seiten den Wert £1 haben, folgt Gleichheit. U



§12. Quadratische Reste und das Quadratische Reziprozititsgesetz 77

Also ist —1 quadratischer Rest mod p genau dann, wenn p = 1 mod 4 ist. Die Aus-
sage von Folgerung 12.7 wird auch als Erstes Erginzungsgesetz zum Quadratischen
Reziprozititsgesetz bezeichnet. Der Grund dafiir wird spéter klar werden.

In Lemma 5.6 hatten wir bereits auf andere Weise gezeigt, dass —1 quadratischer
Rest mod p ist, wenn p = 1 mod 4 ist. Wie dort versprochen, holen wir noch den
Beweis des Satzes von Wilson nach.

12.8. Satz. Fine Zahln € Z>s ist genau dann prim, wenn (n —1)! = —1 mod n
18t.

Beweis. Ist n keine Primzahl, dann sei p < n ein Primteiler von n. Es folgt
pl(n—1)! und damit p | ggT(n,(n — 1)!); dann kann (n — 1)! nicht kongruent
zu —1 mod n sein.

Ist n = p eine Primzahl, dann ist die Behauptung dquivalent zu
P = H a=-—1,

wobei P das Produkt aus dem Beweis von Satz 12.1 ist. Fiir p = 2 ist das klar,
deshalb konnen wir p ungerade annehmen. Die Abbildung i : F; — F, a — a™?
ist eine Involution (also i 0 i = idyx ), die genau die zwei Fixpunkte 1 und —1 hat

Y

(ein Fizpunkt von i ist ein Element a mit i(a) = a), denn i(a) = a ist dquivalent
zu a* = 1, und das Polynom z? — 1 hat im Kérper F,, genau die beiden Nullstellen
Lund —1. Sei S CF;\ {1, —1} eine Teilmenge, die jeweils genau ein Element aus
jeder zweielementigen Menge {a,i(a)} enthélt. Dann ist

P=1-(-1)-[Ja-a")=-1

a€esS

wie behauptet. a

Wie sieht es damit aus, wann 2 quadratischer Rest mod p ist? Hier ist eine Tabelle
mit Eintragen + fiir ,ja* und — fiir ,nein*:

3:—| b:—1| T7T:+

11:— 13 : —
17:+119: — 23 +
29: — | 31:+

37 —
41 : 4 |43 . — 47 +

Es dréangt sich folgende Vermutung auf:

2\ _ 1 falls p =1 oder 7 mod 8,
p)  |—1 falls p = 3 oder 5 mod 8.

Wir werden bald einen Beweis dafiir geben. Erst brauchen wir aber noch einige
Vorbereitungen.

Wir erinnern uns an die Definition von R|a] als dem kleinsten Unterring eines Rings
R’ (wobei R C R und a € R'), der sowohl R als auch a enthélt. In dhnlicher Weise
wie man die Elemente von Untervektorraumen oder Idealen als Linearkombinatio-
nen der Erzeuger darstellen kann, gibt es eine Beschreibung der Elemente von R[a]
mittels des Einsetzungshomomorphismus.

SATZ
Wilsonsche
Kongruenz
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12.9. Lemma. Seien R’ ein kommutativer Ring, R C R’ ein Unterring und
a € R'. Dann gilt

Rla] = {f(a) | f € R[z]}.

Beweis. Die rechte Seite ist das Bild des Einsetzungshomomorphismus R[x] — R/,
der x auf a abbildet; diese Menge ist also ein Unterring von R’. Auf der anderen
Seite ist klar, dass jeder R und a enthaltende Unterring von R’ auch alle f(a)
mit Polynomen f € R[z| enthalten muss. Die Menge rechts ist also der kleinste
Unterring von R, der RU {a} enthélt, also definitionsgeméf gleich R[a]. Qa

Ringe wie Z[i] oder Z[+/2] sind Spezialfille (fir R = C, R = Z und f = 2> + 1
bzw. f = a3 — 2) des folgenden Sachverhalts.

12.10. Lemma. Seien R’ ein Integrititsbereich, R C R' ein Unterring unda € R’
eine Nullstelle des normierten Polynoms f € R[z] vom Grad n. Wir nehmen an,
dass [ in K[x] irreduzibel ist, wobei K der Quotientenkérper von R ist. Dann
lassen sich die Elemente von R[a] eindeutig in der Form

2 -1
ro +ria+rea’ + ... Fr,_1a”

schreiben, wobei ro,ry,...,r—1 € R. Insbesondere gilt (Rla])* N R = R*.

Beweis. Nach Lemma 12.9 haben alle Elemente von R|a] die Form h(a) mit einem
Polynom h € R[z|. Nach Satz 11.8 (Division mit Rest fiir Polynome) gibt es
Polynome ¢, € R[z] mit h = ¢f + r und deg(r) < n — 1, also

r=ro+mT+...+rp 12" .

Anwenden des Einsetzungshomomorphismus x + a liefert
h(a) = q(a)f(a) +r(a) =r(a) =ro+ra+...+rp_a™ .

Damit ist gezeigt, dass sich jedes Element in der angegebenen Weise schreiben
lésst. Es bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen, d.h. die Injektivitdt der Abbildung

n—1

¢:R"— Rla], (ro,r1,...,"n_1)—To+1ra+ ...+ 10
Diese Abbildung ist mit der Addition vertridglich. Das iibliche Argument zeigt,
dass aus ¢~ 1({0}) = {0} die Injektivitit folgt. Sei also (rg,...,r,_1) € R™ mit
&(ro, . ..,mn—1) = 0. Das bedeutet fiir das Polynom

r=ro+rr+...+r,_2"t € Rx],

dass r(a) = 0 ist. Wir nehmen jetzt an, dass r # 0 ist und wollen daraus einen
Widerspruch ableiten. Sei K der Quotientenkorper von R, dann ist K [x] ein Haupt-
idealring, und wir kénnen r und f auch als Elemente von K|z] auffassen. Da f
in K[z] irreduzibel ist und 0 < deg(r) < deg(f), sind r und f in K|z] teilerfremd,
also gibt es Polynome uy,v; € K[x] mit u;r + vy f = 1. Durch Multiplikation mit
einem gemeinsamen Nenner d € R\ {0} erhalten wir u = duy,v = dv; € R[z] und
ur +vf = d. Einsetzen von a liefert den Widerspruch

0=u(a)r(a)+v(a)f(a) =d.
Also muss r = 0, sein; damit ist ¢ injektiv.
Fiir den Beweis des Zusatzes sei u € (R[a])* N R. Dann gibt es

v=rg+ria+...+r,_1a"" € R[ad] mit wv = 1.

LEMMA
Elemente
von R[a]

LEMMA
R|a] fiir
Nullstelle a
eines irred.
Polynoms



§12. Quadratische Reste und das Quadratische Reziprozititsgesetz 79

Wir erhalten die Relation
1 =uv = (urg) + (ury)a + ...+ (ury,—1)a"

n

Da die Darstellung als R-Linearkombination von 1,a,...,a" ! eindeutig ist, folgt
urg = 1, also u € R*. Die umgekehrte Inklusion ist trivial. a

12.11. Lemma. Sei R ein kommutativer Ring und sei p eine Primzahl. Dann LEMMA
gilt in R: »Freshman'’s
(ri4+re+...+rm)P=ri+r5+... 472 mod Rp. Dream"

Beweis. Es geniigt der Fall n = 2 (n < 2 ist trivial, der allgemeine Fall folgt dann
durch Induktion). Es gilt

p
(r1+m)? = Z (f) b=dpl = P 4 <?> Py 4+ (p ﬁ 1)7“17“5_1 + b,
§=0
wobei alle Terme aufler dem ersten und letzten durch p teilbar sind, denn die
entsprechenden Binomialkoeffizienten sind durch p teilbar (in (?) = j!(;’—ij)! teilt p
den Zéahler, aber nicht den Nenner). Die Behauptung folgt.

Aquivalent kann man Lemma 12.11 auch so formulieren (betrachte R/Rp):

Sei R ein kommutativer Ring und p eine Primzahl, sodass in R gilt p-1 = 0. Dann
gilt firry, ... ,ry in R stets (r1+ ...+ rp)P =17 4+ ... 1P,

Diese Aussage ist (vor allem in den USA) auch als ,, Freshman’s Dream® bekannt
(Freshman = Studienanfinger), weil sich damit Potenzen von Summen so schon
vereinfachen lassen.

Jetzt kdnnen wir unsere Vermutung iiber (%) beweisen.

12.12. Satz. Ist p eine ungerade Primzahl, dann gilt SATZ
B Zweites
(2) (1) { 1 falls p=1 oder 7 mod 8, Erginzungs-
D —1 falls p=3 oder 5 mod 8. gesetz
zum QRG

Beweis. Sei 7 € C eine Zahl mit 7% = —1, und sei R = Z[7]. Dann gilt
(T+r 2 =r+2+72=2+4+72(7"+1)=2
und, fiir n ungerade,
T+ = (—1)(”2’1)/8(7 +771,

denn 7178F = 7 7348 — =1 7548k — 7 und 778 = 7! fiir kK € Z. Wir haben

dann mit Lemma 12.11 folgende Kongruenzen mod Rp:
(T+7 W=7 4777 = (=)D 4 771

und (unter Verwendung des Euler-Kriteriums 12.5)

T+ = ((r 7712@_1)/27 Y =202 L 71 = g r+771).
(b = (7 )P g ) = 2002 ) (p)<+ )

Durch Multiplikation mit (7 + 77!) ergibt sich

2
2(—1)#* -1/ =2 (—) mod Rp,
p
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und weil 2 mod p invertierbar ist (p ist ungerade), folgt

(—=1)@*=D/8 = (2) mod Rp .
p

Nach Lemma 12.10 (beachte, dass x*+1 € Z|[x] irreduzibel ist), ist p keine Einheit
in Z[r]. Wegen p ungerade gilt dann auch 2 ¢ Rp. Daher kénnen wir aus der
Kongruenz mod Rp oben auf Gleichheit schlieflen. a

Die Aussage von Satz 12.12 heifit auch das Zweite Erginzungsgesetz zum Quadra-
tischen Reziprozititsgesetz.

Nachdem wir nun zwei ,, Ergdnzungsgesetze” kennen, stellt sich natiirlich die Fra-
ge, was das Quadratische Reziprozititsgesetz selbst aussagt. Wir bemerken dafiir
zunichst, dass ein Teil der Aussage der Erginzungsgesetze sich auch wie folgt
formulieren lasst:

e Ob —1 quadratischer Rest oder Nichtrest mod p ist, hangt nur von p mod 4 ab.
e Ob 2 quadratischer Rest oder Nichtrest mod p ist, héngt nur von p mod 8 ab.

Die Frage, die sich dann stellt, ist, ob sich das verallgemeinern lasst:

e Ob a QR oder QNR mod p ist, hingt nur von p mod N(a) ab.

Dabei wire noch ein geeigneter Wert fiir N(a) zu bestimmen. Wegen der Multi-
plikativitit des Legendre-Symbols geniigt es, Primzahlen a zu betrachten. Wenn
man sich dhnliche Tabellen macht wie oben fiir a = 2, findet man folgende wahr-
scheinliche Werte fiir N(a):

al 3|57 [11]13]17]19]23]
N(a)|[12]5|28 4413 [17]76 |92 |
Man konnte also folgende Vermutung formulieren: Fiir eine ungerade Primzahl ¢
gilt

4q falls ¢ = 3 mod 4.

Das Quadratische Reziprozitéitsgesetz zeigt, dass diese Vermutung richtig ist, und

sagt auch noch, wie man (%) bestimmen kann. Zuerst noch eine Definition.

falls ¢ = 1 mod 4,
N(q) = { e

12.13. Definition. Sei p eine ungerade Primzahl. Dann sei

. _ p falls p =1 mod 4,
pr= (=1 Iy = —
—p falls p = 3 mod 4.

Es gilt dann stets p* = 1 mod 4. &

12.14. Satz. Seien p und q verschiedene ungerade Primzahlen. Dann gilt

(0)- ()0 ()

Das bedeutet: Fir p = 1 mod 4 oder ¢ = 1 mod 4 gilt <§> = (%). Im anderen
Fall p=q =3 mod 4 gilt dagegen (%) =— <£>.

q

Bevor wir uns iiber einen Beweis Gedanken machen, iiberlegen wir uns, dass daraus
wirklich unsere Vermutung tiber N(q) folgt:

DEF

SATZ
Quadratisches
Reziprozitats-
gesetz
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e Ist ¢ = 1 mod 4, dann gilt stets (%) = <§>, und das Symbol <§> héngt nur
von p mod ¢ ab.
e Ist ¢ = 3 mod 4, dann gilt (%) = (=1)-1/2 <§>. Der erste Faktor hingt nur

von p mod 4 ab, der zweite nur von p mod g. Das Produkt héangt also nur von
p mod 4q ab.

Wir werden das Quadratische Reziprozitiatsgesetz als ,,QRG® abkiirzen. Mit Hilfe
des QRG und seiner Ergédnzungsgesetze kann man nun Legendre-Symbole, die
groflere Zahlen enthalten, recht bequem auswerten. Zum Beispiel:

()= (%)-(2)- () () ()
I i O RO IOR

67\ (109 [-25\ (-1 52_1
109) \67) \67 /) \67)\67)
Wir wollen das QRG auf d&hnliche Weise beweisen wie das Zweite Ergdnzungsge-
setz. Dazu iiberlegen wir noch einmal, was wir dafiir gebraucht haben:
e Finen geeigneten Ring R, in dem p keine Einheit ist;
e Ein Element v € R mit 42 = 2 und 7* = (—1)#*~1/8~y mod Rp.
Wir wollen hier die 2 durch p* und p durch ¢ ersetzen. Wir brauchen dann ein
v € R mit
e 72 =p* und
o V1= (%) ~v mod Rgq.
Gauf (der das QRG als Erster vollstandig bewies, nachdem Legendre es vermutet
und in Spezialfillen bewiesen hatte, und der in seinem Leben sieben verschiedene

Beweise dafiir fand) hat diese Elemente v gefunden, deswegen werden sie heute
nach ihm benannt.

12.15. Definition. Sei p eine ungerade Primzahl. Wir setzen ¢ = €>™/? € C und
R =17Z[C]. Fiir a € Z heift

p—1 .
-3 (3)cren

=0
eine Gaufische Summe (zur Primzahl p). Fiir g; schreiben wir auch einfach g
(die Primzahl p muss aus dem Kontext klar sein) und nennen es die Gaufsche
Summe. &

12.16. Lemma. Seien p eine ungerade Primzahl, a € Z und ¢ wie oben.

(1) Es gilt Z?;é % =0, falls pta; im anderen Fall ist der Wert p.
2) 9= (2) 9

(3) ¢* =p".

DEF
GauBsche
Summe

LEMMA
Eigensch. der
GauBschen
Summe
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Bewezs.

(1) Die Aussage fiir p | a ist klar (dann gilt (* = 1). Es gelte also p { a und
damit ¢(* # 1. Es folgt

p—1 D p—1
D= =y
=0 j=1 =0

also (1 — (%) Z?;é (% = 0. Wegen (* # 1 folgt die Behauptung.

(2) Fiir p | a folgt die Behauptung aus Lemma 12.4. Es gelte also p { a, dann
gibt es ' € Z mit aa’ = 1 mod p. Aus der Multiplikativitit des Legendre-

Symbols folgt (%) = (%) Mit j durchliuft auch o'j alle Restklassen

mod p, also erhalten wir

w=S (=S ()= (1S ()= (5)r

Jj=0 Jj=0 J=

(3) Wir haben

2) "= g’ 5
- 2 Sl 2 — J v aj+a
(p—1)g E 9; E | (p) (p)(

a=0 a=0 j,k=0
1 —1 -1, ,

2 jk P i) 0 pz: Gk\ JO fallsptj+k
Bl p B P p fallsp|j+k

5,k=0 a=0 5,k=0

p—1 2

- -1

S @

—~\p p

also g% = (’71) p = p*. Q

Wir bemerken noch, dass (¥ = 1, aber { # 1 ist, also ist ¢ eine Nullstelle des
Polynoms
P —1
r—1
Dieses Polynom ist irreduzibel in Q[z] (siehe Beispiel 11.14). Nach Lemma 12.10
ist also keine Primzahl ¢ eine Einheit in R = Z[(].

=P P24 441,

Der Beweis ist nun analog wie fiir das Zweite Ergénzungsgesetz.

Beweis von Satz 12.14. Sei ( = */? und R = Z[(] wie oben. Sei g € R die
GauBsche Summe fiir p. Dann gilt modulo Rg:

_ (g _ (P
gl = (") g = (p) TP = (?) g

p—1 N\ g p—1 .
q J 9 — J 9 — — 4
= (p) ‘ ; <p> e <p> v

Es folgt <%> g = ( > g mod Rq; nach Multiplikation mit g haben wir dann

und

Il
<

[

<]%> p* = (7’7*) p* mod Rq. Wegen p* L ¢ folgt (%) = <%*> mod Rq. Da ¢ in R
keine Einheit und auflerdem ungerade ist, folgt daraus die Gleichheit der Symbole
wie im Beweis von Satz 12.12. U
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Aus g% = p* folgt g = +./p, falls p = 1 mod 4, und g = +1i,/p, falls p = 3 mod 4.
Man kann sich nun fragen, welches Vorzeichen man bekommt. Rechnung zeigt in jedem
konkreten Fall, dass das Vorzeichen jeweils das positive ist. Zum Beispiel ist fiir p =5
g=C—C—¢ 24t :20052—7r —2(3054—7r zélsinzsinzg—7r >0,
5 5 5 5

also g = /5. GauB, der diese Vermutung im Jahr 1801 aufstellte, hat vier Jahre ge-
braucht, bis er das beweisen konnte (er schreibt dazu in einem Brief 1805 ,,Wie der Blitz
einschlégt, hat sich das Réthsel gelost“). Einen Beweis findet man zum Beispiel in dem
schonen Buch von Ireland und Rosen, A classical introduction to modern number theory,
Springer GTM 84, in §6.4.

Ein Nachteil bei der oben angedeuteten Methode, ein Legendre-Symbol mit Hilfe des
QRG und seiner Ergédnzungsgesetze zu berechnen, besteht darin, dass man die obere
Zahl, die in den wahrend der Rechnung angetroffenen Symbolen auftritt, faktorisieren
muss. Das ist aber nicht wirklich n6tig. Dazu erweitert man die Definition des Legendre-
Symbols: Ist n > 0 ungerade mit Primfaktorzerlegung n = [], p;’, dann definiert man

fir a € Z N
G)-11()

i
man nennt das Symbol dann Jacobi-Symbol. Es ist in beiden Argumenten multiplikativ.
Das QRG und die Ergénzungsgesetze gelten dann auch fiir das Jacobi-Symbol:

Seien m und n zwei positive ungerade Zahlen. Dann gilt:

0 ()= (3):

Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe.

Damit lasst sich die Faktorisierung (abgesehen vom Abspalten des Vorzeichens und einer
Potenz von 2) bei der Berechnung vermeiden:

(30)-(32)-(2)- () (&) ()
(2-(9)-6)- ()
-(2)-0-6)-0)--

Was jedoch im allgemeinen nicht mehr stimmt, ist die Implikation

(%) =1 = a QR mod n.
(2) (3) = (=1)(—1) = 1, aber 2 ist kein Quadrat mod 15 (da

Zum Beispiel gilt ( =
nd mod 5).

2
15)
kein Quadrat mod 3 u
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13. NORMALFORM VON MATRIZEN UBER HAUPTIDEALRINGEN

In der Linearen Algebra haben Sie folgenden wichtigen Satz kennengelernt:

13.1. Satz. Seien K ein Korper und A € Mat(m x n, K) eine m x n-Matrix SATZ
mit Eintragen in K. Dann gibt es invertierbare Matrizen P € GL(m, K) und () € Normalform

GL(n, K), sodass PAQ die Form von Matrizen
10 --- 0l0 --- 0 iiber einem
01 --- 0l0 --- 0 Kérper
o0 --- 110 --- 0 | = ( L ‘ Or x (n—r) )
00 - 0l0 0 Otm—r)xr | O(m—r)x(n—r)
00 --- 0l0 --- 0

hat. Dabei ist r der Rang von A.

Wir verallgemeinern die ,,Diagonalform® in Satz 13.1, indem wir auch von 1 ver-
schiedene Elemente auf der Diagonalen zulassen.

13.2. Definition. Seien R ein Ring, r,m,n € Zso mit » < min{m,n} und DEF
dy,dy,...,d, € R. Dann bezeichne diag,, ,(dy,dy, ..., d,) die m x n-Matrix (a;;) diag
iiber R mit a;; = 0 fiir i # j, a;; = d; fiir 1 <7 <r und a;; =0 fiir ¢ > 7r. &

Die Matrix PAQ aus Satz 13.1 ldsst sich dann kurz als diag,, ,(1,1,...,1) mit
r Einsen schreiben.

Satz 13.1 ist dquivalent zu der Aussage, dass man eine beliebige Matrix iiber K
durch elementare Zeilen- und Spaltenumformungen auf die angegebene Diagonal-
form bringen kann. Wir wollen jetzt das entsprechende Problem studieren, wenn
man K durch einen Hauptidealring ersetzt. Das Ergebnis wird es uns dann erlau-
ben, zum Beispiel den Klassifikationssatz fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen zu
beweisen. Auch den Satz iiber die Jordan-Normalform kann man daraus ableiten.

Wir verallgemeinern einige Begriffe aus der Linearen Algebra auf kommutative
Ringe statt Korper.

13.3. Definition. Seien R ein kommutativer Ring und m,n € Z>q. Wir bezeich- DEF
nen die Menge der m x n-Matrizen mit Eintrdgen in R mit Mat(m x n, R). Im Matrizen
Fall m = n schreiben wir auch Mat(n, R); dies ist in natiirlicher Weise ein Ring iiber R
(mit Matrizenaddition und -multiplikation).

Wie iiber einem Koérper haben wir die Determinante det : Mat(n, R) — R; sie
ist multiplikativ. Eine Matrix A € Mat(n, R) ist invertierbar genau dann, wenn
det(A) € R* ist. Die Gruppe der invertierbaren n x n-Matrizen iiber R wird mit
GL(n, R) bezeichnet.

Zwei Matrizen A, B € Mat(m X n, R) heiflen dquivalent, wenn es invertierbare
Matrizen P € GL(m, R) und @ € GL(n, R) gibt mit B = PAQ. O

Die Multiplikativitidt der Determinante (die man tiber die Leibniz-Formel als Po-
lynom in den Eintréigen der Matrix definieren kann) auch iiber kommutativen Rin-
gen folgt aus der Gleichheit der Polynome det((z;;) - (1)) und det(z;;) - det(ym),
die wiederum ein Spezialfall der Multiplikativitit der Determinante iiber einem
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Korper ist, ndmlich dem Quotientenkdrper des Polynomrings Z[z;;, yi] in 2n? Un-
bestimmten (jeweils mit ¢, j, k,l € {1,2,...,n}).

In &hnlicher Weise folgt die Invertierbarkeit von A in Mat(n, R) aus der von det(A)
in R aus der Bezichung AA = det(A)l,, wo A die adjungierte (oder adjunkte)
Matrix ist.

Wir bemerken noch:

13.4. Lemma. Seien R ein kommutativer Ring und A € Mat(m x n,R). FEi-
ne elementare Zeilen- bzw. Spaltenumformung an A entspricht der Multiplikation
von A mit einer invertierbaren Matriz von links bzw. von rechts.

Dabei besteht eine elementare Zeilenumformung in der Multiplikation einer Zeile
mit einer Einheit, der Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen oder
der Vertauschung zweier Zeilen; analog fiir Spaltenumformungen.

Beweis. Multiplikation von A von links mit der Diagonalmatrix
diag,, ,,(1,...,1,u,1...,1) € GL(m, R)

m

(mit v € R* an der i-ten Position) multipliziert die i-te Zeile von A mit u. Sei
E;; € Mat(m, R) die Matrix, deren Eintrdge null sind auler einem Eintrag 1
an der Position (4, 7). Dann hat Multiplikation von A von links mit I,,, + A\E; ;
den Effekt, das A-fache der j-ten Zeile von A zur i-ten Zeile zu addieren. Die
Vertauschung zweier Zeilen lésst sich auf die anderen beiden Arten von elementa-
ren Zeilenumformungen zuriickfithren. Fiir Spaltenumformungen ist das Argument
analog. a

Wir wollen nun folgendes Resultat beweisen:

13.5. Satz. Sei R ein Hauptidealring, seien m,n > 0 und sei A € Mat(mxn, R).
Dann gibt es r € Z>o und Elemente dy,ds,...,d, € R mit d; | dj4 firl <j<r
und d, # 0, sodass A zu diag,, ,(di,ds, ..., d,) dquivalent ist.

Die Elemente dy, . ..,d, sind bis auf Assoziierte eindeutig bestimmdt.

13.6. Definition. Die Elemente dq,...,d, aus Satz 13.5 heiflen die Elementar-
teiler der Matrix A. &

Wir zeigen erst einmal die behauptete Eindeutigkeit.

13.7. Definition. Seien R ein Hauptidealring und A € Mat(m x n, R). Wir
schreiben ggT(A) fiir einen groften gemeinsamen Teiler aller Eintrége der Ma-
trix A. Allgemeiner schreiben wir

geT,(A) ~ ggT ({det(SAT) | S € Mat(r x m, R),T € Mat(n x r,R)}). <

ggT(A) = ggT (A) ist ein Spezialfall, da die Eintrdage der 1 x 1-Matrizen SAT
Linearkombinationen der Eintrdge von A sind und man die Eintrdge selbst auch
auf diese Weise bekommt.

Grofite gemeinsame Teiler einer beliebigen Menge von Elementen definiert man
genauso wie fiir endlich viele Elemente. In faktoriellen Ringen existieren solche
gg'Ts immer. In Hauptidealringen R gilt fiir Teilmengen A C R

g~ggT(A) <= (9)r=(A)r.

LEMMA
Zeilen- und
Spaltenumf.

SATZ
Elementar-
teilersatz

DEF
Elementar-
teiler

DEF
ggT, (A)
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Die Eindeutigkeit beruht auf der folgenden Tatsache.

13.8. Lemma. Sei R ein Hauptidealring, m,n > 0 und A, B € Mat(m X n, R).
Sind A und B dquivalent, dann gilt ggT, (A) ~ ggT,.(B) fir alle r > 1. (Insbeson-
dere gilt ggT(A) ~ ggT(B).)

Beweis. Seien P € GL(m, R) und @ € GL(n, R) mit B = PAQ. Dann gilt
{SBT | S € Mat(r x m,R), T € Mat(n x r, R)}
={(SP)A(QT) | S € Mat(r x m, R), T € Mat(n x r, R)}
= {S’AT" | S" € Mat(r x m, R), T" € Mat(n x r, R)},

denn S — SP und T — QT sind Bijektionen. Damit werden die ggTs oben iiber
dieselben Mengen von Determinanten gebildet, miissen also assoziiert sein. a

Fiir unsere Diagonalmatrizen gilt Folgendes.

13.9. Lemma. Seien R ein Hauptidealring und D = diag,,,(dy,...,d,) eine
Matriz iber R mit dy | ds | -+ | d. und d,. # 0. Dann gilt ggT) (D) ~ dydy - - dy
fur alle k € {1,2,...,r} und ggT,(D) =0 fir k > r.

Beweis. Wir kénnen die Determinanten auch {iber dem Quotientenkorper K von R
berechnen; daran sieht man, dass det(M) = 0 ist, wenn M € Mat(k, R) eine
Matrix ist, die als Matrix iiber K Rang < k hat. Daraus folgt die Aussage fiir
k > r, denn der Rang von SDT ist durch den Rang r von D beschrankt. Wir
konnen also £ < r annehmen.

Mit S = (It | Opm—g) und T = (I} | Op—x)" ist SDT die k x k-Diagonalmatrix
mit Eintrégen dy,ds, ..., dy, also ist det(SDT) = dydy - - - dg. Das zeigt die eine
Richtung ggT, (D) | didsy - - - di.

I i e

Eintrage von SDT haben dann die Form Z;zl disijty. Sei M; = (sijtj1)1<ii<k;
dann ist SDT = Z;Zl d;M; und die Matrizen M; haben Rang hochstens 1
(iber K). Sei M(ji,...,j,) die Matrix, deren i-te Zeile die i-te Zeile von M;,
ist. Aus der Multilinearitiat der Determinante als Funktion der Zeilen einer Matrix
folgt dann

det(SDT):det(Zdej>: Ny eeedy det (M) -
j=1 Tl d€{1,0r}

Wenn zwei der j; gleich sind, dann enthélt M (71, .. ., ji) zwei Zeilen derselben Ma-
trix M;. Da diese Zeilen linear abhéngig sind, ist det (M(jl, e ,jk)) dann null. Also
bleiben in der Summe oben nur Terme stehen, die durch ein Produkt d;, - - - d;, mit
paarweise verschiedenen j; teilbar sind. Da jedes solche Produkt durch dids - - - d
teilbar ist, folgt dids - - - dy, | ggT) (D). a

Beweis der Eindeutigkeit in Satz 13.5.

Seien D = diag(dy,...,d,) und D" = diag(d},...,d.,) dquivalent; auBerdem gelte
di|dy |-+ |dound dy | dy|---|d,, sowie d,,d., # 0. Nach Lemma 13.9 gilt
geT(D) = dydy---dy # 0 fiir k£ < r und ggT,(D) = 0 fir £ > r, und analog
fiir D'. Nach Lemma 13.8 erhalten wir r =" und dy - - -dy ~ d} - - - d}, fur k <,

woraus die Behauptung d; ~ d; fiir alle 1 < j < r folgt. d

LEMMA
Invarianz
von gg'T',

LEMMA
gg'l, fir
Diagonal-
matrizen
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Jetzt wenden wir uns der Existenz zu. Wir beginnen mit einem einfachen Spezial-
fall. Dazu erinnern wir uns an Satz 3.16, der besagt, dass in einem Hauptidealring
der grofite gemeinsame Teiler zweier Elemente als Linearkombination dieser Ele-
mente geschrieben werden kann.

13.10. Lemma. Seien R ein Hauptidealring, a,b € R und g ~ ggT(a,b). Dann
gibt es eine Matriz QQ € GL(2, R) mit (a b)Q = (g 0).

Beweis. Es gibt u,v € R mit ua + vb = g. Wir schreiben a = da’g, b = b'¢g und
setzen

N
Q= (ZL al’)) ) dann rechnet man nach, dass (@)@ =(g0).

Auflerdem ist det(Q) = ua’ + vb' = (ua + vb)/g = 1, also ist ) invertierbar.  Q

Wir dehnen das jetzt auf beliebige 1 x n-Matrizen aus.

13.11. Lemma. Seien R ein Hauptidealring, n € Z~q, ay,as, ...,a, € R und sei
g~ geT(ay,...,a,). Dann gibt es eine Matriz QQ € GL(n, R) mit

(ay as ... a,)Q =1(g0 ... 0).

Beweis. Der Beweis geht durch Induktion nach n. Im Fall n =1 gilt ¢ = ayu mit
einer Einheit v € R*; man kann dann @) = (u) nehmen. Sei also n > 2. Nach
Lemma 13.10 gibt es Q' € GL(2, R) mit (a,_1 a,)Q = (¢’ 0), dabei ist ¢’ ein
ggT von a,_; und a,. Wir bilden die Blockdiagonalmatrix @); € GL(n, R) aus den
Blocken I, 5 und Q'; dann gilt

(@1 ... ap9@p10,)Q1=1(ay ... an_24 0).
Nach Induktionsannahme gibt es eine Matrix Q” € GL(n — 1, R) mit
(a1 ... an24¢)Q"=(g0 ... 00).

Wir ergénzen ()" zu einer Matrix ()3 € GL(n, R), indem wir eine 1 in der rechten
unteren Ecke (und sonst Nullen) hinzufiigen. Mit @@ = Q@2 erhalten wir dann
das gewiinschte Resultat. u

Eine Anwendung ist von unabhéngigem Interesse:

13.12. Folgerung. Sei R ein Hauptidealring und seien ay,as,...,a, € R tei-
lerfremd (d.h. ggT(ay,aq,...,a,) ~ 1). Dann gibt es eine invertierbare Matriz
T € GL(n, R), deren erste Zeile (ay ay ... a,) ist.

Beweis. Nach Lemma 13.11 gibt es eine Matrix @ € GL(n, R) mit
(@ ag ... a,)Q=(10...0).

Mit T'= Q! gilt dann
(ay ag ... a,)=(10 ... 0)T,

was genau die Behauptung ist. a

LEMMA

LEMMA

FOLG
Erganzung
zu inv.barer
Matrix
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13.13. Beispiel. Es muss also etwa eine Matrix 7' € GL(3,Z) geben mit erster BSP
Zeile (6 10 15). Wenn man dem Beweis oben folgt, dann erhélt man

1 0 0
(6 10 15) {0 -1 —-3] =(6 5 0)
0o 1 2
und
1 =5 0
650(-1 6 0]=(100)),
0O 0 1
also
1 0 0 1 =50 1 =5 0
Q=10 -1 -3 -1 6 0)]=l1 -6 -3
0o 1 2 0O 0 1 -1 6 2
und
6 10 15
T=Q'=(1 2 3 &
0 -1 -1

Es gilt natiirlich auch die transponierte Version von Lemma 13.11, bei der man
eine Spalte von links mit einer invertierbaren Matrix multipliziert.

13.14. Lemma. Sei R ein Hauptidealring, m,n > 0, und A € Mat(m x n, R). LEMMA
Dann ist A dquivalent zu einer Matriz

_ d ‘ OlX(n—l) )
b= ( Opm-n)x1 | A

mit d ~ ggT(A) und A’ € Mat((m —1) x (n—1), R).

Beweis. Wir betrachten alle zu A Adquivalenten Matrizen; sei darunter B’ eine,
deren linke obere Ecke d beziiglich Teilbarkeit minimal ist (das gibt es, da es in R
keine unendlich absteigenden Teilerketten gibt). Ich behaupte, dass d ein ggT
von A ist. Nach Lemma 13.8 gilt ggT(A) ~ ggT(B’) | d. Angenommen, es gibt
einen Eintrag in B’, der nicht von d geteilt wird. Ist dieser Eintrag in der ersten
Zeile oder Spalte von B’, dann kénnen wir Lemma 13.11 oder seine transponierte
Version anwenden, um d durch den ggT d’ der ersten Zeile oder Spalte zu ersetzen.
Dann hétten wir aber eine dquivalente Matrix, deren linke obere Ecke ein echter
Teiler von d wire im Widerspruch zur Wahl von B’. Also kénnen wir annehmen,
dass d alle Eintrage der ersten Zeile und Spalte teilt. Wir konnen diese Eintrage
dann durch geeignete elementare Spalten- und Zeilenumformungen zu null machen
und die resultierende Matrix als B’ betrachten. Gibt es jetzt einen Eintrag, der
nicht von d geteilt wird, etwa in der kten Zeile, dann addieren wir die kte Zeile
zur ersten Zeile (das lisst die linke obere Ecke unverdndert, da der erste Eintrag
in der kten Zeile null ist) und sind dann im gerade schon behandelten Fall. Wir
bekommen also in jedem Fall einen Widerspruch, wenn d { ggT(B). Es folgt,
dass d ~ ggT(B) ~ ggT(A) ist wie behauptet. Wie gerade schon im Beweis
der Behauptung konnen wir die erste Zeile und Spalte von B’ ,,ausrdumen‘ und
erhalten so eine dquivalente Matrix der angegebenen Form. a

Damit konnen wir die im Satz 13.5 behauptete Existenz beweisen:
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Beweis der Existenz in Satz 13.5.

Durch Induktion nach min{m,n}. Gilt m = 0 oder n = 0, so ist nichts zu zeigen.
Seien also m,n > 1. Nach Lemma 13.14 ist A dquivalent zu einer Matrix B der
dort angegebenen Form, und es gilt dy := d | ggT(A"). Ist d = 0, dann sind wir
fertig, denn A = 0 hat bereits die richtige Form (mit » = 0). Im anderen Fall
ist nach Induktionsannahme A’ dquivalent zu einer Matrix diag,, ;,,_,(da, ..., d,)
mit dy | d3 | --- | d, und d, # 0. Die betreffenden Matrizen P und () kénnen
(durch Erweitern nach links oben mit Eckeintrag 1 und weiteren Eintragen 0) zu
invertierbaren Matrizen in GL(m, R) bzw. GL(n, R) erweitert werden und liefern
die Aquivalenz von B mit diag,, ,(d1,ds, ..., d,). Dad; ein Teiler von ggT(A’) ~ dy
ist, hat diese Matrix die verlangte Form. a

13.15. Beispiel. Als Beispiel bestimmen wir die Elementarteiler der , Telefon-
matrix*

~ &~ =
co Ot N

3
6| € Mat(3 x 3,7).
9

Dabei halten wir uns nicht sklavisch an den Beweis, sondern fithren geeignete
Zeilen- und Spaltenumformungen durch, bis die Matrix die richtige Form hat:

123 1 0 0 /1 0 0
45 6| 2% (4 -3 6| = (o -3 -6
789 7 -6 —12 0 -6 —12
1 0 0 /1 0 0 100
2 lo 3 6 228 1o 3 o] 22 o3 0
0 -6 —12 0 —6 0 00 0
Damit gilt r =2 und d; = 1, dy = 3. s

Der Satz iiber die Normalform gilt {iber jedem Hauptidealring R. Wenn man die
Normalform aber berechnen will, dann muss man in der Lage sein, einen grofiten
gemeinsamen Teiler von a,b € R explizit als Linearkombination von a und b zu
schreiben. Ist R ein euklidischer Ring, dann geht das mit dem erweiterten Eu-
klidischen Algorithmus. Fiir euklidische Ringe kann man auch zeigen, dass man
bei der Umformung in die Normalform immer mit elementaren Zeilen- und Spal-
tenumformungen auskommt (also Multiplikation einer Zeile oder Spalte mit einer
Einheit, Addition eines Vielfachen einer Zeile oder Spalte zu einer anderen; das
Vertauschen zweier Zeilen oder Spalten lésst sich darauf zuriickfiihren).

Sei dazu N die euklidische Normfunktion von R. Um Lemma 13.14 fiir den Fall zu
beweisen, dass nur elementare Umformungen erlaubt sind, betrachten wir unter allen
Matrizen, die sich aus A auf diese Weise erzeugen lassen und einen von null verschiedenen
Eintrag in der linken oberen Ecke haben, eine, sie heile B, mit minimaler Norm N (b11)
des Eintrags in der linken oberen Ecke. (Wir kénnen natiirlich A # 0 annehmen, sodass
so eine Matrix B existiert.) Wir miissen zeigen, dass dann b1y alle Eintrige von B teilt.
Gibt es einen Eintrag in der ersten Zeile, der nicht von b1; geteilt wird, dann kann man
ihn durch eine geeignete elementare Spaltenumformung durch seinen Rest bei Division
durch by ersetzen und bekommt ein Element # 0 kleinerer Norm, das durch einen
Spaltentausch in die linke obere Ecke kommt, Widerspruch. Ebenso fiir die erste Spalte.
Also sind jedenfalls die Eintréige in der ersten Zeile und ersten Spalte durch by teilbar;
durch geeignete elementare Zeilen- und Spaltenumformungen kénnen diese Eintrége zu
null gemacht werden. Ist jetzt b;; (mit ¢, 5 > 1) nicht durch by teilbar, addieren wir die
i-te zur ersten Zeile und sind im bereits ausgeschlossenen Fall. Aus diesem Beweis l&sst
sich ein Algorithmus extrahieren.

BSP
Elementar-
teiler
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Schreibt man FEj; fiir die n x n-Matrix, deren einziger von null verschiedener Eintrag
eine 1 in Zeile ¢ und Spalte j ist, dann folgt:

Satz. Sei R ein euklidischer Ring. Dann wird die Gruppe GL(n,R) erzeugt von den SATZ
Matrizen I +\E;; firi # j und X € R und I+ (u—1)E;; fir allel <1 <n undu € R*. Erzeugung
(Dabei sei I die n x n-Einheitsmatriz.) von GL(n, R)
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14. ENDLICH ERZEUGTE ABELSCHE GRUPPEN

Zum Abschluss dieser Vorlesung werden wir die Struktur endlich erzeugter abel-
scher Gruppen untersuchen und dariiber einen Satz beweisen.

Wir erinnern uns:

14.1. Definition. Eine abelsche Gruppe ist ein Quadrupel (A, +,0, —), bestehend
aus einer Menge A, einer Verkniipfung + : A x A — A, einem Element 0 € A und
einer Abbildung — : A — A, mit folgenden Eigenschaften:

(1) (Assoziativitat) Va,b,c € A: (a+b)+c=a+ (b+¢)

(2) (Kommutativitit) Ya,b€ A:a+b=b+a

(3) (neutrales Element) Va € A:a+0=a

(4) (inverses Element) Va € A:a+ (—a) =0

Fiir a 4+ (—b) schreibt man auch a — b.

Ist die Menge A endlich, dann heifit die Gruppe endlich; die Anzahl ihrer Elemente
ist die Ordnung der Gruppe. &

In jeder abelschen Gruppe gibt es eine Skalarmultiplikation oder Vervielfachung
mit ganzen Zahlen, die man rekursiv so definieren kann:

0-a=0, (mtl)-a=n-ata.

Dann gelten die iiblichen Eigenschaften einer Skalarmultiplikation (wie fiir Vek-
torrdume):

() VacA:1-a=a

(2) Vmn€ZN¥Na € A:(m+n)-a=m-a+n-a
(B)VneZVa,be A:n-(a+b)=n-a+n-b
(4) Ym,ne€ ZVYa€e A: (mn)-a=m-(n-a)

(Beweis durch Induktion — Ubung.) Es ist also sinnvoll, von (ganzzahligen) Line-
arkombinationen von Elementen von A zu sprechen. Meist schreibt man einfach
na statt n - a.

Fiir einen kommutativen Ring R definiert man einen R-Modul (Betonung auf dem ,,0%;
Plural ,,die Moduln“) analog zu einem Vektorraum: Ein R-Modul ist ein Quintupel
(M,+,0,—,-), sodass (M,+,0,—) eine abelsche Gruppe ist und - : R x M — M die
obigen Eigenschaften einer Skalarmultiplikation hat (mit R statt Z). In diesem Sinne
sind abelsche Gruppen auch Z-Moduln. Die im Folgenden entwickelten Begriffe lassen
sich allgemeiner fiir R-Moduln definieren.

Analog zu anderen Unterstrukturen (Untervektorrdume, Unterringen), denen wir
bereits begegnet sind, definieren wir Untergruppen.

14.2. Definition. Sei G eine Gruppe. Eine Untergruppe von G ist eine Teilmen-
ge H C @G, die das neutrale Element enthélt und unter der Verkniipfung und
Inversenabbildung von G abgeschlossen ist. &

Analog wie fiir Unterringe sieht man, dass eine Untergruppe mit den auf sie einge-
schrinkten Operationen der urspriinglichen Gruppe wieder eine Gruppe ist; jede
Untergruppe einer abelschen Gruppe ist wieder abelsch.
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14.3. Lemma. Seien G eine Gruppe und (G;)ie; eine nichtleere (also I # ()
Familie von Untergruppen von G. Dann ist (\,c; Gi ebenfalls eine Untergruppe
von G.

Beweis. Vollig analog wie fiir Untervektorrdume, Unterringe, Ideale, ... ; verglei-
che etwa Lemma 3.5. Q

Diese Durchschnitts-Eigenschaft erlaubt es uns, die von einer Teilmenge erzeugte
Untergruppe zu definieren.

14.4. Definition. Sei G eine Gruppe und 7" C G eine Teilmenge. Die von T
erzeugte Untergruppe von G ist die kleinste Untergruppe von G, die T enthélt.
Wir schreiben dafiir (T) (oder auch (tq, s, ..., t,), falls T = {t,ts, ..., t,} endlich
ist). Die Teilmenge T heifit ein Erzeugendensystem von G, falls (T') = G gilt. Gibt
es ein endliches Erzeugendensystem von G, dann heifit G endlich erzeugt. Die
Gruppe G heifit zyklisch, wenn sie von einem Element erzeugt wird. &

Wie fiir Untervektorrdume und Ideale gilt im Fall von abelschen Gruppen Folgen-
des:

14.5. Lemma. Seien A eine abelsche Gruppe und ai,as,...,a, € A. Dann ist

(a1,as,...,a,) = {mia; +moas + ... + myua, | my,mq,...,m, € Z}.

Die Elemente der von einer Teilmenge erzeugten Untergruppe sind also gerade die
ganzzahligen Linearkombinationen der Elemente der Teilmenge.

Beweis. Wie fiir Untervektorrdume oder Ideale, vergleiche Lemma 3.11. a

Als Néchstes brauchen wir die passenden strukturvertraglichen Abbildungen.

14.6. Definition. Seien A und B zwei abelsche Gruppen. Ein Homomorphismus
abelscher Gruppen von A nach B ist eine Abbildung ¢ : A — B, die mit der
Addition von A und B vertraglich ist: Va,a’ € A : ¢(a + d') = ¢(a) + ¢(d).
Der Kern von ¢, ker(¢), besteht aus allen Elementen von A, die von ¢ auf 0 ab-
gebildet werden. Die Begriffe Monomorphismus, Epimorphismus, Isomorphismus,
Endomorphismus und Automorphismus sind analog wie fiir Vektorrdume oder
Ringe definiert. A und B heiflen isomorph, wenn es einen Isomorphismus A — B

gibt. %

Wie tiblich folgt ¢(0) = 0 und ¢(—a) = —¢(a). AuBerdem gilt ¢(na) = ne(a) fiir
n € Z und a € A; so ein Homomorphismus ist also dasselbe wie eine Z-lineare
Abbildung. Der Kern von ¢ ist eine Untergruppe von A, das Bild von ¢ ist eine
Untergruppe von B. Allgemeiner sind Bilder und Urbilder von Untergruppen unter
Homomorphismen wieder Untergruppen (Beweis wie fiir Untervektorraume).
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Beispiele. Die reelle Exponentialfunktion expg : (R, +) — (R*,:), z — €, ist
ein Homomorphismus abelscher Gruppen (denn e*1¥ = e®-e¥). Der Kern ist trivial,
also ist expg injektiv; das Bild ist die Untergruppe (RZ,,-) der positiven reellen
Zahlen. Wir bekommen also einen Isomorphismus (R, +) = (RZ,, -).

Die komplexe Exponentialfunktion expe : (C,+) — (C*,:), z — €*, ist eben-
falls ein Homomorphismus abelscher Gruppen. Dieser Homomorphismus ist nicht
injektiv, denn er hat Kern 274Z; dafiir ist exp¢ surjektiv. Es folgt (siehe den Ho-
momorphiesatz 14.14 unten), dass (C*, ) isomorph zur additiven Gruppe C/271Z

ist. &

14.7. Definition. Eine endlich erzeugte abelsche Gruppe A heif3t frei vom Rang r,
wenn A isomorph zu Z" (mit komponentenweise definierter Addition) ist. Wir
schreiben e; = (0,...,0,1,0,...,0) € Z" mit der Eins an der j-ten Stelle; dann
sind ey, es, ..., e, die Standard-Erzeuger von Z" &

Freie abelsche Gruppen zusammen mit ihren Standard-Erzeugern haben eine uni-
verselle Eigenschaft.

14.8. Lemma. Seien A eine abelsche Gruppe und ay,as,...,a, € A. Dann gibt
es einen eindeutig bestimmten Homomorphismus ¢ : 7 — A mit ¢(e;) = a; fir
alle j € {1,2,...,r}.

Beweis. Wenn ¢ existiert, dann muss jedenfalls gelten
gzﬁ((ml, Mo, . .. ,mr)) = ¢(mie; + maey + ...+ m,e;)
=mig(er) + mad(e2) + ... + m,d(e;)
= mya; + meas + ... +m.a,;
damit ist ¢ eindeutig bestimmt. Andererseits konnen wir ¢ so auch wenigstens als

Abbildung definieren; es ist dann leicht nachzurechnen, dass ¢ ein Homomorphis-
mus ist. d

Das néchste Resultat ist wichtig.

14.9. Satz. Jede Untergruppe von Z" kann von hdochstens r Elementen erzeugt
werden.

Beweis. Induktion iiber r. Der Fall r = 0 ist trivial (Z° ist die triviale Gruppe
und wird von der leeren Menge erzeugt). Im Fall » = 1 ist Z" = Z. Die Existenz
der Skalarmultiplikation bewirkt, dass die Untergruppen von Z dieselben sind wie
die Ideale des Rings Z. Da Z ein Hauptidealring ist, sind die Ideale alle von einem
Element erzeugt; dasselbe gilt dann auch fiir die Untergruppen.

Sei jetzt ¥ > 1 und A C Z" eine Untergruppe. Sei weiter ¢ : Z" — Z"~! der Homo-
morphismus, der die letzte Koordinate entfernt. Dann ist ¢(A) eine Untergruppe
von Z"1. Nach Induktionsvoraussetzung ist ¢(A) von héchstens r — 1 Elementen
erzeugt; es gibt also aq,as,...,ay € Amit k <r —1 und

¢(A) = (¢(ar), ¢(az), . .., d(ax)) -

Sei B C Z die Menge der n € Z mit (0,...,0,n) € A. Dann ist B eine Untergrup-
pe; es folgt, dass B = nyZ ist fiir ein ng. Wir zeigen, dass A von aq,as, ..., a; und
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b=(0,...,0,ng) erzeugt wird: Sei a € A, dann kénnen wir ¢(a) als Linearkombi-
nation my¢p(ay) + mep(az) + ... + myo(ax) schreiben. Es folgt

o(a —myay — maag — ... — myag) =0,
also ist (mit geeignetem n € 7))
a—mya; —moag — ... —myar = (0,...,0,n) € A
und damit n € B. Es ist also n = mny und damit
a = mya + Mmoo + ...+ myay + mb.

Wir sehen also, dass A = (aq,aq,...,ax,b) ist. Das zeigt, dass A von k + 1 < r
Elementen erzeugt werden kann. a

Wir kénnen charakterisieren, wann eine abelsche Gruppe endlich erzeugt ist:

14.10. Lemma. FEine abelsche Gruppe A ist genau dann endlich erzeugt, wenn
esr € ZL>o und einen Epimorphismus Z" — A gibt.

Beweis. Ist ¢ : Z" — A ein surjektiver Homomorphismus, dann ist jedes Element
von A von der Form qb((ml,mg, . ,mr)) =myo(er) + mad(es) + ... + meo(e,).
Also ist A = (¢(e1), ¢(e2), ..., d(e,)) endlich erzeugt.

Ist A = (a1,as,...,a.) endlich erzeugt, dann sei ¢ : Z" — A der nach Lemma 14.8
existierende Homomorphismus mit ¢(e;) = a;. Es bleibt zu zeigen, dass ¢ surjektiv
ist. Sei a € A; weil {ay,ay,...,a,} ein Erzeugendensystem von A ist, kann man a
als Linearkombination a = mya; + maas + ... + mya, (mit my, mo,...,m, € 7)
schreiben. Dann ist aber a = gb((ml, Mo, . .. ,mr)) auch im Bild von ¢. Q

Man sieht, dass man r als Anzahl der Erzeuger wihlen kann.

14.11. Folgerung. Ist A eine endlich erzeugte abelsche Gruppe und B C A eine
Untergruppe, dann ist auch B endlich erzeugt.

Beweis. Nach Lemma 14.10 gibt es einen Epimorphismus ¢ : Z" — A. Dann ist
¢~ *(B) als Untergruppe von Z" nach Satz 14.9 endlich erzeugt:

¢ (B) = (v1,v2,...,0m) .
Es folgt
B =¢(¢7'(B)) = (¢(v1), $(v2), - .-, d(vm)) ;
also ist B endlich erzeugt. a

Daraus ergibt sich auch, dass B von hochstens so vielen Elementen erzeugt werden
kann, wie man braucht, um A zu erzeugen. (Nach Satz 14.9 kann man m < r
wéhlen.)

Fiir nicht-abelsche Gruppen ist die Aussage von Folgerung 14.11 falsch: Es gibt endlich
erzeugte Gruppen mit nicht endlich erzeugten Untergruppen.

Analog zur Situation bei Vektorrdumen kann man zu jeder Untergruppe einer
abelschen Gruppe eine Faktorgruppe oder Quotientengruppe konstruieren:
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14.12. Satz. Sei A eine abelsche Gruppe und sei B C A eine Untergruppe. Dann
gibt es eine Gruppe A/B und einen Epimorphismus ¢ : A — A/B mit folgender
universeller Figenschaft: Ist C' eine weitere abelsche Gruppe und ¢ : A — C
ein Homomorphismus mit B C ker(y), dann gibt es einen eindeutig bestimmten
Homomorphismus ¢ : A/B — C mit 1o ¢ = .

14.13. Definition. Die Gruppe A/B in Satz 14.12 heifit Faktorgruppe oder Quo-
tientengruppe von A modulo B; der Homomorphismus ¢ heif3t kanonischer Epi-
morphismus. &

Man kann A/B als Menge der Nebenklassen [a] = a + B von B in A realisieren;
die Gruppenstruktur ist durch [a] + [@'] = [a + @] gegeben und ¢ durch a +— [a].

Es gilt der iibliche Homomorphiesatz, der wie fiir Vektorrdume bewiesen werden
kann.

14.14. Satz. Sei¢: A — B ein Homomorphismus von abelschen Gruppen. Dann
induziert ¢ einen Isomorphismus ¢ : A/ ker(¢) — im(o), [a] — ¢(a).

14.15. Folgerung. FEine zyklische Gruppe ist entweder isomorph zu Z oder zu
einer Faktorgruppe Z/nZ mit einem n € Z~g. Im letzteren Fall hat die Gruppe
Ordnung n.

Beweis. Ist A zyklisch, dann kann A von einem Element erzeugt werden. Es gibt
also einen Epimorphismus ¢ : Z — A. Nach Satz 14.14 folgt A = Z/ker(¢).
Der Kern von ¢ ist entweder trivial, dann ist A = Z, oder von der Form nZ mit
n € Z~o, dann ist A = Z/nZ. Q

Schliellich erinnern wir uns daran, dass wir direkte Produkte von Gruppen definiert
haben (Definition 8.11 im Zusammenhang mit dem Chinesischen Restsatz).

Damit konnen wir den Klassifikationssatz formulieren.

14.16. Satz. Sei A eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann gibt es eindeutiq
bestimmte Zahlen k,r € Zso, sowie dy,da,...,d, € Zso mit dy | do | --- | dy,
sodass A isomorph ist zum direkten Produkt Z]d,7 X Z]doZh X -+ X Z]/dyZ X 70" .

A ist genau dann endlich, wenn r = 0 ist. In diesem Fall ist #A = dyds - - - d,.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Existenz der behaupteten Darstellung. Da A
endlich erzeugt ist, gibt es einen surjektiven Homomorphismus ¢ : Z" — A fiir
ein geeignetes n € Zso (Lemma 14.10). Nach dem Homomorphiesatz 14.14 ist
dann A = 7Z"/ker(¢). Der Kern von ¢ ist eine Untergruppe von Z", also nach
Satz 14.9 ebenfalls endlich erzeugt. Seien vy, v, ..., v, € Z™ Erzeuger von ker(¢).
Sei weiter M € Mat(m x n,Z) die Matrix, deren Zeilen durch die Eintridge von
V1, Vg, ..., Uy gegeben sind. Wenn wir M von links mit einer invertierbaren Ma-
trix P multiplizieren, dann hat das den Effekt, dass wir v, v, ..., v,, durch an-
dere Erzeuger von ker(¢) ersetzen; die neue Matrix beschreibt also immer noch

SATZ
Faktorgruppe

DEF
Faktorgruppe

SATZ
Homomor-
phiesatz fiir
ab. Gruppen
FOLG
zyklische
Gruppen

SATZ
Klassifika-
tionssatz
fir endl. erz.
ab. Gruppen



§14. Endlich erzeugte abelsche Gruppen 96

dieselbe Untergruppe. Wenn wir M von rechts mit einer invertierbaren Matrix ()
multiplizieren, dann ersetzen wir ¢ durch ¢ o ¢ mit dem durch ) gegebenen Iso-
morphismus ¢ von Z". In jedem Fall ist A auch isomorph zu Z"/B, wobei B die
von den Zeilen von PM() erzeugte Untergruppe ist. Nach dem Elementarteiler-
satz 13.5 kénnen wir P und @ so wihlen, dass PMQ = diag,, ,,(d},ds, ..., d;) ist
mit positiven ganzen Zahlen d | d | --- | dj. Die von den Zeilen dieser Matrix
erzeugte Untergruppe B besteht dann aus allen n-Tupeln, deren j-te Komponente
durch d teilbar ist (fiir alle j € {1,2,...,1}). Es ist dann leicht zu sehen, dass
Z'/B 2 Z)d\Z x Z]dYZ % -+ x L|/d}Z x Z"" ist. Sei j der kleinste Index mit
d; > 1. Wir setzen k =1 —j+1,7r=n—1und d; = d;; . Dann gilt

A7 BT\ T x L) dyZ % -+~ L) dp T x 7T

wie gewiinscht (denn fiir d; = 1ist Z/d,7Z die triviale Gruppe, kann also im Produkt
weggelassen werden).

Fiir die Eindeutigkeit bemerken wir zunéchst, dass A von n = k 4+ r Elementen
erzeugt werden kann, aber nicht von weniger. Sei dazu p ein Primteiler von d;
(falls & > 0) oder irgendeine Primzahl (falls & = 0). Kann A von m < n Elementen
erzeugt werden, dann auch A/pA = F}; fiir diesen n-dimensionalen Vektorraum
ist das aber nicht moglich. Damit ist k + r eindeutig bestimmt.

Wir definieren nun fiir j =0,1,2,...,n
I;(A) = {m € Z | mA kann von héchstens n — j Elementen erzeugt werden} .
Es ist m - Z/dZ = {0} genau dann, wenn d | m. Fiir ein Produkt
A'=Z]dZ x L)L X - L] dyZ X 7

gilt dann also I;(A’) = d;Z fur j € {1,2,...,k}, denn genau wenn m durch d; (und
damit auch durch dy,ds, ..., d;_1) teilbar ist, fallen in mA’ die ersten j Faktoren
weg. Fiir j > k ist I;(A’) = {0}, denn es bleibt immer mindestens ein Anteil mZ"
itbrig, der fiir m # 0 nicht von weniger als 7 = n — k Elementen erzeugt werden
kann. Da die Ideale I;(A) offenbar nur von der Isomorphieklasse von A abhéngen,
sind k£ und r und die Zahlen dy, ds, ..., d; durch A eindeutig bestimmt. a

Der Satz zeigt, dass eine endlich erzeugte abelsche Gruppe ein direktes Produkt
von (endlich vielen) zyklischen Gruppen ist; er gibt die Darstellung mit der mini-
malen Anzahl von zyklischen Faktoren.

Es kann mehrere Moglichkeiten geben, eine Gruppe als Produkt von zyklischen
Gruppen zu schreiben. Zum Beispiel ist Z/6Z = 7Z./27. x 7./ 3Z. Allgemeiner habe n
die Primfaktorzerlegung p{* - p5* - - - pi*. Dann ist nach dem Chinesischen Restsatz
(als Ring und damit auch als abelsche Gruppe)

ZInZ = ZL]p3 L X L) pPZ X -+ - X L/pFZ.

14.17. Folgerung. Jede endliche abelsche Gruppe ist isomorph zu einem Produkt
von zyklischen Gruppen der Form Z/p®Z mit einer Primzahl p und e € Z~q. Die
Primzahlpotenzen sind bis auf ihre Reihenfolge eindeutig bestimmd.

Diese Version des Klassifikationssatzes gibt die Darstellung mit der mazimalen
Anzahl von (nichttrivialen) zyklischen Faktoren.
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Beweis. Sei A eine endliche abelsche Gruppe. Dann ist A endlich erzeugt. Nach
Satz 14.16 ist A = Z/dlz X Z/ng X X Z/de mit d]' S Zzg, dl ’ d2 | ‘ dk
Nach dem Chinesischen Restsatz konnen wir jeden Faktor Z/d;Z als Produkt von
zyklischen Gruppen von Primpotenzordnung schreiben; das zeigt die Existenz.
Fiir die Eindeutigkeit iiberlegt man sich, dass die minimale Anzahl der Erzeuger
von p°A genau der Anzahl Faktoren Z/p/Z mit f > e entspricht. a

14.18. Beispiel. Die Klassifikationssétze 14.16 und 14.17 lassen sich zum Beispiel
dazu verwenden, die Anzahl der Isomorphieklassen von endlichen abelschen Grup-
pen gegebener Ordnung zu bestimmen. Wenn wir etwa diese Anzahl fiir die Ord-
nung 72 bestimmen wollen, dann kénnen wir entweder alle Tupel (dy,ds, . .., dy)
mit 2 < dy | dy | --- | dp und didy---dp = 72 bestimmen, oder wir verwenden
die zweite Version des Satzes und finden alle Moglichkeiten, 72 als Produkt von
Primzahlpotenzen zu schreiben. Dieser Ansatz liefert

72=2°.3=2.22.32=2.2.2.32=2".3.3=2-2.3.3=2-2-2-3-3
und damit sechs Isomorphieklassen. Sie entsprechen den Zerlegungen
72=72=2-36=2-2-18=3-24=6-12=2-6-6
in der ersten Version; die Gruppen kénnen also als
Z]72Z, 7.)27 x Z]36Z, 7./27 x Z.]27 x 7.]18Z,
Z)3Z X 7.)247., ZJ6Z x /127, 727 x 7/67 X Z]6Z
gewahlt werden.

Sei I(n) die Anzahl der Isomorphieklassen abelscher Gruppen der Ordnung n. An
dem Ansatz mit den Primzahlpotenzen sieht man, dass fir n = p{*p3? - - - pi* sich
diese Zahl als Produkt I(n) = I(p7*)1(p5?) - - - I(p}*) zerlegt. Weiter sicht man, dass
I(p®) nur von e und nicht von p abhéngt: Man muss alle Moglichkeiten finden, e
als (ungeordnete) Summe von positiven ganzen Zahlen zu schreiben: 2 = 1 + 1,
3=2+1=1+14 1. Wenn wir p(e) fiir diese Partitionszahl schreiben, dann ist

also I(n) = p(e1)p(ez) - - - plex)- &

Da der Satz 13.5, auf dem der Klassifikationssatz 14.16 basiert, allgemeiner fiir Matrizen
iiber Hauptidealringen gilt, lédsst sich der Klassifikationssatz entsprechend verallgemei-
nern:

Satz. Seien R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann gibt
es eindeutig bestimmte Zahlen k,r € Z>o, sowie bis auf Assoziierte eindeutig bestimmte
Elemente dy,dg,...,d, € R\ R* mitdy | d2 | --- | di, sodass M isomorph ist zum
direkten Produkt R/Rd; x R/Rdy x --- X R/Rdj, x R".

Analog gibt es auch die Version, bei der man statt der d; Potenzen von Primelementen
hat. Ist R = K[z] der Polynomring iiber einem Kérper, dann ist ein R-Modul nichts an-
deres als ein K-Vektorraum V zusammen mit einem Endomorphismus 7' : V' — V'; dabei
gilt dann z - v = T'(v). Ist V endlich-dimensional, dann ist im Klassifikationssatz r = 0
und das Produkt der d; (wenn man sie normiert wihlt) ist gerade das charakteristische
Polynom von T'. Zerfdllt es in Linearfaktoren, dann lésst sich der Modul schreiben als
ein Produkt von zyklischen Moduln der Form K[z]/((z — A)¢). W&hlt man als Basis
dieses K-Vektorraums die Restklassen von 1, z — A, (z — A)?, ..., (z — A)*"! (in umge-
kehrter Reihenfolge), dann ist die Operation von 7" (also die Multiplikation mit x) genau
durch den Jordan-Block der Grofle e mit dem Eigenwert A gegeben. Das liefert einen
durchsichtigeren und weniger mithsamen Beweis des Satzes iiber die Jordan-Normalform
(wenn man erst einmal die relevante Theorie aufgebaut hat).

BSP
Isomorphie-
klassen von
ab. Gruppen

SATZ
Klassifika-
tionssatz

fir endl. erz.
Moduln tiber
Hauptideal-
ringen



[MP]

[Sch]

Literatur 98

LITERATUR

GERD FISCHER: Lehrbuch der Algebra, Vieweg, 2008. Signatur 80/SK 200 F529 L5.
Online-Zugriff unter
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-8348-9455-7

e Ein Standard-Lehrbuch. Das Buch folgt dem {iiblichen Aufbau Gruppen-Ringe-
Korper, so dass fiir diese Vorlesung hauptséchlich der mittlere Teil (Kapitel IT)
interessant ist, wo aber natiirlich gelegentlich auf Resultate iiber Gruppen zuriick-
gegriffen wird.

CHRISTIAN KARPFINGER und KURT MEYBERG: Algebra. Gruppen - Ringe - Kérper,
Spektrum Akademischer Verlag, 2010. Online-Zugriff unter
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-8274-2601-7.

e Kapitel 12-18 und 10. Das Buch folgt dem iiblichen Aufbau Gruppen-Ringe-
Korper, so dass fiir diese Vorlesung hauptséichlich der mittlere Teil interessant
ist, wo aber natiirlich gelegentlich auf Resultate {iber Gruppen zuriickgegriffen
wird.

STEFAN MULLER-STACH und JENS PIONTKOWSKI: Elementare und algebraische Zah-
lentheorie, Vieweg, 2006. Signatur 82/SK 180 M947. Online-Zugriff unter
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-8348-9064-1.

e Die ersten neun Kapitel sind relevant fiir den Zahlentheorie-Teil der Vorlesung.
ALEXANDER SCHMIDT: FEinfiihrung in die algebraische Zahlentheorie, Springer-Verlag
2007. Signatur 82/SK 180 S349. Online-Zugriff unter
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-540-45974-3.

e Kapitel 1, 2 und 4 sind relevant fiir den Zahlentheorie-Teil der Vorlesung.



