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0. EINFUHRUNG

Dies ist die erste einer Reihe aufeinander aufbauender Vorlesungen:

(1) Einfiihrung in die Zahlentheorie und algebraische Strukturen:
e Elementare Zahlentheorie
e Ringe

(2) Einfiihrung in die Algebra:
e Gruppen
e Korpererweiterungen

(3) Vertiefung der Algebra:
e Galoistheorie

Die ersten beiden sollte eigentlich jeder Mathematik Studierende horen, denn sie
bilden die Grundlage fiir alle weiter fiihrenden Veranstaltungen im Bereich Alge-
bra. Im Studiengang Lehramt Gymnasium sind alle drei verpflichtend, aus gutem
Grund: Die Beherrschung des dort vermittelten Stoffs ist notwendig, um die Auf-
gaben der Staatsexamensklausur in Algebra losen zu kénnen. Es sei gleich darauf
hingewiesen, dass vieles von dem, was in einer der Vorlesungen besprochen wird,
spater in einer der anderen wieder bendtigt wird. So sind zum Beispiel die Poly-
nomringe, die in dieser Vorlesung diskutiert werden, ein wesentliches Hilfsmittel fiir
die Konstruktion von Korpererweiterungen, und die Galoistheorie, die das The-
ma der ,Vertiefung der Algebra“ bildet, verkniipft die Gruppentheorie mit der
Theorie der Korpererweiterungen, die beide in der , Einfiihrung in die Algebra‘“
besprochen werden. Es ist also keine gute Idee, nach dem Bestehen der Klausur
das Gelernte schnell wieder zu vergessen. Aus dem gleichen Grund ist es sinnvoll,
die drei Vorlesungen moglichst in auf einander folgenden Semestern zu horen.

Die ,,Einfithrung in die Zahlentheorie und algebraische Strukturen® hat zwei Haupt-
themen (wie der langliche Titel andeutet). Einerseits geht es darum, grundlegende
Techniken und Ergebnisse der (elementaren) Zahlentheorie kennen zu lernen. Das
beginnt mit der Teilbarkeitslehre mit Themen wie Primzahlen, grofite gemein-
same Teiler, Euklidischer Algorithmus und eindeutige Primfaktorzerlegung und
fithrt weiter zu quadratischen Resten und dem Quadratischen Reziprozitidtsgesetz
und zu Sétzen iiber die Darstellbarkeit natiirlicher Zahlen als Summen von zwei
oder vier Quadratzahlen. Andererseits soll auch ein Einstieg in die Algebra gege-
ben werden. Dies erfolgt exemplarisch an Hand der Ringe, die ein gutes Beispiel
fiir eine ,algebraische Struktur® darstellen. Diese im Vergleich mit dem {ibliche-
ren Aufbau in der Reihenfolge ,, Gruppen, Ringe, Korper® vielleicht ungewohnte
Wahl ist auch dadurch motiviert, dass der Ring Z der ganzen Zahlen, der in der
elementaren Zahlentheorie die Hauptrolle spielt, ein prototypisches Beispiel fiir
einen Ring ist. Von diesem Beispiel ausgehend lasst sich die Theorie der Ringe gut
aufbauen. Themen aus der Ringtheorie sind euklidische Ringe, Hauptidealringe
und faktorielle Ringe (letztere sind Ringe, in denen die eindeutige Primfaktor-
zerlegung gilt), dann als wichtige Beispiele und weil sie auch fiir sich genommen
wichtig sind, Polynomringe. Noethersche Ringe sind eine grofie Klasse von Rin-
gen (zum Beispiel sind Polynomringe in mehreren Variablen iiber einem Korper
noethersch). Schliellich werden wir noch Moduln diskutieren (das sind gewisser-
mafen Vektorrdume iiber einem Ring) und den wichtigen Klassifikationssatz fiir
endlich erzeugte Moduln {iber Hauptidealringen (mit Anwendungen auf abelsche
Gruppen) beweisen.
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FEinige Abschnitte in diesem Skript sind kleiner gedruckt. Dabei kann es sich um ergénzen-
de Bemerkungen zur Vorlesung handeln, die nicht zum eigentlichen Stoff gehéren, die Sie
aber vielleicht trotzdem interessant finden. Manchmal handelt es sich auch um Beweise,
die in der Vorlesung nicht ausgefiihrt werden, zum Beispiel weil sie relativ lang sind und
fiirs Verstindnis nicht unbedingt benttigt werden, die aber doch der Vollstandigkeit
halber oder auch als Anregung etwa fiir Ubungsaufgaben im Skript stehen sollten.

1. DIE NATURLICHEN UND DIE GANZEN ZAHLEN

In diesem Kapitel werden wir die natiirlichen und die ganzen Zahlen aus ma-
thematischer Sicht besprechen. Dabei werden wir uns auch schon dem Thema
,algebraische Strukturen“ ein wenig ndhern. Zum Teil wird Thnen das vielleicht
etwas abstrakt erscheinen, aber wenn Sie sich mit der Herangehensweise anfreun-
den, dann wird Thnen das spéter in der Vorlesung helfen. Im néchsten Kapitel geht
es dann aber erst einmal ganz konkret mit ganzen Zahlen und Teilbarkeit weiter.

Sie haben sicher ein ganz gutes Gefiihl dafiir, was die natiirlichen und die ganzen
Zahlen ,sind“. Trotzdem wird es nicht schaden, sich noch einmal kurz zu verge-
genwéirtigen, wie man sie aus mathematischer Sicht einfithren kann (auch wenn
Sie das schon einmal zu Beginn der Anfingervorlesungen gesehen haben).

Zuerst miissen wir uns aber festlegen, was die kleinste natiirliche Zahl sein soll. Es
gibt zwei Lager: Die einen lassen N mit der Zahl 1 anfangen, und fiir die anderen
ist 0 die kleinste natiirliche Zahl. Es gibt dabei kein Richtig oder Falsch, héchstens
kann die getroffene Festlegung mehr oder weniger zweckméaflig sein. Ich personlich
finde es ,natiirlicher”, die natiirlichen Zahlen mit 0 beginnen zu lassen und fiihre
dafiir folgende Griinde an:

e Die natiirlichen Zahlen sollten etwas ,zéhlen“, namlich die Anzahlen von
Elementen endlicher Mengen. Die leere Menge ist nun sicher eine endliche
Menge, also sollte 0 = #{ auch eine natiirliche Zahl sein.

e Mit der Null wird N unter der Addition ein Monoid (also eine Halbgruppe
mit neutralem Element); ohne die Null haben wir nur eine Halbgruppe.

Dagegen spricht vielleicht die kulturgeschichtliche Tatsache, dass die Zahl null
(und die leere Menge) vergleichsweise viel jiingere Errungenschaften des mensch-
lichen Geistes sind als die Zahlenreihe 1,2, 3, .... In jedem Fall definieren wir:

1.1. Definition. Die Menge der natiirlichen Zahlen ist
N={0,1,2,3,...}.

Um beziiglich der Frage ,,0 € N7“ keine Verwirrung aufkommen zu lassen, werde
ich mich aber bemiihen, von ,positiven“ oder ,,nichtnegativen ganzen Zahlen* zu
sprechen und

Zoo={1,2,3,...} baw. Zso=1{0,1,2,3,...}
zu schreiben.

Obige Definition 1.1 sagt uns im iibrigen nicht wirklich, was die natiirlichen Zahlen
sind, denn es ist erst einmal {iberhaupt nicht klar, was die Piinktchen ,,...* darin
bedeuten. Das kann zum Beispiel durch die Peanoschen Aziome prézisiert werden:
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1.2. Peano-Axiome fiir die natiirlichen Zahlen.

(1) 0 ist eine natiirliche Zahl.

(2) Ist n eine natiirliche Zahl, so ist der Nachfolger S(n) von n ebenfalls eine
natiirliche Zahl.

(3) 0 ist nicht Nachfolger einer natiirlichen Zahl.

(4) Haben zwei natiirliche Zahlen den selben Nachfolger, dann sind sie gleich.

(5) Ist M eine Menge natiirlicher Zahlen, so dass 0 € M und mit n € M auch
stets S(n) € M gilt, so enthélt M alle natiirlichen Zahlen.

Das letzte Axiom ist das Induktionsaziom, das uns sagt, dass wir alle natiirlichen
Zahlen ausgehend von 0 durch iterierte Bildung des Nachfolgers bekommen. In
diesem Sinne definiert es die Bedeutung der Piinktchen oben.

In etwas konziserer Form und unter Verwendung von weiteren Begriffen aus der
Mengenlehre konnen wir N auch wie folgt beschreiben.

1.3. Definition. N ist eine Menge mit einem ausgezeichneten Element 0 € N und
einer injektiven Abbildung S : N — N\ {0} C N. Zusétzlich gilt fiir jede Teilmenge
M c N:!

Aus 0eM und ne M= Sn)eM  folgt M =N.

1.4. Exkurs. Vom Standpunkt der Logik ist das Induktionsaxiom in der Form oben
unbefriedigend, weil es von ,allen Teilmengen*“ von N spricht und damit der Bereich
der Logik erster Stufe verldsst. Man ersetzt es durch ein ,,Axiomschema®, also eine
Familie von Axiomen, in denen die Teilmenge M durch eine sie definierende Eigenschaft
(die sich als logische Formel hinschreiben ldsst) ersetzt ist. Es ist klar, dass man ein
schwicheres System erhélt, denn es gibt iiberabzéhlbar viele Teilmengen von N, aber nur
abzihlbar viele verschiedene formulierbare Eigenschaften. Tatséchlich gibt es dann aufler
dem ,,Standardmodell“ der natiirlichen Zahlen auch noch andere Strukturen, die diesen
Axiomen geniigen. Der berithmte Godelsche Unvollstandigkeitssatz, der besagt, dass es
wahre Aussagen iiber natiirliche Zahlen gibt, die sich nicht beweisen lassen, héingt mit
diesem Phénomen zusammen. Arbeitet man innerhalb der Mengenlehre, dann kann man
natiirlich iiber Teilmengen quantifizieren und damit N wie oben definieren. Man kann
dann (wenn man 0 und S geeignet definiert, etwa 0 := () und S(n) := nU{n}) innerhalb
der Mengenlehre zeigen, dass N (existiert und) eindeutig bestimmt ist. Allerdings ist
diese Behauptung ein wenig geschummelt: Man muss die Existenz einer ,,induktiven
Menge“ M (also einer Menge mit ) € M und x € M = z U {z} € M) als Axiom
fordern, sonst kann man die Existenz von N nicht beweisen.

Man kann sich N also etwa so vorstellen:

Q—O>NQS

Das ist ein einfaches Beispiel einer ,,algebraischen Struktur“: Wir haben eine un-
terliegende Menge mit einem ausgezeichneten Element und einer Abbildung der
Menge in sich. Dazu kommen dann im allgemeinen Aziome, die erfiillt werden
miussen.

Tch verwende die Notation ,A C B fiir ,a € A = a € B¥; A = B ist also erlaubt.
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1.5. Beispiel. Als weiteres Beispiel einer algebraischen Struktur, das wir in dieser
Vorlesung noch ausfiihrlich behandeln werden, sei der Ring (mit 1) genannt. Hier
haben wir

e cine unterliegende Menge R;

e zwei ausgezeichnete Elemente 0 € R und 1 € R;

e zwei Abbildungen +: R x R — Rund - : R X R — R und eine Abbildung
—:R— R;

e cine Reihe von Axiomen, die den {iblichen Rechenregeln entsprechen.

Die formale Definition sieht so aus:

1.6. Definition. Ein Ring ist ein Sextupel (R,0,1,+, —,-), wobei R eine Menge
ist, 0,1 € Rund + : R x R — R (Addition), — : R — R (Negation) und
-+ R x R — R (Multiplikation) drei Abbildungen sind, die folgende Axiome
erfiillen. Fiir alle r, s,t € R gilt

(1) (Nullelement, Kommutativitéit und Assoziativitit der Addition, Negation)
r+0=r, r+s=s+r, (r+s)+t=r+(s+t), r+(—r)=0;
(2) (Einselement, Assoziativitdt der Multiplikation)
r-l=r=1-r, (r-s)-t=r-(s-t);
(3) (Distributivgesetze)
re(s+t)=r-s+r-t, (r+s)-t=r-t+s-t.

Der Ring heifit kommutativ, wenn zusétzlich r - s = s - r fiir alle r, s € R gilt.

Man kann zeigen, dass, wenn die Addition und die Multiplikation gegeben sind,
das Null- und das Einselement und die Negationsabbildung eindeutig bestimmt
sind. Deswegen kiirzt man (R,0,1,+, —, ) gerne zu (R, +, -) ab. Normalerweise ist
auch klar, was die Addition und Multiplikation ist, und man spricht dann einfach
vom ,,Ring R*.

In vielen Lehrbiichern wird von (R, +,-) ausgegangen und dann die Existenz von 0, 1,
— in den betreffenden Axiomen gefordert. Beide Versionen sind dquivalent, und welche
man bevorzugt, ist Geschmackssache. Mein Standpunkt ist, dass man sowieso wissen
muss, was das Null- und das Einselement ist und wie man das Negative eines Elements
bestimmt, so dass man die relevanten Daten auch gleich als Teil der Struktur auffassen
kann.

Dem Induktionsaxiom entspricht das Rekursionsprinzip, dass Sie sicher schon
héufig verwendet haben.

1.7. Satz. Sei X eine Menge, vy € X, und sei F : X — X eine Abbildung.
Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Abbildung f : N — X mit f(0) = zo und

f(8(m) = F(f(n)).

E

f f f
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Beweis. Wir beginnen mit der Eindeutigkeit. Seien also f; und f; zwei Abbildun-
gen N — X mit den geforderten Eigenschaften. Wir setzen

M ={neN| fi(n) = fa(n)}.

Dann gilt 0 € M wegen f1(0) = zo = f5(0), und wenn n € M ist, dann folgt
f1(S(n)) = F(fi(n)) = F(fa(n)) = f2(S(n)), also gilt auch S(n) € M. Aus dem
Induktionsaxiom folgt M = N, und das heif3t f; = fs.

Fiir die Existenz verwenden wir eine dhnliche Idee. Sei M C N die Teilmenge, so
dass f(n) fiir n € M eindeutig festgelegt ist (insbesondere ist f auf M definiert).
Da f(0) = o sein muss, ist 0 € M. Und ist f(n) eindeutig festgelegt, so folgt,
dass auch f(S(n)) = F(f(n)) eindeutig festgelegt ist: Es ist weder S(n) = 0 noch
kann S(n) = S(m) sein mit einem m # n, so dass es keinen Konflikt geben kann.
Aus n € M folgt also S(n) € M und damit wieder M = N. O

Man beachte, dass wir fiir den Existenzbeweis die Peano-Axiome (3) und (4) be-
nutzen mussten, wahrend fiir die Eindeutigkeit das Induktionsaxiom ausreicht.

1.8. Universelle Eigenschaft. Wie oben angedeutet, konnen wir (N, 0, 5) (mit
0 € N, §: N — N) als einfaches Beispiel einer algebraischen Struktur betrach-
ten. Dann ist (X, xg, F') eine Struktur der gleichen Art, und Satz 1.7 sagt, dass es
genau eine Struktur erhaltende Abbildung f : N — X gibt. ,Struktur erhaltend*
bedeutet hier konkret f(0) = zp und f oS = F o f. Dies ist ein erstes Beispiel
einer universellen Eigenschaft. Wir werden noch einigen anderen begegnen. Sol-
che Eigenschaften charakterisieren gewisse algebraische Strukturen eindeutig und
kénnen daher als Definition angesehen werden:

1.9. Lemma. Ist (N',0',5") ein Tripel mit einer Menge N', 0/ € N und einer
Abbildung S" : N' — N, das anstelle von (N, 0, S) Satz 1.7 erfillt, dann gibt es eine
eindeutig bestimmte Bijektion h : N — N’ mit h(0) = 0" und h(S(n)) = S’ (h(n)).

Beweis. Nach Satz 1.7 gibt es jedenfalls eine eindeutig bestimmte Abbildung h mit
den letzten beiden Eigenschaften; es ist nur noch nicht klar, ob h auch bijektiv ist.
Wir kénnen den Satz auch mit vertauschten Rollen anwenden (da auch (N, 0/, S”)
den Satz erfiillt und wir (X, zo, F') = (N, 0, F) setzen konnen). Es gibt also eine
eindeutig bestimmte Abbildung A’ : N — N mit A/(0') = 0 und #' oS’ = So}'.
Dann sind A’ o h und idy zwei Abbildungen, die 0 auf 0 abbilden und mit S
kommutieren. Nach dem Satz miissen sie gleich sein: A’ o h = idy. Ebenso gilt
hoh' =idy. Also ist h tatséchlich eine Bijektion. U

1.10. Isomorphismen. Eine bijektive Struktur erhaltende Abbildung, deren In-
verses ebenfalls Struktur erhaltend ist (was in vielen Féllen automatisch ist), wird
Isomorphismus genannt. Strukturen, die isomorph sind, zwischen denen es also
einen Isomorphismus gibt, haben die selben algebraischen Eigenschaften und wer-
den deshalb als im wesentlichen gleich betrachtet. Zwei Strukturen mit der selben
universellen Eigenschaft sind analog zu der Argumentation in Lemma 1.9 stets
emndeutig isomorph zueinander: Es gibt genau einen Isomorphismus zwischen ih-
nen.

Wir kénnen das Rekursionsprinzip dazu benutzen, Addition und Multiplikation
auf N zu definieren.
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1.11. Definition. Wir definieren die Addition + : N x N — N und die Multipli-
kation - : N x N — N wie folgt:

(1) m+0:=mund m + S(n) := S(m+n).
(2) m-0:=0und m-S(n):=(m-n)+m.

Mit 1 := S(0) haben wir dann insbesondere S(n) = S(n+0) =n+5(0) =n+ 1.

Nach dem Rekursionsprinzip sind die Funktionen n — m +n und n — m - n
wohldefiniert (es ist jeweils X = N; im ersten Fall nehmen wir xy = mund F = S,
im zweiten Fall 2o = 0 und F(n) =n + m).

Man kann jetzt daran gehen, die bekannten Rechengesetze zu beweisen.

1.12. Satz. Fiir alle k&, m,n € N gelten folgende Aussagen:

(1) m+0=m, m+4+n=n+m, (k+m)+n==~k+(m+n);
2y m-1=m, m-n=n-m, (k-m)-n==k-(m-n);
B)k-(m+n)=k-m+k-n, (m+n)-k=m-k+n-k.

Beweis. Das ist eine gute, wenn auch langwierige Ubungsaufgabe. Als Beispiel zeigen
wir hier die Kommutativitit der Addition: m + n = n + m. Zuerst zeigen wir durch
Induktion, dass 0 +m = m = m 4 0 gilt:

0+0=0+0 und

m+0=04+m = S(m)+0=S5m)=Sm+0)=S50+m)=0+S(m)
Jetzt zeigen wir S(m) + n = S(m +n) = m + S(n) durch Induktion nach m. Der
Induktionsanfang m = 0 wird durch Induktion nach n erledigt:

S(0)+0=5(0)=S5(0+0) und
S(0)+n=5SMn) = S(0)+S(n) =5(S(0)+n)=5(S(n))
Auch der Induktionsschritt m — S(m) benétigt eine ,,innere* Induktion nach n:
S(S(m))+0=S(S(m)) =S(S(m)+0) und
S(S(m)) +n = 85(S(m) +n)
= S(S(m)) + S(n) = S(S(S(m)) +n) =S(S(S(m) +n)) =S(S(m)+ S(n)).

Sei jetzt n € N fixiert. Wir zeigen durch Induktion, dass m +n = n + m fiir alle m € N.
Das haben wir fiir m = 0 bereits gezeigt. Auflerdem gilt

m4+n=n+m = S(m)+n=5m+n)=5Sn+m)=n+S(m).
O

Wie sieht es mit den ganzen Zahlen aus? Die Motivation fiir ihre Einfiihrung ist
der Wunsch, beliebig Zahlen voneinander subtrahieren zu kénnen. (In N existiert
etwa die Differenz 0 — 1 nicht, denn 0 ist kein Nachfolger.)

Das Vorgehen bei der Konstruktion der ganzen aus den natiirlichen Zahlen ist
recht typisch:

(1) Man konstruiert die gewiinschten Objekte formal;

(2) Man identifiziert formale Darstellungen, die das selbe Objekt représentie-
ren (Aquivalenzrelation/Bildung von Aquivalenzklassen):;

(3) Man definiert die gewiinschten Abbildung auf der Menge der Aquivalenz-
klassen;

(4) Man zeigt, dass die resultierende Struktur die gewiinschten Eigenschaften
hat.
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1.13. Konstruktion der ganzen Zahlen. Wir werden das jetzt fiir die Kon-
struktion von Z aus N durchfiihren.

Erster Schritt. Wir héatten gerne beliebige Differenzen zur Verfiigung. Wir denken
uns also Z als Menge aller moglichen Differenzen von natiirlichen Zahlen. Formal
betrachten wir Z = N x N und interpretieren (n,m) € Z als Repréisentant fiir die
Differenz n — m.

Zweiter Schritt. Die selbe Zahl kann in vielen verschiedenen Weisen als Differenz
geschrieben werden: Es gilt

n—m=n"—-—m" < n+m'=n"+m.
Wir fithren also eine Aquivalenzrelation ~ auf Z ein durch die Festlegung
(n,m) ~ (n,m') <= n+m'=n"+m.
Es ist hier natiirlich noch zu zeigen, dass ~ tatséchlich eine Aquivalenzrelati-

on ist (Ubung)! Wir setzen Z = Z/~, das ist die Menge der Aquivalenzklassen
beziiglich ~ in Z. Wir schreiben [n, m] fir die Aquivalenzklasse, die (n, m) enthélt.

Dritter Schritt. Die neue Struktur Z soll ein Ring werden. Wir miissen also jetzt
das Null- und das Einselement und die Additions- und Multiplikationsabbildung
definieren. Die Beziehungen

0=0-0, 1=1-0 und (n—m)+(n —m')=n+n")—(m+m)
motivieren die folgenden Definitionen:
0z =10,0], 1z=[1,0] und [n,m]+z[n',m']=n+n"m+m].

Wie immer, wenn man eine Abbildung auf Aquivalenzklassen mit Hilfe von Re-
prasentanten definiert, muss man zeigen, dass die Abbildung wohldefiniert ist, also
nicht von den gew#hlten Repriasentanten abhéngt. Fiir die Addition heifit das hier
konkret:

[n,m] = [k, 1], [n',m]=[KI] = [n+n' ,m+m|=[k+K,1+]].
Nach Definition der Aquivalenzrelation bedeutet das
n+l=m+k n'+l'=m+k = (n+2)+U+I)=m+m)+ (k+F),

was leicht aus den Rechenregeln in Satz 1.12 folgt. Fiir die Negation lassen wir
uns von —(n —m) = m — n inspirieren:
—zln,m] =[m,n].
Man priift wieder leicht nach, dass dies wohldefiniert ist.
Fiir die Definition der Multiplikation lassen wir uns von

"—m) =nn" —nm’ —mn +mm' = (nn' + mm') — (nm’ + mn')

(n—m) - (n
leiten und setzen
n,m| -z [n',m'] = [nn' +mm’, nm’ + mn'].
[n,m] -z [

Wie vorher ist nachzuweisen, dass diese Abbildung wohldefiniert ist, was ebenfalls
nicht schwer fillt (Ubung).

SchlieBlich soll Z eine Erweiterung von N sein. Wir miissen also noch eine Einbet-
tung von N in Z definieren (also eine injektive Abbildung, die mit der Struktur
(Null, Eins, Addition, Multiplikation) vertraglich ist. Es ist klar, dass man dafiir

i:N—Z, nr—[n,0]



wahlen wird. Es ist dann nicht schwer nachzupriifen, dass
i(0) =0z, i(1)=1z, i(n+m)=1i(n)+zi(m) und i(n-m)=1i(n) zi(m)
gilt.

Vierter Schritt. SchlieSlich bleibt nachzuweisen, dass Z tatsachlich ein kommuta-
tiver Ring ist. Dafiir stiitzt man sich auf die in N geltenden Rechenregeln 1.12.
Das macht keine Schwierigkeiten, auch wenn es etwas langwierig ist.

Es gilt nun

i(n —m) wenn n > m
[TL, m] - .
—zlm,n] = —zi(m —n) wennn <m

Wir identifizieren N mit ¢(N) C Z und schreiben n fiir i(n), —n fiir —zn, m +n
fiir m 4z n, mn oder m - n fiir m -z n. Dann haben wir wie gewohnt

Z={.,6-3,-2,-1,01,23,..}.

Nach diesem ersten Ausflug in abstraktere Gefilde kénnen wir annehmen, dass wir
wissen, was die ganzen Zahlen sind, und uns konkreteren Fragestellungen zuwen-
den. Insbesondere werden wir die folgenden Eigenschaften von Z verwenden:

(1) (Z,0,1,+,—, ) ist ein kommutativer Ring ohne Nullteiler, d.h. aus ab =0
folgt a = 0 oder b = 0.

(2) (Z>o, <) ist wohlgeordnet, d.h. jede nichtleere Teilmenge hat ein kleinstes
Element.

(3) Die Relation a < b bleibt unter Addition von ganzen Zahlen und unter
Multiplikation mit positiven ganzen Zahlen erhalten.

Aus der Tatsache, dass Z>, wohlgeordnet ist, folgt folgendes allgemeinere Induk-
tionsprinzip:

1.14. Allgemeines Induktionsprinzip. Sei A(n) eine Aussage, die fiir Zahlen
n € Z>o richtig oder falsch sein kann. Wenn fir jedes n € Z>q gilt:

Aus A(m) fir alle 0 < m < n folgt A(n),
dann gilt A(n) fir alle n € Zsy.

Beweis. Der Beweis verwendet das Prinzip des kleinsten Verbrechers: Wir nehmen
an, A(n) gilt nicht fiir alle n > 0. Dann ist die Menge der ,, Verbrecher*

M = {n € Z>o | A(n) ist falsch} C Z>q

nicht leer, hat also nach (2) oben ein kleinstes Element n,,. Nach Definition
von M heiit das, dass A(m) fiir alle 0 < m < npy;, gilt. Dann gilt nach Vorausset-
zung aber auch A(ny,), im Widerspruch zu ny,;, € M. Die Annahme muss also
falsch sein: Es gibt keine Verbrecher, und A(n) gilt fiir alle n > 0. O

Sie werden bei dem Induktionsprinzip vielleicht den Induktionsanfang vermissen.
Er versteckt sich im Fall n = 0: Die Voraussetzung lautet dann ,, A(m) gilt fiir alle
m € (%, und so eine Aussage ist immer wahr (weil es keine Gegenbeispiele gibt).
Es ist also de facto A(0) zu zeigen.
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2. GROSSTE GEMEINSAME TEILER

In diesem Kapitel untersuchen wir die Eigenschaften der Teilbarkeitsrelation. Wir
beginnen mit einer Definition.

2.1. Definition. Seien a,b € Z ganze Zahlen. Wir sagen, a teilt b, a ist ein Teiler
von b oder b ist ein Vielfaches von a und schreiben a | b, wenn es eine ganze Zahl ¢
gibt, so dass b = a - ¢ gilt. Wenn a kein Teiler von b ist, schreiben wir a 1 b.

Diese Relation hat folgende Eigenschaften:

2.2. Proposition. Seien a,b,c € Z. Es qilt:

) Aus a | b und b | ¢ folgt a | c.

) Aus a | b folgt a | be.

JO0|la <= a=0 wund al|l <= a==£l.
)al|0,1]aunda|a.

) Aus a | b und b | a folgt a = +b.

) Aus a | b und |b| < |a| folgt b= 0.

Beweis. (1), (2), (6), (7): Ubung.

(3) a | b heifit, dass es n € Z gibt mit b = an. Dann folgt bc = a - (nc), also gilt
a | be.

(4)0|a <= a=0-n fireinn € Z, aber 0-n = 0. Die zweite Aussage ist
dquivalent zu ab =1 = a = +£1. Das folgt aus |ab| > |b| fiir |a| > 1 und b # 0.
5)0=a-0,a=1-a,a=a-1. O

2.3. Bemerkung. Aus (5) (Reflexivitét), (6) (Antisymmetrie) und (2) (Transiti-
vitdt) ergibt sich, dass (Zso,|) eine teilweise geordnete Menge ist; aus (4) und (5)
folgt noch, dass 1 das kleinste und 0 das grofite(!) Element dieser Ordnung ist.

Die Ordnung durch Teilbarkeit ist keine Totalordnung, da zum Beispiel weder 2 | 3
noch 3 | 2 gilt: Divisionen in Z gehen nicht immer auf. Deswegen sind die folgenden
Begriffe interessant.

2.4. Definition. Seien a,b € Z ganze Zahlen. Wir sagen, eine ganze Zahl g € Z
sei ein grofiter gemeinsamer Teiler von a und b, wenn ¢ | a und g | b (d.h., g ist
ein gemeinsamer Teiler), und wenn fiir alle n € Z mit n | a und n | b gilt, dass
n | g (d.h. g ist unter allen gemeinsamen Teilern ein grofiter im Sinne der Ordnung
durch Teilbarkeit).

Analog sagen wir, eine ganze Zahl k € Z sei ein kleinstes gemeinsames Vielfaches
von a und b, wenn a | k und b | k, und wenn fiir alle n € Z mit a | n und b | n gilt,
dass k | n.

(Auf englisch sagt man greatest common divisor, ged [in England bisweilen auch
noch highest common factor, hef] und least common multiple, lem.)

Es ist erst einmal gar nicht klar, ob es zu je zwei ganzen Zahlen immer einen
grofiten gemeinsamen Teiler und ein kleinstes gemeinsames Vielfaches gibt. (Man
beachte, das ,grofiter hier im Sinne der Teilbarkeit zu verstehen ist und nicht
im Sinne der tiblichen (Total-)Ordnung.) Immerhin kénnen wir leicht zeigen, dass
grofite gemeinsame Teiler und kleinste gemeinsame Vielfache (wenn sie existieren)
im wesentlichen eindeutig bestimmt sind.
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2.5. Lemma. Seien a,b € Z. Sind g,q" € 7 zwei grofite gemeinsame Teiler von a
und b, dann gilt g = +¢'. Sind k, k" € 7 zwei kleinste gemeinsame Vielfache von
a und b, dann gilt k = +k'.

Beweis. Nach Definition 2.4 gilt (weil ¢’ ein grofiter gemeinsamer Teiler von a
und b ist) ¢’ | a, ¢’ | b, woraus (weil auch g ein grofiter gemeinsamer Teiler von
a und b ist) folgt, dass ¢’ | g. Ganz genauso sieht man ¢ | ¢’. Prop. 2.2, (6) folgt
dann g = 4+¢'. Die Behauptung iiber kleinste gemeinsame Vielfache beweist man
im wesentlichen genauso. U

2.6. Folgerung. Zu a,b € Z gibt es hiochstens einen grifsten gemeinsamen Teiler
g > 0 und héchstens ein kleinstes gemeinsames Vielfaches k > 0.

Wir schreiben dann kurz
g =ggT(a,b) und k =kgV(a,b).
Dann ist natiirlich auch g = ggT(b, a) bzw. k = kgV (b, a).

Wie konnen wir uns davon iiberzeugen, dass es immer einen gréfiten gemeinsamen
Teiler gibt? Die Idee ist, dafiir Induktion zu benutzen, die Existenz von ggT(a, b)
also auf den Fall von ,kleineren“ a und b zuriickzufithren. Dazu brauchen wir als
wichtiges Hilfsmittel die Division mit Rest.

2.7. Lemma. Seien a,b € Z mit b # 0. Dann gibt es eindeutig bestimmte ganze
Zahlen q,r € Z mit 0 < r < |b| und a = qb+r.

Beweis. Wir kénnen b > 0 annehmen (wende sonst das Lemma auf ¢ und &' = —b
an, das liefert ¢’ und r; setze ¢ = —¢').

Wir zeigen die Existenz erst einmal fiir ¢ > 0 durch Induktion. Fiir 0 < a < b
konnen wir ¢ = 0, r = a setzen. Ist a > b, dann sei a > @’ = a — b > 0. Nach
Induktionsvoraussetzung gibt es ¢',r € Z mit 0 < r < b und o’ = ¢’b + r. Dann
konnen wir ¢ = ¢’ + 1 setzen, und ¢, r erfiillen die verlangten Bedingungen.

Sei jetzt a < 0. Dann ist ' = —1 —a > 0; es gibt nach dem eben Bewiesenen also
¢, 7" € Zmit 0 <r' <bunda = ¢b+r". Wirsetzenq=—1—¢ undr =b—1—1",
dann gilt 0 <r<bunda=-1—ad =—q¢b—1—1"=qgb+r.

Es bleibt noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Seien dazu also ¢,r und ¢, " zwei
Paare ganzer Zahlen mit

a=qgb+r=q¢b+1r und 0<rr <b.

Es folgt (¢ — ¢')b = 1" —r, also |(¢ — ¢')b| = |r" — r| < b. Nach Prop. 2.2, (7) gilt
dann " — r = 0, also ' = r und damit dann auch ¢’ = q. O

2.8. Bemerkung. Aus dem obigen Beweis ergibt sich ein (nicht besonders effizi-
enter) Algorithmus zur Berechnung von ¢ und 7. Wir nehmen an, dass a > 0 und
b > 0 ist (die anderen Falle lassen sich ja leicht darauf zuriickfiithren).

(1) Setze ¢ := 0 und r := a.
(2) Solange r > b ist, wiederhole ¢ := ¢+ 1, r :==r —b.

Bevor wir die Division mit Rest fiir den Beweis der Existenz des ggT nutzen
konnen, brauchen wir noch ein paar Eigenschaften des ggT.
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2.9. Lemma. Seien a,b,c € Z. Dann gilt
(1) ggT(a,0) = ggT(a, +a) = |al.
(2) ggT(a,+1) = 1.
(3) Ewxistiert g = ggT(a,b), dann gilt g = ggT(a,b+ ac).

Bewezs.

(1) |a| ist sicher ein gemeinsamer Teiler von a, £a und 0. Andererseits gilt fur
jeden gemeinsamen Teiler g auch g | |a|, wegen |a| > 0 ist dann |a| der ggT
von a und 0 und von a und =a.

(2) Das folgt aus Prop. 2.2, (4).

(3) Wir zeigen, dass a,b und a,b + ac die selben gemeinsamen Teiler haben.
Daraus folgt dann unmittelbar die Behauptung. Es gilt

nla nlb = nla, n|b nlac = nla, n|b+ac
(verwende Prop. 2.2, (1) und (3)) und ebenso

nla nlb+ac = nla, n|b+ac, n|ac = nla, n|b.

Jetzt konnen wir die Existenz des gg'T' beweisen.
2.10. Satz. Seien a,b € Z. Dann existiert g = ggT(a,b).

Beweis. Der Beweis geht durch Induktion nach m = min{|al,|b|}. Fir m = 0
folgt die Existenz aus Lemma 2.9, (1). Anderenfalls sei ohne Einschrankung m =
|b| > 0. Nach Lemma 2.7 gibt es ¢, € Z mit a = ¢b+r und 0 < r < |b|. Nach
Induktionsvoraussetzung existiert g = ggT(b,r) (denn min{|b|,|r|} = r < |b] =
m). Dann folgt aber aus Lemma 2.9, (3), dass auch ggT(a,b) = ggT(b,r+¢b) =g
existiert. g

2.11. Bemerkung. Aus diesem Beweis ergibt sich unmittelbar der Fuklidische
Algorithmus zur Berechnung des grofiten gemeinsamen Teilers. Man beachte, dass
ggT(a,b) = ggT(|al,|b|). Der Algorithmus ist dann wie folgt.
(1) Setze ag := |a|, a := |b], n := 1.
(2) Solange a,, > 0 ist, wiederhole die folgenden Schritte:
(a) Schreibe a,,_1 = ¢ua, + apy1 mit 0 < apq1 < ay,.
(b) Setze n:=n+ 1.
(3) (Jetzt ist a,, = 0.)
Der ggT von a und b ist a,_1.

Aus dem obigen Beweis konnen wir sogar noch mehr herausziehen:
2.12. Satz. Seien a,b € Z. Dann gibt es x,y € Z mit za + yb = ggT(a,b).

Beweis. Wir verwenden wieder Induktion nach m = min{|a/|, |b|}. Ist m = b =0,
dann gilt ggT(a,b) = |a| = xa + yb mit x = £1 und y = 0. Ist m = |b| > 0, dann
sei wie oben a = ¢b + r mit 0 < r < |b|. Es gilt dann nach Induktionsannahme
g9 =ggT(a,b) = ggT(b,r) = 2'b+y'r
mit geeigneten x’,y’ € Z. Wegen r = a — ¢b folgt
g=2b+y'(a—qb)=ya+ (2 —qy)b=xa+yb,

wenn wir x = ' und y = 2’ — qy’ setzen. O
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Die Zahlen z und y in diesem Satz sind nicht eindeutig bestimmt, denn fiir jedes
t € Z gilt auch (v — tb)a + (y + ta)b = za + yb = ggT(a,b).

2.13. Bemerkung. Man kann den Euklidischen Algorithmus leicht erweitern, so dass
er auch geeignete Zahlen x und y liefert. Dazu fithrt man Zahlen z,,y, mit, die die
Relation a, = xna + y,b erfiillen. Das sieht dann so aus:

(1) Setze ag := |a|, a1 := |b|, xo = sign(a), yo =0, z1 = 0, y1 = sign(b), n := 1.
(2) Solange a,, > 0 ist, wiederhole die folgenden Schritte:
(a) Schreibe an—1 = @napn + a1 mit 0 < appq < ap.
(b) Setze Tpy1 = Tn_1 — @Tn, Ynt1 = Yn—1 — n¥Yn-
(c) Setze n:=n+ 1.
(3) (Jetzt ist an, = 0.)
Mit (g,z,v) := (an—1,Tn—1,Yn—1) gilt ggT(a,b) = g = za + yb.

Folgende Anwendung ist wichtig:

2.14. Folgerung. Seien a,b,c € Z. Dann gilt
ggT(a,b) |c < c€Za+Zb={xa+yb|x,yecZ}.

Die ganzzahligen Linearkombinationen von a und b sind also genau die Vielfachen
des ggT von a und b.

Beweis. Sei g = ggT(a,b). Wenn ¢ = za + yb ist, dann folgt aus g | a und g | b
sofort g | c. Sei umgekehrt ¢ ein Vielfaches von g, also ¢ = gn mit einem n € Z.
Nach Satz 2.12 gibt es u,v € Z mit ¢ = wa + vb. Dann ist auch ¢ = gn =
un-a+vn-b e Za+ 7Zb. U

Der Fall, dass sich jede ganze Zahl als Linearkombination von a und b schreiben
ldsst, ist besonders wichtig.

2.15. Definition. Zwei ganze Zahlen a und b heiflen teilerfremd oder relativ prim
(engl. coprime), wenn ggT(a,b) = 1. Wir schreiben dafiir a L b. (Diese Schreib-
weise hat sich leider (noch?) nicht allgemein durchgesetzt, ist aber praktisch.)

Es gilt also:
alb << dr,ycZ:za+yb=1.

Der Beweis des folgenden Lemmas ist recht typisch dafiir, wie man das ausnutzt.
2.16. Lemma. Seien a,b,c € Z mita L b und a | be. Dann gilt a | c.

Beweis. Wegen a L b gibt es x,y € Z mit za + yb = 1. Wir multiplizieren mit ¢,
das ergibt ¢ = cxa+ cyb = (cx)a+y(bc). Beide Terme rechts werden von a geteilt,
also auch c. O

Auf ganz dhnliche Weise kann man die erste Aussage im néchsten Lemma zeigen.
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2.17. Lemma.

(1) Seien a,b € Z teilerfremd. Dann ist |ab| das kleinste gemeinsame Vielfache
von a und b.

(2) Seien a,b € Z, g = ggT(a,b). Dann ista =da'g, b="g mita’ L.

(3) Seien a,b € Z. Gilt a # 0 oder b # 0, dann ist |ab|/ggT (a,b) das kleinste
gemeinsame Vielfache von a und b. Auferdem ist kgV(0,0) = 0.

Kleinste gemeinsame Vielfache existieren also auch, und es gilt stets

ggT(CL, b) ’ kgV(a, b) = |CLb| :
Beweis. Ubung. O

3. PRIMZAHLEN UND FAKTORISIERUNG

Unser néchstes Ziel ist der ,Fundamentalsatz der Arithmetik“, der besagt, dass
sich jede positive ganze Zahl im wesentlichen eindeutig als Produkt von Primzahlen
schreiben léasst. Wir beginnen mit einer bekannten Definition.

3.1. Definition. Eine positive ganze Zahl p heifit Primzahl oder prim, wenn p > 1
und in jeder Faktorisierung p = ab mit a,b € Z entweder a = 41 oder b = +£1 gilt.
(,,p ist nur durch 1 und sich selbst teilbar.*)

Warum ist 1 keine Primzahl? Einfach deshalb, weil es unpraktisch wére: Der Satz
von der eindeutigen Primfaktorzerlegung wére falsch, wenn man beliebig viele
Faktoren 1 hinzufiigen kénnte. Die Eins als Teiler einer Zahl tragt schlicht keine
Information.

Die folgende Eigenschaft ist grundlegend.

3.2. Satz. Jede ganze Zahln > 1 hat einen Primteiler, d.h. es gibt eine Primzahl p
mit p | n.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion. Wir nehmen an, die Aussage
sei fiir alle 1 < m < n richtig. Ist n selbst eine Primzahl, so gilt die Behauptung
mit p = n. Anderenfalls gibt es nach Definition ganze Zahlen a und b mit n =
ab und a,b # +1. Wir kénnen a,b > 0 annehmen (eventuell muss man bei a
und b das Vorzeichen dndern), dann gilt a,b > 1 und damit auch a,b < n. Nach
Induktionsannahme gibt es dann einen Primteiler p von a; wegen a | n gilt dann
auch p | n. O

Bemerkung. Aus dem Beweis ergibt sich wieder ein Algorithmus zum Auffinden
eines Primteilers. In der Praxis kann es aber sehr schwierig sein, dies tatséchlich
durchzufithren. Das Problem liegt darin, dass man, wenn n nicht prim ist, eine
Faktorisierung von n finden muss. Dafiir gibt es bisher kein effizientes Verfahren
(technisch gesprochen: ein Verfahren, das in polynomial durch die Anzahl der Zif-
fern von n beschréinkter Zeit fertig wird). Dies macht man sich sogar zu Nutze: Die
Sicherheit des bekannten RSA-Verschliisselungsverfahrens (dazu spéter in dieser
Vorlesung mehr) beruht genau auf dieser Schwierigkeit. Wenn einmal ein schneller
Faktorisierungsalgorithmus gefunden werden sollte (es ist nicht bewiesen, dass es
so etwas nicht geben kann), dann ist das RSA-Verfahren gestorben. Auf der an-
deren Seite gibt es effiziente Algorithmen, die feststellen, ob n eine Primzahl ist
oder nicht.
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Es ist nun plausibel, dass man jede positive ganze Zahl als Produkt von Primzahlen
schreiben kann.

3.3. Satz. Jede positive ganze Zahl n ist Produkt von Primzahlen.

Beweis. Induktion nach n. Hier ist n = 1 der Induktionsanfang. Wie kann man
1 als Produkt von Primzahlen schreiben? Ganz einfach: Wir nehmen das leere

Produkt:
H p=1.

ped
Sei jetzt n > 1. Dann hat n nach Satz 3.2 einen Primteiler p; wir kénnen also
schreiben n = pm. Wegen p > 1 ist m < n (und positiv). Nach Induktionsannahme
ist m ein Produkt von Primzahlen: m = p;---p; (hier ist £ = 0 erlaubt, wenn
m = 1 ist). Also ist
n=pm=ppi1-- Pk
ebenfalls ein Produkt von Primzahlen. ]

Wie sieht es mit der Eindeutigkeit dieser Faktorisierung in Primzahlen aus? Wir
kénnen natiirlich die Reihenfolge der Faktoren dndern. Das Beste, was wir erwarten
konnen, ist also, dass die Faktorisierung bis auf die Reihenfolge der Faktoren
eindeutig ist. Um das zu zeigen, miissen wir erst eine andere Charakterisierung
der Primzahlen beweisen.

3.4. Satz. Fine ganze Zahl p > 1 ist genau dann Primzahl, wenn fir alle ganzen
Zahlen a und b Folgendes gilt:

plab = pla oder plb.

Beweis. Wir beweisen zunéchst, dass Primzahlen die angegebene Eigenschaft ha-
ben. Wir nehmen also an, dass p das Produkt ab teilt. Wir konnen zusétzlich
annehmen, dass p { a (sonst wiren wir ja fertig) und miissen dann zeigen, dass
p | b. Wir erinnern uns an Lemma 2.16, das eine Aussage wie die gewiinschte
liefert. Um es anwenden zu kénnen, miissen wir p L a zeigen. Das folgt aber dar-
aus, dass p eine Primzahl ist und a nicht teilt: ggT(p, @) muss ein positiver Teiler
von p sein, also kommen nur 1 und p in Frage, aber p ist kein Teiler von a, also
ist ggT(p,a) # p und damit ggT(p,a) = 1.

Sei jetzt umgekehrt p > 1 eine ganze Zahl, die die angegebene Eigenschaft hat.
Wir miissen zeigen, dass p eine Primzahl ist. Sei also p = ab mit a,b € Z. Dann
gilt natiirlich p | ab, aus der Voraussetzung folgt also p | a oder p | b. Da auch a | p

und b | p, folgt @ = +p oder b = £p und damit b = £1 oder a = +1. Damit ist
die definierende Eigenschaft einer Primzahl nachgewiesen. U

Es ergibt sich sofort folgende Verallgemeinerung.

3.5. Folgerung. Sei p eine Primzahl. Teilt p ein Produkt aias---ay, so teilt p
einen der Faktoren a;.

(Eine Primzahl, die ein Produkt teilt, teilt auch einen der Faktoren.)
Diese Eigenschaft der Primzahlen erlaubt es uns jetzt, zwei Faktorisierungen einer

ganzen Zahl miteinander zu vergleichen. Wir schieben noch ein leichtes Lemma
ein.
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3.6. Lemma. Sind p und q Primzahlen, und gilt p | q, so folgt p = q.

Beweis. Wegen p | q gilt ¢ = pr mit € Z. Da p und ¢ positiv sind, ist 7 > 0. Da
q prim ist, folgt p = +1 oder r = £1; mit p > 1 und r > 0 bleibt » = 1 als einzige
Moglichkeit. Damit ist ¢ = pr = p. U

3.7. Satz von der eindeutigen Primfaktorzerlegung. Sein eine positive gan-
ze Zahl. Dann ldsst sich n bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig als Pro-
dukt von Primzahlen schreiben. Sind also

n=pip2--Pr = qi1q92 - qi

zwet Darstellungen von n als Produkt von Primzahlen, dann gibt es gibt eine Bi-
jektion o : {1,2,...,k} — {1,2,...,1}, so dass g,y = p; fir alle 1 < j < k;
insbesondere gilt k = 1.

Beweis. Die Existenz der Primfaktorzerlegung wurde schon in Satz 3.3 bewiesen.
Es bleibt also noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Sei also

n=pip2--Pr = qi1q92 - qi

wie oben im Satz (dabei ist k¥ = 0 und/oder [ = 0 erlaubt). Wir kénnen k > [
annehmen. Fiir den Beweis verwenden wir Induktion nach k. Ist £ = 0, dann gilt
auch [ = 0 und n = 1, und die Behauptung ist trivialerweise richtig (denn es gibt
eine Bijektion o : ) — ()). Sei also jetzt k& > 0. Dann ist p; ein Faktor im ersten
Produkt, und p; | n = 12 - - - ¢ Nach Folgerung 3.5 gibt es dann 1 <4 <[ mit
p1 | ¢;,- Nach Lemma 3.6 folgt ¢;;, = p1. Sei jetzt
, n n
n =—=—=DPP3 Pk =0q192" " "4, 145, +1 " " " qi -
P 4y
Dann hat das erste Produkt k£ — 1, das zweite [ — 1 Faktoren. Nach Induktions-
annahme gibt es eine Bijektion 7 : {2,3,...,k} — {1,2,...,1} \ {i1}, so dass
¢r(;) = p; fiir alle 2 < j < k. Wir definieren o : {1,2,...,k} — {1,2,...,[} durch
o(1) =14y, 0(j) = 7(j) fiir j > 1. Dann ist o eine Bijektion mit g, ;) = p; fiir alle
1<j<Fk O

Wir werden bald sehen, dass dieser Satz keine Selbstverstdndlichkeit ist: Es gibt
Ringe, die dem Ring Z sehr dhnlich sind, in denen der Satz aber nicht gilt.

Wir konnen die Produktdarstellung eindeutig machen, indem wir die Faktoren der
Grofle nach anordnen:

3.8. Folgerung. Jede positive ganze Zahl n kann eindeutig geschrieben werden
als

n=pi'py -y
mit Primzahlen py < pa < ... < pp und Exponenten e; > 1.
Dabei kann k£ = 0 sein; dann ist n = 1.

Die Haufigkeit, mit der eine Primzahl p in der Primfaktorzerlegung von n vor-
kommt, ist eine wichtige Grofle. Wir fithren dafiir eine Bezeichnung ein.



17
3.9. Definition. Sein € Z \ {0} und p eine Primzahl. Wir setzen
vp(n) = max{m € Zx¢ | p™ teilt n}.

Dann ist v,(n) eine nichtnegative ganze Zahl (denn p” | n, also ist die Menge oben
nicht leer, und p™ | n impliziert p”™ < |n|, also ist die Menge beschrénkt, und das
Maximum existiert). Wir setzen noch v,(0) = 400 in Analogie mit der Definition
oben (400 wird als Supremum der unbeschréankten Menge Z~q betrachtet). Die
Zahl v,(n) wird die p-adische Bewertung von n genannt.

Fiir n # 0 folgt, dass n = p*™r ist mit p { .

3.10. Lemma. Sei n € Zsg, n = pi'ps* - pt wie in Folgerung 3.8. Dann gilt
vy, (n) = e; fiirallel < j < kundv,(n) = 0 fiir alle Primzahlen p & {p1,p2, ..., Dk}

Beweis. Sei p eine beliebige Primzahl. Gilt v,(n) > 0, dann muss p ein Teiler von
n = pi'py? - pi¥ sein. Nach Folgerung 3.5 gilt dann p | p; fiir ein 1 < j < F,
nach Lemma 3.6 folgt p = p;. Damit ist die Behauptung fiir p ¢ {p1,p2,..., Dk}
gezeigt. Sei jetzt also p = p;. Dann gilt offenbar p% | n, also v,,(n) > e;. Sei
n' =n/p% =[], p;’. Wire v,,(n) > ¢;, dann wiirde p | n’ folgen, aber nach dem
Argument oben kann das nicht gelten. Also gilt v, (n) = e;. 0

3.11. Satz. Sein € Z, n # 0. Dann gilt

n = sign(n) Hp”P(") :
p

Das Produkt lauft dabei iber alle Primzahlen. Alle bis auf endliche viele Faktoren
haben den Wert 1, so dass das Produkt definiert ist.

Beweis. Wir konnen offenbar annehmen, dass n > 0 ist. Aus Lemma 3.10 folgt,
dass v,(n) = 0 ist fiir alle bis auf endlich viele Primzahlen p; damit ist p*(™ = 1

fiir diese p. Das Produkt ist also definiert und stimmt mit p,”* ™. pzp’“(n) iiberein,
wobei p; < py < ... < pi die Primzahlen p sind mit v,(n) > 0. Aus Lemma 3.10
folgt dann die Behauptung. O

Die p-adische Bewertung hat folgende Eigenschaften.

3.12. Proposition. Seien m,n € Z und p eine Primzahl. Dann gilt

(1) wp(mn) = vy(m) 4-v,(n).
(2) vp(m +n) > min{v,(m), v,(n)} mit Gleichheit, falls v,(m) # v,(n).

Dabei setzen wir e + oo = +00 und min{e, +o0o} = e fir e € Z U {+o0}.

Beweis.

(1) Fiir m = 0 oder n = 0 ist die Aussage klar. Seien also m,n # 0. Dann
konnen wir m = p*»(™s, n = p™¢ schreiben mit s,t € Z, p{ s, p | t.
Aus Satz 3.4 folgt, dass p 1 st. Wegen mn = p’(™+u( . st folgt die
Behauptung.



18

(2) Sei e = min{v,(m),v,(n)}. Ist e = 400, dann gilt m = n = 0, und die
Behauptung ist klar. Sei also e < +o00. Dann gilt p° | m und p° | n, also
p¢ | m + n, was gerade v,(m + n) > e bedeutet. Das beweist den ersten
Teil der Behauptung. Fiir den zweiten Teil kénnen wir annehmen, dass
vp(m) = e < v,(n). Nach dem ersten Teil ergibt sich

e = vy(m) = v,((m +n) + (—n))
> minu,(m + 1), vy(—n)} = min{u,(m + ), vy(n)}
und weil v,(n) > e, sehen wir, dass
e>vy(m+n)>e,

was die gewiinschte Gleichheit liefert.

3.13. Folgerung. Secien m,n € Z. Dann gilt

(1) m|n <= wv,(m)<wv,(n) fir alle Primzahlen p.

(2) fir alle Primzahlen p:  v,(ggT(m,n)) = min{v,(m), v,(n)}.
B)mLln <= min{v,(m),v,(n)} =0 fir alle Primzahlen p.
(4) fiir alle Primzahlen p:  v,(kgV(m,n)) = max{v,(m), v,(n)}.

Bewezs.

(1) m | n bedeutet n = mk mit einem k € Z, also nach Proposition 3.12
vp(n) = vy(m) + vy(v) > vy(m) fiir alle Primzahlen p. Gilt umgekehrt
vp(n) > v,(m) fiir alle Primzahlen p und n # 0, dann folgt n = £mk mit
k=TI, pUrmM=u (™) (das Produkt ist definiert, da v,(n) = v,(m) = 0 fiir
alle bis auf endlich viele p), also gilt m | n. Fir n = 0 gilt m | n sowieso
immer.

(2) Sei g = ggT(m,n). Der Fall m = 0 oder n = 0 ist klar; seien also m,n # 0.
nach Teil (1) gilt v,(¢9) < min{v,(m),v,(n)}. Sei auf der anderen Seite
g =1I, pmin{ep(m).vp (M} (wie oben sind alle bis auf endlich viele Exponenten
null), dann gilt nach Teil (1), dass ¢’ ein gemeinsamer Teiler von m und n
ist. Es folgt ¢’ | g, also v,(g) > min{wv,(m),v,(n)} (und gleichzeitig g = ¢’).

(3) Das ist ein Spezialfall von Teil (2).

(4) Das geht vollig analog zu Teil (2).

Man kann das Resultat von Teil (3) auch so formulieren:
mln < va(m) ~vp(n) =0.
p

Rechts steht so etwas wie das ,Skalarprodukt® der , Vektoren“ (v,(m)), und (v,(n))p,.
Das kann man als Motivation fiir die Schreibweise ,,mm L n“ betrachten.

3.14. Bemerkung. Sind m,n # 0, dann gilt also

ggT(m,n) = Hpmin{vp(m),vp(n)} und kgV(m,n) = Hpmax{vp(m),yp(n)} ‘
b p

Diese Methode zur Berechnung des grofiten gemeinsamen Teilers wird bisweilen
in der Schule gelehrt. Sie ist aber extrem ineffizient, wenn m und n grof§ sind, weil
die Zahlen erst faktorisiert werden miissen. Der Euklidische Algorithmus ist die
viel bessere Methode!
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4. GRUPPEN, RINGE UND INTEGRITATSBEREICHE

Nachdem wir uns den Satz iiber die eindeutige Primfaktorzerlegung in Z erarbeitet
haben, wollen wir nun untersuchen, in wie weit dieser Satz auch in allgemeineren
Ringen noch gilt. Dazu fithren wir erst einmal (neben den Ringen, die wir schon
kurz gesehen haben) einige Typen von algebraischen Strukturen ein.

4.1. Definition. Eine Halbgruppe ist ein Paar (H,x), bestehend aus einer Men-
ge H und einer Abbildung (,, Verkniipfung®) « : H x H — H, (a,b) — a x b, die
das Assoziativgesetz erfiillt:

Va,b,c€ H:(axb)xc=ax*(bxc).
Die Halbgruppe heift kommutativ, wenn zusétzlich das Kommutativgesetz gilt:
VYa,be H:axb=bx*a.

Meistens spricht man kurz von der ,,Halbgruppe H*; die Verkniipfung ist dann aus
dem Zusammenhang ersichtlich. Analoge Bemerkungen gelten fiir die nachfolgend
definierten Strukturen.

Die ,einfachste* Halbgruppe ist die leere Menge (in der Definition wird nicht die
Existenz von irgendwelchen Elementen verlangt).

4.2. Beispiel. (Z-q,+) ist eine kommutative Halbgruppe.

4.3. Definition. Ein Monoid ist ein Tripel (M, e, x), bestehend aus einer Men-
ge M, einem Element e € M und einer Verkniipfung * : M x M — M, so dass
(M, *) eine Halbgruppe ist und zusétzlich e ein neutrales Element ist:

YVae M:exa=a=axe.
Das Monoid ist kommutativ, wenn die unterliegende Halbgruppe kommutativ ist.

Es kann in einer Halbgruppe hochstens ein neutrales Element geben: Sind e und €’
zwei neutrale Elemente, dann folgt e = e x ¢/ = ¢’.

Das ,einfachste* Monoid ist {e}: Wir brauchen ein neutrales Element, und mit
der zwangsldufigen Definition e * e = e sind alle Bedingungen erfiillt.

4.4. Beispiel. Sei X eine Menge und Abb(X, X) die Menge der Abbildungen
f: X — X. Dann ist (Abb(X, X),idx, o) ein Monoid, das nicht kommutativ ist,
wenn X mehr als ein Element hat. (f o g ist die Hintereinanderausfithrung von f

und g: (f o g)(z) = f(g(x)).)

4.5. Definition. Eine Gruppe ist ein Quadrupel (G, e, x,17), bestehend aus einer
Menge G, einem Element e € G, einer Verkniipfung * : G x G — G und einer
Abbildung i : G — G, so dass (G, e, *) ein Monoid ist und zusétzlich folgendes
gilt:
Va € G:axila)=e=i(a)*a.

Das Element i(a) € G heifit das Inverse von a. Die Gruppe heift kommutativ oder
abelsch, wenn das unterliegende Monoid kommutativ ist. Haufige Schreibweisen
sind (G, 1,-,g + g~') fiir allgemeine Gruppen und (G, 0, +, g — —g) fiir abelsche
Gruppen.

In einem Monoid gibt es zu einem Element a hochstens ein Inverses: Sind b und ¢
zwei Inverse von a, so folgt b=bxe=bx* (a*xc) = (bxa)xc=ex*xc=c.
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Genauer zeigt dieses Argument, dass Links- und Rechtsinverse iibereinstimmen, wenn
beide existieren. Gibt es nur (z.B.) Linksinverse eines Elements, kann es mehrere ver-
schiedene geben. Nimmt man im Beispiel 4.4 etwa X = N, dann hat die Nachfolgerab-
bildung unendlich viele verschiedene Linksinverse (jede Abbildung, die S(n) auf n und
0 irgendwo hin abbildet), aber kein Rechtsinverses.

4.6. Beispiele.

(1) Die ,einfachste* Gruppe ist die triviale Gruppe {e} (mit der offensichtli-
chen Verkniipfung und Inversenabbildung).

(2) (Z,0,+, —) ist eine abelsche Gruppe.

(3) Sei X eine Menge und G die Menge der Bijektionen X — X (Permutatio-
nen von X). Dann ist (G,idx,o, f — f~!) eine Gruppe, die nicht abelsch
ist, wenn X mehr als zwei Elemente enthélt.

(4) Die Menge GL,(R) der reellen invertierbaren n x n-Matrizen tragt eine
Gruppenstruktur: (GL,(R), I,,,-, A — A™') (dabei ist I,, die Einheitsma-
trix und - die Matrizenmultiplikation). Diese Gruppe ist nicht abelsch fiir
n > 2.

Man kann aus einem Monoid eine Gruppe extrahieren (das verallgemeinert das
Beispiel (3) oben):

4.7. Lemma. Sei (M, e, ) ein Monoid, und sei G C M die Teilmenge der inver-
tierbaren Elemente von M, also

G={meM|3Im eM:mxm'=e=m'xm}.

Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Abbildungi : G — G, so dass (G, e, *|gxa, 1)
eine Gruppe ist.

Beweis. Ubung. U

Gruppen sind die ,,schonsten® algebraischen Strukturen mit einer Verkniipfung.
Sie sind wichtig, weil sie als ,,Symmetriegruppen® oder ,, Automorphismengruppen*
in vielen Zusammenhéngen auftreten. Wir werden sie im néchsten Semester in der
,Einfiithrung in die Algebra“ genauer studieren. Wir wenden uns jetzt Strukturen
mit zwei Verkniipfungen zu.

4.8. Definition. (Vergleiche Definition 1.6.)

Ein Ring ist ein Sextupel (R, 0, 1,4+, —, ), bestehend aus einer Menge R, Elemen-
ten 0,1 € R, Verkniipfungen + (Addition) und - (Multiplikation) : Rx R — R und
einer Abbildung — (Negation) : R — R, so dass (R, 0, +, —) eine abelsche Gruppe
und (R, 1,-) ein Monoid ist, und auBlerdem folgende Distributivgesetze gelten:

Va,b,ce R:a-(b+c¢)=a-b+a-c und (a+b)-c=a-c+b-c.

Der Ring heifit kommutativ, wenn das Monoid (R, 1,-) kommutativ ist. Die nach
Lemma 4.7 existierende Gruppe der invertierbaren Elemente des Monoids (R, 1, -)
heifit die Einheitengruppe von R und wird R* geschrieben. Ihre Elemente heiflen
die Einheiten von R.

Wenn mehrere Ringe (oder Strukturen) im Spiel sind, schreiben wir manchmal O,
1R, +r usw., um zu verdeutlichen, welche Struktur gemeint ist.
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4.9. Beispiele.

(1) Der ,einfachste“ Ring ist der Nullring R = {0} mit der einzig moglichen
Struktur. In diesem Fall gilt O = 1. Umgekehrt gilt: Stimmen Null- und
Einselement in einem Ring iiberein, so ist der Ring der Nullring (d.h., er hat
nur das eine Element Og = 1g): a = 1-a = 0-a = 0, siehe Proposition 4.13
unten.

(1') Der einfachste Ring, der nicht der Nullring ist, ist Fo = {0,1}; es gibt
nur eine mogliche Wahl der Verkniipfungen, so dass die Ringaxiome erfiillt
sind. In [Fy gilt 1+1 =0, da —1 = 1 sein muss (denn —1 # 0). [F5 ist sogar
ein Korper (Definition siehe unten).

(2) (Z,0,1,+,—,-) ist ein kommutativer Ring; es gilt Z* = {£1}.

(3) Sei Mat, (R) die Menge der reellen n x n-Matrizen.

Dann ist (Mat,(R),0,, I, +, —, ) ein Ring (dabei ist 0,, die nxn-Nullmatrix;
die Abbildungen sind Addition, Negation und Multiplikation von Matri-
zen). Dieser Ring ist nicht kommutativ, wenn n > 2 ist (Ubung).

Die Einheitengruppe ist Mat,,(R)* = GL,(R).

(4) Sei X eine Menge und P(X) die Potenzmenge von X (also die Menge aller
Teilmengen von X ). Dann ist (P(X),0, X, A, idp(x),N) ein kommutativer
Ring; dabei bezeichnet

AAB=(A\B)U(B\ A)=(AUB)\ (AN B)

die symmetrische Differenz von A und B. (Ubung.)

(5) Sei X eine Menge und R ein Ring. Dann ist die Menge RX der Abbildungen
von X nach R in natiirlicher Weise ein Ring, wenn man Addition und
Multiplikation ,, punktweise“ definiert:

(f +9)(x) = f(x) +g(x) und (f-g)(x) = f(z)- g(z).

Zum Beispiel bilden die reellen Funktionen f : R — R auf diese Weise
einen Ring.

Beispiel (4) oben kann als Spezialfall von Beispiel (5) verstanden werden, wenn man
R = Fy nimmt (Fy ist der Kérper mit zwei Elementen aus Beispiel (1')).

Wie Sie das in der Linearen Algebra mit Untervektorraumen bereits kennen ge-
lernt haben, betrachtet man generell in algebraischen Strukturen Unterstrukturen.
Wir formulieren das am Beispiel der Ringe (analog definiert man Untermonoide,
Untergruppen usw.).

4.10. Definition. Sei (R,0,1,4+,—,-) ein Ring. Eine Teilmenge S C R ist ein
Unterring (engl. subring) von R, wenn 0 € S, 1 € S und S unter +, — und -
abgeschlossen ist (d.h., aus s,s" € S folgt s+ ', —s,5- 5 € 9).

Es ist leicht zu sehen, dass in diesem Fall (S,0,1, +|sxs, —|s, -|sxs) ebenfalls ein
Ring ist.

4.11. Beispiele.

(1) Z ist ein Unterring von Q.

(2) Z> ist kein Unterring von Z, weil Zg nicht unter der Negation abgeschlos-
sen ist.

(3) Die stetigen Funktionen f : R — R bilden einen Unterring des Rings der
reellen Funktionen (wir wissen aus der Analysis, dass Summe, Negation
und Produkt stetiger Funktionen wieder stetig sind).
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(4) Sei R ein Ring. Dann ist R? = R x R ein Ring wie in Beispiel 4.9, (5). Die
Teilmenge R x {0} ist kein Unterring, obwohl sie unter Addition, Negati-
on und Multiplikation abgeschlossen ist, das Nullelement enthélt, und die
Multiplikation auf R x {0} das neutrale Element (1,0) hat. Der Grund ist,
dass die Teilmenge nicht das Einselement (1,1) von R x R enthélt.

Es gibt noch eine ,;schonere“ Variante von Ringen, die Sie bereits kennen, und die
fiir uns in dieser Vorlesung erst einmal weniger von Interesse sein wird.

4.12. Definition.  Ein Schiefkorper (engl. skew field oder division ring) be-
ziehungsweise Kdrper (engl. field) ist ein Septupel (K,0,1,+, —, -, a + a™'), be-
stehend aus einer Menge K, Elementen 0,1 € K, zwei Verkniipfungen +,- :
K x K — K und Abbildungen — : K — K und a — a ' : K\ {0} —
K\ {0}, so dass (K,0,1,+,—,-) ein nichtkommutativer bzw. kommutativer Ring
und (K \ {0},1,-,a + a™!) eine Gruppe ist. (Insbesondere muss 0 # 1 gelten.)

Fiir K als Ring gilt dann also K* = K \ {0}; wir behalten dies als Schreibweise
fiir die multiplikative Gruppe eines (Schief)Korpers bei. Ist umgekehrt R ein Ring
mit R* = R\ {0}, dann ,ist“ R ein Schiefkérper oder Korper (d.h., die eindeutig
bestimmte Inversenabbildung der Gruppe R* ergénzt die Struktur von R zu der
eines Korpers).

Wir schreiben ein paar einfache Aussagen auf, die in allen Ringen gelten:

4.13. Proposition. Sei R ein Ring, und seien a,b € R. Dann gilt:

(1) 0-a=a-0=0.
(2) (<1)-a=a-(-1) = —a.
(3) (—a)-b=a-(=b)=—(a-b) und (—a)-(=b) =a-b.

Beweis. Ubung. U

Eine Aussage, die nicht in allen Ringen gilt, ist die Kirzungsregel:
Ya,b,c e R:a#0, ab=ac = b=c.

Durch Subtraktion konnen wir das auf den Fall ¢ = 0 zuriickfiihren.

4.14. Definition. Sei R ein Ring. Ein Element a € R heifit Nullteiler, wenn a # 0
und es 0 # b € R gibt mit ab = 0. Ein Ring mit 0 # 1, der keine Nullteiler besitzt,
heifit nullteilerfrei oder Integritdtsring. Ein kommutativer Integritdtsring heift
Integritdtsbereich (engl. integral domain).

4.15. Beispiele.

(1) Der Ring der ganzen Zahlen ist ein Integritiatsbereich. (Daher kommt der
Name Integrititsbereich: integer = ganz.)

(2) Jeder Schiefkorper ist ein Integritétsring, jeder Korper ein Integritétsbe-
reich.

(3) Der Matrizenring Maty(R) ist kein Integritétsring, denn es gilt zum Beispiel

EEY-CY
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(4) Die Ringe aus Beispiel 4.9, (5), sind keine Integritdtsringe, wenn X min-
destens zwei Elemente hat: Fiir € X sei 6, : X — R die Abbildung mit
d.(z) = 1 und d,(y) = 0 fiir alle y # z. Sind xy und z; zwei verschiedene
Elemente von X (und ist R nicht der Nullring), dann gilt d,, # 0, 6., # 0,
aber d,, - 0, = 0 in R¥,

(5) Der Ring der stetigen reellen Funktionen ist kein Integritatsbereich (denn
wir haben etwa mit f(z) = max{0,z} und g(x) = max{0, —z}, dass f - g
die Nullfunktion ist).

(6) Demgegeniiber ist der Ring der holomorphen Funktionen auf einem Gebiet (zu-
sammenhéngende offene Menge) U C C ein Integrititsbereich: Ist f holomorph
auf U und nicht die Nullfunktion, dann liegen die Nullstellen von f isoliert. Das
selbe gilt fiir das Produkt von zwei von der Nullfunktion verschiedenen holomor-
phen Funktionen, so dass das Produkt nicht die Nullfunktion sein kann (siehe
Funktionentheorie).

4.16. Bemerkung. FEin Unterring eines Integritdtsrings ist wieder ein Integritdts-
ring. Insbesondere ist ein Unterring eines Kdrpers stets ein Integritdtsbereich.

Beweis. Klar. O

Die Frage, ob jeder Integritdtsbereich als Unterring eines Korpers aufgefasst wer-
den kann, werden wir spéter in dieser Vorlesung beantworten.

5. FAKTORISIERUNG IN INTEGRITATSBEREICHEN

Wir wollen jetzt die Faktorisierung in allgemeineren Ringen studieren. Es ist ziem-
lich klar, dass man keine schone Theorie erwarten kann, wenn es Nullteiler gibt,
also arbeiten wir mit Integritétsringen. AuBlerdem beschranken wir uns auf kom-
mutative Ringe; sonst geht zu viel von dem verloren, was wir vom Arbeiten mit
dem Ring der ganzen Zahlen gewohnt sind. Wir nehmen daher in diesem Kapitel
generell an, dass jeder Ring ein Integritétsbereich ist, sofern nicht explizit etwas
anderes gesagt wird.

Als erstes verallgemeinern wir den Begriff der Teilbarkeit.

5.1. Definition. Sei R ein Integritéitsbereich, und seien a,b € R. Wir sagen, a
teilt b, a ist ein Teiler von b, b ist ein Vielfaches von a und schreiben a | b, wenn
es ein ¢ € R gibt mit b = ac.

Zwei Elemente a,b € R heiflen assoziiert, und wir schreiben a ~ b, wenn es eine
Einheit v € R* gibt mit b = au. (Ubung: Das definiert eine Aquivalenzrelation,
wie die Schreibweise suggeriert. )

Die Eigenschaften der Teilbarkeitsrelation gelten dann analog (aufler der letzten
Eigenschaft in Proposition 2.2, die auf die Anordnung von Z Bezug nimmt).

5.2. Proposition. Seien a,b,c € R. Es gilt:

1) Ausa | b und a|c folgt a | b=+ c.

2) Ausa|bundb|c folgt alc.

3) Aus a|b folgt a | be.

4)0]a <= a=0 wund al|l < a€ R".
5)al|0,1|aundala.

6) a|bundb|a ist dquivalent zu a ~ b.
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Bewers. Leicht und analog zu Proposition 2.2. O

Als néchstes wollen wir Analoga zu Primzahlen definieren. Hier tritt eine Schwie-
rigkeit auf: Primzahlen sind durch zwei verschiedene Eigenschaften charakterisiert.
Wir geben ihnen hier verschiedene Namen.

5.3. Definition. Ein Element r € R heif}t irreduzibel, wenn r # 0, r ¢ R*, und
wenn fiir jede Faktorisierung » = st in R gilt, dass s € R* oder t € R*.

Irreduzible Elemente kénnen also nicht multiplikativ zerlegt werden.

5.4. Definition. Ein Element p € R heif3t prim oder Primelement, wenn p # 0,
p ¢ R*, und wenn fiir r,s € R aus p | rs stets p | r oder p | s folgt.

Wir haben gesehen, dass im Ring Z beide Definitionen dquivalent sind. Allgemein
gilt immerhin noch eine Implikation:

5.5. Lemma. Jedes Primelement in einem Integrititsbereich ist auch irreduzibel.

Beweis. Der Beweis ist der selbe wie fiir Primzahlen: Sei p € R ein Primelement.
Gilt p = rs mit ;s € R, dann erst recht p | rs, nach Definition also p | r oder
p | s. Da aber auch r | p und s | p, folgt r ~ p oder s ~ p und damit s € R* oder
re R. O

5.6. Beispiel. Die Umkehrung der Aussage von Lemma 5.5 gilt nicht. Zum Bei-
spiel kénnen wir R = {a + bv/—5 | a,b € Z} C C betrachten (wobei /=5 = v/5i
eine der Quadratwurzeln von —5 in C ist). Es ist leicht zu sehen, dass R ein Unter-
ring von C ist; damit ist R ein Integritéitsbereich. Man kann sich davon iiberzeugen,
dass 2 € R irreduzibel ist. Andererseits gilt 2 | 6 = (1 + +/=5)(1 — v/=5), aber 2
teilt keinen der beiden Faktoren, also ist 2 € R kein Primelement. Man kann auch
zeigen, dass die beiden Zerlegungen

6=2-3=(1++V-5)(1—+vV-5)

als Produkt irreduzibler Elemente wesentlich verschieden sind (Ubung).

Es ist auch keineswegs garantiert, dass jedes Element (# 0 und keine Einheit)
eines Integritatsrings sich als Produkt von irreduziblen Elementen schreiben lassen
muss. Beispiele dafiir sind etwas schwieriger zu konstruieren. Wir beginnen mit
einem Beispiel fiir einen Ring, der (bis auf Assoziierte) genau ein irreduzibles
Element besitzt.

5.7. Beispiel. Sei R = {{ | a,b € Z,2{b} C Q. Dann ist R ein Unterring von Q,
also ein Integritétsbereich. Die Einheitengruppe ist R* = {¢ | a,b € Z,2 { a,2 { b},
und jedes Element 0 # r € R kann eindeutig geschrieben werden in der Form
r = u2" mit u € R* und n € Zs (Ubung). Daraus folgt, dass 2 € R bis auf
Assoziierte das einzige irreduzible Element von R ist; gleichzeitig ist 2 € R ein
Primelement, und der Satz von der eindeutigen Primfaktorzerlegung gilt in R in
einer sehr einfachen Form.

Im néchsten Beispiel gibt es gar keine irreduziblen Elemente.
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5.8. Beispiel. Sei Ry = R C Q C R wie in Beispiel 5.7. Wir definieren induktiv
firn>1

R, ={a+b2Y*" |a,be R,_1} CR.
Dann gilt, dass Ry C Ry C Ry C ... C R eine aufsteigende Folge von Unterringen
von R ist, und

S=RyUR URyU... :URnCR

ist ebenfalls ein Unterring von R, also ein Integrititsbereich (Ubung).

Um die Schreibweise zu vereinfachen, setzen wir w,, = 2'/2". Dann gilt also wy = 2
und w2, | = w,.

Firr=a+ bw, € R, mit a,b € R,,_1 gilt: r =0 < a=0b=0. Fiir n = 1 folgt
das aus w1 = v/2 ¢ Q. Allgemein hiitte man sonst w, = —a/b und damit w,_; = a?/b?,
also a® — b*w,—1 = 0, und man kann Induktion anwenden und auf a = b = 0 schlieen.

Wir definieren Abbildungen N,, : R, — R,_1 (fiir n > 1) durch N,(a + bw,) = a® —
b*w,_1 (mit a,b € R,_1). Dann ist N,, multiplikativ:

Ny ((a+ bwy)(c + dwy)) = Ny ((ac + bdwn—1) + (ad + be)wy,)
= (ac+ bdw,_1)* — (ad + be)*w,
= (0’ + V*d*wp_2) — (a*d® + V**)wy 4
= (a® = w,_1)(c* — d®w,_1)
= Np(a + bwy,) Ny (c + dwy,)
Ist r € R eine Einheit, dann gibt es s € R,, mit s = 1, und es folgt
1 = N,(1) = Nu(rs) = Np(r)Nu(s),
also ist N, (r) € R _,. Da (nachrechnen!) Ny (a + bwy) = (a + bwy)(a — bwy,), folgt aus
Ny(r) € R} | C RX auch r € R.
Wir schreiben dies und weitere Folgerungen auf:

(1) r € R, ist genau dann Einheit, wenn N,,(r) € R,,—1 Einheit ist.
(2) r € Ry, ist irreduzibel, wenn N, (r) € R, irreduzibel ist.
(3) Fiir jedes n > 0 ist wy, in R, irreduzibel.

Die erste Aussage haben wir gerade bewiesen. Fiir die zweite Aussage bemerken wir
erst einmal, dass N,(r) € R,_1 irreduzibel insbesondere heifit N, (r) ¢ {0} U R},
woraus mit Aussage (1) r ¢ {0} U RX folgt. Sei nun r = st eine Faktorisierung in R,,.
Dann folgt N,,(r) = N,(s)Ny,(t), und da N, (r) irreduzibel ist, muss N, (s) oder N, (t)
eine Einheit sein. Nach Aussage (1) folgt dann, dass s oder ¢ eine Einheit in R,, ist.
Also ist r irreduzibel. Der Beweis der dritten Aussage geht durch Induktion. Fiir n =0
folgt die Aussage aus Beispiel 5.7. Fiir n > 1 haben wir N, (w,) = —wy,_1, was nach
Induktionsvoraussetzung in R,,_; irreduzibel ist. Nach Aussage (2) folgt dann, dass wy,
in R, irreduzibel ist.

Wir beweisen jetzt, dass folgende Aussagen fiir ein Element r = a + bw, € R,
(mit a,b € R,_1) aquivalent sind:

(1) wy | 7;
(2) wp—1 | a;

(3) r¢ R

Die erste Aussage bedeutet, dass es ¢,d € R,—1 gibt mit w,(c + dw,) = a + bwy;
die linke Seite schreibt sich als dw,_1 + cw,. Durch Koeffizientenvergleich sehen wir
wp_1 | a. Umgekehrt funktioniert das Argument genauso; damit ist die Aquivalenz der
ersten beiden Aussagen gezeigt. Der Beweis der Aquivalenz mit der dritten Aussage geht
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wieder durch Induktion nach n. Fiir n = 0 sind (1) und (3) sinnvoll und &quivalent nach
Beispiel 5.7. Fiir n > 1 haben wir

r¢ RX <= N,(r)=a®>—b*w,_1 ¢ RY |
v
< wWp—1 | Nuo(r) <= wp_1| a? = w,_1 la.

Fiir die letzte Aquivalenz haben wir benutzt, dass w,_1 sogar ein Primelement von R,_1
ist. Das sieht man auch durch Induktion: Sei s = ¢ 4+ dw,, € R,, mit ¢,d € R,,_1 und r
wie oben. Dann gilt (wegen der Aquivalenz von (1) und (2))

wy, | rs = (ac + bdwy,—1) + (ac + bd)wy,
= wWp—1 | ac+bdwy,_1 <= wyp_1|ac < wy_1|aoder w,_1 | c

<= wy, |7 oder w, | s.

Es folgt, dass es in R,, im wesentlichen nur ein irreduzibles Element gibt, ndmlich w,,:
Ist r € R, irreduzibel, dann gilt r ~ w,.

Zum Beweis sei r € R, irreduzibel, dann gilt » # 0 und r ¢ R, also folgt w, | 7.
Aus r = w,s und r irreduzibel (und w, ¢ R) folgt dann s € R, also r ~ w,,.

Jetzt aber zum eigentlichen Ziel:
S ist kein Korper (d.h. S* # S\ {0}), hat aber auch keine irreduziblen Elemente.

Fiir die erste Aussage bemerken wir, dass 2 ¢ S* (denn sonst gébe es s € S mit
2s = 1; dann wire aber s € R, fiir ein geeignetes n, also auch 2 € R, was aber
wegen w, | 2 nicht sein kann). Fiir die zweite Aussage sei s € S irreduzibel. Dann
ist s # 0und s ¢ S*. Es gibt n mit s € R,; s ist keine Einheit in R,, (sonst
wire s € %), also folgt w, | s, also s = w,t. Dann gilt aber (in R, 1), dass
S = Wpy1 * (Wpyat) ein Produkt von zwei Nicht-Einheiten ist, also kann s nicht
irreduzibel sein.

Wir haben jetzt an diesen Beispielen gesehen, dass beide Teile des Satzes iiber
die eindeutige Primfaktorzerlegung schief gehen koénnen: Es kann von null ver-
schiedene Elemente geben, die keine Einheiten sind und sich nicht als Produkt
von Irreduziblen schreiben lassen. Es ist aber auch méglich, dass ein Element zwei
wesentlich verschiedene Produktzerlegungen hat.

Im ersten Fall (Existenz gilt nicht) haben wir das Problem, dass es eine unendliche
Kette ...wpy1 | wp | Wpo1...wy | wy | wy gibt, so dass je zwei aufeinander
folgende Elemente nicht assoziiert sind. Dann kann man immer ,, feiner unterteilen
(im Beispiel 2 = wy = w? = wy = ... = w2 = ...), ohne dass man an ein
(irreduzibles) Ende kommt. Im zweiten Fall (Eindeutigkeit geht schief) scheint
das Problem damit zu tun zu haben, dass es irreduzible Elemente gibt, die nicht

prim sind.

Wir geben jetzt erst einmal den ,guten® Ringen einen Namen, und dann zeigen
wir, dass die beiden oben angesprochenen Schwierigkeiten tatséchlich die einzigen
Hindernisse gegen die Giiltigkeit der eindeutigen Primfaktorzerlegung sind.

5.9. Definition. Ein Integritéitsbereich R heifit faktoriell (engl. meistens unique
factorisation domain oder kurz UFD), wenn in R der Satz von der eindeutigen
Primfaktorzerlegung gilt:

Jedes Element 0 # r € R, das keine Finheit ist, kann als Produkt von Primele-
menten geschrieben werden. Sind

r=pipP2 Pk = q192- - q
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zwei solche Darstellungen, dann gibt es eine Bijektiono : {1,2,...,k} — {1,2,...,1}
mit p; ~ qo(j) fiir alle 1 < j < k.

(Mehr Eindeutigkeit konnen wir nicht erwarten, weil wir die Faktoren immer mit
Einheiten, deren Produkt 1 ist, multiplizieren konnen.)

5.10. Satz. Sei R ein Integrititsbereich. Dann ist R faktoriell genau dann, wenn
folgende zwei Bedingungen erfillt sind:

(1) Jedes irreduzible Element von R ist prim.
(2) Es gibt keine Folge (a,)n>0 von Elementen von R, so dass a1 | a, und
Qpi1 P ayp fir alle n > 0.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass die beiden Bedingungen erfiillt sind, und
zeigen, dass R faktoriell ist. Wir zeigen erst die Existenz der Faktorisierung. Dazu
nehmen wir an, es géibe ein Element ag # 0, das keine Einheit ist und sich nicht als
Produkt von Irreduziblen schreiben lasst. Dann ist ay jedenfalls nicht irreduzibel,
also gibt es eine Faktorisierung ag = rs mit Nicht-Einheiten r» und s. Wéren beide
Faktoren Produkte von Irreduziblen, dann gélte dies auch fiir ag, ein Widerspruch.
Also ist einer der Faktoren, wir nennen ihn a;, kein Produkt von Irreduziblen. Auf
diese Weise konstruieren wir eine Folge (a,)n,>o von Elementen von R, so dass
jeweils a,1 ein echter Teiler von a,, ist (,,echter Teiler* heiit a,.; % a,). So eine
Folge kann es aber nach Bedingung (2) nicht geben. Also gibt es ag nicht, und jede
Nicht-Einheit r # 0 ist Produkt von irreduziblen (und damit wegen Bedingung (1)
auch primen) Elementen.

Der Beweis der Eindeutigkeit geht genau wie fiir den Ring Z (Satz 3.7): Wir
nehmen ein Primelement der einen Faktorisierung, dann finden wir es (weil es ein
Primelement ist) bis auf Assoziierte als Faktor auf der anderen Seite. Wir kénnen
den Faktor abdividieren und per Induktion weiter machen. Der einzige Unterschied
ist, dass zusétzlich Einheiten auftreten, die beim Dividieren iibrig bleiben. Damit
geht man am einfachsten um, wenn man von der etwas allgemeineren Gleichheit
P11 Pr = uqy -+ - q mit einer Einheit v € R* ausgeht.

Fiir die Gegenrichtung nehmen wir jetzt an, dass R faktoriell ist. Sei r irreduzibel.
Nach Annahme ist » = p; - - - py ein Produkt von Primelementen. Da r irreduzibel
ist, kann das Produkt nur einen Faktor haben (Primelemente sind keine Einheiten),
also ist r = p; prim. Fiir den Beweis der zweiten Bedingung definieren wir ¢(r)
fir r € R durch ¢(0) = +oo, ¢(r) = 0 fur Einheiten r, und sonst ¢(r) = k, wenn
r = p1p2 - - - pr. Produkt von k Primelementen ist. Aus der eindeutigen Primfaktor-
zerlegung folgt dann £(rs) = ¢(r) + £(s). Ist (a,) eine Folge wie in Bedingung (2),
dann erhalten wir also mit

0o > l(ag) > L(ay) > llag) > ...>0

eine unendliche strikt absteigende Folge nichtnegativer ganzer Zahlen (ab f(a;)),
was es nicht geben kann. O

Analog wie wir das fiir R = Z getan haben, kann man sich ein Reprisentantensy-
stem Px der Primelemente bis auf Assoziiertheit wéhlen (d.h. man wihlt aus jeder
Assoziiertheitsklasse von Primelementen eines aus — fiir R = Z hatten wir den
positiven Représentanten genommen) und den Satz dann wie folgt formulieren.
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5.11. Satz. Sei R ein faktorieller Ring und Pg ein Reprdsentantensystem der
Primelemente von R bis auf Assoziiertheit. Dann kann jedes Element O # r € R
emndeutig geschrieben werden in der Form

mit w € R* und vy(r) € Zso, so dass vy(r) = 0 ist fir alle bis auf endlich viele
pE IEDR.

Beweis. Wie fir R = Z. O

Wir hatten das fiir den Ring aus Beispiel 5.7 gesehen; dort kénnen wir P = {2}
wahlen, und jedes Element r # 0 hat die Form r = u2" mit u € R*.

6. HAUPTIDEALRINGE UND EUKLIDISCHE RINGE

Wir wollen jetzt etwas handlichere Kriterien beweisen, die hinreichend dafiir sind,
dass ein Integritatsbereich faktoriell ist. Dafiir miissen wir erst einmal einen neuen
Begriff einfiihren.

6.1. Definition. Sei R ein (beliebiger) Ring. Eine Teilmenge I C R heifit Links-
ideal von R, wenn 0 € I, I unter der Addition von R abgeschlossen ist, und fiir
jedesa € I und r € R gilt r-a € I. I heifit Rechtsideal von R, wenn in der letzten
Bedingung a - r € I gilt (statt ra € I). I heiit Ideal von R, wenn I gleichzeitig
Rechts- und Linksideal von R ist.

(Man vergleiche mit der Definition eines Untervektorraums!)

Ist R kommutativ, fallen alle drei Begriffe zusammen, und man spricht einfach von
Idealen von R. Wir beschridnken uns im Folgenden auf diesen Fall. (D.h., alle Ringe
sind ab jetzt kommutativ. Fiir den allgemeinen Fall gibt es analoge Aussagen
und Begriffsbildungen fiir Links-/Rechtsideale und Ideale.)

Es gibt immer die beiden trivialen Ideale R und 0 := {0}.

6.2. Bemerkung. Man beachte die Unterschiede zur Definition eines Unterrings S:
1€S und rseSfirr,ses
gegeniiber

racl firre R,acl.

Hier sind zwei einfache Eigenschaften:

6.3. Lemma. Sei R ein Ring.

(1) Sei (I;);es eine Familie von Idealen von R mit J # 0. Dann ist der Durch-
schnitt (;c; I; ebenfalls ein Ideal von R.
(2) Sei Iy C I, C I3 C ... eine aufsteigende Kette von Idealen von R. Dann

st die Vereinigung Un21 1,, ebenfalls ein Ideal von R.

Die erste Aussage kann man analog statt mit Familien von Idealen mit Mengen
von Idealen formulieren: Sei Z eine nichtleere Menge von Idealen von R. Dann ist
der Durchschnitt (\Z = ;o7 I wieder ein Ideal von R.

Beweis. Wir miissen jeweils die drei Bedingungen der Definition nachpriifen.



29

(1) Sei I = ﬂjejlj. Wegen 0 € [ fiir alle j gilt auch 0 € I. Seien a,b € I.
Dann gilt a,b € I; fiir alle j. Es folgt a + b € I, fiir alle j, also a + b € I.
Seien schliefllich @ € I und r € R. Dann gilt a € I; fiir alle j, also ra € I;
fiir alle 7, und damit ra € I.

(2) Sei jetzt I = \J,~; 1. Esist 0 € Iy C I. Seien a,b € I. Dann gibt es
m,n > 1mita € I,,b € I,. Sei N = max{m,n}, dann haben wir I,,, C Iy
und I,, C Iy. Es folgt a,b € Iy, also a+b € Iy C I. Seien a € I und
r € R. Dann gibt es n > 1 mit a € [, Es folgt ra € I, C I.

O
Die erste Eigenschaft zeigt, dass die folgende Definition sinnvoll ist.

6.4. Definition. Sei R ein Ring, A C R eine Teilmenge. Das Ideal
(Ayr = (I C R|I ldeal und A C I}

heifit das von A erzeugte Ideal von R. Ist A = {a4,...,a,} endlich, schreiben wir
fir (A)g auch (ay,...,a,)5.

Ist I C R ein Ideal und A C R eine Teilmenge mit I = (A)g, so heiit A ein
Erzeugendensystem von I. Hat I ein endliches Erzeugendensystem, so heifit [
endlich erzeugt. Gilt I = (a)g fiir ein a € R, so heiit I ein Hauptideal (engl.
principal ideal).

Eine recht konkrete Beschreibung von (A)g wird im folgenden Lemma gegeben.

6.5. Lemma. Sei R ein Ring und A C R eine Teilmenge. Dann gilt
(A)p ={rma +---+ma,|n>0,r; € Ra; € A}.

Beweis. Aus Definition 6.1 folgt, dass jedes A enthaltende Ideal von R auch die
rechte Seite enthalten muss. Das zeigt die Inklusion ,,D“. Fiir die andere Richtung
zeigt man, dass die rechte Seite bereits ein Ideal ist. Il

(Die analoge Aussage gilt fiir Untervektorraume.)
Aus diesem Grund schreibt man auch gerne Ra;+- - -+ Ra,, fiir das Ideal (ay, ..., a,)r.

Wir konnen jetzt sagen, was ein Hauptidealring ist.

6.6. Definition. Ein Integritétsbereich R heifit Hauptidealring (engl. principal
ideal domain oder kurz PID), wenn jedes Ideal von R ein Hauptideal ist.

6.7. Beispiele. Jeder Korper K ist trivialerweise ein Hauptidealring, denn es gibt
nur die beiden Ideale 0 und K, die von 0 bzw. 1 erzeugt werden.

Der Ring Z der ganzen Zahlen ist auch ein Hauptidealring. Das sieht man so:
Sei I C Z ein Ideal. Dann ist I = 0, oder I enthilt positive Elemente (wegen
n €l = —n € I). Sei im zweiten Fall n das kleinste positive Element in .
Dann gilt I = (n)z (,D* ist klar wegen n € I; fiir ,C“ sei a € I, und wir schreiben
a=qgn—+rmit 0 <r <n,dann ist r = a — gn € I, und wegen der Wahl von n
muss r = 0 sein, also a = gn € (n)z).

Das hier verwendete Argument werden wir spéter in diesem Abschnitt in allge-
meinerer Form wiedersehen.

Bevor wir zu einem der Hauptergebnisse dieser Vorlesung kommen, stellen wir
noch ein paar einfache Eigenschaften des Idealbegriffs bereit.
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6.8. Lemma. Sei R ein Integrititsbereich.

(1) Seien a,b € R. Dann gilt a | b <= b€ Ra <= Rb C Ra. Insbesondere
gilt a~b <= Ra=Rbunda € R* <= Ra=R.

(2) Ein Element r € R ist irreduzibel genau dann, wenn Rr nicht das Nullideal
und gleichzeitig ein maximales Hauptideal ist, d.h. Rr C R, und fir
jedes Hauptideal I von R mit Rr C I qilt [ = Rr oder I = R.

(3) Ein Element p € R ist prim genau dann, wenn p # 0 und Rp ein Prim-
ideal ist, d.h. Rp # R, und fir a,b € R mit ab € Rp gilt a € Rp oder
b € Rp.

Bewezs.

(1) Die erste Aquivalenz ist genau die Definition der Teilbarkeitsrelation. Die
zweite Aquivalenz folgt daraus, dass Rb das kleinste Ideal ist, das b enthélt
(daher muss Rb in Ra enthalten sein, denn Ra ist ein Ideal, das b enthélt).
Der zweite Teil ist dann klar.

(2) Ist r € R irreduzibel, so ist r # 0 und r ¢ R*, also ist Rr # 0, R. Sei
I = Rs D Rr ein Hauptideal. Dann gilt (nach Teil (1)) s | 7, also ist
entweder s € R* und damit / = R, oder s ~ r und damit [ = Rr. Die
Gegenrichtung zeigt man genauso.

(3) Das folgt direkt aus der Definition von ,,Primelement® und Teil (1).

Die Bedeutung von Hauptidealringen zeigt sich im folgenden Resultat.

6.9. Satz. Sei R ein Hauptidealring. Dann ist R faktoriell.

Beweis. Wir miissen die beiden Eigenschaften aus Satz 5.10 nachweisen. Sei dazu
r € R irreduzibel; wir miissen zeigen, dass r prim ist. Nach Lemma 6.8 ist 0 £ Rr
ein maximales Hauptideal von R. Seien jetzt a,b € R mit r { a, r 1 b, also a,b ¢ Rr.
Es folgt Ra + Rr, Rb+ Rr 2 Rr, also (wegen der Maximalitdt von Rr und weil
die beiden Ideale nach Voraussetzung Hauptideale sein miissen) Ra + Rr = R =
Rb+ Rr. Das bedeutet, dass es u, v, z,y € R gibt mit ua+xr = 1 = vb+yr. Durch
Multiplikation der Gleichungen erhalten wir (uv)(ab) + (uya + vxb + xyr)r = 1,
also Rab+ Rr = R. Daraus folgt ab ¢ Rr (sonst wire Rab+ Rr = Rr C R), also
r 1 ab. Wir haben die Implikation r { a,7 { b = r { ab gezeigt; das bedeutet
gerade, dass r ein Primelement ist.

Fiir die zweite Eigenschaft nehmen wir an, es gébe eine Folge (a,) in R, so dass
ap+1 | ap und anqq o a, fir alle n > 0. Nach Lemma 6.8 iibersetzt sich das in
eine strikt aufsteigende Kette von Hauptidealen Ray C Ra; € Ras € .... Nach
Lemma 6.3 ist die Vereinigung I = |J,> Ra, wieder ein Ideal von R. Da R ein
Hauptidealring ist, ist / = Ra mit einem a € R. Es gilt a € I = U,.>0 Ran, also
gibt es ein n > 0 mit a € Ra,. Dann folgt aber -

I = Ra C Ra, € Rap,1 ©...C 1T,

=

ein Widerspruch. Also kann es eine Folge (a,) wie angenommen nicht geben, und
Eigenschaft (2) ist nachgewiesen. O

Die Umkehrung von Satz 6.9 gilt nicht: Es gibt faktorielle Ringe, die keine Haupt-
idealringe sind. Wir werden spéter Beispiele dafiir sehen.
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6.10. Beispiel. Der Ring R = Z[v/—5] = {a + bv/—5 | a,b € Z} aus Beispiel 5.6
ist kein Hauptidealring, da er nicht faktoriell ist. Tatséchlich ist etwa das Ideal
I = (2,14 +/—5) R kein Hauptideal. Das sieht man zum Beispiel so: Wire I = (r),
dann wiirde gelten 7 | 2 und r | 14+/=5, und daraus wiirde folgen N(r) | N(2) = 4
und N(7) | N(1++/=5) = 6, also N(r) = 1 oder N(r) = 2. Elemente mit Norm 2
gibt es aber nicht in R, also bleibt nur N(r) = 1, und das heiit r € R* = {£1}.
Dann wire 1 € I, also gébe es a, b, ¢, d € Z mit

1= (a+b/=5) -2+ (c+dvV=5)(1+v=5) = (2a+c—5d) + (2b+ c+d)vV/—5.

Koeffizientenvergleich ergibt 1 =2a+c¢—5d und 0 =2b+c+d,also1 =1—-0=
2(a — b — 3d), was nicht geht, da 1 nicht gerade ist.

Ein Hauptidealring verhélt sich in vielen Aspekten so wie der Ring Z.

6.11. Satz. Sei R ein Hauptidealring. Dann hat jede Teilmenge A C R einen
grofsten gemeinsamen Teiler g in R (in dem Sinne, dass g | a fir alle a € A, und
fiir jedes r € R mit r | a fiir alle a € A gilt r | g), und g kann als Linearkombina-
tion von endlich vielen Elementen von A geschrieben werden:

g =101 + 7900 + ...+ Tpan

mit ri,...,r, € R und aq,...,a, € A.

Beweis. Wir betrachten das Ideal I = (A)g. Da R ein Hauptidealring ist, gilt
I = Ryg fiir ein ¢ € R. Wegen a € [ = Ry fiir alle a € A folgt g | a. Gilt r | a
fir alle a € A, so folgt A C Rr und daher Rg = I C Rr, also r | g. Damit
ist gezeigt, dass g ein grofiter gemeinsamer Teiler von A ist. Da g € (A)g, ist
g als Linearkombination von (endlich vielen) Elementen von A darstellbar, siche
Lemma 6.5. U

Man beachte den Spezialfall A = (: Hier ist (A)z = 0 das Nullideal, also g = 0.

Wie kann man jetzt aber sehen, dass ein Integritétsbereich ein Hauptidealring ist?
Wir erinnern uns an den Beweis fiir den Ring Z. Dort war der wesentliche Punkt,
dass wir die Division mit Rest zur Verfiigung haben:

a,beZ,b#A0 = JqreZ:0<r<|bjunda=qgb+r.

Hier wird auf die Anordnung Bezug genommen, allerdings nur iiber den Absolut-
betrag. Schreiben wir N : Z — Z> fiir die Betragsabbildung b +— |b|, dann haben
wir einen Spezialfall der folgenden allgemeinen Definition.

6.12. Definition. Ein Integritéitsbereich R heifit euklidischer Ring oder einfach
euklidisch, wenn er eine euklidische Normfunktion besitzt. Das ist eine Abbildung
N : R — Z>( mit folgenden Eigenschaften:

(1) Fiir alle r € R gilt N(r) =0 <= r=0.
(2) Fiir alle a,b € Rmit b # 0 gibt es ¢,r € Rmit N(r) < N(b) und a = gb+r.

In der Literatur findet man h#ufig eine leicht unterschiedliche Definition. Dort wird
N : R\ {0} — Z>o betrachtet mit der Eigenschaft, dass es fiir a,b € R mit b # 0
immer ¢, € R gibt mit » = 0 oder 7 # 0 und N(r) < N(b), so dass a = gb+ r. Man
kann sich leicht {iberlegen, dass beide Definitionen #quivalent sind (d.h., es gibt genau
dann eine euklidische Normfunktion im Sinne von Def. 6.12, wenn es eine euklidische
Normfunktion im hier beschriebenen Sinne gibt).

Man beachte, dass in obiger Definition keinerlei Eindeutigkeit von ¢ und r gefordert
wird.
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6.13. Beispiel. Der Ring Z der ganzen Zahlen ist ein euklidischer Ring.

6.14. Beispiel. Sei Z[i] = {a+bi | a,b € Z} C C der Unterring von C, bestehend
aus den komplexen Zahlen mit ganzzahligem Real- und Imaginérteil (dass Z[i] ein
Unterring von C ist sieht man analog wie fiir Z[\/—5]). Dann ist Z[i] als Unterring
eines Korpers automatisch ein Integritétsbereich. Der Ring ist sogar euklidisch.
Dazu sei N(a + bi) = |a+ bi|> = a® + b?. Wir miissen zeigen, dass N : Z[i] — Z>
eine euklidische Normfunktion ist. Es ist klar, dass

Na+bi)=0 < a*+b0*=0 < a=b=0 < a+bi=0.

Seien jetzt a,b € Z[i] mit b # 0. Wir miissen geeignete ¢, € Z[i] finden. Da-
bei lassen wir uns von der Idee leiten, dass der ,,Quotient“ ¢ nahe beim wahren
Quotienten in C liegen sollte. Wir schreiben also a/b = £ + ni € C. Dann gibt
es ganze Zahlen z,y mit |z — £|,|y — n| < 5. Wir setzen ¢ = 2 + yi. Dann folgt
[(a/b) —q|* < (3)* + (3)* = 3 < 1. Mit r = a — gb gilt dann
2

N(r) = [r? = a = gbf* = |3 —q| - b < bl = N (D).
Damit erfiillt N die Eigenschaften einer euklidischen Normfunktion.
Der Ring Z[i] heifit auch der Ring der (ganzen) Gaufschen Zahlen.

Die Bedeutung dieser Begriffsbildung zeigt sich in den néchsten beiden Resultaten.
Der Beweis des ersten verlauft analog zu dem Beweis, dass Z ein Hauptidealring
ist.

6.15. Satz. Sei R ein Integritdtsbereich. Ist R euklidisch, dann ist R ein Haupt-
idealring (und damit faktoriell).

Beweis. Sei I C R ein Ideal, und sei N : R — Z>( eine euklidische Normfunktion.
Wir kénnen [ # 0 annehmen (denn das Nullideal ist ein Hauptideal). Dann ist
N(I\{0}) = {N(r) | 0 # r € I} eine nichtleere Teilmenge von Zsq und hat
demzufolge ein kleinstes Element n. Sei a € I\ {0} mit N(a) = n. Dann gilt
I = Ra: Wegen a € [ ist klar, dass Ra C [ ist. Fiir die umgekehrte Inklusion
sei b € I. Dann gibt es ¢, € R mit N(r) < N(a) und b = qa + r. Es folgt
r=b—gqa € I, und wegen N(r) < N(a) muss dann r = 0 sein (a ist das Element
mit kleinster Norm in I\ {0}). Also gilt b = ga € Ra. O

Auch die Umkehrung dieses Satzes ist falsch: Es gibt Hauptidealringe, die nicht
euklidisch sind. Solche Beispiele sind relativ schwierig zu konstruieren, da der
Nachweis der Nicht-Existenz einer euklidischen Normfunktion nicht so einfach ist.

6.16. Beispiel. Nach Beispiel 6.14 und Satz 6.15 ist der Ring Z[i] der Gaufischen
Zahlen ein faktorieller Ring. Man kann Folgendes zeigen (das werden wir bald
tun):

6.17. Satz. Die Primelemente des Rings 7Z[i]| sind gegeben bis auf Assoziiertheit
durch 1+, Primzahlen q der Form 4k+3, und fiir jede Primzahl p der Form 4k+1
zwei Elemente a + bi und a — bi mit a®> + b*> = p. Insbesondere ist jede Primzahl
p =4k + 1 Summe von zwei Quadraten.

Das néchste Resultat zeigt, dass man in euklidischen Ringen grofite gemeinsame
Teiler berechnen kann. Das erklédrt auch die Namensgebung, denn man verwendet
dafiir den Euklidischen Algorithmus.
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6.18. Satz. Sei R ein euklidischer Ring. Dann kann man zu je zwei Elementen
a,b € R einen grifsten gemeinsamen Teiler berechnen, indem man den FEuklidi-
schen Algorithmus anwendet: Man setzt ag = a, a; = b, und solange a,, # 0 ist,
Upi1 =1, wobei a,_1 = qa, +r und N(r) < N(a,). Nach endlich vielen Schritten
bricht die Folge ab; wenn a, = 0, dann ist a,_1 ein ggT von a und b.

Beweis. Sei g ein ggT von a und b (g existiert nach Satz 6.11, weil R nach Satz 6.15
ein Hauptidealring ist). Fiir jedes n mit a,, # 0 gilt die Aquivalenz

g~ ggl(a,_1,a,) <= g~ ggT(a,,an+1)

(das sieht man wie frither fiir R = Z). Wegen g ~ ggT(ag,ay) ist also g ein ggT
jedes Paars aufeinander folgender Glieder der Folge (a,). Gilt a,, = 0, dann folgt
ggT(a,b) ~ g~ ggT(ay,_1,0) ~ a,_.

Es bleibt zu zeigen, dass die Folge abbricht. Das folgt aus N(a;) > N(ag) > ... >0
und daraus, dass die Werte der Normfunktion ganze Zahlen sind. Da die Folge
fortgesetzt wird, solange N(a,) > 0 ist, muss schliefllich der Wert null erreicht
werden, und dann ist a, = 0 fiir das letzte Folgenglied. U

Wie frither fiir R = Z kann man den Euklidischen Algorithmus erweitern, so dass
er Koeffizienten z,y € R liefert mit g = za + yb.

6.19. Beispiel. Wir bestimmen einen ggT von 41 und 9 + ¢ in Z[i]. Wir setzen

also ag = 41, a1 = 9+ 4. Als néchstes miissen wir ag mit Rest durch a; teilen. Der

exakte Quotient ist 41/(9 + i) = 9/2 — i/2; wir konnen also zum Beispiel ¢ = 4

nehmen, dann ist ay = r =41 — 4(9 + i) = 5 — 4i. Jetzt teilen wir a; durch as:
9+i  (9+i)(5+4i) (45 —4)+ (36 + 5)i

_ _ —14iezli.
5 4 52+ 42 11 +i € Z[j]

Diese Division geht auf, also ist a3 = 0, und ay = 5 — 4i ist ein ggT.

Allgemein kann man sagen, dass Hauptidealringe schone mathematische Eigen-
schaften haben; wenn man aber rechnen mochte, dann sollte man besser einen
euklidischen Ring haben.

Wir stellen die bewiesenen Implikationen noch einmal zusammen: Fiir einen Inte-
gritédtsbereich R gilt

R euklidisch = R Hauptidealring = R faktoriell.

Die Umkehrungen dieser Implikationen gelten i.a. nicht.

7. RINGHOMOMORPHISMEN UND FAKTORRINGE

Wir haben bisher immer nur einen Ring betrachtet. Es ist aber, wie in vielen
anderen Gebieten der Mathematik auch, wichtig, auch die Beziehungen zwischen
verschiedenen Ringen zu verstehen. Diese werden hergestellt durch geeignete struk-
turerhaltende Abbildungen.
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7.1. Definition. Seien R;, R, zwei Ringe. Ein Ringhomomorphismus von R;
nach Rj ist eine Abbildung ¢ : Ry — Ry mit ¢(1) = 1 und ¢(a+b) = ¢(a) + ¢(b),
¢(a-b) = ¢(a)- ¢(b) fir alle a,b € R;y. (Beachte, dass ,1“, ,,+“ und ,,-* jeweils zwei
verschiedene Bedeutungen haben: Auf der linken Seite sind Einselement, Addition
und Multiplikation von R; gemeint, auf der rechten Seite die von Ry!)

Analog zur Begriffsbildung in der Linearen Algebra heifft ein injektiver Ringho-
momorphismus ein (Ring-)Monomorphismus und ein surjektiver Ringhomomor-
phismus ein (Ring-)Epimorphismus. Ein Ringhomomorphismus R — R heifit ein
Endomorphismus von R.

7.2. Lemma. Sei ¢ : Ry — Ry ein Ringhomomorphismus. Dann gilt $(0) = 0
und ¢(—a) = —¢(a) fir alle a € R. Ist ¢ bijektiv, dann ist ¢~ ebenfalls ein

Ringhomomorphismus.

Die erste Aussage zeigt, dass ein Ringhomomorphismus wirklich alle Bestandteile
der Struktur (R,0,1,+, —, ) erhélt.

Beweis. Es gilt ¢(0) = ¢(0+0) = ¢(0)
gilt 0= ¢(0) = d(a+ (—a)) = ¢(a) + ¢
Sei jetzt ¢ bijektiv, und selen a',b' € Ry. Wir kénnen dann o = ¢(a), b’ = ¢(b)
schreiben mit geeigneten a = ¢~1(a’), b = ¢~1(¥'). Dann gilt
¢~ Ha' + V) = ¢ (d(a) + ( )= (dla+b) =a+b=¢"'(d)+ ¢ (V).
¢

Die Aussage ¢ (d’ - b') = ¢ 1(a') - ¢7H(V) zeigt man genauso. Schliefllich folgt
¢_(1)—1aus¢() L. O

+ ¢(0), woraus ¢(0) = 0 folgt. Fiir a € Ry
(—a), was ¢(—a) = —¢(a) impliziert.

7.3. Definition. Ein bijektiver Ringhomomorphismus heifit (Ring-)Isomorphis-
mus. Gibt es einen Isomorphismus ¢ : R — Ry, dann heiflen die Rlnge R; und Rs
(zueinander) isomorph, und man schreibt R; = R,. Das definiert eine Aquivalenz-
relation zwischen Ringen (Ubung).

Ein Isomorphismus ist also ein Ringhomomorphismus, zu dem es einen inversen
Ringhomomorphismus gibt.

Ein Isomorphismus R — R heifit ein Automorphismus von R.

7.4. Beispiele.

(1) Fiir jeden Ring R ist die identische Abbildung idg : R — R ein Automor-
phismus.
(2) Sei Fo ={0,1} der Kérper mit zwei Elementen. Die Abbildung

67— Ty, nv—>{0 wenn n gerade

1 wenn n ungerade

ist ein (surjektiver) Ringhomomorphismus: ¢(1) = 1 ist klar; fiir die ande-
ren Bedingungen muss man Aussagen wie ,,ungerade + ungerade = gerade®
nachpriifen.
(3) Fiir jeden Ring R gibt es genau einen Ringhomomorphismus ¢ : Z — R:
Wir miissen ¢(1) = 1y setzen, dann gilt fiir n € Z., zwangslaufig
pn)=¢(l+1+. ..+ =0(L)+ (1) +...+¢(1) =1lpg+1p+... 4+ 1g;

Vv
n Summanden n Summanden n Summanden
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aulerdem natiirlich ¢(0) = 0 und ¢(—n) = —¢(n). Wir schreiben m - 1p
fir ¢(m) (fiir m € Z), und allgemeiner m - r fiir ¢(m)r € R. Man priift
nach (Fallunterscheidung nach Vorzeichen, Induktion), dass

(m+m')-Ig=m-1g+m'-1g und (mm') -1z = (m-1g)(m' - 1R)

gelten; ¢ ist also tatséchlich ein Ringhomomorphismus.

(4) Der (eindeutig bestimmte) Ringhomomorphismus Z — Z[i] ist gegeben
durch a — a + 0z. Umgekehrt gibt es keinen Ringhomomorphismus ¢ :
Z[i] — 7Z: Angenommen, so ein ¢ existiert. Dann ist a = ¢(7) eine ganze
Zahl, und es wiirde folgen a? = ¢(i)*> = ¢(i*) = ¢(—1) = —1, was nicht
moglich ist.

(5) Der Ring Z[i] hat auler der Identitdt noch genau einen nichttrivialen Au-
tomorphismus, némlich a + bi — a — bi (Ubung).

(6) Die Ringe F5 und P(X) aus Beispiel 4.9, (4) und (5), sind isomorph
(Ubung). Dabei ist Fy der Kérper mit zwei Elementen.

Beispiel (3) beschreibt eine universelle Eigenschaft des Rings Z.

Wie bei linearen Abbildungen sind Kern und Bild interessant.

7.5. Definition. Sei ¢ : Ry — Rs ein Ringhomomorphismus. Der Kern von ¢ ist
definiert als

ker¢p ={r € Ry | ¢(r) =0} .
Wir schreiben im ¢ fiir das Bild von ¢.

7.6. Lemma. Sei ¢ : Ry — Ry ein Ringhomomorphismus. Dann ist im ¢ ein
Unterring von Ry, und ker ¢ ist ein Ideal von Ry. ¢ ist injektiv genau dann, wenn
ker ¢ = 0 ust.

Beweis. Aus der Definition und Lemma 7.2 folgt, dass im ¢ 0 und 1 enthé&lt und
unter Addition, Negation und Multiplikation abgeschlossen ist. Also ist im¢ C Ry
ein Unterring.

Es gilt 0 € ker¢, da ¢(0) = 0. Seien a,b € ker¢. Dann ist ¢(a + b) = ¢(a) +
¢(b) = 040 = 0, also ist a + b € ker¢. Seien a € ker¢, r € Ry. Dann ist
o(ra) = ¢(r)p(a) = ¢(r) -0 = 0, analog ¢(ar) = 0, also sind ra, ar € ker ¢. Damit
ist gezeigt, dass ker ¢ C R; ein Ideal ist.

Ist ¢ injektiv, dann gilt a € ker¢p = ¢(a) = 0 = ¢(0) = a = 0, also ist
ker ¢ = 0. Ist umgekehrt ker ¢ das Nullideal, und sind a,b € Ry mit ¢(a) = ¢(b),
dann folgt 0 = ¢(a) — ¢(b) = ¢(a — b), also a — b € ker ¢ = {0} und damit a = b.
Damit ist gezeigt, dass ¢ injektiv ist. U

7.7. Beispiel. Fiir den Ringhomomorphismus Z — Fy aus dem vorigen Beispiel
gilt ker ¢ = Z2.

Wir zeigen jetzt, dass Ringhomomorphismen sich gut mit Idealen vertragen.
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7.8. Lemma. Sei ¢ : Ry — Ry ein Ringhomomorphismus.

(1) Ist I C Ry ein Ideal, dann ist ¢(I) ein Ideal im Unterring im ¢ von R
(aber nicht unbedingt in Ry selbst!).

(2) Ist J C Ry ein Ideal, dann ist $~'(J) ein Ideal von R;.

(3) Ist ¢ surjektiv, dann induziert ¢ eine Bijektion:

{I C Ry |1 Ideal und ker ¢ C I} «+— {J C Ry | J Ideal}
I— o(I)
¢~ (J) = J

Beweis.

(1) Wegen ¢(0) = 0 und ¢(a+b) = ¢(a)+¢(b) gilt 0 € ¢(I), und aus r, s € ¢(I)
folgt 7+ s € ¢(I). Ist r € im¢ und s € ¢(I), dann gibt es a € Ry und
b € I mit r = ¢(a) und s = ¢(b); es folgt wegen ab € I, dass auch
rs = ¢(a)p(b) = ¢(ab) € ¢(I) ist. Damit erfiillt ¢(I) die Bedingungen
dafiir, ein Ideal von im ¢ zu sein.

(2) Wegen ¢(0) =0 € Jist 0 € p~1(J). Seien a,b € ¢~(J), d.h. ¢(a), p(b) €
J. Dann ist ¢(a +b) = ¢(a) + ¢(b) € J, also a+b € ¢~ 1(J). Seien jetzt
r € Ryund a € ¢~ (J). Dann ist ¢(a) € J, also auch ¢(ra) = ¢(r)p(a) € J
und damit ra € ¢~'(J). Also ist J ein Ideal von R;.

(3) Nach Teil (1) und (2) sind die beiden Abbildungen wohldefiniert (es ist klar,
dass ¢71(J) D ker¢ = ¢ 1(0)). Es bleibt zu zeigen, dass sie zueinander
invers sind. Weil ¢ surjektiv ist, gilt ¢(¢~'(J)) = J fiir jede Teilmenge
J C R,, insbesondere fiir jedes Ideal. Sei jetzt I C Ry ein Ideal, ker ¢ C I.
Dann gilt in jedem Fall ¢~!(¢(I)) D I, und es ist noch die umgekehrte
Inklusion zu zeigen. Sei also a € ¢~ *(4(I)), d.h. ¢(a) € ¢(I). Dann gibt
es b € I mit ¢(a) = ¢(b). Es folgt ¢p(a —b) = ¢(a) — ¢(b) = 0, also ist
a—beker¢ C I und damit ist auch a =b+ (a —b) € I.

g

7.9. Beispiel. Sei ¢ : Z — Q der eindeutig bestimmte Ringhomomorphismus.
Dann ist ¢ nicht surjektiv. Das Bild eines von null verschiedenen Ideals Zn von Z
ist kein Ideal von Q (denn Q hat als Korper nur die beiden trivialen Ideale 0
und Q). Auch ist die Abbildung J +— ¢~ !(J) weit davon entfernt, surjektiv zu sein
(¢ ist injektiv, also ker ¢ = 0, so dass die Bedingung ker ¢ C I leer ist): Sie liefert
nur das Nullideal und Z = ¢~(Q) als Ideale von Z.

Wir haben gesehen, dass jeder Kern eines Ringhomomorphismus ein Ideal ist. Gilt
das auch umgekehrt? Ist jedes Ideal auch der Kern eines Ringhomomorphismus?
Die Antwort lautet ,,Ja“; sie ist eng mit dem Begriff der Kongruenz verbunden.

7.10. Definition. Sei R ein Ring und I C R ein Ideal. Wir sagen, zwei Elemente
a,b € R sind kongruent modulo I und schreiben ¢ = bmod I, wenn a — b € I.
Ist I = Rc ein Hauptideal, dann sagen und schreiben wir auch ,,modulo c¢* bzw.
a =bmod c.

Zum Beispiel ist in R = 7Z die Aussage ,,a = 1 mod 2“ dquivalent dazu, dass a
ungerade ist.

Wir beweisen einige wichtige Eigenschaften.
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7.11. Lemma. Sei R ein Ring und [ C R ein Ideal.

(1) Die Relation a = bmod I ist eine Aquivalenzrelation auf R.

(2) Sie ist mit Addition und Multiplikation vertrdglich: Aus a = o’ mod I und
b=V mod I folgt a+b=d + b mod I und ab = a'b' mod I (und insbe-
sondere —a = —a’ mod [ ).

(3) Fira,be R gilt

a=bmod] <= a—-bel <= bea+I={a+r|rel}.

Bewezs.

(1) Reflexivitit: a —a=0€ [ = a=amod I.

Symmetrie: a =bmod ] = a—-bel = —(a—b)=b—acl =
b=amod I.

Transitivitidt: ¢« = b = cmodl = a—-bb—c € ]l = a—c =
(a—b)+(b—c)el = a=cmod I.

(2) Seien a,d’,b,t/ € Rmit a =a’, b=0b mod I. Es gilt also a —a/,b—V € I.
Es folgt (a+b) — (a'+V) = (a—a')+(b—0") € I, also a+b = a'+V mod I.
Ebenso gilt ab—a't' = a(b—b")+ (a—a’)l’ € I und damit ab = o't/ mod I.

(3) Die erste Aquivalenz ist die Definition, die zweite ist klar.

g

7.12. Definition. Sei R ein Ring und I C R ein Ideal. Wir schreiben R/I fiir die
Menge der Aquivalenzklassen unter , Kongruenz modulo I*; fiir die durch a € R
reprisentierte Aquivalenzklasse schreiben wir a + I oder [a], wenn das Ideal I
aus dem Kontext klar ist. So eine Aquivalenzklasse heifit auch Restklasse modu-
lo I (oder modulo ¢, wenn I = Rec ist). Die Menge R/I trigt eine natiirliche
Ringstruktur (siche unten); R/I heifit der Faktorring von R modulo I.

Es ist auch die Bezeichnung Quotientenring gebriuchlich. Die moéchte ich hier aber
lieber vermeiden, um Verwechslungen mit dem Quotientenkérper eines Integritatsrings
zu vermeiden, den wir bald konstruieren werden.

7.13. Satz. Sei R ein Ring und I C R ein Ideal. Dann gibt es auf R/I genau eine
Ringstruktur, so dass die natirliche Abbildung ¢ : R — R/I, a [a] =a+ I, ein
(surjektiver) Ringhomomorphismus ist. Es gilt ker ¢ = 1.

Der Homomorphismus ¢ heifit auch der kanonische Epimorphismus von R auf R/I.

Beweis. Da die Abbildung vorgegeben ist, muss die Ringstruktur so definiert wer-
den, dass [a]+ [b] = [a+b] und [a]-[b] = [ab] gelten. Es ist nachzupriifen, dass diese
Verkniipfungen wohldefiniert sind (also nicht von den gewéhlten Reprisentanten
abhéngen). Dies ist aber gerade die Aussage von Lemma 7.11, (2). Die Ringaxiome
iibertragen sich dann sofort von R auf R/I. Schliellich gilt

kerg =¢ '([0)) ={a € R|[a]=[0]} ={a € R|acI}=1.

g

Wir sehen also, dass tatsichlich jedes Ideal als Kern eines (sogar surjektiven)
Ringhomomorphismus auftritt.

Wir beweisen hier gleich noch eine sehr wichtige und niitzliche Aussage.
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7.14. Satz. Sei ¢ : Ry — Ry ein Ringhomomorphismus. Dann ist der Faktorring
R/ ker ¢ isomorph zum Unterring im ¢ von Rs.

Beweis. Wir miissen einen Isomorphismus R;/ker¢ — im¢ konstruieren. Die
einzige sinnvolle Moglichkeit dafiir ist ¢ : [a] — ¢(a). Wir miissen zeigen, dass ¢
wohldefiniert ist. Das bedeutet gerade [a] = [)] = ¢(a) = ¢(b). Es gilt aber

0] =[] = la—b]=[0] = a—bekerd — d(a) = éla—b)+6(b) = H(b).

Dass ¢ dann ein Ringhomomorphismus ist, folgt aus der entsprechenden Eigen-
schaft von ¢: ¢([1]) = ¢(1) = 1, sowie

p(lal + [b]) = p(la + b)) = d(a +b) = ¢(a) + ¢(b) = ¢(la]) + ¢([0]) ,

und analog fiir das Produkt. Es bleibt zu zeigen, dass ¢ : Ry/ ker ¢ — im ¢ bijektiv
ist. ¢ ist aber surjektiv nach Definition (denn ¢(a) = ¢([a]), also ist im ¢ = im ¢).
Um zu zeigen, dass ¢ auch injektiv ist, geniigt es, ker ¢ = 0 nachzuweisen. Es gilt

la] € kerp = ¢(a) = p(la]) =0 = a €kerp = [a] =[0],
also ist ker ¢ = {[0]} wie gewiinscht. O

7.15. Beispiel. Wie sieht das mit den Faktorringen fiir den Ring Z aus? Wir
wissen, dass die Ideale von Z gegeben sind durch I = Zn mit n > 0. Fiir I =0
(also n = 0) gilt (wie fiir jeden Ring) Z/I = Z: Die Aquivalenzklassen sind
einelementig und kénnen mit ihren Elementen identifiziert werden. Fiir n > 0
haben wir folgende Aussage:

Der Faktorring Z/nZ hat n Elemente (ist also endlich), die reprisentiert werden
durch 0,1,...,n—1. Der kanonische Epimorphismus Z — Z/nZ ist dann gegeben
durch a > [r], wo r der Rest bei der Division von a durch n ist.

Beweis. Es gilt Z/nZ = {[0],[1], ..., [n—1]}, denn fiir a € Z konnen wir schreiben
a=gn+rmit 0 <r <n,und a—r = gn € Zn bedeutet [a] = [r]. Die Restklassen
0], [1], ..., [n—1] sind alle verschieden, denn die Differenz der Repréisentanten hat
Betrag < n, kann also nur dann durch n teilbar sein, wenn die Représentanten

gleich sind. U

7.16. Beispiel. Ein Beispiel fiir die Anwendung von Satz 7.14 tritt bei der Kon-
struktion des Korpers der reellen Zahlen mittels Cauchy-Folgen auf: Die Menge
C c QY der Cauchy-Folgen rationaler Zahlen ist ein Unterring von QY, und die
Menge N C C' der Nullfolgen bildet darin ein Ideal. Wir nehmen an, dass wir die
reellen Zahlen bereits kennen. Dann haben wir in lim : C' = R, (a,,) — lim, o a,
einen surjektiven Ringhomomorphismus mit Kern N, also ist C'/N = R. (Ubung.)

7.17. Anwendungen von Faktorringen. Wozu sind Faktorringe (bzw. das Rech-
nen mit Kongruenzen) niitzlich? Ein Faktorring R/ ist ein , vergrobertes* Abbild
des Rings R. Man kann auf diese Weise also Teile der Struktur, auf die es im Mo-
ment nicht ankommt, vernachlissigen und sich auf das Wesentliche konzentrieren.
Oder man erhélt durch die Abbildung eines Problems von R nach R/I eine einfa-
chere Version, deren Losbarkeit sich leichter priifen lésst. Ist das Problem in R/I
nicht 16sbar, dann folgt daraus héufig, dass es auch in R nicht lésbar ist.
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7.18. Beispiel. Wir zeigen, dass eine ganze Zahl der Form n = 4k + 3 nicht
Summe von zwei Quadratzahlen sein kann. Dazu rechnen wir ,modulo 4“, also im
Faktorring Z/47Z. Das Bild von n ist [n] = [3]. Gilt n = a® + b?, dann haben wir
auch [3] = [n] = [a]® + [0]%. Nun ist aber [0]> = [2]? = [0] und [1]? = [3]*> = [1], also
gibt es fiir [a]? 4 [b]* nur die Méglichkeiten [0], [1], oder [2], ein Widerspruch.

Ahnlich sieht man, dass zum Beispiel 31 nicht Summe von drei Kuben sein kann,
d.h. die Gleichung a® + b3 + ¢ = 31 hat keine Losung in ganzen Zahlen. (Man
beachte, dass man hier, im Gegensatz zu a® + b* = 31, keine Schranken fiir a, b, ¢
angeben kann, da die Zahlen auch negativ sein konnen.) Dazu betrachten wir
das Problem in Z/9Z. Man findet, dass [a]®* € {[0],[1], [8]} ist; daraus folgt, dass
eine Summe von drei Kuben in Z/9Z niemals [4] oder [5] sein kann. Es ist aber
[31] = [4], also gibt es keine Losung.

Was wir hier entscheidend benutzen, ist die Endlichkeit der Ringe Z/nZ. Da-
durch lésst sich die Losbarkeit jeder Gleichung in so einem Ring in endlich vielen
Schritten iiberpriifen. Fiir den Ring Z gilt das nicht. Zum Beispiel ist immer noch
unbekannt, ob die Gleichung a® + b% + ¢3 = 33 in ganzen Zahlen 16sbar ist. (Wer
Lust und Zeit hat, kann versuchen, eine Losung von a® + % + ¢ = 30 zu finden.
Von dieser Gleichung weifl man, dass sie losbar ist.)

Wir wollen jetzt Lemma 7.8, (3) und Satz 7.14 kombinieren, um einen Zusammen-
hang herzustellen zwischen Eigenschaften des Bildes und des Kerns eines Ringho-
momorphismus. Dazu definieren wir erst einmal die relevanten Eigenschaften von
Idealen.

7.19. Definition. Sei R ein Ring und I C R ein Ideal.

(1) I heiBt mazimales Ideal von R, wenn I # R ist und fiir alle Ideale J von R
mit [ C J gilt J = [ oder J = R. (D.h., I ist ein maximales Element
beziiglich Inklusion in der Menge aller echten Ideale von R.)

(2) I heiBt Primideal von R, wenn I # R ist und fiir je zwei Elemente a,b € R
gilt, dass aus ab € [ folgt, dass a € [ oder b € [ ist.

7.20. Bemerkungen.

(1) Man sieht, dass ein Element p € R genau dann Primelement ist, wenn
p # 0 ist und das von p erzeugte Hauptideal Rp ein Primideal ist.
(2) Aus den Definitionen folgt:

R Integritédtsbereich <= 0 C R Primideal

(3) Im Beweis von Satz 6.9 haben wir eigentlich auch bewiesen, dass jedes
maximale Ideal ein Primideal ist: Sei M C R ein maximales Ideal, und
seien a,b € R\ M. Wir miissen zeigen, dass ab ¢ M ist. Da a ¢ M und
M maximal ist, folgt Ra + M = (M U{a})r = R, ebenso Rb + M = R.
Es gibt also r,7" € R, m,m € M mit ra +m =1 = r'b+m’. Wir erhalten
(rr')(ab) + (ram’ 4 r'bm + mm') = 1, was zeigt, dass Rab+ M = R ist,
also kann ab nicht in M sein.

7.21. Proposition. Sei ¢ : Ry — Ry ein Ringhomomorphismus.

(1) im ¢ ist genau dann ein Korper, wenn ker ¢ C Ry ein mazximales Ideal ist.
(2) im ¢ ist genau dann ein Integrititsbereich, wenn ker ¢ ein Primideal ist.
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Wegen R;/ker ¢ = im ¢ kann man das auch wie folgt formulieren, ohne auf einen
Ringhomomorphismus Bezug zu nehmen:

Set R ein Ring, I C R ein Ideal.

(1) R/I ist genau dann ein Korper, wenn I ein mazimales Ideal ist.
(2) R/I ist genau dann ein Integrititsbereich, wenn I ein Primideal ist.

Bewezs.

(1) Nach Lemma 7.8, (3) haben wir eine Bijektion zwischen den Idealen von im ¢
und den ker ¢ enthaltenden Idealen von R;. Nun ist ein (kommutativer)
Ring ein Koérper genau dann, wenn er genau zwei Ideale hat. Die Aussage
,im ¢ ist ein Korper® ist also dquivalent zu ,es gibt genau zwei Ideale [
von Ry mit ker ¢ C I“. Das ist aber genau die Definition von ,ker ¢ ist
maximales Ideal von R{“.

(2) im ¢ ist kein Integritétsbereich genau dann, wenn im ¢ Nullteiler hat.
Das bedeutet, es gibt a,b € R; mit ¢(a),d(b) # 0 und ¢(a)p(b) = 0.
Zuriickiibersetzt nach R; heifit das, a,b ¢ ker ¢, aber ab € ker ¢. Solche
Elemente gibt es genau dann, wenn ker ¢ kein Primideal ist. (Beachte: Die
Bedingung ker ¢ # R; schliet den Nullring als im ¢ aus, der definitions-
geméB kein Integritétsbereich ist.)

g

7.22. Beispiel. Wir sehen etwa, dass das Ideal N der Nullfolgen im Ring C der
Cauchy-Folgen iiber Q ein maximales Ideal ist, denn es ist der Kern eines Ring-
homomorphismus, dessen Bild ein Korper ist.

7.23. Faktorringe von Z. Welche Faktorringe Z/nZ (mit n > 0) sind Korper?
Das ist dazu dquivalent, dass nZ ein maximales Ideal von Z ist. Da Z ein Haupt-
idealring ist, ist ein maximales Ideal das selbe wie ein maximales Hauptideal. Ein
Hauptideal ist genau dann ein maximales Hauptideal, wenn sein Erzeuger irredu-
zibel ist. Es folgt:

Z/nZ ist genau dann ein Korper, wenn n eine Primzahl ist.

Dass n eine Primzahl sein muss, sieht man auch so recht leicht: Ist n = ab ndmlich
eine echte Faktorisierung, dann ist (zum Beispiel) [a] € Z/nZ ein Nullteiler wegen
[a] # [0, [a] - [b] = [ab] = [n] = [0].

Wenn n = p eine Primzahl ist und [0] # [a] € Z/pZ, dann ist p kein Teiler von a,
also gilt ggT(a,p) = 1. Es gibt also z,y € Z mit za + yp = 1, und man sieht
la] - [x] = [1]. Damit ist [a] invertierbar, also ([a] # [0] war beliebig) ist Z/pZ ein
Korper. Wir schreiben oft F,, fiir den Korper Z/pZ. (,F“ wegen field, der englischen
Bezeichnung fiir ,, Kérper*.)

Man sieht, dass der Ring Z/nZ schon dann ein Korper ist, wenn er ein Integritéts-
bereich ist. Allgemeiner gilt:

7.24. Satz. Ein endlicher Integrititsbereich ist bereits ein Korper.

Beweis. Sei R ein endlicher Integritétsbereich. Dann gilt jedenfalls 1 # 0, und es
ist nur zu zeigen, dass jedes Element 0 # a € R invertierbar ist. Wir betrachten
die Abbildung m, : R — R, z +— ax. Da R ein Integritétsbereich ist, ist a kein
Nullteiler, also ist m, injektiv (ax = ay = a(z —y) =0 = x =y). Da R
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endlich ist, ist m, auch surjektiv, also gibt es x € R mit 1 = m,(z) = ax; damit
ist a invertierbar. OJ

Ganz genauso sieht man, dass in einem endlichen nicht notwendig kommutativen Inte-
gritdtsring jedes von null verschiedene Element (links- und rechts-)invertierbar ist. An-
dererseits gibt es ein (schwieriger zu beweisendes) Resultat von Wedderburn, das besagt,
dass es keine endlichen Schiefkorper gibt. Es folgt, dass jeder endliche (nicht notwendig
kommutative) Integritétsring schon ein Kérper (und damit tatséichlich kommutativ) ist.

8. SUMMEN VON ZWEI UND VIER QUADRATEN

Wir wollen unsere neuen Erkenntnisse anwenden, um herauszufinden, welche natiirli-
chen Zahlen sich als Summe von zwei Quadratzahlen schreiben lassen. Wir werden
dazu den Ring Z[i] der Gaufischen Zahlen und seine Normfunktion N(a + bi) =
a? + b? verwenden. Es ist klar, dass genau die natiirlichen Zahlen Summen von
zwei Quadratzahlen sind, die als Wert von N vorkommen. Wir setzen

Sy ={a’+V"|a,beZ}=N(Z[i]).
Da N multiplikativ und Z[i] faktoriell ist, muss folgendes gelten:

8.1. Lemma. SeilPz ein Reprisentantensystem der Primelelemente von Zi] bis
aus Assoziiertheit. Die Menge Sy besteht genau aus der Null und allen Produkten
(einschlieflich des leeren Produkts) von Zahlen der Form N(m) mit m € Pgy).

Beweis. Sei 0 # n € Sy. Dann gibt es ein Element o € Z[i] mit N(a) = n. Wir
konnen « schreiben als eine Einheit mal ein Produkt von Elementen von Pz:
o = ul];m;. Dann gilt n = N(a) = [[; N(m;) (denn N(u) = 1 und N ist
multiplikativ). Umgekehrt ist jedes Produkt n von Zahlen der Form N(7) mit

7 € Py die Norm eines geeigneten Elements von Z[i], also ist n ein Element
von Ss. Ul

Wir miissen also noch herausfinden, was die Primelemente von Z[i] sind. Wir
haben das Ergebnis schon als Satz 6.17 formuliert.

8.2. Satz. Fin Reprdsentantensystem der Primelemente von Z[i] bis auf Assozi-
tertheit ist gegeben durch

(1) 141,
(2) q fir Primzahlen ¢ = 3 mod 4,
(3) a+bi und a — bi mit a* + b* = p fiir Primzahlen p =1 mod 4.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass jedes Primelement 7 von Z[i] eine Primzahl p teilt
(Teilbarkeit im Ring Z[i]). Dazu bemerken wir, dass 7 ein Teiler von n = 771 =
N(m) € Z ist. Wir konnen n in Z faktorisieren: n = pypy - - - pr mit Primzahlen
P1,P2, - - -, Pp- Da 7 ein Primelement ist, muss 7 einen der Faktoren teilen (das
Produkt kann nicht leer sein, sonst wire N(7m) = 1 und 7 eine Einheit), also teilt
7 eine Primzahl p.

Da die Normfunktion multiplikativ ist, folgt N(7) | N(p) = p*. Damit gilt entwe-
der N(7) = p?, dann ist 7 zu p assoziiert, oder es gilt N(7) = p. Wiederum wegen
der Multiplikativitdat der Norm ist jedes Element, dessen Norm eine Primzahl ist,
irreduzibel und damit ein Primelement. Wir stellen fest, dass N(1 4 i) = 2, also
ist 1+ 4 ein Primelement. Alle Elemente der Norm 2 haben die Form +1 + ¢; man
priift nach, dass sie zu 1 + i assoziiert sind.
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Sei jetzt ¢ = 3 mod 4 eine Primzahl. Gdbe es 7 = a + bi € Z[i] mit N(7w) = g,
so wiirde a? 4+ b?> = ¢ = 3 mod 4 folgen, im Widerspruch zur Aussage, die wir
in Beispiel 7.18 oben bewiesen haben. Also bleibt ¢ selbst prim; jedes andere
Primelement der Norm ¢? ist zu ¢ assoziiert.

Sei schliellich p = 1 mod 4 eine Primzahl. Wir miissen noch zeigen, dass p als
Produkt p = 77 zerlegt werden kann. Nach Lemma 8.4 unten gibt es x € Z mit
22 = —1mod p und |z| < p/2. Dann gilt p | 22+ 1 < p?/4 + 1 < p?, also ist
N(x 4 1) = pm mit p{m. Dann muss es in der Primfaktorzerlegung von x + i ein
Primelement 7 = a + bi geben mit N(7) = p. Es bleibt noch zu zeigen, dass a + bi
und a — bi nicht assoziiert sind, und dass jedes Primelement der Norm p entweder
zu a + bi oder zu a — bi assoziiert ist. Zum ersten Punkt: Die Assoziierten von
a + bi sind +(a + bi) und +(—b + ai); wegen a,b # 0 und a # +b sind sie von
a — bi verschieden (die Norm p = a® +b? ist nicht von der Form z? oder 2z?). Zum
zweiten Punkt: Jedes Primelement der Norm p ist ein Teiler von p = 7«7, muss
also zu m = a + bt oder T = a — bi assoziiert sein. U

Wir halten als Spezialfall fest:

8.3. Zwei-Quadrate-Satz fiir Primzahlen.
Sei p=1mod 4 eine Primzahl. Dann gibt es a,b € Z mit p = a® + b (und diese
Darstellung ist bis auf Reihenfolge und Vorzeichen eindeutig).

Dieser Satz wurde zuerst von Pierre de Fermat im 17. Jahrhundert (auf andere
Weise) bewiesen.

Um den Beweis abzuschlieBen, miissen wir noch folgendes Lemma zeigen.

8.4. Lemma. Seip = 1mod 4 eine Primzahl. Dann gibt es x € Z mit |z| < p/2
und p | x* + 1.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Wilsonsche Kongruenz (p—1)! = —1 mod p (sie gilt
fiir jede Primzahl p). Dazu erinnern wir uns daran, dass [F, = Z/pZ ein Korper
ist. Die Aussage ist dquivalent dazu, dass in T, gilt [(p — 1)!] = [ la] = —[1].

Nun sind [1] und —[1] die beiden einzigen Elemente von F,,, die mit ihrem Inversen
iibereinstimmen (in einem Kérper folgt aus z? = 1, also 0 = 22 —1 = (z—1)(z+1),
dass x = £1 ist). Die anderen kann man mit ihrem Inversen zusammenfassen, ihr
Produkt ist also gleich [1]. Es bleiben nur die Faktoren [1] und —[1], und die
Behauptung ist klar.

Sei jetzt p = 2m + 1. Es gilt ( mod p)
(m)?>=1-2---(m—1)-m-m-(m—1)---2-1
=1-2---(m—1)-m-(m—p)-(m—1-p)---(2—p) (1 -p)
=12 = 1) (= 1) (= 2) - (=0 = 2) - (~(p = 1)
=(-D"-1-2--m-(m+1)---(p—2)-(p—1)
=(=D)"p-=—(-1)"
Wegen p = 1 mod 4 ist in unserem Fall m gerade, also gilt (m!)> = —1 mod p. Es

gibt ¢,z € Z mit |z| < p/2 und m! = gp + = (Division mit ,absolut kleinstem
Rest“); es folgt 22 = (m!)?> = —1 mod p. O

Die sich aus dem Lemma ergebende Methode, ein x wie angegeben zu finden, ist ausge-
sprochen ineffizient. Es gibt wesentlich bessere Algorithmen dafiir.

Wir konnen jetzt die Menge Ss genau beschreiben:
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8.5. Folgerung. Sei n € Z-o. Dann ist n Summe zweier Quadratzahlen genau
dann, wenn vy(n) gerade ist fir alle Primzahlen ¢ = 3 mod 4.

Beweis. Nach Lemma 8.1 ist n € Sy genau dann, wenn n ein Produkt von Zahlen
der Form N(7) ist, wo 7 ein Primelement von Z[i] ist. Nach Satz 8.2 sind diese
Zahlen N (7) genau 2, ¢* fiir Primzahlen ¢ = 3 mod 4 und p fiir Primzahlen p =
1 mod 4. Erfiillt n die angegebene Bedingung, dann kann man n offensichtlich als
Produkt solcher Zahlen schreiben, und umgekehrt erfiillt jede dieser Zahlen die
Bedingung, also auch jedes Produkt von solchen Zahlen. U

8.6. Bemerkung. Auf analoge Weise und unter Zuhilfenahme des Rings Z[/—2] lisst
sich zeigen, dass n > 0 genau dann in der Form z? 4 2y? geschrieben werden kann,
wenn vg(n) gerade ist fiir alle Primzahlen ¢ = 5 oder 7 mod 8. Allerdings setzt sich das
nicht in der Weise fort, wie man vielleicht vermuten konnte: Es gibt zum Beispiel kein
vergleichbar einfaches Kriterium dafiir, wann sich n in der Form 22 4 23y? schreiben
lésst.

Als néchstes wollen wir herausfinden, welche (nichtnegativen) ganzen Zahlen sich
als Summe von vier Quadraten schreiben lassen. Wir definieren dafiir

Sy={a®+b*+*+d*|ab,ec,deZ}.

Wenn man ein wenig herumprobiert, stellt man fest, dass man offenbar fiir je-
de nichtnegative ganze Zahl eine solche Darstellung finden kann. Bevor wir das
beweisen, lernen wir erst einmal einen Schiefkorper kennen.

8.7. Der Schiefkérper der Quaternionen. Man kann zeigen, dass der Korper
der komplexen Zahlen der einzige Korper ist, der die reellen Zahlen echt enthélt
und ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum ist. Es gibt aber noch einen etwas
groferen Schiefkorper. Er wurde von Hamilton entdeckt; seine Elemente wurden
von ihm Quaternionen getauft (Singular: die Quaternion). Man bezeichnet ihn zu
Ehren Hamiltons mit H (denn Q ist ja schon belegt). H ist ein vierdimensionaler
R-Vektorraum mit Basis 1,4, j, k (damit sind Nullelement, Addition und Negation
definiert). Die Multiplikation erfiillt die Distributivgesetze, ist vertriaglich mit der
R-Vektorraumstruktur und ist auf der Basis gegeben durch

P==k=-1, ij =k, jk=1iki=7, ji=—k kj=—iik=—j

(und natiirlich 12 = 1, 1-¢ = 7 und so weiter). Man kann dann nachpriifen, dass die
so definierte Multiplikation assoziativ ist, so dass H zu einem (nichtkommutativen)
Ring wird. Die reellen Zahlen sitzen in natiirlicher Weise in H; sie vertauschen mit
allen Quaternionen: ra = ar fiir alle r € R und o € H.

Fiir eine Quaternion o« = a + bi + ¢j + dk (mit a,b,c,d € R) definiert man die
konjugierte Quaternion & = a — bi — ¢j — dk. Dann findet man
N(a) :=aa=a’>+b+c* + d* = an € Ryg.

Diese Norm N(«) ist also nichts anderes als die quadrierte euklidische Lénge des
entsprechenden Vektors.

Weiter findet man, dass die Konjugationsabbildung o +— @ zwar kein Ringhomo-
morphismus ist, aber ein Anti-Automorphismus von H. Das bedeutet, dass alle
Eigenschaften eines Ringautomorphismus erfiillt sind, nur dass die Anwendung
auf ein Produkt die Reihenfolge der Faktoren vertauscht: a3 = B a. Es folgt

N(aB) = aBaB = affa=aN(B)a=aaN(B) = N(N(B),

also ist die Norm multiplikativ.
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Offenbar ist
Zy={a+bi+cj+dk|abecdeZ} CH

ein Unterring, und es gilt Sy = N(Zy). Aus der Multiplikativitdt der Norm folgt
dann analog wie fiir Ss:

8.8. Lemma. Die Menge S, ist multiplikativ abgeschlossen.

Es geniigt also zu beweisen, dass jede Primzahl Summe von vier Quadraten ist.
Dazu kommen wir gleich. Erst einmal wollen wir uns davon iiberzeugen, dass H
tatsdchlich ein Schiefkorper ist, dass also alle von null verschiedenen Elemente
invertierbar sind. Dazu stellen wir erst einmal fest, dass die Norm N(«) genau
dann verschwindet, wenn a = 0 ist. Fiir a # 0 ist also N(«) # 0, und wir haben

1 1 1
) n v — "N -1
“ N T N T Ny N
und ebenso ﬁ@ -a=1. Also ist
1
a = Y

N(a)

das Inverse von «. (Man sieht, dass vieles sehr &hnlich funktioniert wie bei den
komplexen Zahlen.)

Als ersten Schritt fiir den Beweis, dass jede Primzahl in Sy ist, brauchen wir eine
Hilfsaussage.

8.9. Lemma. Seip eine Primzahl. Dann gibt es u,v € Z mit u?>+v* = —1 mod p
und |u|, |v] < p/2.

Bewers. Fiir p = 2 ist die Behauptung leicht nachzupriifen. Sei also jetzt p un-
gerade. Wir betrachten den Korper F; es ist zu zeigen, dass es [u], [v] € F,, gibt
mit [u]® + [v]? = —[1] oder dquivalent, [u|*> = —[1] — [v]?. Ich behaupte, dass die
Menge {[u)? | [u] € F,} genau (p + 1)/2 Elemente hat. Dazu betrachten wir die
Abbildung ¢ : F, — F,, [u] — [u]®. Thre Fasern sind entweder leer, haben ein
Element (genau fiir [0]) oder zwei Elemente [u] und —[u|. (Letzteres, weil in ei-
nem Koérper aus z? = a? folgt © = a oder x = —a, und fiir [u] # [0] die beiden
Elemente [u] und —[u] verschieden sind, denn p # 2.) Es folgt, dass die p — 1 von
null verschiedenen Elemente auf (p —1)/2 Werte abgebildet werden und damit die
Behauptung.

Damit gilt auch, dass die Menge {—[1] — [v]? | [v] € F,} genau (p+ 1)/2 Elemente
hat (denn [a] — —[1] — [a] ist eine Bijektion). Die beiden Mengen konnen nicht
disjunkt sein, denn F,, hat nur p < p+1 = (p+1)/2+4 (p+1)/2 Elemente. Deshalb
ist die Gleichung [u]? 4 [v]?> = —[1] in [, 16sbar. Ubersetzt bedeutet, dass, es gibt
ganze Zahlen v und v mit u? + v?> = —1 mod p. Wir kénnen u und v durch ihre
betragsméafig kleinsten Reste modulo p ersetzen (dann haben wir |u|, |v| < p/2),
ohne die Kongruenz zu stéren. O
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8.10. Vier-Quadrate-Satz fiir Primzahlen. Seip eine Primzahl. Dann gibt es
a,b,c,d €7 mitp=a®+b*+ 2+ d>.

Beweis. Sei M = {m € Z~o | mp € Sy}. Wir zeigen zuerst, dass M nicht leer ist.
Nach Lemma 8.9 gibt es u,v € Z mit |ul, |v| < p/2 und p | 12 + u? + v2. Dann ist
Si3 VP +d+0* =mp mit m < (14 (p/2)*+ (p/2)*)/p <p,
also gibt es Elemente in M, und min M < p. Wenn wir zeigen konnen, dass
min M = 1 ist, dann sind wir fertig. Also nehmen wir an, dass mg = min M > 1
und versuchen, daraus einen Widerspruch abzuleiten. Sei o« = a+bi+cj+dk € Zy
mit N(a) = mop. Wir wihlen § = r+ si+tj +uk € Zy mit |r|, |s|, |t], |u]| < mo/2
und f = amod mg (dh., r =a, s = b, t = —c, u = —d mod myg). Dann ist

N(B) =712+ 8% + > + u® < 4(my/2)* < m3, und
N(B)=a*+ b+ +d* = N(a) = 0 mod mg,
also N(f) = mmgy mit 0 < m < myg. Fiir unser Argument brauchen wir, dass
0 < m < mg ist. Ware m = 0, dann wére auch g = 0, also o durch my teilbar und
damit mgp = N(«a) durch m? teilbar, was wegen 1 < my < p und p prim nicht
moglich ist. Wéare m = mg, dann hétten wir oben iiberall Gleichheit, also wére
mo = 2m’ gerade und |r| = |s| = |t| = |u| = m/. Es folgte
a=b=c=d=m modmyg,
das heifit, a = a'm’, b = b'm/, ¢ = m/, d = d'm’ mit o', V', ,d" ungerade. Damit
ist
(@) + )P+ ()P+(d)P=1+1+1+1=0mod4,
und wir hétten, dass
mop = N(a) =a®+ b0+ +d* = ((d)?+ (V) + () + (d)?) (m')?
durch 4(m’)* = m? teilbar ist, so dass wir wie eben einen Widerspruch erhalten.
Es gilt also 0 < m < my,.

Wir zeigen nun, dass m € M ist; das ist der gesuchte Widerspruch, denn my sollte
ja das kleinste Element von M sein. Dazu berechnen wir

N(aB) = N(a)N(B) = mmjp
und (Kongruenz bedeutet koeffizientenweise Kongruenz)
aff =aa = N(a) =0 mod myg .

Letzteres bedeutet, dass alle Koeffizienten von af durch mg teilbar sind, d.h.
v = af/my € Zy. AuBerdem gilt

N =N(2D) - ey,

mo m3

und damit ist m € M wie gewiinscht. O
Aus der multiplikativen Abgeschlossenheit von Sy folgt jetzt:

8.11. Vier-Quadrate-Satz von Lagrange. Jede nichtnegative ganze Zahln kann
man in der Form n = a® + b> 4+ ¢ + d*> mit a,b, c,d € Z schreiben.

8.12. Bemerkung. Ein analoger Beweis durch , Abstieg® ist auch fiir den Zwei-
Quadrate-Satz moglich (Ubung).

Wie sieht es mit Summen von drei Quadraten aus?

Es gilt folgender Satz, der zuerst von Gaufl bewiesen wurde:
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8.13. Drei-Quadrate-Satz. Eine nichtnegative ganze Zahl n ldsst sich genau
dann in der Form n = a®>+b%*+c® mit a,b,c € Z schreiben, wenn n nicht die Form
4™ (8k 4+ 7) mit k,m € Zxq hat.

Dass die Bedingung notwendig ist (sich also Zahlen der angegebenen Form nicht als
Summen dreier Quadrate schreiben lassen), ist nicht schwer zu sehen (Betrachtung
modulo 8, Ubung). Die Umkehrung verlangt tiefere Hilfsmittel, die wir hier nicht
zur Verfiigung haben. Einen Hinweis darauf, dass dieser Fall schwieriger ist, gibt
die Tatsache, dass die Menge

Sy = {a® +b*+c*|a,bc€ L}

keine multiplikative Struktur besitzt wie S, und Sy: Zum Beispiel gilt 3,5 € Ss,
aber 3-5 =15 ¢ Ss.

9. DER CHINESISCHE RESTSATZ

Nach unserem Ausflug in die Zahlentheorie kehren wir zuriick zu Ringen, speziell
Faktorringen. Wir beginnen mit einem Resultat dariiber, wann ein Ringhomomor-
phismus R — R’ einen Ringhomomorphismus R/I — R’ induziert. Es sind wieder
alle Ringe kommutativ, wenn nichts anderes gesagt wird.

9.1. Satz. Sei ¢ : R — R’ ein Ringhomomorphismus und I C R ein Ideal. Es
gibt genau dann einen Ringhomomorphismus ¢ : R/I — R', der das Diagramm

R s R
A
R/I

kommutativ macht, wenn I C ker ¢ ist. (Dabei ist die Abbildung R — R/I der
kanonische Epimorphismus.) In diesem Fall ist 1 eindeutig bestimmt.

Wir sagen, dass ¢ von ¢ induziert wird.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass es einen solchen Homomorphismus v gibt.
Dann gilt fir r € 1

o(r) = ¥([r]) = »([0]) = 0,
also ist r € ker ¢. Da r € I beliebig war, folgt I C ker ¢.

Umgekehrt nehmen wir an, dass I in ker ¢ enthalten ist. Fiir ri,7, € R mit
[r1] = [r2] gilt dann
p(r1) = o((r1 — r2) +12) = d(r1 — 1r2) + d(r2) = (1),
weil 71 — 1y € ker ¢ ist. Damit ist die Abbildung
Y:R/I — R, [r] — o(r)

wohldefiniert; es ist klar, dass 1) das Diagramm kommutativ macht. Man rechnet
nach, dass ¢ ein Ringhomomorphismus ist:

P([1]) = ¢(1) =1
Y([r] + [r2]) = ®([r1 +12]) = ¢(r1 +1r2) = ¢(r1) + ¢(r2) = Y([r1]) + ¥([r2])

und ebenso fiir das Produkt. Der Homomorphismus ¢ ist eindeutig bestimmt,
denn es muss ¢([r]) = ¢(r) gelten, damit das Diagramm kommutiert. O
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9.2. Folgerung. Sei R ein Ring, und seien I C J Ideale von R. Dann definiert
R/I — R/ J, r+l—r+J
einen surjektiven Ringhomomorphismus.

Da dieser Homomorphismus vom kanonischen Epimorphismus R — R/.J induziert
wird, wird auch er als ein kanonischer Ringhomomorphismus bezeichnet.

Beweis. Wir wenden Satz 9.1 auf den kanonischen Epimorphismus 7 : R — R/J
an. Da I C J = kerm, folgt die Existenz und Eindeutigkeit des angegebenen
Homomorphismus. Da jedes Element von R/J sich in der Form r + J schreiben
lésst, ist der Homomorphismus surjektiv. O

Als néchstes betrachten wir Produkte von Ringen. Einen Spezialfall davon haben
wir schon in Gestalt der Ringe R gesehen.

9.3. Definition. Sei (R;)i; eine Familie von Ringen. Sei R = [],., R; ihr car-
tesisches Produkt. Dann ist R ein Ring, wenn wir Addition und Multiplikation
komponentenweise definieren:

(ri)ier + (8i)ier = (15 + Si)ier , (ri)ier - (si)ier = (risi)ier
Der Ring R heiit das direkte Produkt der Ringe R;. Ist [ = {1,2,3,...,n} endlich,

dann schreiben wir auch

R:R1XR2X"'XRn.

Fiir jedes ¢ € I gibt es einen Ringhomomorphismus m; : R — R;, der (r;),e; auf
die i-te Komponente r; abbildet. Dieser (surjektive) Homomorphismus heifit die
i-te Projektion.

Ist die Indexmenge [ leer, dann ist R der Nullring.

Das Produkt von Ringen hat eine universelle Eigenschaft.

9.4. Proposition (Universelle Eigenschaft des Produkts von Ringen). Sei
(R;)icr eine Familie von Ringen und R ihr direktes Produkt. Sei R' ein weiterer
Ring, und seien (firi € I) ¢; : " — R; Ringhomomorphismen. Wennm; : R — R;
die i-te Projektion bezeichnet, dann gibt es genau einen Ringhomomorphismus
Y : R — R, so dass alle Diagramme

P

R ——

N

N

kommutativ sind.

Beweis. Dass 1 als Abbildung existiert und eindeutig ist, ist eine Aussage der
Mengentheorie: Es muss gelten 1(r) = (qﬁi(r))ie ;- Man priift sofort nach, dass 1
auch ein Ringhomomorphismus ist. U

Wir betrachten nun folgende Situation: R ist ein Ring, und wir haben Ideale
I, I, ..., I, von R. Dann induzieren die kanonischen Epimorphismen ¢; : R —
R/I; einen Ringhomomorphismus

iR — R/I x R/Iy x -+ x R/I,.
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Der Kern von ) ist offensichtlich
kery =ker¢y NkergoN...Nkero, =LNILN...NI,,
so dass wir einen injektiven Ringhomomorphismus
Y:R/(LN...NI,) — R/I; x R/I, x --- x R/,

erhalten. Jetzt stellt sich die Frage: Wann ist 15 auch surjektiv und damit ein
Isomorphismus? Anders formuliert: Gegeben ai,as,...,a, € R, unter welchen
Bedingungen gibt es stets ein Element » € R mit

r=aymodl;, r=amodl,, ..., r=a,modlIl,”

9.5. Lemma. Der Homomorphismus 15 1st genau dann surjektiv, wenn es Ele-
mente r1,...,m, € R gibt, so dass
ri=1mod I; wund r; € I} fir alle k # j
gilt. Das ist genau dann der Fall, wenn I; + I, = R fiir alle 1 < j <k <n.
Hier steht fiir Ideale I, J von R die Summe [ + J fiir

I+J={IUJ)g={r+s|rel,seJ}.

Beweis. Wenn 1) surjektiv ist, dann kénnen wir a; = 1und ap = 0 fiir k # j
wéhlen, so dass wir die Elemente r; bekommen. Umgekehrt ist r = a;ri+- - -+a,r,
ein Element, das die verlangten Kongruenzen erfiillt, also ist die Existenz der r;

auch hinreichend fiir die Surjektivitat von .

Zur zweiten behaupteten Aquivalenz: Wir nehmen zuerst an, dass die r; existieren.
Wegen 1 = (1 —rj) +r; € I; + I fiir k # j folgt, dass I; + Iy = R ist. Sei nun
umgekehrt vorausgesetzt, dass I; + I, = R ist fiir alle j # k. Dann gibt es a;;, € I,

bjr € I, mit aj, + bj, = 1. Es gilt also bj, = 1 mod I;. Wir setzen r; = Hk;éj bik,
O

dann gilt 7; = 1 mod [; und r; € I}, fiir alle k& # j wie gewiinscht.
Wir geben der relevanten Eigenschaft von Paaren von Idealen einen Namen.

9.6. Definition. Zwei Ideale I und J eines Ringes R heilen komaximal oder
zueinander prim, wenn gilt I + J = R.

Sind zwei ganze Zahlen m und n teilerfremd, dann gilt ggT(m,n) = 1, also Zm +
Zm = Z, d.h., die von m und n erzeugten Hauptideale sind komaximal. Dann gilt
auch

Zm N Zn = ZkgV(m,n) = Zmn.

Lésst sich das verallgemeinern?
9.7. Lemma. Sei R ein Ring, und seien Iy, ..., 1, Ideale von R, die paarweise

komazximal sind. Dann gilt
Lhn..nlh,=105L----1,.

Dabei ist das Produkt der Ideale definiert durch
Illn: <{a1---an | aq 611,...,an 61n}>R7

es ist also das von allen Produkten a; - - - a,, erzeugte Ideal, wo der Faktor a; aus I;
ist. Es besteht aus allen endlichen Summen solcher Produkte. Als Spezialfall haben
wir fiir Hauptideale

Ray - Ray - -+ Ra, = R(ayas - - ay,) .
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Bewers. Es gilt stets die Inklusion ,,D%, denn jedes Produkt a; - - - a,, wie oben ist
in allen Idealen [; enthalten. Es ist noch die umgekehrte Inklusion zu zeigen. Dies
geschieht durch Induktion iiber die Anzahl n der Ideale. Fiir n = 1 ist nichts zu
zeigen. Sei also jetzt n = 2. Nach Voraussetzung sind die beiden Ideale I; und I
komaximal, es gibt also a; € I} und as € Iy mit a; +as = 1. Sei r € I; N I,. Dann
gilt

r=r-l=r(a+a)=ar+rag €1l -1,

denn im ersten Produkt ist » € Iy, im zweiten Produkt ist » € I, also sind beide
Produkte in I; - I5. Das zeigt die Behauptung fiir n = 2. Sei jetzt n > 2. Nach
Induktionsannahme gilt 1 N...N1I, 1 = I;--- I, 1. Das Argument im Beweis des
zweiten Teils von Lemma 9.5 zeigt, dass Iy N ... N I,_; und [, komaximal sind.
Dann folgt mit dem Fall n = 2:

L. . NLhanly=0ON.. Nl y) In="L-ITyq-1I,.

(Man beachte, dass wir in diesem Beweis tatséchlich verwendet haben, dass R
kommutativ ist!) O

Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen.

9.8. Chinesischer Restsatz. Sei R ein (kommutativer) Ring, und seien Iy, ..., I,
Ideale von R, die paarweise komaximal sind. Dann gilt

hnbn..Nnl,=0LL -1,---1,,
und der kanonische Homomorphismus
R/IIy---1, — R/I; Xx R/Is X -+- x R/I,
st ein Isomorphismus.

In einem Hauptidealring sind die von zwei Elementen a und b erzeugten Ideale
genau dann komaximal, wenn a und b teilerfremd sind, also ggT 1 haben. Wir
erhalten folgenden Spezialfall.

9.9. Chinesischer Restsatz fiir Hauptidealringe. Sei R ein Hauptidealring,
und seien ay,...,a, € R paarweise teilerfremd. Dann ist der kanonische Homo-
morphismus

R/Rajas---a, — R/Ra; x R/Ray x --- x R/Ra,

ein Isomorphismus. Anders ausgedriickt bedeutet das, dass jedes System von Kon-
gruenzen

r=bmoda;, x=bymoday, ..., x=b,moda,

eine Losung © € R besitzt, und dass die Restklasse von x mod ay - - - a, eindeutig
bestimmt ist.

Das lésst sich natiirlich insbesondere auf den Ring Z der ganzen Zahlen anwenden.
Dabei erhebt sich die Frage, wie man eine Losung x des Systems von Kongruenzen
in der Praxis berechnen kann. Dazu betrachten wir ein Beispiel.
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9.10. Beispiel. Wir wollen das System von Kongruenzen
r=3mod?H, r=4mod?7, r =6 mod 11

l6sen. Es gibt im wesentlichen zwei Moglichkeiten.

(1) Wir bestimmen die r; wie in Lemma 9.5:
ry =1 mod 5, ry=0mod 7-11 =77

Die Losung kommt aus dem Erweiterten Euklidischen Algorithmus, der die
Linearkombination 1 = 31-5—2-77 liefert, also kénnen wir ry = —=2-77 =
—154 nehmen. Analog finden wir 7 = —55 und r3 = —175. Eine Losung
ergibt sich dann als

r=3r; +4ry+6r3 = —1732.

Diese Losung ist modulo 5 -7 - 11 = 385 eindeutig bestimmt; die kleinste
nichtnegative Losung ist somit z = 193.

(2) Wir losen das System iterativ. Zuerst bestimmen wir die Losungen der
ersten beiden Kongruenzen. Es ist 1 = 3 -5 — 2 -7, also ist die Losung
gegeben durch

r=3-(—14)+4-15=18mod 5-7 = 35.
Jetzt miissen wir das System
x = 18 mod 35, x =6mod 11
16sen. Analog finden wir 1 = —5-354 16 - 11 und damit

2 =18-176+6- (—175) = 2118 = 193 mod 385

Als Anwendung des Chinesischen Restsatzes fiir Z wollen wir uns die Einhei-
tengruppen der Ringe Z/nZ etwas néher betrachten. Dazu schauen wir uns erst
einmal allgemein die Einheitengruppe eines Produkts von Ringen an.

9.11. Definition. Sei (G;);c; eine Familie von Gruppen mit cartesischem Produkt
G = [L.c; Gi- Analog zur Situation bei Ringen (siehe Definition 9.3 wird G zu einer
Gruppe, wenn wir die Verkniipfung komponentenweise definieren:

(9i)ier - (hi)ier = (gi - hi)ier
Die Gruppe G mit dieser Verkniipfung heifit das direkte Produkt der Gruppen Gj.

Die Schreibweise G7 x Gg X --- x G, fiir ein Produkt endlich vieler Gruppen
G1,Gy, ..., G, ist analog wie bei Ringen (und Produkten von Mengen). Direk-
te Produkte von Gruppen haben die analoge universelle Eigenschaft wie direkte
Produkte von Ringen (mit dem selben Beweis).

Der Zusammenhang zwischen direkten Produkten von Ringen und Gruppen ist
wie folgt.

9.12. Proposition. Sei (R;);c; eine Familie von Ringen. Dann gilt
X
7 I
iel iel
R;).
Die Einheitengruppe eines direkten Produkts von Ringen ist also das direkte Pro-
dukt der Einheitengruppen.

(als Teilmengen von [,

Beweis. Ubung. U
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Uns interessiert nun die Méchtigkeit der Gruppe (Z/nZ)* fir n € Z~,. Dafiir gibt
es einen Namen:

9.13. Definition. Sein € Z-o. Dann setzen wir ¢(n) = #(Z/nZ)*. Die Funktion
¢ : Lo — Lo heiit Bulersche Phi-Funktion. Die Gruppe (Z/nZ)* heifit die prime
Restklassengruppe modulo n. Dieser Name kommt von der folgenden Tatsache:

9.14. Lemma. Sein € Z~q. Eine Restklasse [a] = a+nZ € Z/nZ ist invertierbar
genau dann, wenn a L n ist.

Beweis. Sei a € Z. Dann gilt
la| € (Z/nZ)" <= € Z:[a]-[b] =]1]
< dbeZ:ab=1modn
< db,ceZ:ab+cn=1
<~ aln.
O

Die invertierbaren Restklassen sind also genau die, die durch Zahlen repréasentiert
werden, die prim zu n sind. Da die Restklassen eindeutig durch die Zahlen von 0
bis n — 1 (oder von 1 bis n) représentiert werden, konnen wir ¢(n) auch wie folgt
beschreiben:

on)=#{0<a<n|aln}=#{1<a<n|aln}.

Die Werte von ¢ fiir kleine Werte von n sind dann also:

n[1 234567891011 12 13 14 15 16
on)|1T 1 2 2 4 26 46 4 10 4 12 12 8 8|

Es ist ziemlich klar, dass gilt
¢(n) =n—1 <= n Primzahl,
denn genau dann gilt
{0<a<n|aln}={12...,n—1}.

Dies lésst sich zu einer einfachen Formel fiir Primzahlpotenzen verallgemeinern:

9.15. Lemma. Seip eine Primzahl und e € Z~q. Dann gilt ¢(p°) = (p — 1)p~L.

Beweis. Wir zéhlen die Zahlen zwischen 0 und p® — 1, die zu p° teilerfremd sind.

Da alle (positiven) Teiler von p¢ die Form p/ haben mit 0 < f < e, gilt
ggT(a,p?) #1 < pla.

Wir miissen also genau die Zahlen zédhlen, die nicht durch p teilbar sind. Es gibt

genau p°~! Zahlen von 0 bis p® — 1, die durch p teilbar sind (ndmlich ap fiir
0 <a < p 1), also bleiben

o) =p°—p = (p—1)p~"
Zahlen iibrig. U

Zusammen mit dem Chinesischen Restsatz und Proposition 9.12 erhalten wir dar-
aus eine Formel fiir ¢(n).
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9.16. Satz. Sein € Z~y. Dann gilt
o(n) = [T —1p» = nH(l -2).
pln

wobei die Produkte tiber die Primteiler von n laufen.

Beweis. Wir haben die Primfaktorzerlegung n = Hp‘npvp("). Nach dem Chinesi-
schen Restsatz gilt dann (Ubung)

z/nZ =] z/p>"z
pln
und nach Proposition 9.12 dann auch
(Z/nZ)* = H(Z/pvp(n)z x
pln
Es folgt mit Lemma 9.15

¢(n) = #(Z/nZ)* H# Z/p™Mz)* =] o(r™)

pln

~T- 1);9”1’(’”‘1 -T1(- ]—9) pr =] (1~ —>

pln pln pln

g

Eine weitere Moglichkeit zur rekursiven Berechnung von ¢(n) liefert folgende Aus-
sage.

9.17. Lemma. Sein € Z~y. Dann gilt

> o(d) =

dn

wobei die Summe tiber alle positiven Teiler von n lduft.
Beweis. Ubung. U

So hat man zum Beispiel ¢(6) =6 —¢(3) —p(2) — (1) =6—-2—-1—-1=2.

10. DER QUOTIENTENKORPER

Sie werden sich an die Konstruktion des Korpers Q der rationalen Zahlen aus dem
Ring Z der ganzen Zahlen erinnern: Man fithrt Quotienten a/b ein (mit a,b €
Z, b # 0; formal sind das Aquivalenzklassen von Paaren) und definiert darauf
Addition und Multiplikation durch die bekannten Formeln. Diese Konstruktion
kann ohne weiteres auf beliebige Integritéitsbereiche verallgemeinert werden.
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10.1. Satz und Definition. Sei R ein Integrititsbereich. Dann gibt es (bis auf
eindeutige Isomorphie) genau einen Korper K und einen Ringhomomorphismus
v : R — K mit der folgenden universellen Figenschaft:

Zu jedem Ringhomomorphismus 1) : R — R’ in einen kommutativen Ring R', so
dass Y(R\ {0}) C (R')*, gibt es genau einen Ringhomomorphismus ¥ : K — R/,
so dass das folgende Diagramm kommutiert:

R v

S

R/
Der Korper K heifit der Quotientenkérper (engl. field of fractions) von R.

Beweis. Wir konstruieren zuerst einen geeigneten Koérper K und Homomorphis-
mus ¢, dann zeigen wir die universelle Eigenschaft; die Eindeutigkeit bis auf ein-
deutige Isomorphie folgt daraus.

Die Vorgehensweise fiir die Konstruktion von K ist analog zur Konstruktion von Q
aus Z (und dhnlich zur Konstruktion von Z aus N). Wir wollen die Elemente (a, b)
von M = R x (R \ {0}) als Représentanten von Quotienten a/b betrachten. Die-
se Darstellung ist nicht eindeutig, also miissen wir eine Aquivalenzrelation (Re-
flexivitdt, Symmetrie und Transitivitdt sind nachzupriifen; fiir die Transitivitét
braucht man die Nullteilerfreiheit von R) definieren, die Paare identifiziert, die
den gleichen Quotienten représentieren:

(a,b) ~ (a',V) < ab =d'b.

Wir schreiben a/b fiir die durch (a,b) reprisentierte Aquivalenzklasse und K fiir
die Menge M/ ~ der Aquivalenzklassen. Dann definieren wir Addition und Mul-
tiplikation auf K wie iiblich:

a c_ad+bc

ac

d a c
b d - bd MY d T b
(man beachte, dass bd # 0 wegen b,d # 0 und weil R ein Integrititsbereich
ist, also liegen die Paare (x,bd) wieder in M). Es ist nachzupriifen, dass diese
Verkniipfungen wohldefiniert sind, dass also der Wert nicht von der Wahl der
Repréasentanten abhéngt. Wir zeigen das hier fiir die Multiplikation; die Addition
lassen wir als Ubungsaufgabe. Seien also a, b, ¢,d, o, ¥, ¢, d € Rmit b, d, ¥/, d # 0
und ab’ = da’b, cd’ = 'd. Es ist zu zeigen, dass dann

ac _a'd
bd — bd’
gilt. Das folgt so (unter Verwendung von Kommutativitdt und Assoziativitit der
Multiplikation):
(ac)(b'd") = (ab')(cd') = (a'b)(dd) = (a'd)(bd) .

Dann miissen die Korperaxiome nachgerechnet werden (mit 0/1 als Nullelement
und 1/1 als Einselement; das Inverse von a/b (mit a # 0) ist natiirlich b/a). Das
ist langwierig und -weilig; die Axiome fiir K folgen aus den Ringaxiomen, der

also  (ac)(V'd") = (a'd)(bd)
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Kommutativitdt und der Nullteilerfreiheit von R. Wir miissen noch den Homo-
morphismus ¢ : R — K definieren. Wir setzen natiirlich ¢(r) = r/1; dass ¢
tatsdchlich ein Ringhomomorphismus ist, ist leicht nachzurechnen.

Jetzt zeigen wir die universelle Eigenschaft. Sei also ¥ : R — R’ ein Ringho-
momorphismus, so dass ¥(r) invertierbar ist fiir alle 0 # r € R. Wenn es einen
Homomorphismus ¥ : K — R’ wie im Satz gibt, dann muss gelten

U(a/b) = (p(a)p(d)™") = ¥(p(a) ¥ (p(b)) " = v(a)i(b) ™
(Beachte, dass b # 0, also (b)) € (R')*, so dass 1(b) ™" existiert.) Das zeigt schon
die Eindeutigkeit von W. Die Existenz von ¥ als Abbildung folgt, wenn wir zeigen,
dass uns obige Relation etwas Wohldefiniertes liefert. Sei also a/b = /b, das
bedeutet ab’ = a’b. Dann folgt

Y(ab) = (a'd) = Y(a)y(t') = ¥(a)(b) = P(a)p(b)™ =y(d)w() ™,
also erhalten wir fiir W(a/b) das selbe Ergebnis wie fiir W(a'/b"). Es bleibt zu
zeigen, dass U ein Ringhomomorphismus ist. Das ist nicht schwer:

U(1) =P(1/1) =(1)Y(1) " =1

und

(i) - w( ) - o

= (Y(a)y(d) + (D) (c))p(D) " Hp(d) ™
= (a)p(d) ™ + Y (c)v(d)" = \p( ) + \1/(2) :

fiir die Multiplikation geht es dhnlich.
Wie iiblich folgt aus der universellen Eigenschaft die Eindeutigkeit bis auf eindeu-
tigen Isomorphismus: Sind K’, ¢’ : R — K’ ein Kérper und Ringhomomorphismus

mit der gleichen Eigenschaft, dann gibt es eindeutig bestimmte Homomorphismen
K — K' und K' — K, so dass

SRS

kommutiert. (Man wende die universelle Eigenschaft einmal fir K (mit K’ in
der Rolle von R’) und einmal fiir K’ (mit K in der Rolle von R’) an.) Aus der
Eindeutigkeit folgt dann, dass diese Homomorphismen zueinander invers sind, also
hat man einen eindeutig bestimmten Isomorphismus von K nach K’, der mit ¢
und ¢’ vertraglich ist. O

In diesem Sinne ist Q der Quotientenkorper von Z. Ist R bereits ein Koérper, dann
kann man K = R, ¢ = idg nehmen.

In jedem Fall ist ¢ : R — K injektiv, denn es gilt

0
o(r) =0 < gzi = r1=0-1 < r=0,

also hat ¢ trivialen Kern. Man identifiziert deshalb gerne R mit seinem Bild unter
¢ in K, betrachtet also R als Unterring von K (analog zu Z C Q). Die universelle
Eigenschaft sagt dann, dass man den Ringhomomorphismus R — R’ eindeutig
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auf K fortsetzen kann, wenn er alle von null verschiedenen Elemente auf invertier-
bare Elemente von R’ abbildet.

10.2. Lemma. Ist R Unterring eines Korpers K, dann ist
K’:{%‘a,beR,b%O} CK
(mit der Inklusionsabbildung ¢ : R — K') der Quotientenkdrper von R.

Beweis. Man zeigt das ganz genauso wie im Beweis von Satz 10.1. [

10.3. Beispiel. Als ein weiteres Beispiel konnen wir den Quotientenkérper von Z[i]
betrachten. Da Z[i] C C Unterring eines Kérpers ist, kann man Lemma 10.2 an-
wenden und findet (Ubung), dass der Quotientenkérper von Z[i| gerade

Q@) = {a+bi|a,be Q}

ist.

11. POLYNOMRINGE

Wir kommen zu einem zentralen Thema dieser Vorlesung: Polynomringe sind wich-
tig fiir viele algebraische Konstruktionen (etwa bei der Konstruktion von Erwei-
terungskorpern, siehe néichstes Semester). Aus der Analysis kennen sie sicher Po-
lynomfunktionen, etwa auf R. Das sind Funktionen der Form

frxm apz” +an 12" 4+ . az+ag.

Es ist nicht schwer zu sehen, dass diese Funktionen einen Unterring des Rings
aller reellen Funktionen bilden. In diesem Fall erhélt man tatséchlich (bis auf Iso-
morphie) den Polynomring iiber R. Im allgemeinen jedoch bekommt man nicht
das Richtige, wenn man Funktionen betrachtet. Zum Beispiel konnen wir Poly-
nomfunktionen f : Fy — [y betrachten (Fy = {0,1} ist der Korper mit zwei
Elementen) und stellen fest, dass x + x und z + z? die selbe Funktion erge-
ben. Wir méchten aber gerne die ,,Polynome® z und 22 als verschiedene Objekte
betrachten. Um das zu erreichen, konstruieren wir einen Ring, dessen Elemente
formale Ausdriicke der Form a, 2" + a,_12" '+ ...+ a1z + ag sind; dabei kommen
ag, ay, ..., a, aus einem gegebenen Ring R, und x steht fiir ein ,neues“ Element,
gern Unbestimmte genannt. Um das Ganze wirklich auf saubere Fiile zu stellen,
reprisentieren wir das Polynom a,z™ + a,_12" ' + ... + a1 + ag durch die Folge
(ag,a1,...,an_1,0,,0,0,...) € RN. Die Ringstruktur, die wir definieren wollen, ist
aber nicht die komponentenweise Struktur vom Ring RY der Folgen, sondern hat
eine andere Multiplikation.

11.1. Definition. Sei R ein (nicht notwendig kommutativer) Ring. Wir konstru-
ieren einen Ring R[z] wie folgt. Die unterliegende Menge ist die Menge

{(ag,ay,...) € R | a, = 0 fiir alle bis auf endlich viele n}

der endlichen (oder abbrechenden) Folgen von Elementen von R. Wir definieren
die Addition komponentenweise. Wir setzen

z:=(0,1,0,0,0,...)
und definieren Multiplikation mit Elementen r € R und mit x wie folgt:

r-(ag, a1, a9, ...) = (rag,raj,rag,...) und z-(ag,as,as,...) = (0,a9,a1,as,...).
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Dann gilt 2" = (0,...,0,1,0,0,0,...) (bzw. wir definieren 2° so), und
———
(ag,ar,as,...,a,,0,0,0,...) = apz® + a1z’ + agx® + ... + a,a".

Das Element a; € R heit der Koeffizient von 27 oder der j-te Koeffizient im
Polynom agx® + ... + a,x™. Wir identifizieren R mit seinem Bild in R[z] unter

o7 (r,0,0,...) =ra".
Damit R[z] ein Ring wird, muss die Multiplikation das Distributivgesetz erfiillen.
Das zwingt uns zu der Festlegung

(ap + a1z + agx® + ...+ apa™) - (b + bix + box® + ... + by2™)
= aobo + (a061 + albo)l‘ + (aobg + (llbl + agbo)$2 + ...+ (anbm)x"+m .

Der k-te Koeffizient des Produkts ist also Z?:o a;b,_;. Mit den offensichtlichen
Definitionen

0=¢(0)=(0,0,0,...), 1=¢(1)=(1,0,0,...)

und  —(ag, ay,...) = (—ag, —ay,...)

miissen wir uns noch davon iiberzeugen, dass R[z]| tatsichlich ein Ring ist. Es
ist ziemlich klar, dass (R[z],0,+,—) eine abelsche Gruppe ist (denn wir haben
offensichtlich eine Untergruppe der additiven Gruppe des Folgenrings RY). Es ist
auch klar, dass 1 neutrales Element beziiglich der Multiplikation ist. Die weiteren
Axiome (Assoziativitdat der Multiplikation, Distributivgesetze) verifiziert man ohne
grofle Probleme unter Verwendung der entsprechenden Eigenschaften von R. Und
natiirlich ist die Einbettung ¢ : R — R[z] ein Ringhomomorphismus.

Der so konstruierte Ring R[z] heifit der Polynomring iber R in der Unbestimm-
ten x. Analog kann man Polynomringe R[X], R[y] usw. definieren; es unterschei-
det sich dabei lediglich der Name der Unbestimmten. Polynomringe in mehreren
Unbestimmten erhélt man durch Iteration der Konstruktion: Rz, y] = (R[z])[y],
Rla,y, 2] = (Rlz,y])[2] usw.

Man beachte, dass in R[z] fir r € R C R[z] stets ra = ar gilt (auch wenn R selbst
nicht kommutativ ist). Es folgt:

R kommutativ = R[z] kommutativ.

Wir werden sehen, dass sich auch andere Eigenschaften von R auf R[x] vererben.

Die Idee hinter der Konstruktion des Polynomrings ist, dass man zum Ring R ein
,heues“ Element x hinzufiigen mochte, das von den Elementen von R vollkommen
yunabhéngig® ist (auBer dass es mit ihnen kommutiert). Diese Unabhéngigkeit
bedeutet, dass polynomiale Ausdriicke in x mit Koeffizienten in R verschieden
sind, wenn nicht alle ihre Koeffizienten iibereinstimmen:

ag+ar+...+a,x" =by+bix+...+b,2" < ag=by, a1 =by, ..., a, =b,

(, Koeffizientenvergleich“). In der Konstruktion wird dies dadurch erreicht, dass
man ein Polynom mit der Folge seiner Koeffizienten identifiziert; damit umgeht
man die Probleme beim Betrachten von Polynomfunktionen. Auf der anderen Seite
bewirkt diese Unabhéngigkeit aber auch, dass man aus Polynomen Funktionen
machen kann. Formal wird das ausgedriickt durch eine universelle Eigenschaft.
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11.2. Satz (Universelle Eigenschaft des Polynomrings). Seien R und R’
Ringe, seia € R, und sei ¢ : R — R’ ein Ringhomomorphismus, so dass fiir alle
r € R gilt (r)a = ap(r) (das ist automatisch, wenn R kommutativ ist). Dann gibt
es einen eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus ® : Rlx] — R mit ®|p = ¢
und ®(z) = a:

Beweis. Wir beginnen mit der Eindeutigkeit. Wenn ® existiert, dann muss gelten

O(ag + a1z + ... +a,z") = P(ag) + P(ar)P(z) + ... + P(a,)(x)"
= ¢(ag) + ¢(ar)a+ ...+ day)a”;
damit sind die Werte von & durch die Daten ¢ und a eindeutig festgelegt. Die
Existenz von ® als Abbildung mit den obigen Werten folgt daraus, dass Polynome
eindeutig ihren Koeffizientenfolgen entsprechen — es gibt keine Aquivalenzklassen
und damit kein Problem mit der Wohldefiniertheit. Es bleibt zu zeigen, dass ® ein
Ringhomomorphismus ist. Wir haben ®(1) = ¢(1) =1,
O(ag+ a1z + ...+ apz”) + P(bo + byz + ... + byz™)

= (¢(ao) + par)a+ ...+ ¢(an)a") + (¢(bo) + d(b1)a + ... + ¢(by)a")

= (#(ao) + ¢(bo)) + (d(ar) + ¢(br))a+ ... + (d(an) + ¢(bn))a"

= ¢(ap +bo) + ¢(ar + br)a+ ... + ¢(an + by)a”

= ®((ap +bo) + (a1 + b))z + ...+ (a, + by)z")

= <I>((a0 +az+ ...+ a2+ (bg+ b+ ...+ bnx"))

und mit f =377 Jaat, g = D00 bl
0(f)-200) = (3 ota)a’) - (L o06)) = 33 olaotby)a

(hier haben wir benutzt, dass a¢(b;) = ¢(b;)a!)

n m n+m k
= Z ¢(ab;)a’™ = Z <Z fb(@ibk—z’))ak
=0 5=0 k=0 =0

(wir setzen a; = 0 fir ¢ > n und b; = 0 fir j > m)

= g¢(; Gibk—i) a* = <I><T;Z:7: (; aibkfi)$k> = ®(fg).
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11.3. Definition. Wenn in der Situation von Satz 11.2 der Homomorphismus ¢
kanonisch ist (zum Beispiel im Fall R C R'), dann heifit ® Auswertungsabbildung
in a oder Einsetzungshomomorphismus, und man schreibt suggestiv f(a) fir ®(f).

Ist R' kommutativ, dann induziert ein Polynom f € R[x] also eine Polynomfunk-
tion R — R, a— f(a). Gilt f(a) =0, so heiit a eine Nullstelle von f in R’

Fiir das Rechnen mit Polynomen sind folgende Begriffe hilfreich:

11.4. Definition. Sei R ein Ring, f = ag + a1x + ... + a,2" € R[x]. Ist a,, # 0,
dann heifit deg(f) = n der Grad (degree) und lcf(f) = a, der Leitkoeffizient
(leading coefficient) des Polynoms f. Fiir das Nullpolynom 0 € R[z] setzen wir
deg(0) = —oo; das Nullpolynom hat keinen Leitkoeffizienten. Ein Polynom mit
Leitkoeffizient 1 heifit normiert. (Das Wort ,normiert* hat in der Mathematik
leider sehr viele verschiedene Bedeutungen. Im Englischen gibt es fiir diesen spe-
ziellen Fall ein eigenes Wort: monic.) Ein Polynom f heifit konstant, wenn f = 0
oder deg(f) =0, also wenn f € R C R[z].

11.5. Lemma. Sei R ein Ring, und seien f,g € R[z| Polynome. Dann gilt:

(1) deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)} mit Gleichheit, falls deg(f) # deg(g).
(2) deg(fg) < deg(f) + deg(g) mit Gleichheit, falls R ein Integrititsring oder

eines der Polynome normiert ist. Gilt Gleichheit und fg # 0, so gilt auch
lef(fg) = lef(f) ek (g).

Beweis. Ist f = 0 oder ¢ = 0, dann sind die Aussagen klar. Sonst seien f =
>’ und g = 7% (bja; (mit aj, b; = 0 fiir j groff genug). Dann ist a; = 0 fiir
J > deg(f) und b; = 0 fiir j > deg(g), also a;+b; = 0 fiir j > max{deg(f), deg(g)}.
Das zeigt deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)}. Sind die Grade verschieden, etwa
deg(f) < deg(g) = n, dann ist a, + b, = b, # 0, also deg(f + g) = deg(g) =
max{deg(f), deg(g)}-

In der Summe ) 7" a;by,; ist in jedem Term ein Faktor null, wenn m > deg(f) +
deg(g) ist, also ist der entsprechende Koeffizient von fg ebenfalls null. Das zeigt
deg(fg) < deg(f) + deg(g). Ist m = deg(f) + deg(g), dann ergibt sich fiir den
entsprechenden Koeffizienten des Produkts aqeg(f)bdeg(g)- Ist 12 ein Integritétsring
oder einer der Faktoren gleich 1, so ist dieses Produkt von null verschieden, und es
gilt deg(fg) = deg(f)+deg(g). Umgekehrt bedeutet Gleichheit in dieser Relation
genau Ggeg(f)baeg(g) 7 0; die Formel fiir den Leitkoeffizienten von fg folgt. U

11.6. Folgerung. Sei R ein Ring. Ist R ein Integrititsring, so ist R[z| ebenfalls
ein Integrititsring. Ist R ein Integrititsbereich, so gilt das auch fir R[z].

Beweis. Wir haben bereits gesehen, dass R[z] kommutativ ist, wenn R kommutativ
ist. Es ist also nur zu zeigen, dass R|x] nullteilerfrei ist, wenn das fiir R gilt. In
diesem Fall haben wir aber die Bezichung deg(fg) = deg(f) + deg(g) fiir f, g €
Rz]. Sind f, g # 0, dann folgt deg(fg) > 0, also fg # 0. O
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11.7. Folgerung. Sei R ein Integrititsring. Dann gilt R[x]* = R*, d.h., alle
Einheiten sind konstant.

Beweis. Die Inklusion , D ist klar. Sei umgekehrt f € R[z] invertierbar; es gebe
also g € R[z] mit fg = 1. Dann folgt 0 = deg(1) = deg(f) + deg(g), und das ist
nur moglich, wenn deg(f) = deg(g) = 0 ist, also f,g € R. Es folgt p € R*. O

Ist R kein Integritdtsring, dann gilt das nicht. In Z/4Z[z] zum Beispiel haben wir
(1+ 2x)* =1, also ist 1 + 2x eine Einheit, aber nicht konstant.

Eine wichtige Eigenschaft von Polynomen ist, dass man eine Version der Division
mit Rest hat (,,Polynomdivision®, aus der Schule bekannt).

11.8. Satz. Sei R ein Ring und seien a,b € R[x] Polynome mit b normiert.
Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome q,r € Rlx] mit a = qb + r und
deg(r) < deg(b).

Bewers. Die Existenz beweisen wir durch Induktion nach dem Grad von a. Ist
deg(a) < deg(b), dann kénnen wir ¢ = 0 und r = a wahlen. Ist n = deg(a) >
deg(b), dann sei @’ = a — lcf(a)zde@—dee®)p Nach Lemma 11.5 gilt deg(a’) <
deg(a), und man sieht, dass der Koeffizient von " in a' gerade a,, — a, = 0 ist,
also gilt sogar deg(a’) < deg(a). Nach Induktionsannahme gibt es ¢/, € R[z] mit
a' = ¢'b+r und deg(r) < deg(b). Mit ¢ = ¢ + lcf(a)zdee(@)=des®) folot g = qb + r.

Zur Eindeutigkeit: Seien ¢, ¢/, r, 7’ € R[x] mit gb+r = ¢'b+r" und deg(r), deg(r’") <
deg(b). Dann folgt (¢ — ¢')b =" — r, und mit Lemma 11.5 erhalten wir

deg(q — ¢') + deg(b) = deg(r’ — r) < max{deg(r’),deg(r)} < deg(b).

Dies ist nur dann moglich, wenn deg(q —¢') = —oc ist, also ¢ = ¢’ und damit auch
r=r. O

Aus diesem Beweis ergibt sich unmittelbar der bekannte Algorithmus fiir die Po-
lynomdivision.

11.9. Folgerung. Sei R ein kommutativer Ring, [ € R[z] und a € R. Dann gilt:
a ist Nullstelle von f genau dann, wenn x — a ein Teiler von f ist. Insbesondere
kann ein Polynom vom Grad n > 0 idber einem Integrititsbereich R hdéchstens
n verschiedene Nullstellen in R haben.

Beweis. In jedem Fall gibt es (eindeutige) ¢, r € R[x| mit deg(r) < deg(x—a) =1,
also r konstant, und f = g(z — a) +r. Wir wenden den Einsetzungshomomorphis-
mus (bzgl. a) an und erhalten f(a) = g(a)(a — a) +r = r. Also gilt f(a) = 0
genau dann, wenn r = 0. Die zweite Aussage zeigt man leicht durch Induktion
(Ubung). d

Das Polynom f = 22 — 1 € Z/8Z[x] vom Grad 2 hat die vier verschiedenen
Nullstellen 1,3,5,7 € Z/87Z. Die Voraussetzung, dass R ein Integritdtsbereich ist,
ist also notwendig. (Wo geht der Beweis fiir dieses Beispiel schief?)
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11.10. Folgerung. Sei K ein Korper. Dann ist Klz| ein euklidischer Ring mit
der euklidischen Normfunktion N : f — max{0,deg(f) + 1}.

Bewers. Es ist nur zu zeigen, dass die angegebene Funktion eine euklidische Norm-
funktion ist. Es ist klar, dass N(f) = 0 genau fiir f = 0 gilt. Seien a,b € K|z]
mit b # 0. Dann ist 8 = lcf(b) € K*. Sei i/ = 371b; b/ € K|x] ist ein normiertes
Polynom. Nach Satz 11.8 gibt es ¢/, € K|x] mit

a=q¢b +r und deg(r) < deg(d) =deg(b), also N(r)< N(b).

Wir setzen ¢ = 87'¢/, dann gilt a = ¢b + r. Damit erfiillt N auch die zweite
Eigenschaft einer euklidischen Normfunktion. U

Insbesondere ist K[z] also ein Hauptidealring und damit faktoriell.

Auf der anderen Seite ist etwa der Ring Z[x] kein Hauptidealring. Zum Beispiel
ist das Ideal (2, )z}, kein Hauptideal. (Wire es eines, etwa erzeugt von a € Z[x],
dann miisste a konstant sein, denn a ist ein Teiler von 2. Damit a ein Teiler von x
ist, miisste a = +1 sein, aber +1 sind nicht im Ideal enthalten.) Allerdings ist Z[z]
immer noch faktoriell. Das ist ein Spezialfall des néchsten Satzes. Dafiir brauchen
wir aber noch ein wenig Vorbereitung.

11.11. Definition. Sei R ein faktorieller Ring und f = ap+ayz+. . .+a,2" € R[z]
ein Polynom. Dann heifit cont(f) = ggT(aog, a1, ..., a,) der Inhalt (engl. content)
von f (der Inhalt ist i.a. nur bis auf Assoziierte eindeutig bestimmt). Hat f den
Inhalt 1, dann heifit f primitiv. Offenbar kann man jedes Polynom f schreiben
als ein Produkt aus seinem Inhalt cont(f) und einem primitiven Polynom pp(f)
(primitive part). Der Vollstandigkeit halber setzen wir pp(0) = 1.

11.12. Lemma. Sei R ein faktorieller Ring und K der Quotientenkdorper von R.
Wir betrachten R[z] als Unterring von Klz]. Sei 0 # f € Klx]. Dann gibt es
cont(f) € K* und ein primitives Polynom pp(f) € R[x] mit f = cont(f)pp(f).
Der Inhalt cont(f) (und damit auch pp(f)) ist bis auf Multiplikation mit einer
FEinheit von R eindeutig bestimmt. Es gilt f € R|x] genau dann, wenn cont(f) € R.

Beweis. Sei f = ap+ ez + ...+ a,2™ mit a; = b;/c; und b;,¢; € R, ¢; # 0. Da
R faktoriell ist, gibt es einen gemeinsamen Nenner ¢ = kgV(cg, ¢1, . . ., ¢,), so dass
cf € R|z]. Wir setzen cont(f) = ¢! cont(cf) und pp(f) = pp(cf). (Dies erweitert
die fiir f € R|x] definierten Begriffe, da wir fiir f € R|x] den gemeinsamen Nenner
¢ = 1 nehmen konnen.)

Gilt af = of mit o,/ € K* und primitiven Polynomen f, f* € R[z], dann
konnen wir (nach Multiplikation mit einem gemeinsamen Nenner) annehmen, dass
a,a’ € R. Es folgt o ~ cont(af) ~ cont(a/f') ~ ¢, also a/a’ € R*.

Ist cont(f) € R, so auch f = cont(f)pp(f). Umgekehrt gilt natiirlich (nach Defi-
nition) cont(f) € R fiir f € Rlx]. O

11.13. Lemma von GauBl. Sei R ein faktorieller Ring, und seien f,g € R[x]
primitive Polynome. Dann ist fg ebenfalls primitiv.

Wenn wir mit ~ Gleichheit bis auf einen Faktor in R* bezeichnen, folgt daraus
leicht fiir beliebige Polynome 0 # f, g € Rlx]:

cont(fg) ~ cont(f)cont(g)  und  pp(fg) ~ pp(f)pp(9)
(Ubung).
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Beweis. Nach Definition 11.11 ist fg genau dann primitiv, wenn es kein Primele-
ment 7 von R gibt, das alle Koeffizienten von fg teilt. Sei also 7 ein Primelement
von R. Wir schreiben a; fiir die Koeffizienten von f und b; fiir die Koeffizienten
von g. Da f und g beide primitiv sind, gibt es m,n € Zs, so dass 7 { a,,, aber
7 | a; fir alle j > m, und 7 1 b,, aber 7 | b; fiir alle j > n. Wir betrachten den
(m + n)-ten Koeffizienten von fg. Er ist gegeben durch

(aobm+n+a1bm+n—1+~ . -+an—1bm+1)+ambn+(an—i-lbm—l+' . -+am+n—1b1 +am+nbO) .

In der ersten Teilsumme sind alle b; durch 7 teilbar, in der letzten Teilsumme
sind alle a; durch 7 teilbar, also sind beide Teilsummen durch 7 teilbar. Auf
der anderen Seite ist aber der mittlere Term a,,b,, nicht durch 7 teilbar. Also ist
auch die gesamte Summe nicht durch 7 teilbar, und wir sehen, dass 7 nicht alle
Koeffizienten von fg teilt. O

Wir wollen jetzt beweisen, dass mit R auch R[z]| wieder faktoriell ist. Die Idee dazu
kommt aus den vorigen beiden Lemmata, die es uns erlauben, die Behauptung
darauf zuriickzufithren, dass sowohl R als auch K|x] faktoriell sind. Das wollen
wir zuerst noch prézisieren.

11.14. Lemma. Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkérper K. Wir be-
zeichnen die Teilbarkeitsrelation in R, K|x| und Rlx] mit |, |k und |g). Fir
Polynome f,g € R|x| gilt dann

[ |rz) 9 = cont(f) |r cont(g) wund pp(f) |k PP(9)-

Beweis. Es bezeichne ~ Gleichheit bis auf einen Faktor in R*.

Sei g = fh in R[x]. Aus dem Lemma von Gauf§ 11.13 folgt cont(g) = cont(fh) ~
cont(f) cont(h), also cont(f) |r cont(g), und pp(g) ~ pp(f) pp(h), also pp(f) |rp
pp(g) und damit auch pp(f) |k PP(9)-

Gelte jetzt umgekehrt cont(f) |r cont(g) und pp(f) |k pp(g). Dann gibt es

h € K[z] mit pp(g) = pp(f)h. Es folgt cont(h) ~ cont(pp(f)h) ~ cont(pp(g)) ~ 1,
also ist h € Rx] (sogar primitiv), und wir haben pp(f) |rg pPp(9). Es folgt

f = cont(f) pp(f) |r) cont(g) pp(g) = g. O

Daraus kénnen wir schon einmal ableiten, was die irreduziblen Elemente von R]x]
sind.

11.15. Folgerung. Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkorper K, und sei
f € R[x]. Dann ist f irreduzibel genau dann, wenn entweder f € R ein Primele-
ment ist oder f micht konstant, primitiv und in K|x| irreduzibel ist.

Beweis. Aus Lemma 11.14 folgt, dass f genau dann irreduzibel ist, wenn entweder
cont(f) in R irreduzibel und pp(f) € K[z]* N R[z] = R* ist, oder wenn cont(f) €
R* und pp(f) in K[z] irreduzibel ist. Im ersten Fall konnen wir pp(f) = 1 und
cont(f) = f wihlen, im zweiten Fall entsprechend pp(f) = f und cont(f) =1. O

Jetzt konnen wir den Satz beweisen.
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11.16. Satz. Sei R ein faktorieller Ring. Das ist R[x] ebenfalls faktoriell.

Beweis. Wir miissen zwei Dinge zeigen (siehe Satz 5.10):

(1) Jedes irreduzible Element von R[z] ist prim.
(2) Fiir jede Folge (f5.)n>0 von Elementen von R[x] mit f,1; | f, fur allen >0
gibt es ein N > 0, so dass f, ~ fy fiir allen > N.

Wir beginnen mit der zweiten Eigenschaft. Aus Lemma 11.14 folgt, dass eine
» Teilerkette (f,)n>0 in R[x] Teilerketten (cont( fn))n>o in R und (pp( f”))n>o
in K|[x] ergibt. Sowohl R als auch K|[x] sind faktoriell, also gibt es N > 0 mit
cont(f,) ~r cont(fn) und pp(fn) ~kiz) pp(fn) fiir alle n > N. Die Polynome
pp(fn) und pp(fy) unterscheiden sich also um einen konstanten Faktor; da beide
Polynome primitiv sind, muss der Faktor in R* sein. Es folgt

fn = COHt(fn) pp(fn) ~RJz] COHt(fN) pp(fN) = fNa
und die zweite Eigenschaft ist bewiesen.

Wir zeigen jetzt die erste Eigenschaft. Nach Folgerung 11.15 sind die irreduziblen
Elemente von R[z] entweder Primelemente von R C R[z] oder nicht konstante
primitive Polynome f € R]z], die in K[z] irreduzibel sind. Wir zeigen, dass diese
Elemente auch prim in R[z] sind. Fiir Primelemente p € R ist das klar:

p|fg = p|cont(fg) ~ cont(f)cont(g)
= p|cont(f) | f oder p|cont(g)|g

Sei jetzt also f € R[z] ein nicht konstantes, primitives Polynom, das in K|x]
irreduzibel ist, und seien g,h € R[z] mit f |gy gh. Dann folgt f = pp(f) |k
pp(gh) ~ pp(g) pp(h), also (da K|z| faktoriell und f in K|x] irreduzibel, also prim
ist) f |k pP(9) oder f |k pp(h). Da cont(f) = 1 ein Teiler von cont(g) und
von cont(h) ist, folgt f |gz) g oder f |g) h wie gewiinscht. O

11.17. Folgerung. Sei R ein faktorieller Ring oder ein Korper. Dann ist der
Polynomring R[xq,xa, . . ., x| inn Unbestimmten iber R fiir jedes n > 0 faktoriell.

Beweis. Triviale Induktion nach n unter Verwendung von Satz 11.16 und von
Rlzy, ..., xp, xp] = (R[a:l, . ,azn]) [Tpi1]- O

12. IRREDUZIBILITATSKRITERIEN FUR POLYNOME

Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkérper K. (Das Standardbeispiel ist
R =7 und K = Q.) In diesem Abschnitt geht es darum, wie man zeigen kann,
dass ein gegebenes Polynom aus K[z] irreduzibel ist. Eine erste Aussage in dieser
Richtung setzt Irreduzibilitiat in K[x] und in R[z] zueinander in Beziehung.

12.1. Folgerung. FEin Polynom 0 # f € K|x] ist irreduzibel genau dann, wenn
pp(f) in R[z] irreduzibel ist.

Beweis. Das folgt aus Folgerung 11.15: In K [z] sind alle Konstanten # 0 Einheiten,
also ist f in K[z| irreduzibel genau dann, wenn pp(f) in K[z] irreduzibel ist. Das
wiederum ist dazu dquivalent, dass pp(f) in R|[x] irreduzibel ist. (Beachte, dass
die Aquivalenz auch fiir f konstant gilt: In diesem Fall ist f eine Einheit in K[z]
und pp(f) = 1 eine Einheit in R[z]; beide sind daher nicht irreduzibel.) O

Fiir Polynome von niedrigem Grad haben wir folgendes Kriterium.
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12.2. Lemma. Sei (nur fir dieses Lemma) K ein beliebiger Korper, sei f € K|x]
nicht konstant. Dann ist f genau dann irreduzibel, wenn es kein normiertes Poly-
nom g € K|x] gibt mit 1 < deg(g) < deg(f)/2 und g | f. Insbesondere gilt:

(1) Ist deg(f) =1, dann ist f irreduzibel.
(2) Ist deg(f) € {2,3}, dann ist f irreduzibel genau dann, wenn f keine Null-
stelle in K hat.

Beweis. f ist reduzibel genau dann, wenn f = gh mit g, h € K|z] beide nicht kon-
stant. Es folgt deg(g), deg(h) > 1 und deg(g) +deg(h) = deg(f). Wir kénnen ohne
Einschrankung annehmen, dass deg(g) < deg(h); dann folgt deg(g) < deg(f)/2.
Der Leitkoeffizient von ¢ ist eine Einheit; mit g ist also auch das normierte Poly-
nom lcf(g)~'g vom selben Grad ein Teiler von f.

Gilt deg(f) = 1, dann ist das Kriterium trivialerweise erfiillt. Im Fall deg(f) €
{2,3} darf es keinen normierten Teiler vom Grad 1 geben. Das Polynom = — a
ist aber genau dann ein Teiler von f, wenn a eine Nullstelle von f ist (siehe
Folgerung 11.9). O

12.3. Beispiele. Das Polynom f = 2? + 2+ 1 ist in Q[z] irreduzibel, weil f keine
Nullstelle in Q hat — f hat nicht einmal eine Nullstelle in R, denn f(§) = (f +

%)2+§1 ist fiir £ € R stets positiv. Man sieht, dass ?+xz+1 auch in R[x] irreduzibel
ist. Es gibt auch Polynome, die in Q[z] irreduzibel sind, aber in R[z| reduzibel,
zum Beispiel 22 — 2. Auf der anderen Seite ist kein Polynom von ungeradem
Grad > 1 in R[z| irreduzibel, denn es hat stets eine reelle Nullstelle (nach dem

Zwischenwertsatz).

Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass jedes nicht konstante Polynom
in Clz] eine Nullstelle in C hat. Daraus folgt, dass die einzigen normierten ir-
reduziblen Polynome in Clz] die der Form x — « sind. Daraus folgt auch, dass
ein Polynom in R[z]| reduzibel sein muss, sobald sein Grad grofler als 2 ist: Sei
f € Rlx] mit deg(f) > 3. Dann hat f eine Nullstelle a € C. Ist a sogar reell, dann
ist f offensichtlich reduzibel. Ist a nicht reell, dann ist & eine weitere Nullstelle
von f, und f ist durch (z —a)(z — a) = 2> —2Reax +|al? € R[] teilbar. Wegen
deg(f) > 3 ist dies ein echter Teiler, also ist f reduzibel. Insgesamt sieht man,
dass die normierten irreduziblen Polynome in R[z] genau die Polynome x — a mit
a € R und die Polynome 2 + bz + ¢ mit b* < 4c sind (letztere sind die normierten
quadratischen Polynome ohne reelle Nullstelle).

Wie kann man nun feststellen, ob ein Polynom in Q[z] eine Nullstelle in Q hat?

12.4. Lemma. Sei f € R[x] primitiv und nicht konstant, f = ap+a1x+. .. +a,z"
mit a, # 0. Ist « € K eine Nullstelle von f, dann kann man « schreiben als
a=r/smitr,s € R, r|ag, s|ay.

Beweis. Sei « = r/s mit r,s € R, r 1L s (da R faktoriell ist, kann man den
Bruch stets kiirzen). Aus @ — « |y f folgt pp(z — @) |g) pp(f) = f, und es ist
pp(z — a) = sz — r. Daraus folgt (durch Betrachten der Leitkoeffizienten und der
Koeffizienten von z°), dass s | a,, und r | ag. O
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12.5. Beispiel. Das Polynom f = 23 + %xQ —x+ % € Q[z] ist irreduzibel: Es ist
pp(f) = 22 + 2% — 2z + 3 € Z[x]. Ist r/s € Q eine Nullstelle von f in gekiirzter
Form, dann gilt r | 3 und s | 2. Es gibt also die Moglichkeiten 41, 43, :I:% und
:I:%, und man rechnet nach, dass keine dieser acht Zahlen eine Nullstelle von f ist.
Damit ist gezeigt, dass f keine Nullstelle in Q hat, und f muss irreduzibel sein.

12.6. Beispiel. Demgegeniiber hat x* + 4 € Q[z] ebenfalls keine Nullstelle in Q
(denn der Wert ist stets positiv), ist aber reduzibel:

ot 4+ 4 = (2% 4 22 + 2)(2* — 22 + 2)
Fiir Polynome vom Grad > 4 braucht man also andere Methoden.

Eine héufig erfolgreiche Methode ist das folgende Reduktionskriterium. Wenn p €
R ein Primelement ist, dann ist R/Rp ein Korper (denn Rp ist ein maximales
Ideal), und wir erhalten einen kanonischen Homomorphismus R[x] — R/Rp|x]
(Einsetzungshomomorphismus mit R — R/pR und z — z). Um ihn anzuwenden,
muss man die Koeffizienten ,,modulo p reduzieren®.

12.7. Satz (Reduktionskriterium). Sei p € R prim und f € Rlx| primitiv mit
p1lcf(f). Ist das Bild von f in R/Rp|x] irreduzibel, so ist f in R[x] irreduzibel.

Beweis. Wir schreiben f fiir das Bild von f in R/Rplz]; analog fiir andere Poly-
nome. Ist f = gh mit 1 < deg(g) < deg(f), dann folgt f = gh in R/Rp[x]. Aus

pH1cE(f) folgt p 1 1cf(g), p1cE(h), und damit deg(f) = deg(f), deg(g) = dea(g).
deg(h) = deg(h). Wir erhalten also eine echte Zerlegung von f, im Widerspruch
dazu, dass f irreduzibel ist. Also kann f auch nicht reduzibel sein. U

12.8. Beispiel. Wir betrachten R = Z und p = 2, dann ist Z /27 = Fy der Korper
mit zwei Elementen. Die irreduziblen Polynome vom Grad hochstens 4 in Fy[z]
sind (alle sind normiert, da 1 der einzig mogliche Leitkoeffizient ist)

r, x+1, o+, B4r+1, 2+2+1
4 +1, 2t+23+1, A+l +22+r+1.

(Um diese Liste zu bekommen, beginnt man mit den (normierten) irreduziblen
Polynomen vom Grad 1; das sind alle der Form x — a, hier mit a € {0,1} = F,.
Dann bildet man alle Produkte von zwei solchen Polynomen — hier 2%, x(z+1) =
22+ 2, (x + 1) = 22 + 1 — das sind die reduziblen Polynome vom Grad 2.
Die verbleibenden sind dann die irreduziblen Polynome vom Grad 2, das ist hier
nur z2 + z + 1. Dann bildet man alle moglichen Produkte vom Grad 3 aus den
irreduziblen Polynomen vom Grad < 2, um die reduziblen Polynome vom Grad 3
zu finden, usw. Fiir Polynome von kleinem Grad kann man das natiirlich unter
Verwendung von Lemma 12.2 abkiirzen.)

Daraus folgt zum Beispiel, dass 3z* + 223 — 42? — 52 + 7 € Z[z] irreduzibel ist,
denn die Reduktion modulo 2 ist das irreduzible Polynom x* + z + 1.

12.9. Beispiel. Es gibt aber auch Polynome, die irreduzibel sind, aber gleichzei-
tig die Eigenschaft haben, dass sie modulo jeder Primzahl reduzibel werden. Ein
Beispiel dafiir ist 2* — 1022+ 1. Das Polynom ist irreduzibel, weil es keine Nullstelle
in Q hat (nur +1 kommen in Frage) und es keine Zerlegung

' — 102" + 1= (2* +ax £ 1)(2* + br £ 1)
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gibt. Fiir den Nachweis, dass man stets eine Zerlegung mod p hat, braucht man die
Theorie der quadratischen Reste (siehe spéter in diesem Vorlesungszyklus). Zum
Beispiel gilt:

z* =102 + 1= (2 +1)* mod 2

' =102 + 1= (2 + 1)* mod 3

vt =102 + 1= ( 2)(z* — 2) mod 5
( x —

z® +
2t = 102" + 1= (2% + 1)(2* — 2 —1) mod 7

2t =102 + 1= (2 4+ 2)(z + 11)(x — 11)(z — 2) mod 23

Man kann das Reduktionskriterium verfeinern, indem man die Faktorisierungen in
irreduzible Faktoren modulo verschiedener Primzahlen vergleicht. Fiir das Polynom
f=a*— 23+ 322 + 22 — 1 € Z[z] gilt zum Beispiel

f=(@+1D(z3+2+1)mod?2 und f=@*+1) (22 —2—1)mod 3,
und die angegebenen Faktoren sind irreduzibel in Fa[x] bzw. F3[z]. Ein Teiler g von f
in Z[z] miisste sich mod 2 und mod 3 jeweils auf einen der Faktoren reduzieren (allge-

mein: auf ein Produkt irreduzibler Faktoren), was deg(g) € {1,3} N {2} = 0 zur Folge
hétte. Also kann es keinen nichttrivialen Teiler geben, und f ist irreduzibel.

Ein weiteres wichtiges Kriterium ist das Fisenstein-Kriterium.

12.10. Satz (Eisenstein-Kriterium). Sei f = ay + a;z + ... + a,2" € R[z]
primitiv und nicht konstant und p € R ein Primelement mit p { a,, p | a; fir
0 <j <n und p*{ag. Dann ist f irreduzibel.

Beweis. Wir betrachten wieder die Reduktion f von f modulo p. Die Vorausset-
zungen implizieren, dass f = ux™ ist mit einem Element 0 # u € R/Rp. Ist f = gh
eine echte Zerlegung, dann folgt § = v/z™, h = v”2" "™ mit 0 # «/,u” € R/Rp und
1 <m < n—1. (Hier benutzen wir, dass R/Rp ein Integrititsbereich ist: Rp ist ein
Primideal, vergleiche Proposition 7.21.) Dann miissen die konstanten Terme von g
und A durch p teilbar sein: p | g(0), p | h(0), woraus folgt p* | g(0)h(0) = f(0) = ay,

ein Widerspruch zur Voraussetzung. Also kann f keine echte Zerlegung haben. [J

12.11. Beispiele. Fiir jedes n > 2 ist das Polynom 2" 4 6x + 3 in Z[z| irreduzibel,
denn man kann das Eisenstein-Kriterium mit p = 3 anwenden.

Manchmal muss man einen kleinen Trick anwenden: Ist a € R, dann haben wir den
Einsetzungshomomorphismus R[z] — R[z], f — f(x+a), der ein Automorphismus
von R[z] ist (f — f(z — a) ist der inverse Homomorphismus). Daher gilt, dass f
irreduzibel ist genau dann, wenn f(x + a) irreduzibel ist. Zum Beispiel ist f =
zt 4+ 1 € Z[z] irreduzibel, denn f(z + 1) = 2 + 423 + 622 + 42 + 2 ist irreduzibel
nach FEisenstein mit p = 2.

Ahnlich sieht man, dass fiir eine Primzahl p das Polynom f =1+ z + ... 4+ 2!
irreduzibel ist: Es gilt f, = (27 —1)/(z — 1) (im Quotientenkérper von Q|x]), also

: foa+1) = % _ zp: (f’]’,):gj—l |

=1
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Die Binomialkoeffizienten (5’) sind fiir 1 < j < p durch p teilbar (denn p teilt den

Zéhler p!, aber nicht den Nenner j!(p — 5)!), und der konstante Term ist (¥) = p,
also ist das Eisenstein-Kriterium mit der Primzahl p anwendbar.

Ist n keine Primzahl, dann ist f, = 1+ 2 4 ... + 2"~ ! nicht irreduzibel, denn fiir m | n
gilt fi | fr-

Ein weiteres Beispiel ist f = 2" + y" — 1 € Qx,y] mit n > 1. Hier ist R =
Q[x]; wir betrachten also f als Polynom 3" 4 (z" — 1) in y mit Koeffizienten
aus R. Das Element p = x — 1 ist ein Primelement von R, das alle Koeffizienten
von f bis auf den Leitkoeffizienten teilt, und es gilt p* = (z — 1)t 2" — 1 (denn
(z" —1)/(x —1) = 2" ' + ...+ 2 + 1 hat den Wert n # 0 an der Stelle 1). Nach
dem Eisenstein-Kriterium ist f also irreduzibel.

Zum Abschluss werden wir noch ein Kriterium herleiten, das es uns erlaubt zu
entscheiden, ob ein Polynom iiber einem Koérper quadratfrei ist, also keine Prim-
faktoren mehrfach enthélt. Dazu definieren wir die Ableitung eines Polynoms. Wir
konnen natiirlich keine Grenzwerte verwenden; deswegen nehmen wir einfach die
iiblichen Formeln.

12.12. Definition. Sei R ein kommutativer Ring und f = ag+ a1z +...+a,z" €
R|x]. Die Ableitung von f ist

fl=a +2ax+ ...+ (n—Daz" ' = Zjajxj_l .
=1

12.13. Lemma. Sei R ein kommutativer Ring. Dann gilt fir a € R, f,g € Rlx]:

deg(f') < deg(f)—1 mit Gleichheit wenn deg(f)-1gr # 0 und kein Nullteiler
i R ist, also insbesondere dann, wenn f nicht konstant und R in einem
Korper der Charakteristik O enthalten ist.

Ein Korper K hat Charakteristik 0, wenn fiir alle n € Z~ gilt n - 1x # 0. Das ist
dquivalent dazu, dass Q in K enthalten ist.

Beweis. Die ersten drei Punkte rechnet man leicht nach. Die Ungleichung ist klar;
ist deg(f) = n und lcf(f) = a,, dann gilt deg(f’) = n — 1 genau dann, wenn
na, = (n-1g)a, # 0 ist; das ist sicher dann erfiillt, wenn n - 1z nicht null und
kein Nullteiler ist. Ist f nicht konstant, dann ist deg(f) > 0; in einem Korper der
Charakteristik 0 ist n - 1 nur dann ein Nullteiler, wenn n = 0 ist. U

Jetzt konnen wir das Kriterium formulieren. Es ist analog zu der aus der Analy-
sis bekannten Tatsache, dass eine (hinreichend glatte) Funktion genau dann eine
mehrfache Nullstelle in einem Punkt hat, wenn sowohl sie selbst als auch ihre
Ableitung dort verschwinden.
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12.14. Proposition. Sei K ein Korper der Charakteristik 0. Dann ist f € K|[x]
quadratfrei genau dann, wenn f und [’ teilerfremd sind.

Beweis. Eine Richtung ist leicht: Ist f nicht quadratfrei, also etwa f = ¢*h mit
deg(g) > 0, dann ist f" = g(2¢’h + gh’), also ist g ein Teiler sowohl von f als auch
von f.

Umgekehrt nehmen wir an, es gebe ein irreduzibles Polynom p € K[z| mit p | f
und p | f. Dann ist f = ph, also f" = p’h + ph/, und es folgt p | p'h. Da p ein
Primelement in K|[x] ist, muss dann p | p’ oder p | h gelten. Da p’ # 0 (denn p
ist nicht konstant, also ist deg(p’) = deg(p) — 1 > 0 — hier verwenden wir, dass
K Charakteristik 0 hat) und deg(p’) < deg(p), kann p kein Teiler von p’ sein. Es
folgt p | h und damit p? | f. O

12.15. Beispiele. Ist K ein Korper der Charakteristik 0, dann ist fiir jedes n > 1
das Polynom f = 2™ — 1 € K|z] quadratfrei, denn f' = na""! ist offensichtlich
teilerfremd zu f.

Sei p Primzahl und K = F,(¢) der Quotientenkérper von F,[¢]. Dann ist das Poly-
nom f = 2P —t € K|z] irreduzibel (Eisenstein-Kriterium mit dem Primelement ¢
von F,[t]), aber f = pa?~! = 0. Die Voraussetzung, dass K Charakteristik 0 hat,
ist also wichtig.

Wenn wir den Kérper L = Fp(u) betrachten, in den wir K einbetten kénnen, indem
wir ¢ auf uP abbilden (der Einsetzungshomomorphismus F,[t] = L, der durch ¢ — u?
gegeben ist, setzt sich auf den Quotientenkérper K von F,[t] fort), dann gilt allerdings
f=aP —uP = (x — w)P in L[z|; iiber dem groBeren Korper ist f also nicht mehr
quadratfrei. Tatséchlich gilt das Kriterium in Proposition 12.14 fiir beliebige Korper,
wenn man ,quadratfrei durch ,,quadratfrei iiber jedem Erweiterungskorper” ersetzt.

13. NORMALFORM FUR MATRIZEN UBER HAUPTIDEALRINGEN

In der Linearen Algebra haben Sie folgenden wichtigen Satz kennengelernt:

13.1. Satz. Sei K ein Korper, A € Mat,,«xn(K) eine m x n-Matriz mit Fintrigen
in K. Dann gibt es invertierbare Matrizen P € GL,,(K) und Q € GL,(K), so
dass PAQ = diag,, ,(1,...,1) die Form

N~ —r

10 00 0
01 00 0

00 --- 1l0 --- 0 :( I ‘ Or x (n—r) >
00 00 0 Otm—ryxr | Om—r)x(n—r)
00 --- 0/0 --- 0

hat. Dabei ist r der Rang von A.

Allgemeiner sei diag,, ,,(dy, da, . .., d,) (mit 7 < min{m, n}) die m x n-Matrix (a;;)
mit a;; = 0 fiir ¢ # j, a;; = d; fir 1 <7 <rund a;; =0 fir i > 7.

Satz 13.1 ist dquivalent zu der Aussage, dass man eine beliebige Matrix iiber K

durch elementare Zeilen- und Spaltenumformungen auf die angegebene Diagonal-
form bringen kann. Wir wollen jetzt das entsprechende Problem studieren, wenn
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man K durch einen Hauptidealring ersetzt. Das Ergebnis wird es uns dann erlau-
ben, zum Beispiel den Klassifikationssatz fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen zu
beweisen. Auch den Satz iiber die Jordan-Normalform kann man daraus ableiten.

Der Vollsténdigkeit halber beginnen wir mit einer Definition.

13.2. Definition. Sei R ein kommutativer Ring, m,n € Zso. Wir bezeichnen die
Menge der m x n-Matrizen mit Eintrigen in R mit Mat,,«,(R). Im Fall m = n
schreiben wir auch Mat,,(R); dies ist in natiirlicher Weise ein Ring (mit Matrizen-
addition und -multiplikation).

Wie iiber einem Korper haben wir die Determinante det : Mat,(R) — R; sie
ist multiplikativ. Eine Matrix A € Mat, (R) ist invertierbar genau dann, wenn
det(A) € R* ist. Die Gruppe der invertierbaren n x n-Matrizen iiber R wird mit
GL,(R) bezeichnet.

Zwei Matrizen A, B € Mat,,«,(R) heilen dquivalent, wenn es invertierbare Matri-

zen P € GL,,(R) und @ € GL,(R) gibt mit B = PAQ.

Wir wollen nun folgendes Resultat beweisen:

13.3. Satz und Definition. Sei R ein Hauptidealring, seien m,n > 0, und sei
A € Maty,xn(R). Dann gibt es r € Zso und Elemente dy,ds,...,d, € R mit
dj | djy fiir 1 < j<rundd. #0, so dass A zu diag,, ,(di,d, ..., d,) dquivalent
15t.

Die Elemente dq, .. .,d, sind bis auf Assoziierte eindeutig bestimmit.

Diese Elemente di, ..., d, heilen die Elementarteiler der Matrix A.

Wir zeigen erst einmal die behauptete Eindeutigkeit. Wir schreiben ggT(A) fiir
einen grofiten gemeinsamen Teiler aller Eintrége der Matrix A. Allgemeiner schrei-
ben wir ggT, (A) fiir einen groBten gemeinsamen Teiler aller r x r-Minoren von A
(also aller Determinanten von r x r-Matrizen, die durch Auswahl von r Zeilen und
Spalten in A entstehen). Das ist dquivalent zu

geT, (A) = ggT({det(SAT) | S € Mat,xm(R), T € Mat,x,(R)})

(wegen der Multilinearitdt der Determinante lédsst sich det(SAT) als Linearkom-
bination von Minoren schreiben, und die Minoren selbst treten fiir geeignete Ma-
trizen S und 7" in der Menge auf). ggT(A) = ggT,(A) ist ein Spezialfall.

Die Eindeutigkeit beruht auf der folgenden Tatsache.

13.4. Lemma. Sei R ein Hauptidealring, m,n > 0 und A, B € Mat,,,«x,(R). Sind
A und B dquivalent, dann gilt ggT,(A) ~ geT, (B) fir alle r > 1. (Insbesondere

gilt ggT(A) ~ ggT(B).)
Beweis. Seien P € GL,,(R) und @ € GL,(R) mit B = PAQ. Dann gilt
{SBT | S € Mat,«xnm(R),T € Mat,«.(R)}
={(SP)A(QT) | S € Mat,x,,(R), T € Mat,«,.(R)}
= {S’AT" | S" € Mat,«xm(R),T" € Mat,«(R)},

denn S — SP und T — QT sind Bijektionen. Damit werden die ggT's oben iiber
die selben Mengen von Determinanten gebildet, miissen also assoziiert sein.  [J
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Seien nun D = diag(dy,...,d,) und D' = diag(d},...,d.) dquivalent, und es
gelte dy | dy | -+ | dy und d) | dy | --- | d.,, sowie d,,d., # 0. Dann ist d; =
geT(D) ~ ggT(D') = d}, und allgemeiner gilt ggT, (D) = didy---dy fir k < r
und ggT, (D) = 0 fur k£ > r, und analog fiir D’. Nach Lemma 13.4 erhalten wir
r=r'"und dy---dy ~ d---d fir k <r, woraus die Behauptung d; ~ d;. fiir alle
1 <5 <r folgt.

Jetzt wenden wir uns der Existenz zu. Wir beginnen mit einem einfachen Spezial-
fall. Dazu erinnern wir uns an Satz 6.11, der besagt, dass in einem Hauptidealring
der grofite gemeinsame Teiler zweier Elemente als Linearkombination dieser Ele-
mente geschrieben werden kann.

13.5. Lemma. Sei R ein Hauptidealring, a,b € R und g = ggT(a,b). Dann gibt
es eine Matriz Q) € GLy(R) mit (a b)Q = (¢ 0).

Beweis. Es gibt u,v € R mit ua + vb = g. Wir schreiben a = d’g, b = t/g und
setzen
o
Q= (Z a[’)) ; dann rechnet man nach, dass (ab)Q =(g0).

AuBerdem ist det(Q) = ua’ + vV’ = (ua +vb)/g = 1, also ist () invertierbar.  [J
Wir dehnen das jetzt auf beliebige 1 x n-Matrizen aus.

13.6. Lemma. Sei R ein Hauptidealring, n € Z~g, ay,as,...,a, € R, und sei
g =ggT(a,...,a,). Dann gibt es eine Matriz Q@ € GL,(R) mit

(a1 ag ... a,)Q=1(g0 ...0).
Beweis. Der Beweis geht durch Induktion nach n. Im Fall n = 1 gilt ¢ = aju
mit einer Einheit v € R*; man kann dann ¢ = (u) nehmen. Sei also n > 2. Nach
Lemma 13.5 gibt es Q' € GLy(R) mit (a,—1 a,)Q" = (¢’ 0), dabei ist ¢’ ein ggT von
a,—1 und a,. Wir bilden die Blockdiagonalmatrix ¢; € GL,(R) aus den Blocken
I,_o und @)’; dann gilt
(a1 ... ap2ap10,)Q1=(ay ... an_24 0).
Nach Induktionsannahme gibt es eine Matrix @” € GL,_1(R) mit
(a1 ... an24¢)Q"=(g0 ... 00).
Wir ergénzen Q" zu einer Matrix Q2 € GL,(R), indem wir eine 1 in der rechten

unteren Ecke (und sonst Nullen) hinzufiigen. Mit @ = Q1Q- erhalten wir dann
das gewiinschte Resultat. U

Eine Anwendung ist von unabhéngigem Interesse:

13.7. Folgerung. Sei R ein Hauptidealring, und seien ai,as,...,a, € R tei-
lerfremd (d.h. ggT(ay,aq,...,a,) = 1). Dann gibt es eine invertierbare Matriz
T € GL,(R), deren erste Zeile (ay ag ... ay) ist.

Beweis. Nach Lemma 13.6 gibt es eine Matrix ) € GL, (R) mit
(a1 az ... a,)Q=(10...0).

Mit T' = Q! gilt dann
(@ ag ... a,)=(10...0)T,

was genau die Behauptung ist. O
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13.8. Beispiel. Es muss also etwa eine Matrix 7' € GL3(Z) geben mit erster Zeile
(6 10 15). Wenn man dem Beweis oben folgt, dann erhdlt man

1 0 0
(6 10 15) {0 —1 —=3] =(6 5 0)
0o 1 2
und
1 =50
650(-1 6 0]=(00)),
0O 0 1
also
1 0 0 1 -5 0 1 -5 0
Q=10 -1 -3 -1 6 0)]=l1 -6 -3
0o 1 2 0O 0 1 -1 6 2
und
6 10 15
T=Q'=|[1 2 3
0 -1 -1

Es gilt natiirlich auch die transponierte Version von Lemma 13.6, bei der man eine
Spalte von links mit einer invertierbaren Matrix multipliziert.

13.9. Lemma. Sei R ein Hauptidealring, m,n > 0, und A € Mat,,x,(R). Dann
ist A dquivalent zu einer Matrix

_ d_ | Oixp-1) )
b= ( Om-nx1 | A’

mit d = ggT(A) und A’ € Mat(m—l)x(n—l)(R)-

Beweis. Wir betrachten alle zu A adquivalenten Matrizen; sei darunter B’ eine,
deren linke obere Ecke d beziiglich Teilbarkeit minimal ist (das gibt es, da es
in R keine unendlich absteigenden Teilerketten gibt). Ich behaupte, dass d ein
geT von A ist. Nach Lemma 13.4 gilt ggT(A) ~ ggT(B’) | d. Angenommen,
es gibt einen Eintrag in B’, der nicht von d geteilt wird. Ist dieser Eintrag in
der ersten Zeile oder Spalte von B’, dann kénnen wir Lemma 13.6 oder seine
transponierte Version anwenden, um d durch den ggT d der ersten Zeile oder
Spalte zu ersetzen. Dann hétten wir aber eine dquivalente Matrix, deren linke obere
Ecke ein echter Teiler von d wére im Widerspruch zur Wahl von B’. Also kénnen
wir annehmen, dass d alle Eintrége der ersten Zeile und Spalte teilt. Wir konnen
diese Eintrige dann durch geeignete elementare Spalten- und Zeilenumformungen
zu null machen und die resultierende Matrix als B’ betrachten. Gibt es jetzt einen
Eintrag, der nicht von d geteilt wird, etwa in der kten Zeile, dann addieren wir die
kte Zeile zur ersten Zeile (das ldsst die linke obere Ecke unverandert, da der erste
Eintrag in der kten Zeile null ist) und sind dann im gerade schon behandelten
Fall. Wir bekommen also in jedem Fall einen Widerspruch, wenn d t ggT(B). Es
folgt, dass d = ggT(B) ~ ggT(A) wie behauptet. Wie gerade schon im Beweis
der Behauptung konnen wir die erste Zeile und Spalte von B’ ,jausrdumen* und
erhalten so eine dquivalente Matrix der angegebenen Form. U

Damit konnen wir die im Satz 13.3 behauptete Existenz beweisen, und zwar durch
Induktion nach min{m,n}. Gilt m = 0 oder n = 0, so ist nichts zu zeigen. Seien
also m,n > 1. Nach Lemma 13.9 ist A dquivalent zu einer Matrix B der dort
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angegebenen Form, und es gilt d; := d | ggT(A4’). Ist d = 0, dann sind wir
fertig, denn A = 0 hat bereits die richtige Form (mit » = 0). Im anderen Fall
ist nach Induktionsannahme A’ dquivalent zu einer Matrix diag,, ;,,_1(da, ..., d;)
mit dy | d3 | -+ | d, und d, # 0. Die betreffenden Matrizen P und @ koénnen
(durch Erweitern nach links oben mit Eckeintrag 1 und weiteren Eintragen 0) zu
invertierbaren Matrizen in GL,,(R) bzw. GL, (R) erweitert werden und liefern die
Aquivalenz von B mit diag,, ,(d1,ds,...,d.). Da d; ein Teiler von ggT(A’) = d;
ist, hat diese Matrix die verlangte Form.

13.10. Beispiel. Als Beispiel bestimmen wir die Elementarteiler der ,, Telefonma-
trix*

1 2 3
4 5 6
78 9

Dabei halten wir uns nicht sklavisch an den Beweis, sondern fithren geeignete
Zeilen- und Spaltenumformungen durch, bis die Matrix die richtige Form hat:

S Matgxg(Z) .

123 1 0 0 1 0 0
45 6] "= (4 -3 -6 2= g -3 -6
789 7 -6 —12 0 —6 —12
72 1 0 0 S2—3 1 0 0 72—3 1 0 0
2, lo 3 6 228 1o 3 o] 22 |0 3 0
0 -6 —12 0 —6 0 000

Damit gilt » =2 und d; = 1, dy = 3.

13.11. Bemerkung. Der Satz iiber die Normalform gilt {iber jedem Hauptideal-
ring R. Wenn man die Normalform aber berechnen will, dann muss man in der
Lage sein, einen grofiten gemeinsamen Teiler von a,b € R explizit als Linearkom-
bination von a und b zu schreiben. Ist R ein euklidischer Ring, dann geht das
mit dem erweiterten Euklidischen Algorithmus. Fiir euklidische Ringe kann man
auch zeigen, dass man bei der Umformung in die Normalform immer mit elemen-
taren Zeilen- und Spaltenumformungen auskommt (also Multiplikation einer Zeile
oder Spalte mit einer Einheit, Addition eines Vielfachen einer Zeile oder Spalte
zu einer anderen; das Vertauschen zweier Zeilen oder Spalten ldsst sich darauf
zuriickfiithren).

Sei dazu N die euklidische Normfunktion von R. Um Lemma 13.9 fiir den Fall zu bewei-
sen, dass nur elementare Umformungen erlaubt sind, betrachten wir unter allen Matri-
zen, die sich aus A auf diese Weise erzeugen lassen und einen von null verschiedenen Ein-
trag in der linken oberen Ecke haben, eine, sie heifie B, mit minimaler Norm N (b;1) > 0
des Eintrags in der linken oberen Ecke. (Wir kénnen natiirlich A # 0 annehmen, so dass
so eine Matrix B existiert.) Wir miissen zeigen, dass dann by; alle Eintréige von B teilt.
Gibt es einen Eintrag in der ersten Zeile, der nicht von by geteilt wird, dann kann man
ihn durch eine geeignete elementare Spaltenumformung durch seinen Rest bei Divisi-
on durch by; ersetzen und bekommt ein Element # 0 kleinerer Norm, das durch einen
Spaltentausch in die linke obere Ecke kommt, Widerspruch. Ebenso fiir die erste Spalte.
Also sind jedenfalls die Eintrage in der ersten Zeile und ersten Spalte durch by; teilbar;
durch geeignete elementare Zeilen- und Spaltenumformungen kénnen diese Eintrége zu
null gemacht werden. Ist jetzt b;; (mit ¢,j > 1) nicht durch by; teilbar, addieren wir die
i-te zur ersten Zeile und sind im bereits ausgeschlossenen Fall. Aus diesem Beweis ldsst
sich ein Algorithmus extrahieren.

Schreibt man FEj; fiir die n x n-Matrix, deren einziger von null verschiedener Eintrag
eine 1 in Zeile ¢ und Spalte j ist, dann folgt:
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Sei R ein euklidischer Ring. Dann wird die Gruppe GL,(R) erzeugt von den Matrizen
I+ \E;; firi# j und X € R und I + (u— 1)Ej; fir alle 1 <i <n und u € R*. (Dabei
sei I die n x n-Einheitsmatriz.)

13.12. Ausblick. Wir skizzieren noch kurz, wie man aus Satz 13.3 den Klassifi-
kationssatz fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen herleitet:

Sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann ist G isomorph zu einem di-
rekten Produkt

L]d\7 X L)doh X - -+ X L] dpZ x 7"
mit eindeutig bestimmten ganzen Zahlenr > 0 undd; > 1, so dassdy | dy | --- | dj.

Sei n die Zahl der Erzeuger von (. Dann gibt es einen surjektiven Homomor-
phismus ¢ : Z" — G von abelschen Gruppen. Nach dem iiblichen Isomorphie-
satz folgt G = Z"/ker(p). Nun kann man zeigen, dass jede Untergruppe von Z"
endlich erzeugt ist; insbesondere gilt das fiir ker(y); sei dieser Kern erzeugt von
(@11,012, -+, G1p)s -y (Qm1yQma, -« oy Gmy). Wir bilden aus diesen m Zeilen ei-
ne m x n-Matrix A € Mat,,«,(Z). Auf diese Matrix wenden wir Satz 13.3 an:
PAQ = diag,,,(d1,ds, ..., d;). Die Zeilen von PA erzeugen ebenfalls die Unter-
gruppe ker(p); die Multiplikation von rechts mit () entspricht einem Isomorphis-
mus Z" — Z", den wir mit dem Homomorphismus ¢ : Z" — G verkniipfen konnen.
Wir kénnen also annehmen, dass ker(y) von den Zeilen d €}, doés, . . ., d;e; der neu-
en Matrix erzeugt wird. Daraus folgt sofort, dass

GEZL/AWZLXTL]ATL X -+ XL]AZL XL X - XL
l
ist. Wir kénnen die d; positiv wihlen und alle d; = 1 weglassen. Dann bekom-

men wir die Darstellung wie im Satz behauptet; die Eindeutigkeit folgt aus der
Eindeutigkeit der Elementarteiler.

Wir werden dies zu Beginn des kommenden Semesters in der Finfihrung in die
Algebra im Detail durchfiihren.
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