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1. EINFUHRUNG

Was ist Computeralgebra?

Die Computeralgebra ist Teil eines Gebiets, das man als Wissenschaftliches Rech-
nen bezeichnen kann. Dabei geht es darum, mit Hilfe des Computers mathemati-
sche Probleme zu 16sen. Die dabei verwendeten Verfahren lassen sich grob einteilen
in numerische Algorithmen und symbolische Algorithmen. Mit den numerischen
Verfahren beschiéftigt sich die Numerische Mathematik, mit den symbolischen zu
groflen Teilen die Computeralgebra. Die wesentlichen Unterschiede sind etwa die
folgenden.

Bei den numerischen Verfahren sind die zu Grunde liegenden Objekte kontinuierli-
cher Natur (etwa Vektorfelder), die durch (oft sehr groe Anzahlen an) Gleitkom-
mazahlen im Computer ndherungsweise dargestellt werden. Relevante Probleme
bei der Konstruktion und der Untersuchung von Algorithmen sind Konvergenz
(kommen wir bei entsprechend hohem Aufwand der wahren Losung beliebig na-
he?), Kontrolle der Rundungsfehler, die bei Rechnungen mit Gleitkommazahlen
auftreten, und natiirlich die Effizienz der Verfahren. Haufig sind grofie Mengen
von Daten zu verarbeiten, an denen in gleicher Weise und vielfach hintereinan-
der relativ einfache Berechnungen durchgefiihrt werden. Man denke etwa an die
numerische Losung eines Systems von partiellen Differentialgleichungen, etwa bei
der Wettervorhersage.

Symbolische Verfahren dagegen rechnen exakt; die zu Grunde liegenden Objekte
sind algebraischer und damit diskreter Natur, etwa Polynome in mehreren Varia-
blen mit rationalen Zahlen als Koeffizienten. Diese Objekte kdnnen sehr komplex
sein, und diese Komplexitat muss durch geeignete Datenstrukturen im Computer
abgebildet werden. Die verwendeten Algorithmen sind dementsprechend ebenfalls
komplex, und das Hauptproblem liegt darin, effiziente Algorithmen und Daten-
strukturen zu finden. Héufig beruhen diese auf hochst nichttrivialen Resultaten
der Algebra und Zahlentheorie. Typische Aufgaben sind etwa die Faktorisierung
von ganzen Zahlen (das RSA-Kryptosystem beruht darauf, dass dafiir kein wirk-
lich effizientes Verfahren bekannt ist) oder das Auffinden von rationalen Lésungen
polynomialer Gleichungssysteme.

Man sollte allerdings auch erwahnen, dass es auch Mischformen gibt. Man kann
etwa partielle Differentialgleichungen symbolisch ,, vorverarbeiten®, um sie in eine
fiir numerische Algorithmen besser geeignete Form zu bringen. Auf der anderen
Seite kann es effizienter sein, eine symbolische Rechnung (etwa mit ganzen Zahlen)
numerisch, also ndherungsweise, durchzufithren, wenn man dadurch das exakte
Resultat hinreichend gut approximieren kann.

Als Beispiel betrachten wir folgendes Problem:
f(X) = X6 - a5X5 + (1,4X4 - ang + (ZQX2 — CLlX + Qo

sei ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten. Wir bezeichnen die Nullstellen
von f mit aq, s, ..., ag. Wir wollen das Polynom ¢(X) berechnen, dessen Null-
stellen die zehn verschiedenen moglichen Ausdriicke der Form

Qg Oy g + Qi Qg

sind, wo (i1, s, ...,i6) eine Permutation von (1,2,...,6) ist. Die Theorie der sym-
metrischen Polynome sagt uns, dass die Koeffizienten von g Polynome in den a;



mit ganzzahligen Koeffizienten sind. Explizit gilt
g(X) = X" — a3X? + (—9ag — aras + asas) X®
+ (6agas + apasas + aras + 2a,a3a5 — ajas — azas) X’
+ (27ag + 9agaias — Yagasay + agasa: + 3aga3 — 3agasasas + aga;;
+ ajay — ajai — 3aiazas + ayazagas + a3) XO
+ (—9aga3 - 3aga4a5 — 2a(2)a§ — 3agaias — 16agaiasas + 4(10a1a?1
+ 2a0a1a4a§ + 4a0a§a5 + agasasay + 2a0a2a3a§ — a0a2a3a5 — Qa?
+ 2atasas + 2a3azay — alazai — ajazas) X’
+ (—27aj — 30a3aias + 18ajazay — 2a2asa? — 15a2a3 + 16a3asasas
+ adazai — 4akal — adata? — 2apa’ay + 6agaia? + 16apa;azas
— 3a0a1a2a§ — a0a1a3a5 — 2a0a1a3ai + a0a1a3a4a5 4a0a2 2a0a2a3a5
+ apasaj + ajaz — 3ajasas + aija; — ajas + ajasazaz) X*
+ (9agai + 39agayazas — 1dajarasa; + ajaray — 11ajasasai + 2agasasal
— 3agay + 3agazasas — ajazai + 9agal — ldagaiazas — 1lagaiazay
+ 6a0a1a3a5 + 3a0a1a4a5 — aoa1a4a5 + 3a0a1a2a5 + 3a0a1a2a§
— ApA1A9a304a5 + G%CL5 -+ 2@?&2@4 — ai{’agag alag)X?’

+ (36aparas — 6agasaz + 18aa; — 24ajazasas — 4alasas + Sadajal

— a8a4a§ — 6a0a1a4 — 7a§a%a§ 24a3a1a2a3 — 4a§a1a2a4a5

+ 10agaiazal + 8ajaiazas + S8ajajazal — 8ajaiazasai + ajaiazas

+ 8ajazazas — 2agasasa; — 2aiasazas + agagaiai — dagaiag

+ 10a0a§a4a5 4a0a1a5 + 8a0a1a2 8a0a1a2a3a5 2a0a1a2ai

+ apatasagai + apaiaiay — ajas + ajasas) X

+ (—8agai — 24ajarasas + 16a3a,a4a? — 2a3a,a; + Sadasasa? — ajasal

+ 8ajas — 8agazasas + 3ajazas — Sajad + 16ajaiasas + Sajaiasay

— 6agajaza; — 8ajaiajas + 3ajaiasa; — 8ajayayai — 8ajajasal
+ 8a0a1a2a3a4a5 — aoalagagag — a0a1a§a5 — 2a0a1a5 + 3a0ai’a2a§
+ 3agaiai — apaiazasas — ajas) X
+ 8agaszal — dagagas + agal — dadajasal — 12a3a,a3as + 8aja,azayal

— 2ajajazas + adasas — 2ajazazai + ajaz + 8ajaias — dajatasas

+ 2ajata; + Sajaiasasas — 2a5a3asasai — 2aiaiazas + ajajaza’

— dagatay — 2apajazas + apaja; + al
Eine rein symbolische Losung wire, in diesen Ausdruck die Werte der Koeffizien-
ten des gegebenen Polynoms einzusetzen. Alternativ kann man die Nullstellen o;
als komplexe Zahlen néherungsweise berechnen, daraus die Nullstellen (1, ..., G19
von g bestimmen und dann g(X) nédherungsweise als

9(X) = (X = Bi)(X = B2) -+ (X = Sho)
erhalten. Wenn die Néherung gut genug ist, bekommen wir die wahren Koeffizi-

enten (die ja ganze Zahlen sind) durch Runden. Ein wesentlicher Unterschied zum
in der Numerik Ublichen ist hier, dass die numerische Rechnung unter Umsténden
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mit sehr hoher Genauigkeit (also Anzahl an Nachkommastellen) durchgefiihrt wer-
den muss, damit das Ergebnis nahe genug an der exakten Losung liegt.

In dieser Vorlesung werden wir Fragestellungen und Methoden der Computeralge-
bra an Hand einiger Beispiele kennen lernen. Grundkenntnisse in Algebra (Theorie
des euklidischen Rings Z, Polynomringe, endliche Kérper) werden vorausgesetzt.

Eine Anmerkung zur Organisation: Fiir Studierende der Mathematik-Studiengénge
(Bachelor oder Master) ist dies eine vierstiindige Vorlesung; fiir Studierende des
Lehramts ist sie dreistiindig. Dies ist den unterschiedlichen Anzahlen an Leistungs-
punkten geschuldet, die dafiir jeweils vorgesehen sind. In der Praxis bedeutet das,
dass einige Teile (insgesamt etwa ein Viertel) dieser Vorlesung fiir Lehramtsstu-
dierende nicht fiir die Priifung relevant sein werden. Welche das sein werden (ten-
denziell eher gegen Ende des Semesters) wird jeweils vorher angekiindigt werden.

Zur Literatur: Ich werde hauptséchlich (aber nicht sklavisch) dem sehr schénen
Buch [G(G] von von zur Gathen und Gerhard folgen. Leider ist es relativ teuer.
Die beiden deutschsprachigen Biicher [[<a] und [I<0], die erschwinglicher sind, soll-
ten aber auch das relevante Material enthalten, wobei sich Anordnung und Stil
natiirlich unterscheiden.

Fiir Beispiele und Ubungsaufgaben, die am Computer zu bearbeiten sind, wer-
den wir das Computeralgebrasystem MAGMA verwenden, das z.B. im WAP-Pool
zur Verfiigung steht. Im Unterschied zu den besser bekannten Systemen Maple
und Mathematica, die termorientiert arbeiten, basiert MAGMA auf algebraischen
Strukturen. Das heifit insbesondere, dass jedes Objekt , weifl*, in welcher Struktur
es zu Hause ist. Das ist zum Beispiel wichtig, um die Frage zu beantworten, ob
eine gegebene Zahl ein Quadrat ist oder nicht:

$ magma

Magma V2.15-14 Sun Oct 18 2009 13:58:14 on linux-j92c [Seed = 3595017827]
Type ? for help. Type <Ctrl>-D to quit.
> IsSquare(2);

false

> IsSquare(RealField()!2);

true 1.41421356237309504880168872421

> IsSquare(RealField()!'-7);

false

> IsSquare(ComplexField()!-7);

true 2.64575131106459059050161575364%$.1
> IsSquare(pAdicField(2)!2);

false

> IsSquare(pAdicField(2)!-7);

true 49333 + 0(2°19)

> IsSquare(FiniteField(5)!2);

false

> IsSquare(FiniteField(17)!2);

true 6



2. GRUNDLAGEN

Bevor wir in die Materie wirklich einsteigen kénnen, miissen wir erst einmal eine
Vorstellung davon haben, wie die grundlegenden algebraischen Objekte, ndmlich
ganze Zahlen und Polynome, im Computer dargestellt werden kénnen, und wie
wir die Komplexitit bzw. Effizienz unserer Algorithmen messen kénnen.

Computer arbeiten mit Datenworten, die aus einer gewissen festen Anzahl an Bits
bestehen (heutzutage meist 64). Da wir haufig mit sehr grofien ganzen Zahlen zu
tun haben, reicht ein Wort im Allgemeinen nicht aus, eine ganze Zahl zu spei-
chern. Man wird also ein Array von solchen Worten verwenden. Dann muss man
zusitzlich noch wissen, wie lang das Array ist, und man muss das Vorzeichen in
geeigneter Weise codieren. Mathematisch gesehen, schreiben wir eine ganze Zahl N

als
n—1

N=(-1)) ;B
5=0
wobei s € {0,1} und B die der Wortlénge entsprechende Basis ist; wir nehmen im
Folgenden B = 2% an. Die ,Ziffern“ a; erfiillen 0 < a; < B. Wenn wir n < 26
annehmen (was realistisch ist, denn grofiere Zahlen wiirden jeglichen Speicherplatz
sprengen), dann lasst sich N im Computer darstellen als Folge

63
s-24+n,ag,...,0,_1

von Worten. Es ist hdufig sinnvoll, diese Darstellung zu normalisieren (also ein-
deutig zu machen), indem man fordert, dass a,_; # 0 ist. Die Zahl 0 kann dann
etwa durch das eine Wort 0 dargestellt werden (hat also s = 0 und n = 0). Die
Zahl n ist in diesem Fall die Wortlinge A(N) von N; es gilt fiir N # 0

A(N) = ﬁ’fg’gw 1.

Man verwendet einen Zeiger auf das erste Wort der Darstellung von N (also seine
Adresse), um N im Computer zu repriasentieren:

s| n|| a0|| a]]........

Polynome in einer Variablen werden analog dargestellt:
fX) =2 a; X7,
j=0

wobei die Koeffizienten a; aus einem Ring R kommen. Das erste Wort gibt wie-
derum die Lénge (n + 1, wenn n der Grad ist) an, es folgen die Koeffizienten
ao, - - ., a, als Zeiger auf die entsprechenden Datenstrukturen (etwa fiir ganze Zah-
len wie oben). Man wird verlangen, dass a,, # 0 ist; das Nullpolynom wird wieder
durch das Nullwort dargestellt.

Nachdem die Datenstrukturen geklért sind, miissen die grundlegenden arithmeti-
schen Operationen implementiert werden. Fiir ganze Zahlen sind dies etwa Ver-
gleich, Negation, Addition, Multiplikation und Division mit Rest. Fiir Polynome
bleibt vom Vergleich nur der Test auf Gleichheit iibrig, und bei der Division mit
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Rest nehmen wir an, dass der Divisor Leitkoeffizient 1 hat. (Da die Negation
(Vorzeichenwechsel) im wesentlichen trivial ist, ist die Subtraktion als Negation
des Subtrahenden plus Addition eingeschlossen.)

Geht man von normierten Darstellungen aus, dann sind zwei ganze Zahlen genau
dann gleich, wenn ihre Darstellungen gleich sind (also gleiches Vorzeichen und
gleiche Linge, und dann iibereinstimmende , Ziffern“). Analog gilt fiir Polynome,
dass sie genau dann gleich sind, wenn sie den selben Grad n haben und ihre
Koeffizienten a; jeweils gleich sind (wobei hier der Algorithmus zum Test der
Gleichheit im Koeffizientenring R verwendet wird). Hier ist eine recht ausfiihrliche
Version des Vergleichsalgorithmus fiir ganze Zahlen. Die Syntax ist an MAGMA
angelehnt. (Es fehlen die Strichpunkte zum Befehlsabschluss, und die MAGMA-
Bezeichnungen eq, ne, gt, It, ge, le fiir die Vergleichsoperatoren sind durch die
iiblichen =, #, >, <, >, < ersetzt.)

function compare(M, N)
// Vergleicht M = (—1)* """V a; B/ mit N = (=1)' Y17 b; B7.
// Ausgabe: —1 falls M < N, 0 falls M = N, 1 falls M > N.
if s #t then return (—1)® end if
// Ab hier haben M und N das selbe Vorzeichen.
if m > n then return (—1)° end if
if m < n then return —(—1)° end if
// Ab hier gilt m = n.
for j=n—1to 0 by —1 do
if a; > b; then return (—1)® end if
if a; < b; then return —(—1)° end if
end for
// Wenn wir hier ankommen, gilt M = N.
return 0
end function

Der Additionsalgorithmus hat einen dhnlichen Aufbau. Je nach Vorzeichen miissen
die Betriage addiert oder subtrahiert werden. Wir verwenden den Additionsbefehl
des Prozessors, der fiir die Eingabeworte v und v und das Ausgabewort w der
Relation
wtcd-2%=utv+e

entspricht, wobei ¢, ¢’ € {0,1} den Wert des Carry-Flags (Ubertragsbit) des Pro-
zessors vor und nach der Ausfithrung bezeichnet. Fiir die Subtraktion gibt es
analog einen Befehl entsprechend der Relation

w—c 2% =u—v—ec.
Wir verwenden < (anstelle von MAGMAs :=) fiir den Zuweisungsoperator.
function add(M, N)
// Addiert M = (=1)* 3" a;B7 und N = (—1)' Y071 b; BY.
// Ausgabe: M + N = (—1)" Z;:é d;B7.
if s =1 then
// M und N haben gleiches Vorzeichen: addieren.
if m < n then vertausche M und N end if
// Ab hier ist m > n.
k < m // Lénge der Summe.
u «— s // Vorzeichen der Summe.



¢ + 0 // Initialisierung Ubertrag.
forj=0ton—1do
d;j+c- B« aj +b; + ¢ // Addition mit Ubertrag
end for
forj=ntom—1do
d;+c- B« a; +0+c // Addition mit Ubertrag
end for
if c =1 then
// Ergebnis wird langer.
dp «— ¢
kE—Fk+1
end if
else // M und N haben verschiedenes Vorzeichen: subtrahieren.

end if
return (u, k, do,dq, ..., dg_1)
end function

2.1. Ubung. Erginzen Sie im Pseudocode oben den Teil fiir die Subtraktion.

Achten Sie darauf, jedes Datenwort von M und N moglichst nur einmal , anzufas-
sen“, und stellen Sie sicher, dass das Ergebnis normalisiert ist.

2.2. Komplexitiat der Addition. Was konnen wir iiber die Effizienz dieses Ad-
ditionsalgorithmus sagen? Wir sind hauptséchlich daran interessiert, das Ergebnis
moglichst schnell zu erhalten. Bei gegebenen Eingabedaten wird sich die Rechen-
zeit aber je nach Hardware und Implementation stark unterscheiden. Als Mafl
fiir die Komplexitéit besser geeignet ist die Art und Weise wie die Laufzeit von
der Grofle der Eingabe abhéingt. Bei der Addition ist die Grofle der Eingabe (ge-
messen in Worten) A(M) + A(N). Der Prozessorbefehl zur Addition von Worten
wird max{A(M), A(N)}-mal ausgefithrt. Dazu kommt eine konstante Anzahl an
Prozessorbefehlen fiir die Abfragen zu Beginn, die Initialisierung und die Aus-
gabe. Aulerdem braucht man pro Schleifendurchlauf noch eine konstante (oder
jedenfalls beschriankte) Zahl von Befehlen (Heraufzéhlen von j, Vergleich mit dem
Endwert, Adressrechnungen zum Zugriff auf a;, b;, d;, ... ). Insgesamt werden

F(M,N) < amax{A(M),\(N)} +b < a(AMM)+ AX(N)) +b

Prozessorbefehle benétigt, wobei a und b vom verwendeten Prozessor (und dem
Compiler etc.) abhéngen. Um von solchen Details zu abstrahieren, schreiben wir

JM,N) < MM) + A(N)
oder
f(M,N) € O(AN(M) + A(N)) .
Beide Schreibweisen haben die gleiche Bedeutung, namlich dass die linke Seite

beschrénkt ist durch eine Konstante mal die rechte Seite, jedenfalls wenn (hier)
A(M) + A(N) hinreichend gro8 ist.

Im vorliegenden Fall sagen wir auch, die Komplexitiat des Algorithmus sei linear
(in der GroBe der Eingabe). Es ist klar, dass jeder Algorithmus, der zwei ganze
Zahlen in der hier beschriebenen Darstellung addiert, mindestens lineare Komple-
xitdt haben muss: Da jedes Wort der beiden zu addierenden Zahlen das Ergebnis
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beeinflussen kann, muss die komplette Eingabe , angefasst® werden. Es gilt also
auch
f(M,N) > AM)+ \N).
Falls man sowohl obere als auch untere Abschétzungen hat, schreibt man auch
FIN) =< g(N): <= f(N)>g(N)und f(N) < g(N).

Fiir die Addition von Polynomen gilt Entsprechendes. Wir setzen die Definition
D aXT ) biX' =) (a;+b)X!
i=0 =0 i=0
in einen Algorithmus um (dabei sei a; = 0, falls ¢ groBer ist als der Grad des Po-
lynoms, entsprechend fiir b;). Wir haben also n + 1 Additionen von Koeffizienten
durchzufiihren; die Komplexitét ist also wiederum linear, wenn wir sie in Opera-
tionen im Koeffizientenring R messen. Die Wortkomplexitit kann grofer sein; sie
héngt vom Typ der Koeffizienten ab. Sind die Koeffizienten ganze Zahlen vom
Betrag < M, dann erhalten wir eine Wortkomplexitéit < nlog M.

2.3. Multiplikation. Interessanter ist die Multiplikation. Die Schulmethode dafiir
(fiir Polynome und Zahlen in Dezimalschreibweise gleichermaflen) sieht so aus:

(22 —z+1)- (32 — 20 + 1) : 1 202 — x +1
—2z — 423 4 22% — 22
322 | 62* — 323 4 322
| 62" —T7a® +T2” — 3w +1

1234 - 567 : 7| 8638
60| 7404

500 | 6170
699678

Als Pseudocode fiir den etwas iibersichtlicheren Fall der Polynome (wo es beim
Addieren keinen Ubertrag gibt) sieht das so aus:

function multiply(p, q)
// Multipliziert die Polynome p = """ ja; X" und ¢ = >, b; X"
// Ausgabe: p-q= Y"1 e, X1
for i =0 to m+n do ¢; < 0 end for // Initialisierung
for j =0 tom do
for k =0 ton do
Cjtk < Cjrk + a; - by
end for
end for
return (m 4+ n,co, ..., Cmin)
end function

2.4. Ubung. Schreiben Sie ein Programm (Pseudocode) fiir die Schulmethode
fiirs Multiplizieren zweier ganzer Zahlen. Fiir die Multiplikation stellt der Prozes-
sor einen Befehl entsprechend der Relation

r+s-B=u-v

zur Verfiigung, wobei u und v die Eingabeworte und r und s die Ausgabeworte
sind.
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2.5. Komplexitit der Multiplikation. Wenn wir die Operationen im Koeffizi-
entenring R zdhlen, die im obigen Multiplikationsalgorithmus ausgefiihrt werden,
kommen wir auf

(m+ 1)(n+ 1) Multiplikationen und (m + 1)(n + 1) Additionen.

Dazu kommen noch m~+n+1 Operationen, in denen ein Koeffizient auf null gesetzt
wird. Die Komplexitdat der Schulmethode fiir die Multiplikation zweier Polynome
vom Grad n ist also < n?: Das Verfahren hat quadratische Komplexitit.

Fiir die Komplexitét der Schulmethode fiir die Multiplikation zweier ganzer Zahlen
M und N erhalten wir entsprechend =< A(M) - A(N).

Auf den ersten Blick scheint damit zur Multiplikation alles gesagt. Wir werden
aber im Verlauf der Vorlesung sehen, dass es durchaus moglich ist, schneller zu
multiplizieren.

2.6. Ubung. Priifen Sie experimentell, ob MAGMA groBe ganze Zahlen (oder Po-
lynome grofilen Grades iiber einem endlichen Kérper) mittels eines Algorithmus
quadratischer Komplexitdat multipliziert, etwa indem Sie die Befehle

>N := 1076;
> a := Random(2"(N-1), 2°N-1);
> time b := a*a;

verwenden (fiir verschiedene Werte von N).

2.7. Division mit Rest. Wir erinnern uns:

Ein Integritdtsring R heifit euklidisch mit Normfunktion N : R — Z>, wenn es
zu a,b € R mit b # 0 stets ¢, € R gibt, so dass

a=qgb+r und N(r) < N(b).

Im allgemeinen sind der Quotient ¢ und der Rest r dabei nicht eindeutig bestimmt.

Die wichtigsten Beispiele von euklidischen Ringen sind R = Z und R = k[X], wo
k ein Korper ist. Fiir R = Z kann man N(n) = |n| als Normfunktion benutzen,
und fiir R = k[X] setzt man N(0) =0, N(p) =1+ degp, wenn p # 0.

Wir beweisen das fiir den Polynomring.

2.8. Satz. Sei k ein Korper, und seien a,b € k[X]| mit b # 0. Dann gibt es
eindeutig bestimmte q,r € k[X]| mit

a=qb+r wund degr <degb.

Beweis. Existenz: Wir betrachten b als fest und verwenden Induktion nach dem
Grad von a. Fiir dega < degb koénnen wir ¢ = 0, » = a nehmen. Sei also jetzt
n = dega > degb = m; wir schreiben

a=a, X"+ a, 1 X" X4a, b=b, X" +b, X" 5, X+
mit b, # 0. Dann ist
a=a—>b'a, X"
=, X" + a1 X"+ ag = (an X"+ apbpno1b, X 4 4 anboby, X
= (Ap_1 — Apbpm_1b, )X 14 -
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ein Polynom mit dega < n = dega. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es also
G,r € k[X] mit @ = gb + r und degr < degb. Dann gilt aber

a=a+bla, X" = (G+bla, X"+,
und die Behauptung gilt mit ¢ = ¢ + b,,'a, X"™.
Eindeutigkeit: Gilt ¢1b 4+ r1 = @b + r9 mit degry,degry, < degb, dann haben wir
(1 — q2)b = ro — 1r1. Ist r1 # 1o, dann ist der Grad der rechten Seite < degb, der

Grad der linken Seite aber > degb. Also muss r; = o und damit auch ¢; = ¢
sein. O

Aus diesem Beweis ergibt sich ziemlich unmittelbar der Schulalgorithmus zur Po-
lynomdivision:

(BX*—2X?4+3X —1): (X=X +1)=3X?+3X -2 Rest —2X +1

3X4 —2X?4+3X -1
3X?% | —3X*+3X3-3X?
3X3—5X%2+3X -1

3X —3X°+3X*-3X
—2X? -1
—2 2X%—2X +2
—2X +1

Fiir die Formulierung als Pseudocode nehmen wir an, dass b Leitkoeffizient 1 hat
(dann funktioniert das Verfahren fiir beliebige Koeffizientenringe R).

function divide(a, b)
// Dividiert a = 327 a;X* durch b= X™ + 37 1 b X°.
// Ausgabe: Quotient ¢ = Zjio ¢; X" und Rest r = Z?;o ri X%
if n < m then return (¢,7) = (0,a) end if
// Initialisierung
dg=n—m
for i = 0 to n do r; < a; end for
// Die eigentliche Berechnung
forj=n—mto0 by —1 do
45 Tm+j ,
// Setze r —r — q; X7b
for k=0tom —1do
itk < Tjtk = ¢ - Ok
end for
end for
// Normalisiere r
fori=m—1to 0 by —1do
if r; # 0 then
d, — 1;
return (q,r) = ((dq, 90, ---+qd,), (dr, 7o, - .. ,rdr))
end if
end for
// Wenn wir hierher kommen, ist r = 0

return (q,r) = ((dq, qo;-- - qd,) 0)
end function



11

2.9. Komplexitit der Division. Wir nehmen an, dass n > m ist (sonst ist
im wesentlichen nichts zu tun). Dann ist die Anzahl an Operationen in R, die
ausgefiihrt werden,

m(n —m + 1) Multiplikationen und Additionen

(wir unterscheiden nicht zwischen Addition und Subtraktion). Fiir die Division
eines Polynoms vom Grad 2n durch eines vom Grad n ist der Aufwand also wie-
derum =< n?, also quadratisch.

2.10. Division von ganzen Zahlen. Fiir den Ring Z gilt:

2.11. Satz. Seien a,b € Z mit b # 0. Dann gibt es eindeutig bestimmte q,r € 7Z
mit
a=gb+r und 0<r<]|b.

Beweis. Wir konnen annehmen, dass b positiv ist.

Existenz: Klar (mit ¢ = 0,7 = a) fiir 0 < a < b. Ist a > b, dann ist a — b < a, und
mit Induktion gibt es ¢; und r mit a —b = g0+, 0 <r < b. Dann ist a = gb+r
mit ¢ = q; + 1. Ist a < 0, dann ist a + b > a, und mit Induktion gibt es ¢; und r
mita+b=qb+7r, 0<r <b. Dannist ¢ =¢gb+r mit ¢ = ¢ — 1.

Eindeutigkeit: Aus ¢10+7r; = g2b+ 13 und 0 < rq,ry < b folgt (1 — g2)b = ro — 11,
mit rechter Seite < b und durch b teilbarer linker Seite. Es folgt, dass beide Seiten
verschwinden. U

Der Algorithmus, der sich aus diesem Beweis ergibt:

function divide(a, b)
// Dividiert a > 0 durch b > 0.
// Ausgabe: (¢,r) mit a =qgb+r, 0 <r <b.
qg—0;r«—a
while » > b do
q—q+Lr—r—>
end while
return (q,r)
end function

ist sehr ineffizient.

Die Schulmethode fiir die Division funktioniert dhnlich wie die Polynomdivision:
Um 123456 durch 789 zu teilen, rechnen wir

123456
100 | = 789

44556
50| — 3945
5106
6 —4734
372

und erhalten den Quotienten 156 und den Rest 372. Die Ziffern des Quotienten
riat man, indem man die fithrenden ein bis zwei Ziffern des bisherigen Restes durch
die fiihrende Ziffer des Dividenden teilt (hier 12 : 7 =1,44 :7=6,51 : 7 =17)
und dann evtl. korrigiert, falls diese Schétzung zu hoch ausféllt. Mit Hilfe eines
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geeigneten Divisionsbefehls des Prozessors, der etwa zu gegebenen Worten ag, a1, b
mit b > 0 und a; < b die Worte ¢ und r bestimmt mit ag+a;B = gb+r,0 < r < b,
kann man diese Schulmethode implementieren, bei einer Komplexitit, die mit
der des Polynomdivisionsalgorithmus vergleichbar ist, also < n? fiir die Division
von a durch b mit A(a) = 2n, A\(b) = n. Allerdings sieht man hier wieder, dass
Langzahlarithmetik unangenehm komplizierter sein kann als Polynomarithmetik.
Eine wirklich effiziente Umsetzung erfordert einiges an Hirnschmalz!

2.12. Ubung*. Formulieren Sie die Schulmethode fiir die Division mit Rest (mit
a > 0 und b > 0) als Pseudocode fiir die von uns gewéhlte Darstellung ganzer
Zahlen.

2.13. Definition. Ist R ein euklidischer Ring, und sind a,b € R mit b # 0, so
schreiben wir ¢ = a quo b, r = a rem b, wenn ¢, € R Quotient und Rest bei
Division von a durch b sind. Dabei nehmen wir an, dass ¢ und r durch geeignete
Festlegungen eindeutig gemacht werden.

In vielen Computeralgebrasystemen (auch in MAGMA) sind ,,div* und ,,mod* statt
»quo® und ,,rem* gebrauchlich. Wir wollen hier Missverstindnisse vermeiden, die
durch die verschiedenen anderen méglichen Bedeutungen von ,mod® auftreten
konnen.

3. DER EUKLIDISCHE ALGORITHMUS

Der Euklidische Algorithmus dient zunéchst einmal dazu, grofite gemeinsame Tei-
ler zu berechnen. Wir erinnern uns:

3.1. Definition. Sei R ein Integritétsring, a,b € R. Ein Element d € R heif3t ein
grofiter gemeinsamer Teiler (ggT) von a und b, wenn d | @ und d | b, und wenn
fiir jeden weiteren gemeinsamen Teiler d’ von a und b gilt d’ | d.

Ein Element k € R heifit kleinstes gemeinsames Vielfaches (kgV) von a und b,
wenn a | k und b | k, und wenn fiir jedes weitere gemeinsame Vielfache &’ von a
und b gilt k | k.

3.2. Definition. Sei R ein Integritétsring. Zwei Elemente a,b € R heiflen assozi-
iert,a ~ b, wenn a | bund b | a. Gilt u ~ 1, so ist u eine Einheit. Die Einheiten sind
genau die invertierbaren Elemente von R; sie bilden die multiplikative Gruppe R*.

Aus der Definition oben folgt, dass je zwei grofite gemeinsame Teiler von a und b
assoziiert sind. Umgekehrt gilt: Ist d ein ggT von a und b, und ist d ~ d’, so ist d’
ebenfalls ein ggT von a und b. Analoge Aussagen gelten fiir kleinste gemeinsame
Vielfache.

3.3. Satz. In einem euklidischen Ring R haben je zwei Elemente a und b stets
grofite gemeinsame Teiler.

Beweis. Der Beweis ergibt sich aus dem klassischen Euklidischen Algorithmus:
function ged(a, b)

// a,b € R. Ausgabe: Ein ggT von a und b.

while b # 0 do (a,b) < (b,a rem b) end while

return a
end function
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Sei N eine Normfunktion auf R. Dann wird N (b) bei jedem Durchgang durch die
while-Schleife kleiner, also muss b schliellich null werden, und der Algorithmus
terminiert.

Es ist klar, dass
d|la und d|b <= d|b und d|aremb

gilt. Die Menge der gemeinsamen Teiler von a und b bleibt also stets gleich. Da
auferdem klar ist, dass a und 0 den grofiten gemeinsamen Teiler a haben, folgt,
dass obiger Algorithmus tatséchlich einen ggT von a und b liefert. Insbesondere
existiert ein ggT. U

3.4. Bemerkung. Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring, und alle Aussa-
gen iiber gg'T's, die fiir euklidische Ringe richtig sind, stimmen auch fiir Hauptideal-
ringe. Allerdings haben wir in einem beliebigen Hauptidealring keinen Algorithmus
zur Verfiigung, um ggTs zu berechnen.

3.5. Beispiel.
ggT(299,221) = ggT(221,78) = ggT(78,65) = ggT(65, 13) = ggT(13,0) = 13.

3.6. Lemma. Sei R ein euklidischer Ring. Dann gilt fir a,b,c € R (wobei ,,g9T*
einen beliebigen grifiten gemeinsamen Teiler bezeichnet):

(1) a|b <= ggT(a,b) ~a;

(2) ggT(a,0) ~ ggT(a,a) ~a, ggT(a,1)~1;

(3) ggT(a,b) ~ ggT(b,a) (Kommutativitat),

(4) ggT(ggT(a,b),c) ~ ggT(a,ggT(b,c))  (Assoziativitit);

(5) ggT(ac, bec) ~ ggT(a b) - ¢ (Distributivitdt);

(6) a~b = ggT(a,c) ~ ggT(h,c);

(7) ggT(a,b) ~ ggT(a+ be,b).
Beweis. Standard, bzw. Ubung. O
Im Hinblick auf die Assoziativitéit ist es sinnvoll, einfach ggT(aq,as,...,a,) zu

schreiben anstatt ggT(. ..ggT(a,as),... ,an).

3.7. Satz. Sei R ein euklidischer Ring, a,b € R, und d € R ein gréfster gemein-
samer Teiler von a und b. Dann gibt es s,t € R mit d = sa + tb.

Beweis. Hierfiir betrachten wir den Erweiterten Euklidischen Algorithmus.
function xgced(a, b)
// a,beR.
// Ausgabe: d, s,t € R mit d = ggT(a,b), d = sa + tb.
// (Oder auch: £ >0, r;,s;,t; e Rfir 0<i</l+4+1,¢ € Rfir 1 <i </,
// mitd=ry s=s4t=1).
(To, So, to) — ((l, 1, O)
(r1,s1,t1) < (b,0,1)
11
while r; # 0 do
q; < Ti—1 quUO 7
(i1, Sig1s Li1) < (Tim1 — @i, Sic1 — @3S, Lio1 — Gily)
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1+—1+1
end while
f—1—1
return (74, S¢, ty)
end function

Dass der Algorithmus terminiert, folgt wie in Satz 3.3. Aulerdem priift man nach,
dass folgende Aussagen vor und nach jedem Schleifendurchlauf gelten:

geT(a,b) ~geT(ri1, i), 1i=sia+tb.
Am Ende ist o1 =0, r, ~ ggT(a,b), und die Behauptung ist klar. O

3.8. Beispiel. Mit a = 299 und b = 221 wie oben haben wir:

VIGi | T | s |t
0 299

1] 1221 0 1
21 2] 78 1] -1
3] 1] 65| —2 3
41 5| 13 3| —4
5! 0—-17| 23

Es folgt ggT(209,221) = 13 = 3299 — 4 - 221.

3.9. Beispiel. Im Polynomring Q[X] berechnen wir mit
a=4X"—12X? - X*+ 15X und b=12X">—-24X —15
folgende Tabelle:

v qi T S; t;

0 4X4 —12X3 — X2+ 15X 1 0

1|ix2—1x 1 12X% — 24X — 15 0 1

2 6X +3 2X -5 1| —3X2+1X +1

3 0] —6X —3|2X3—-X?-3X
Also ist

2X —5=a+ (—3X°+3X + )b
ein ggT von a und b.

3.10. Komplexitit fiir Polynome. Wir betrachten hier zunéchst den klassi-
schen Algorithmus wie in Satz 3.3, und zwar fiir Polynome iiber einem Korper K.
Fiir eine allgemeine Polynomdivision mit Rest eines Polynoms vom Grad n durch
eines vom Grad m < n brauchen wir 2m(n — m + 1) Operationen in K, plus eine
Inversion und n — m + 1 weitere Multiplikationen (zur Berechnung von b,! und
fiir die richtige Skalierung des Quotienten). Insgesamt also

Cm+1D(n—m+1)+1=2mn—-—m)+n+m+2
Operationen in K.
Sei n; = degr; im Algorithmus von Satz 3.7. Dann gilt degq; = n;_1 — n; und
n = dega = ng, m = degb = ny. Der Aufwand ist
¢

s(no,n, ..., ng) = 2(2’%(%4 —ng) +nim +n +2).
=1
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Wir betrachten zunéchst den Normalfall, dass
n=m-—1+1 fir2<i</fl=m-+1.

Die Grade der sukzessiven Reste r; werden also immer um eins kleiner. Dann
haben wir
m+1
s(n,m,m—1,m—2,...,1) = (2m(n —m) + n+m+ 2) —|—Z(4m—4i+7)
i=2
=2m(n—m)+n+m+2+m2m+1)
=2nm+n+2m+2<2n+1)(m+1)

Operationen in K. Die Berechnung ist also etwa so teuer wie die Multiplikation von
a und b. (In beiden Féllen teilen sich die Operationen etwa hilftig in Additionen
und Multiplikationen auf. Beim ggT kommen noch m + 1 Inversionen hinzu.)

Fiir den allgemeinen Fall zeigen wir, dass s grofler wird, wenn wir irgendwo in
der Folge ny,...,n, ein zusédtzliches Glied einschieben oder am Ende ein Glied
anfiigen. Es ist

s(no,...,nj—1,k,nj,....,ng) —s(ng, ..., nj_1,n5,...,1)
= (2k(njo1 — k) +njy + k+2) + (2n;(k —nj) + k +n; + 2)
— (2nj(nj—1 — ny) + nj_1 +ny + 2)
=2(nj_1 —k)(k—nj)+2k+2>0
und
s(ng,ny,...,ne, k) — s(ng,ny,...,ng) =2k(ng—k)+ng+k+2>0.

Damit ist der Normalfall der teuerste, und die Abschitzung, dass der Aufwand
< 2(n+1)(m+ 1) ist, gilt allgemein.

Man kann auf dhnliche Weise zeigen, dass zur Berechnung der ¢; bzw. der s;
héchstens

22n —m)m + O(n) bzw. 2m*+ O(m)

Operationen in K bendtigt werden. Fiir die komplette Berechnung aller Terme
im Erweiterten Euklidischen Algorithmus kommt man also mit 6mn + O(n) Ope-
rationen aus. Benétigt man nur den ggT und ¢ = t,, dann reichen 4n* + O(n)
Operationen (wobei man die Berechnung der s; weglésst).

3.11. Komplexitit fiir ganze Zahlen. Eine gute Abschéitzung der Anzahl der
Schleifendurchléufe (wie sie fiir Polynome durch degb + 1 gegeben wird) ist hier
nicht so offensichtlich. Eine Mdoglichkeit ist, sich zu Nutze zu machen, dass

Ticl = QT +Tig1 > Ti + i1 > 2147 .

Nach jeweils zwei Schritten hat sich der Rest also mindestens halbiert; damit
ist die Anzahl der Schritte hochstens 2log, |b| + O(1) = 128A(b) + O(1). Man
kann dann — analog wie fiir Polynome — schlielen, dass die Wortkomplexitét
fiir den Euklidischen Algorithmus (klassisch oder erweitert) < A(a)A(b) ist. Die
Grofenordnung entspricht wieder der fiir die (klassische) Multiplikation.

Eine bessere Abschitzung (um einen konstanten Faktor) fiir die Anzahl der Di-
visionen bekommt man, indem man sich {iberlegt, dass der ,worst case“ ein-
tritt, wenn alle Quotienten ¢; = 1 sind. Dann sind a und b aufeinanderfolgende
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Fibonacci-Zahlen F, i und F},. Aus der Formel

(5T - (5))

und |(1 —+/5)/2| < 1 ergibt sich fiir die Anzahl der Divisionen

log [b]
2
(der ,log*“ in [(G(5] ist zur Basis 2, nicht der natiirliche wie hier!), wihrend die
vorige Abschétzung
log [0]
2 1)~ 2 log b 1
n e o 2 + O(1) = 2,8851og |b| + O(1)

liefert.

4. NORMALISIERUNG DES GGT

Der ggT ist nur bis auf Assoziiertheit bestimmt. Fiir Anwendungen ist es aber
von Vorteil, eine wohldefinierte Funktion ggT zu haben. Wir miissen also aus den
verschiedenen moglichen ggT's einen in geeigneter Weise auswéhlen.

Dazu brauchen wir eine Funktion a — normal(a) (fiir @ im betrachteten euklidi-
schen Ring R) mit folgenden Eigenschaften:

(1) a ~ normal(a);
(2) a ~ b <= normal(a) = normal(b);
(3) normal(ab) = normal(a) normal(b).

Fiir a # 0 gilt dann @ = lu(a) normal(a) mit einer Einheit lu(a) € R* (,leading
unit“). Wir definieren noch lu(0) = 1; normal(0) = 0 ist klar. Natiirlich verlangen
wir auch, dass lu(a) (und damit normal(a) = lu(a) 'a) berechenbar sind. Ein
Element der Form normal(a) heiBt normalisiert bzw. die Normalform von a.

4.1. Beispiele.

(1) Fiir R = Z setzt man normal(a) = |al.
(2) Fir R = K[X] setzt man lu(f) = lcf(f); normalisiert sind also genau die
Polynome mit Leitkoeffizient 1 (und das Nullpolynom).

4.2. Beispiel. Man kann in jedem euklidischen (sogar in jedem faktoriellen) Ring
eine Normalform definieren, indem man aus jeder Assoziiertheitsklasse von Prim-
elementen eines als normalisiert auswéhlt; Normalformen sind dann gerade alle
Produkte von solchen Primelementen. (Ob sich die Normalform dann effizient be-
stimmen lésst, ist eine andere Frage.)

Es ist allerdings nicht immer méglich, kompatible Normalformen zu haben, wenn
ein Ring in einem anderen enthalten ist. Zum Beispiel ist der Ring Z[i] der ganzen
GauBschen Zahlen euklidisch (mit Normfunktion N(a+bi) = a*+b?). Die Assozi-
ierten von 1++ sind alle Elemente der Form £1++. Eines davon muss normalisiert
sein. Nun gilt (+144)* = —4, also ist —4 ebenfalls normalisiert. Auf der anderen
Seite sind die Assoziierten von 2 in Z die Elemente +2, und (£2)? = 4 muss nor-
malisiert sein. Es gibt also keine Normalform auf Z[i], die eine Normalform auf Z
fortsetzt.



17

4.3. Definition. Im gegebenen euklidischen Ring R sei eine Normalform festge-
legt. Dann definieren wir die Funktionen ggT und kgV in der Weise, dass ggT(a, b)
(bzw. kgV(a,b)) der eindeutig bestimmte normalisierte groBte gemeinsame Teiler
(bzw. das eindeutig bestimmte normalisierte kleinste gemeinsame Vielfache) von
a und b ist.

Man kann dann den (Erweiterten) Euklidischen Algorithmus so anpassen, dass er
am Ende das Ergebnis normalisiert (und ggfs. die Koeffizienten s und ¢ anpasst).
Meistens ist es aber vorteilhafter, schon im Algorithmus dafiir zu sorgen, dass die
sukzessiven Reste normalisiert sind. Man erhélt dann folgende Version:

function xgcd(a, b)
// a,b € R.
// Ausgabe: d, s,t € R mit d = ggT(a,b), d = sa + tb.
// (Oder auch: £ >0, r;,s;,t; e Rfir 0<i</l+1,¢ € Rfir 1 <i </,
// mitd=ry s=s.t=1).
po < lu(a)™'; p1 — lu(b)™!
(70, S0, to) < (po - @, po, 0)
(r1,81,t1) < (p1- 0,0, p1)
11
while r; # 0 do
¢i < Tri—1 qQuO Ty, T < r;—y rem 1; // das ist eine Berechnung
pir1 < lu(r)™
(Tit1, Sig1s tig1) < (Pi+1 Ty Pt - (Sic1 — @iSi), pig1 - (tim1 — Qiti))
1+—1+1
end while
f—i—1
return (ry, ¢, ty)
end function

Wenn nur der ggT bendtigt wird, kann man die Teile, die der Berechnung der s;
und ¢; dienen, weglassen.

Zum Beispiel stellt sich heraus, dass mit dieser Version des Algorithmus die Ko-
effizienten der im Verlauf der Rechnung auftretenden Polynome deutlich weniger
stark wachsen als mit der Version ohne Normalisierung, wenn man ihn in Q[X]
anwendet.

5. ANWENDUNGEN DES EUKLIDISCHEN ALGORITHMUS

5.1. Quotientenkorper. Jeder Integritdtsring R hat einen Quotientenkorper K.
Seine Elemente sind Briiche 7 mit a,b € R, b # 0. Diese Darstellung ist nicht
eindeutig, denn es gilt ¢ =

ac

be”
Ist R ein euklidischer Ring (oder allgemeiner ein faktorieller Ring), dann gelangen
wir zu einer eindeutigen Darstellung, indem wir verlangen, dass

ggT(a,b) =1 und lu(b) =1
gilt (letzteres heiit, dass b normalisiert ist).

Das fiihrt zu folgendem Algorithmus, der aus einer beliebigen Darstellung (a, b)
die normalisierte Darstellung berechnet.
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function reduce(a, b)
/) abe R, b#0.
// Berechnet @/, b’ € R mit § = z—,/, geT(a,0') =1 und lu(d') = 1.
g < ged(a, b)
a' «— a quo g; b’ « b quo g // Division ohne Rest
p—lu(®)™!
o —p-dib—p-l
return (a’,0)
end function

Fiir die Multiplikation und Addition in K hat man die bekannten Formeln

a ¢ a-c g ° ¢ a-d+b-c

bd bd M yTdT T bd
Daraus kann man direkt Algorithmen ableiten. Es ist allerdings besser, nur da
grofite gemeinsame Teiler zu berechnen, wo tatsiachlich moglicherweise etwas ge-
kiirzt werden kann. (Wir nehmen natiirlich an, dass § und § in Normalform vor-

' b
liegen.)
Bei der Multiplikation kann es gemeinsame Teiler von b und ¢ oder von a und d

geben. Wir konnen die Berechnung von ggT(ac, bd) also ersetzen durch die Be-
rechnung von ggT(a,d) und ggT(b, c), was etwas billiger ist:

function multiply(%, §)
// % 5 € K in Normalform.
// Berechnet £ = ¢ - £ (in Normalform).
g1 < ng(CL, d)
g2 < ged(b, )
z « (a quo g1) - (c quo g2) // Division ohne Rest
n <« (b quo gs2) - (d quo g1) // Division ohne Rest

return o
end function

Bei der Addition geniigt es zunéchst einmal, die Briiche so zu erweitern, dass im
Nenner das kgV von b und d steht (statt des Produkts). Mit

b =b/geT(b,d) =kgV(b,d)/d und d =d/ggT(b,d) =kgV(b,d)/b

ist dann
c a-d+Vb-c
po= T

a
b d kgV(bd)

Auflerdem gilt
geT(a-d +V - c,kgV(b,d)) =ggT(a-d +V -c,ggT(bd))
(Ubung!). Das liefert folgenden Additionsalgorithmus:

function add(%, §)
// %, 5 € K in Normalform.
// Berechnet Z = % 4 ¢ (in Normalform).
g < ged(b, d)
b «— b quo g; d «— d quo g // Division ohne Rest
Z—a-d+V-c
g« ged(Z,g)
z < Z quo ¢’ // Division ohne Rest
n «— (V' -d) quo g’ // Division ohne Rest
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return £
n

end function

Wenn man das tatsdchlich implementiert, wird man jeweils priifen, ob die berech-
neten ggTs gleich 1 sind, und sich in diesem Fall die Divisionen sparen.

5.2. Modulare Inversion. Sei R ein euklidischer Ring, I C R ein von null ver-
schiedenes Ideal. Dann ist / = aR mit 0 # a € R (denn R ist ein Hauptidealring).
Wir haben dann den Faktorring oder Restklassenring R = R/I und den kanoni-
schen Epimorphismus R — R, b b.

Um in R zu rechnen, stellen wir die Elemente von R durch geeignete Reprisen-
tanten in R dar. Dabei bietet es sich an, solche Reprédsentanten b zu nehmen, die
N(b) < N(a) erfiillen (wo N eine Normfunktion auf R ist). Wenn moglich, wird
man einen eindeutigen solchen Repréasentanten wéhlen. Fiir R = Z etwa kann man
Eindeutigkeit erreichen (wie bei der Division mit Rest), indem man 0 < b < |a|
verlangt. Fiir R = K[X] geniigt die Bedingung degb < dega.

Die Grundrechenoperationen * = +, —, - lassen sich dann via
bxc=(bxc)rema

implementieren. Je nach Ring ergeben sich noch Vereinfachungen bei der Addition
und Subtraktion. Fiir R = Z hat man etwa (wir nehmen a > 0 an):

function add(b, ¢)
/] b,¢ € Z/aZ, reprasentiert durch b,c mit 0 < b,c < a
// Ausgabe: 5=0b+¢
s«—b+c
if s > a then s < s—aendif
return s
end function

Fiir den Polynomring R = K|x] kann man einfach die Reprasentanten addieren
bzw. subtrahieren. In jedem Fall ist die Komplexitit linear in A(a) (Wortkomple-
xitét fiir R = Z) bzw. in dega (Operationen in K fur R = K[X]).

Bei der Multiplikation hat man (im schlimmsten Fall) ein Element etwa der dop-
pelten Léange von a durch a zu teilen. Die Komplexitéit der Multiplikation von b
und ¢ und der Division von be durch a ist quadratisch (in A(a) bzw. dega), wenn
wir die Schulmethode verwenden.

Wie sieht es mit der Division aus? Dazu miissen wir erst einmal wissen, welche
Elemente in R invertierbar sind:

5.3. Lemma. Sei R ein euklidischer Ring, 0 # a € R, R = R/aR. Ein Element

b € R ist genau dann in R invertierbar, wenn ggT(a,b) ~ 1.

Sind (1,s,t) die Ausgabewerte des Erweiterten Euklidischen Algorithmus, ange-
wandt auf a und b, dann gilt b= = t.

Beweis. b ist genau dann invertierbar, wenn es ein ¢t € R gibt mit bf = 1, also
bt = 1 mod a. Das wiederum bedeutet, dass es s € R gibt mit as + bt = 1. Daraus
folgt ggT(a,b) ~ 1. Umgekehrt folgt aus ggT(a,b) ~ 1, dass es solche s,t € R
gibt. Die zweite Aussage ist dann klar. O
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Der Erweiterte Euklidische Algorithmus erméglicht es uns also, festzustellen, ob
ein gegebenes Element b € R invertierbar ist, und in diesem Fall das Inverse zu
bestimmen. Dazu geniigt es, nur die ¢; zu berechnen. Fiir R = K[X| und dega = n
ist die Komplexitdt dann < 4n? + O(n) Operationen in K. Fiir R = Z ist die
(Wort-)Komplexitit < A(a)?.

5.4. Definition. Ist R ein euklidischer Ring und 0 # a € R, dann sagen wir a sei
wrreduzibel, wenn a keine Einheit ist und jeder Teiler von a entweder eine Einheit
oder zu a assoziiert ist.

Jedes irreduzible Element ist auch prim: Sei p irreduzibel p | ab und p { a. Dann
ist ggT(a,p) ~ 1, also 1 = sp + ta und damit b = bsp + bta = p(bs + tu) (mit
ab = up), also gilt p | b.

Insbesondere gilt also: Ist @ € R irreduzibel, dann ist R/aR ein Korper. If Fall
R =7, a = p eine Primzahl, schreiben wir F,, fir den Kérper Z/pZ.

5.5. Definition. Sei R ein euklidischer Ring, a,b € R. Wir sagen, a und b seien
teilerfremd (oder relativ prim) und schreiben a L b, wenn ggT(a,b) ~ 1.

5.6. Lineare Diophantische Gleichungen. Der Erweiterte Euklidische Algo-
rithmus verhilft uns auch zur Losung von Gleichungen der Art

ar +by =c

iiber einem euklidischen Ring R. Im Falle R = Z handelt es sich um eine lineare
diophantische Gleichung.

Wir haben folgendes Ergebnis:

5.7. Lemma. Sei R ein euklidischer Ring, a,b,c € R mit g = ggT(a,b) # 0. Die
Gleichung ax + by = c ist in R genau dann lésbar, wenn g | c. In diesem Fall sei
(z,y) = (s,t) eine Lisung. Dann sind alle Losungen gegeben durch

(z,y) = (s +ub,t —ud),
wobei u € R beliebig ist und o’ = a/g, b’ =b/g.

Beweis. Gibt es z,y € R mit ax + by = ¢, dann folgt g | ¢. Umgekehrt gibt es
s t' € R mit as’ + bt’ = g; mit ¢ = ¢/g ist dann (s,t) = (s'¢,t'c’) eine Losung.

Sei jetzt (s,t) eine Losung. Es ist klar (wegen ab’ — a’b = 0), dass dann fiir jedes
u € R (s+ul,t—ua’) wieder eine Losung ist. Sei nun (x,y) eine beliebige Losung.
Dann gilt a(z — s) + b(y —t) = 0, also auch a'(z — s) +b'(y —t) = 0. Da o’ und ¥/

teilerfremd sind (Ubung!), muss @’ ein Teiler von y — ¢ und b’ ein Teiler von z — s
sein (Ubung!). Es folgt (z,y) = (s + ub',t — ua’) fiir ein u € R. O

Um eine gegebene Gleichung zu losen, gehen wir also wie folgt vor:

function solve(a,b,c)
// a,b,c € R, (a,b) # (0,0).
// Ausgabe: ,keine Losung® oder (s,t,v,w),
// sodass (s+ uv,t+ uw) alle Losungen liefert.
(g,8,t) < xged(a, b)
if g | ¢ then
d «—cquog
(s,t) «— (- s, - 1)
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return (s,t,b quo g, —a quo g)
else

return , keine Losung*
end if
end function

Man kann statt b/g, —a/g auch die GroBen sy, tey1 aus dem EEA verwenden,
denn (spi1,te11) = u(b/g, —a/g) mit einer Einheit u (Ubung!).

Man kann das Losungsverfahren auf lineare Gleichungen in mehr als zwei Variablen
verallgemeinern, siehe etwa [(;; Thm. 4.11].

6. MODULARE ARITHMETIK

Wir bleiben beim Rechnen in Faktorringen R. Wir werden némlich sehen, dass
dies in vielen Féllen effizientere Algorithmen ermdoglicht.

Wir haben uns schon davon iiberzeugt, dass wir in Z/aZ mit linearem (in A(a))
Aufwand addieren und subtrahieren und mit quadratischem Aufwand multiplizie-
ren und invertieren konnen; analoges gilt fir R = K[X].

Wir konnen aber auch effizient potenzieren. Dies geschieht mit der Methode des
sukzessiven Quadrierens.

6.1. Lemma. In Z/aZ kénnen wir b¢ mit < X a)*\(e) Wortoperationen berech-
nen. In K[X]/aK[X] geht es entsprechend mit < (dega)*X(e) Operationen in K.

Beweis. Wir geben einen Algorithmus dafiir an:

function modpower(a,b,e)
/] a,b € R, e € L.
// Ausgabe: b° rem a.

if e =0 then
return 1
else

(¢/,d) < (e quo 2,e rem 2)
r « modpower(a, b* rem a, ¢’)
if d =1 then r < (r-b) rem a end if
return r
end if
end function

Dieser Algorithmus ist korrekt, denn
526/ _ (62)6’ und 626l+1 _ (E2>e’ . 67
auBerdem wird e bei jedem rekursiven Aufruf kleiner, also erreichen wir schliellich

den Fall e = 0.

Fiir die Komplexitét iiberlegen wir uns, dass bei jedem Aufruf ein oder zwei Mul-
tiplikationen im Faktorring stattfinden (b% rem a und eventuell (r - b) rem a); die
Komplexitit dafiir ist < A(a)? bzw. < (dega)?. Bei jedem rekursiven Aufruf wird
e (mindestens) halbiert, so dass die Rekursionstiefe gerade durch die Anzahl der
Bits in der Dualdarstellung von e gegeben ist. Diese ist < A(e). O
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6.2. Anwendung: RSA. Die schnelle modulare Potenzierung ist wesentlich da-
fiir, dass das RSA-Verfahren der Public-Key-Kryptographie praktikabel ist. Dabei
wéhlt man zwei grofie Primzahlen (mehrere Hundert Dezimalstellen) p und ¢ und
setzt n = pq. Aulerdem wéhlt man noch eine natiirliche Zahl e > 1, teilerfremd
zu (p — 1) und (¢ — 1). Das Paar (n,e) wird als 6ffentlicher Schliissel publiziert.
Wenn jemand eine Nachricht schicken mochte, codiert er diese als Folge von Zahlen
0 < m < n und verschliisselt diese gemafl m — m® rem n. Zur Entschliisselung
berechnet man d mit de = 1 mod kgV(p — 1,q — 1). Das Paar (n,d) ist dann der
private Schliissel, und die Entschliisselung erfolgt gemé8 ¢ — ¢? rem n.

Man kann zwar e so wéihlen, dass es nicht allzu grof3 ist, aber der Enstchliisselungs-
exponent d wird normalerweise nicht viel kleiner sein als n. Daher ist es wichtig,
dass wir c¢? rem n effizient berechnen kénnen.

6.3. Ubung. Vergleichen Sie die Komplexitit des naiven Potenzierungsalgorith-
mus

function power(a, €)
//CLER,GGZZ().
// Ausgabe: a°.
r«1
fortr =1toedor <« r-aend for
return r

end function

mit der des obigen Algorithmus (ohne die rem a-Operationen und mit a statt b),
fir R = K[X] (fithrender Term der Anzahl an Operationen in K), in den beiden
Extremfilllen ¢ = 2F und e = 2¥1 — 1.

6.4. Ubung. Bestimmen Sie die Komplexitit von Addition und Multiplikation
im Polynomring K[X,Y] in zwei Variablen iiber einem Koérper K, ausgedriickt
im Totalgrad der Operanden (der Totalgrad von X™Y™ ist m + n). Wiederholen
Sie dann den Vergleich zwischen dem naiven Potenzierungsalgorithmus und dem
Algorithmus, der sukzessives Quadrieren verwendet, fir K[X,Y].

6.5. Ubung. Sei p eine Primzahl. Dann gilt (,kleiner Satz von Fermat“) im
Korper F, = Z/pZ fiiv a # 0, dass @' = 1 ist. Insbesondere ist a~! = a?~2.
Vergleichen Sie die Komplexitdt von modpower(p,a,p — 2) und der Inversenbe-
rechnung mit Hilfe des EEA.

Die Auswertung eines Polynoms ist das selbe wie einen Divisionsrest zu berechnen:

6.6. Lemma. Sei K ein Korper, £ € K, und f € K[X]. Dann ist
f(&§) = frem (X —¢).

Beweis. Sei r = frem (X —¢&) und ¢ = f quo (X — &). Dann ist

f = q<X - f) +r,
und r ist konstant. Einsetzen von & liefert f(&) =r(§) =r. O
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Es kann vorteilhaft sein, ,modular” zu rechnen. Im einfachsten Fall haben wir
etwas zu berechnen, das sich als Polynom (mit Koeffizienten im Ring R) in den
Eingabedaten ausdriicken ldsst, und wir haben eine Abschitzung (im Sinne der
Normfunktion auf R) fiir das Ergebnis. Dann w#hlen wir ein geeignetes Element
a € R (wir haben dabei grofie Freiheit; z.B. kénnen wir a als irreduizbel wihlen),
so dass jedes Element von R/aR von hochstens einem Element von R, das der
Abschétzung geniigt, reprasentiert wird.

Um das Ergebnis zu berechnen, reduzieren wir erst die Eingabedaten modulo a,
berechnen dann das Resultat in R/aR, und bestimmen dann das eindeutige dazu
passende Element von R.

6.7. Beispiel. Eine n-reihige Determinante {iber einem Korper K lésst sich mit
< n? Operationen in K berechnen (Standardalgorithmus via Gauf-Verfahren).
Um eine Determinante iiber Z zu berechnen, kénnen wir zum Beispiel in Q arbei-
ten; die Zwischenergebnisse konnen dabei aber recht groff werden.

Wir wissen aber, dass

det(a;;) = Z £(0)a1,6(1)02,0(2) * * * Ono(n)
oESH
ein Polynom (mit ganzzahligen Koeffizienten) in den Matrixeintrigen ist. Gilt
la;;| < B fur alle 1 <4, < n, dann folgt daraus

|det(a;;)| < n!B".

(Es gibt etwas bessere Abschitzungen, z.B. n™?B".) Wenn wir eine Primzahl
p > 2n! B™ wihlen, dann konnen wir die Determinante in F,, berechnen (Aufwand
< n3\(p)? < n°(A(B) + A(n))?) und anschliefiend in Z rekonstruieren. Allerdings
ergibt das noch keinen Vorteil gegeniiber der Rechnung in Q (wie man durch Aus-
probieren feststellen kann — dies soll eine Aufforderung sein, es auszuprobieren!).
Auf der anderen Seite sieht man so sehr leicht, dass man die Determinante in
Polynomzeit berechnen kann (Grée der Eingabe ist n?\(B)), was fiir die Version
itber Q nicht so einfach zu zeigen ist.

In der obigen Uberlegung fehlt noch eine Abschitzung des Aufwandes zur Be-
stimmung von p. Dazu testet man die natiirlichen Zahlen ab 2n!B™ + 1, ob sie
prim sind. Nach dem Primzahlsatz braucht man < log(2n!B™) < n(A(B) + A(n))
Versuche, bis man eine Primzahl gefunden hat, und der einzelne Test ldsst sich
in Polynomzeit (polynomial in n(A(B) + A(n))) durchfiihren. Gibt man sich mit
,Pseudoprimzahlen zufrieden, ist der Test héchstens von kubischer Komplexitit,
und die Laufzeit vergleichbar mit der Rechnung in Q. Wenn man garantiert eine
Primzahl haben mochte, dann wird die Laufzeit von den Primzahltests dominiert.

Meistens lassen sich Berechnungen wie die der Determinante noch beschleunigen,
wenn man statt einer groffen Primzahl viele kleine Primzahlen verwendet. Das
wichtigste Hilfsmittel ist hier der Chinesische Restsatz.

6.8. Chinesischer Restsatz. Sei R ein euklidischer Ring, mq, ..., m, € R seien
paarweise teilerfremd. Dann gibt es fiir jede Wahl von aq, ..., a, € R ein Element
r € R mit v = a; mod m; fir alle 1 < j <n, und x ist modulo m = my---m,
eindeutig bestimmdt.

Man kann das auch so ausdriicken: Der kanonische Ringhomomorphismus
R/mR — R/miR x R/maR X -+- x R/m,R
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ist ein Isomorphismus.

Beweis. Wir geben zwei Varianten eines algorithmischen Beweises fiir die Existenz.
Die erste geht so:

function crt((ml, cooymy), (ag, .. ,an))
// mi,...,m, € R paarweise teilerfremd, a4, ...,a, € R.
// Ausgabe: x € R mit = a; mod m; fir 1 < j <n.
P S
x—0

for j =1ton do
// Berechne ,,Basislosungen*
(gj7 Sj, tj) A Xng<mj7 m/m]>
// Hier kénnten wir iiberpriifen, dass g; = 1 ist.
zj ;- (m/m;)
// Es gilt z; = 0 mod m; fiir i # j und x; = 1 mod m,.
T—x+a;-x;
end for
return x rem m
end function
Es gilt s;m; 4+ t;(m/m;) = g; = 1, also ist z; = t;(m/m;) = 1 mod m;. Dass z;
durch alle m; mit ¢ # j teilbar ist, ist klar. Am Ende ist

n
T = Zaixi = a; mod m;
i=1
fiir alle 7.
Die zweite Variante verwendet Induktion:

function crt2(mq, ma, a1, az)
/] mi,ma,ay,a3 € R, my L ma.
// Ausgabe: x € R mit x = a; mod my, x = as mod ms.
(g, 81, 82) < xged(my, ms)
/] g=1,sym; + samy =1
return (aq - S - My + as - $1 - my) rem (my - my)
end function
function crt((m1,...,my), (a1, ..., a,))
// mi,...,m, € R paarweise teilerfremd, a4, ...,a, € R.
// Ausgabe: x € R mit = a; mod m; fir 1 < j <n.
if n =0 then return 0 end if
if n =1 then return a; rem m; end if

return crt2(m, my,, crt((mq, ..., myu_1), (a1, ..., an_1)), ap)
end function

Hier ist ,crt2“ ein Spezialfall des obigen ersten ,crt“-Algorithmus (etwas sparsa-
mer, weil nur einmal der EEA verwendet wird).

Fiir die erste Version erhélt man leicht eine Komplexitit < (degm)? Operationen
in K fiir Polynome bzw. < A\(m)? Wortoperationen fiir ganze Zahlen.

Der zweite Teil der Behauptung (dass © mod m eindeutig bestimmt ist), folgt aus

Vi:m; |z < kgV(my,...,m,) |z <= m|z,
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denn kgV(my, ..., m,) = my ---m,, wenn die m; paarweise teilerfremd sind. [

6.9. Ubung. Vergleichen Sie die Komplexitit der beiden Algorithmen fiir den
Chinesischen Restsatz, wenn m; € K[X] mit degm,; = d fiir alle j.

Kann man durch bessere Organisation der Rechnung vielleicht noch etwas gewin-
nen?

6.10. Interpolation. Fiir Polynome m; = X — «; (mit paarweise verschiede-
nen «; € K) ist die Berechnung von f € K[X] mit f = a; mod m; das selbe wie
die Werte a;(a;) an den Stellen «; zu interpolieren, denn

f=a;modm; <= f(a;)=a;(a;).

Wir sehen, dass wir das interpolierende Polynom mit < n? Operationen in K
berechnen kénnen (wir nehmen an, die a; sind konstant).

Umgekehrt konnen wir die Werte f(a;) ebenfalls mit < n? Operationen in K
berechnen. Dazu verwendet man das Horner-Schema, das eine Spezialisierung des
Divisionsalgorithmus ist:

function eval(f, a)
/] f=a, X"+ - +a X +a€ K[X],a € K.
// Ausgabe: f(«) € K.
if f =0 then return 0 end if
T ay
for j=n—1to 0 by —1 do
re—a-r+a;
end for
return r
end function

Jede Auswertung benotigt n Additionen und Multiplikationen in K.

6.11. Schnellere Multiplikation? Man konnte jetzt versuchen, einen schnelle-
ren Multiplikationsalgorithmus fiir Polynome (zum Beispiel) zu bekommen, indem
man die Polynome als Listen von ihren Werten an geeigneten Stellen darstellt. Ein
Polynom vom Grad n ist durch n + 1 Werte eindeutig bestimmt. Wenn ich zwei
Polynome vom Grad n miteinander multiplizieren will, muss ich ihre Werte an
2n + 1 Stellen kennen. Das liefert folgendes Verfahren zur Multiplikation von a
und b in K[X]:

(1) Wahle N = dega + degb + 1 verschiedene Elemente o; € K.
(2) Berechne u; = a(a;) und v; = b(a;) fir 1 < j < N.
(3) Berechne w; = u; - v; fir 1 <j < N,

(4) Berechne a - b als das Polynom, das fiir alle j an a; den Wert w; hat.

Die eigentliche Multiplikation ist sehr schnell: Man braucht genau N Multiplika-
tionen in K. Allerdings benétigen der zweite und der vierte Schritt immer noch
= N? Operationen, so dass dieser Ansatz kein schnelleres Verfahren liefert. (Wir
werden aber spiter sehen, dass die Idee ausbauféhig ist.)

Wenn ein komplizierterer Ausdruck berechnet werden soll, kann es sich allerdings
lohnen, erst in geeignete Restklassenringe zu gehen und am Ende iiber den Chine-
sischen Restsatz wieder zuriick in den urspriinglichen Ring zu kommen. Das gilt
dann, wenn der mittlere Schritt (Nr. (3) oben) vom Aufwand her die Schritte (2)
und (4) dominiert.
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6.12. Schnellere Determinante. Wir kénnen zum Beispiel die Berechnung der
Determinante iiber Z beschleunigen. Dazu wéhlen wir ¢ verschiedene Primzah-
len pj, so dass P = py - - - p; > 2n!B" ist (Bezeichnungen wie in 6.7). Wir berechnen
die Reduktion mod p; unserer Matrix fiir alle j (Kosten: < n*A(B) " A(p;) <
n*A\(B)A(P)), dann berechnen wir die Determinanten der reduzierten Matrizen
in ), (Kosten: < n®3>. A(p;)? < n’A(P)?/¢, wenn die Primzahlen etwa gleich
grofl sind), schliellich rekonstruieren wir die Determinante in Z mit dem Chi-
nesischen Restsatz (Kosten: < A(P)?). Mit A(P) < n(A(B) + A(n)) sind die
Gesamtkosten also

< n’A(B)(A(B) 4+ A(n)) + n;(A(B) + /\(n))2

(der letzte Schritt fallt hier nicht ins Gewicht). Je groBer wir die Anzahl ¢ der
verwendeten Primzahlen wéhlen kénnen, desto schneller wird die Berechnung. In
der Praxis wird man Primzahlen wéhlen, die knapp in ein Wort passen (also etwa
203 < p < 26%): davon gibt es nach dem Primzahlsatz geniigend, um Ergebnisse
zu berechnen, die sich iiberhaupt im Computer platzméfig darstellen lassen. Der
Vorteil ist, dass man dann mit ,,einfacher Genauigkeit“ und damit schnell modulo p
rechnen kann. Dann ist £ =~ A\(P) < n(A(B) + A(n)), und die Komplexitét ist nur
noch

< n’(n+ A(B)) (AB) + A(n)) .

Man vergleiche mit n®(A(B) + /\(n))2 fiir den Algorithmus mit einer grofien Prim-
zahl (ohne den Aufwand, diese zu bestimmen!).

In der Theorie stimmt das nicht ganz, denn irgendwann gibt es nicht geniigend
Primzahlen, damit man ¢ wie eben beschrieben wéhlen kann. Es gilt (das folgt
aus dem Primzahlsatz), dass das Produkt der Primzahlen unterhalb von x etwa e*
ist; es gibt etwa z/logx solche Primzahlen. Der maximal sinnvoll mogliche Wert
von /£ ist also etwa

- log(2n!B™) n(A(B) + A(n))
loglog(2n!B™) ~ logn + log(A(B) + A(n)) -
Damit bekommen wir eine Komplexitiat von
< n®(n(logn + log(A(B) + A(n))) + A(B)) (A(B) + A(n)) .

(Das ist ein bisschen geschummelt, weil dann die Primzahlen nicht alle etwa gleich
grof} sind; da die grofleren Primzahlen aber weit iiberwiegen, stimmt die Kom-
plexitiatsaussage immer noch). Man sollte sich noch iiberlegen, dass man auch die
Liste der ¢ bendtigten Primzahlen in vernachlassigbarer Zeit berechnen kann: Man
kann (wenn einem nichts besseres einféllt) alle Zahlen bis ~ n(A(B) + A(n)) te-
sten, ob sie prim sind. Der einzelne Test lasst sich in Polynomzeit in der Gréfle der
getesteten Zahl durchfiihren, also in < (logn +loglog(Bn))* Wortoperationen fiir
ein passendes k. Damit ist der Gesamtaufwand

< n(AB) + A(n)) (logn + log log(Bn))k :

was deutlich hinter dem Aufwand fiir den restlichen Algorithmus zuriick bleibt.

7. SCHNELLERE MULTIPLIKATION

Es gibt eine recht einfache Moglichkeit, schneller als in quadratischer Zeit zu mul-
tiplizieren. Der Grundgedanke dabei ist ,,Divide And Conquer”: Man fiihrt das
Problem auf analoge Probleme kleinerer (meistens etwa halber) Grofie zurtick.
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Fiir die Multiplikation zweier linearer Polynome a X + b und c¢X + d:
(aX +b)(cX +d) = acX? + (ad + be) X + bd

braucht man im klassischen Algorithmus, wie der der Formel entspricht, vier Mul-
tiplikationen und eine Addition im Koeffizientenring. Man kann den Koeffizienten
von X im Ergebnis aber auch schreiben als

ad+bc=(a+b)(c+d) —ac—bd.

Da man ac und bd sowieso berechnen muss, kommt man mit insegesamt dre:
Multiplikationen aus; der Preis, den man dafiir bezahlt, besteht in drei zusétzlichen
Additionen/Subtraktionen. Da Additionen aber im allgemeinen deutlich billiger
sind als Multiplikationen, kann man damit etwas gewinnen.

7.1. Die Karatsuba-Multiplikation. Wir wollen natiirlich nicht nur lineare Po-
lynome multiplizieren. Seien jetzt a,b € K[X] mit dega,degb < 2n. Dann schrei-
ben wir

a:alX"—i—ao, b:len+b0
mit Polynomen ag, a1, by, by vom Grad < n. Wie vorher gilt dann

ab = a1b1X2” + ((CLl + ao)(1)1 + bo) - a1b1 — CLobo)Xn + (lobo .

Wenn wir die Teilprodukte mit der klassischen Methode berechnen (zu Kosten
von n? Multiplikationen und (n — 1)? Additionen), dann bekommen wir hier (M:
Multiplikationen, A: Additionen/Subtraktionen in K)

3 Multiplikationen von Polynomen vom Grad < n: 3n?> M, 3(n — 1)* A
2 Additionen von Polynomen vom Grad < n: 2n A

2 Subtraktionen von Polynomen vom Grad < 2n: 4n A

2n Additionen von Koeffizienten beim ,,Zusammensetzen: 2n A

Insgesamt also 3n? Multiplikationen und 3n? + 2n + 3 Additionen oder Subtrak-
tionen. Die klassische Methode braucht 4n? Multiplikationen und 4n? — 4n + 1
Additionen/Subtraktionen.

Wir konnen das Ganze natiirlich auch rekursiv machen; dann kommt der Ge-
schwindigkeitsvorteil erst richtig zur Geltung:

function karatsuba(a, b, k)
// a,b € K[X], dega,degb < 2.
// Ausgabe: a - b.

if £ =0 then
return a - b // konstante Polynome
else

auX? ' tap—a
b X2 by — b
¢y «— karatsuba(ay, by, k — 1)
¢ «— karatsuba(ag, by, k — 1)
¢ < karatsuba(a; + ag, by + bo, k — 1) —co — ¢
// co, 1, co sind Polynome vom Grad < 2F.
return co X2 4+, X2 ¢
end if
end function
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Sei T'(k) der Aufwand fiir einen Aufruf karatsuba(a, b, k). Dann gilt
T(0)=M und T(k)=3T(k—1)+4-2"A fiir k > 1.

Das folgende Lemma sagt uns, wie wir diese Rekursion auflésen kénnen.

7.2. Lemma. Sei (a,),>0 rekursiv definiert durch
ag = «, ap = Nap_1 + Ou"  firn > 1.

Dann gilt
_jaat+ %(u” — ") falls N # p,
" (o + Bn) A" falls X = p.

Beweis. Es ist klar, dass es genau eine Losung (a,) gibt. Man priift in beiden
Féallen nach, dass die angegebene Folge eine Losung ist. Il

7.3. Folgerung. Aus Lemma 7.2 erhalten wir:

Die Kosten fiir karatsuba(a, b, k) betragen 3* Multiplikationen und 8(3F — 2F)
Additionen oder Subtraktionen in K.

Wenn wir das im Grad n = 2* ausdriicken, dann sagt das:

Wir konnen das Produkt zweier Polynome vom Grad < n = 2¥ mit einem Aufwand
von n'°823 Multiplikationen und 8n'°¢2® Additionen/Subtraktionen in K berechnen.

Man beachte, dass log, 3 ~ 1,585 und damit deutlich kleiner als 2 ist.

7.4. Zur Praxis. In der Praxis ist es meistens so, dass die klassische Methode
fiir Polynome von kleinem Grad schneller ist. Daher wird man statt ,if k =0 ...
eine etwas hohere Schranke wihlen (und dann das Resultat klassisch berechnen).
Die optimale Wahl muss durch Ausprobieren ermittelt werden.

Meistens ist der Grad nicht von der Form 2% — 1. Man geht dann etwa so vor (d
ist die Gradschranke fiir den klassischen Algorithmus):

function karatsuba’(a, b)
// a,b € K[X]. Ausgabe: a - b.
n <« dega+1; m+« degb+1
if n < m then (a,b,n,m) < (b,a,m,n) end if
// Jetzt ist n > m.
if m < d then
return multiply(a,b) // Klassische Methode
else
k—[3]
a XF+ap —a
by XF+by—b
if by = 0 then
c1 + karatsuba’(ay, by)
co + karatsuba’(ag, by)
return ¢; X* + ¢,
else
¢y < karatsuba’(ay, by)
co < karatsuba’(ag, by)
c1 + karatsuba'(a; + ag, by + by) — c2 — ¢q
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return o X2¢ + ¢, X* + ¢
endif // by =0
endif // n<d
end function

Die Alternative wére, karatsuba(a, b, k) zu verwenden mit dem kleinsten k, das
2% > deg a, deg b erfiillt. Dabei verschenkt man aber zu viel (im schlimmsten Fall
einen Faktor ~ 3).

7.5. Ubung. Zeigen Sie, dass die Komplexitéit von karatsuba’ fiir n = dega >
m = degb in der Form < nm!°e23~1 beschrinkt werden kann.

7.6. Ubung. Implementieren Sie die klassische und die Karatsuba-Multiplikation
fiir Polynome. Vergleichen Sie die Laufzeiten fiir Polynome verschieden hohen
Grades iiber einem endlichen Koérper. Finden Sie den optimalen Wert des Para-
meters d.

7.7. Ubung. Finden Sie einen Karatsuba-analogen Algorithmus, der die Polyno-
me in drei statt zwei Stiicke zerlegt. Ist er asymptotisch schneller?

Wie sieht es aus, wenn K eine primitive dritte Einheitswurzel w enthalt?

7.8. Karatsuba fiir ganze Zahlen. Fiir ganze Zahlen (statt Polynome) funktio-
niert der Algorithmus im wesentlichen genauso: Sei A(a), A(b) < 2NN und schreibe

a=aBY +ay und b=0b,BY +1,
(mit B = 2% wie {iblich). Dann ist
a - b = (albl)BQN + ((a1 + CL())(bl + b()) — (llbl — aobo)BN + (a,()b()) .

Das einzige Problem ist (wie meistens), dass bei der Berechnung des Teilprodukts
(a1 + ao)(by + by) die Faktoren > BY sein kénnen, was fiir die Rekursion nicht so
schon ist. Es gilt aber stets a; + ag, by + by < 2BY; es gibt also hochstens 1 Bit
,Uberlauf“, das man am besten separat verarztet.

An der Komplexitit dndert sich nichts: Mit dem Karatsuba-Algorithmus kann
man zwei Zahlen a,b € Z mit \(a),\(b)) < n mit < n'°23 Wortoperationen
multiplizieren.

7.9. Geht es noch besser? Da wir gesehen haben, dass die Schulmethode fiir die
Multiplikation noch nicht der Weisheit letzter Schluss ist, kann man sich fragen,
ob mit der Karatsuba-Methode schon das Ende der Fahnenstange erreicht ist.
Man kann etwa untersuchen, ob #hnliche Ansétze, bei denen (zum Beispiel) das
Polynom in mehr als zwei Teile aufgeteilt wird, zu einer besseren asymptotischen
Komplexitét fithren. Die Antwort ist ,,Ja“.

7.10. Satz. Sei ¢ > 0 und K ein unendlicher Kéorper. Dann gibt es einen Algo-
rithmus, der zwei Polynome vom Grad < n iiber K in < n'*¢ Operationen in K
multipliziert.

Beweis. Sei m > 2, so dass log(2 + %) < elogm. Wahle 2m + 1 verschiedene Ele-
mente ay, ..., gy in K (hier braucht man, dass K grofl genug ist). Sei V4,41 der
K-Vektorraum der Polynome vom Grad < 2m. Dann ist die K-lineare Abbildung

¢ Vamia —>K2m+17 fr— (f(Oé1),---7f(Oé2m+1))
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ein Isomorphismus. Sei M die Matrix von ¢! beziiglich der Standardbasis auf K21
und der Basis 1, X, ..., X?™ auf V,,,,,1. Sei weiter A die Matrix der Einschréinkung
von ¢ auf V,,, 11 (Polynome vom Grad < m).

Fiir Polynome
a=a, X"+ ---4+a; X +ay und b=0,X"+ - +b X+ by
und deren Produkt
c=a-b=cop X+ -+ X + ¢
gilt dann, wenn wir a, b, c fiir ihre Koeffizientenvektoren schreiben,
c = M((Aa) e (Ab)),

wobei e die komponentenweise Multiplikation bezeichnet. Diese Berechnung ko-
stet 2m + 1 Multiplikationen fiir die komponentenweise Multiplikation, dazu noch
etliche Multiplikationen mit festen Elementen von K (den Eintrdgen der Matrizen
M und A) und Additionen.

Wir wenden das nun auf Polynome héheren Grades an. Wir schreiben

a=amX™ + a4y XN o4 XV 449 und
b=0p X™ 4 b, XM DN L XN 4

mit Polynomen a;, b; vom Grad < N, und analog
C:a'b:CQmX2mN+"'+01XN+C().

Dann gilt nach wie vor
c= M((Aa) . (Ab)) ,

wobei a, b, ¢ jetzt Vektoren von Polynomen vom Grad < N sind. Der Aufwand
fiir die Multiplikation mit den Matrizen M und A ist linear in N. Dazu kommen
(2m + 1) Multiplikationen von Polynomen vom Grad < N. Wenn T,,(k) den
Gesamtaufwand fiir die rekursive Multiplikation von Polynomen vom Grad < mF
bezeichnet, haben wir

T(0)€O(1) und T(k)€ (2m+1DT(k— 1)+ O(m*1) fiir k > 1.

Es ergibt sich, dass T(k) < (2m + 1)* ist. Fiir Polynome vom Grad < n ergibt
sich (durch Aufrunden des Grades oder durch ungefihre Teilung in m Teile) eine
Komplexitét

< nlogm(Zm—f—l) — n1+logm(2+1/m) < n1+5 )

0

In der Praxis sind derartige Ansédtze aber zu kompliziert, um gegeniiber der
Karatsuba-Methode einen Vorteil zu ergeben. Um etwas besseres zu bekommen,
muss man das Auswerten und Interpolieren beschleunigen. Dafiir macht man sich
zu Nutze, dass man bei der Wahl der Stiitzstellen freie Hand hat. Die wesentliche
Idee ist, dafiir geeignete Einheitswurzeln zu verwenden. Die zugehorige Theorie
wird im folgenden Abschnitt bereitgestellt.
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8. DIE DISKRETE FOURIER-TRANSFORMATION

Die Fourier-Transformation in der Analysis ist die Abbildung

fr— <§ — 76i$§f($) dx)

(fiir geeignete Klassen von Funktionen f : R — C). Die Diskrete Fourier-Transfor-
mation ist eine diskrete Version davon. Sie hat die gleichen schénen Eigenschaften,
aber den Vorteil, dass man sich keine Gedanken iiber Konvergenz machen muss.

8.1. Definition. Sei R ein Ring und n € Zs;. Ein Element w € R heiflt n-te
Einheitswurzel, wenn w™ = 1 ist. w ist eine primitive n-te Einheitswurzel, wenn
zusétzlich n - 1z in R invertierbar ist, und wenn fiir keinen Primteiler p von n das
Element w™/? — 1 ein Nullteiler in R ist. (Insbesondere muss w™/? # 1 gelten.)

8.2. Beispiel. Ein endlicher Koérper [, enthélt primitive n-te Einheitswurzeln
genau firn | g — 1.

Wir beweisen die wichtigste Eigenschaft von primitiven n-ten Einheitswurzeln:

8.3. Lemma. Sei R ein Ring, seien 1 < ¢ < n, und set w € R eine primitive n-te
Einheitswurzel. Dann gilt

(1) w® — 1 ist kein Nullteiler in R;
(2) Yoy wit =0.

Beweis. Sei g = ggT(¢,n) < n. Dann gibt es einen Primteiler p von n mit ¢ | %.

Da w? — 1 ein Teiler von w™? — 1 ist, ist w9 — 1 kein Nullteiler.
Jetzt schreiben wir ¢ = uf + vn mit u,v € Z. Dann ist
wl—1=ww" —1=w"—1,
also ist w’ — 1 ein Teiler von w? — 1 und damit ebenfalls kein Nullteiler.

SchlieBllich ist

n—1

(wg—l)ije:w"E—l =0.
§=0
Da w’ — 1 kein Nullteiler ist, muss die Summe verschwinden. Il

Sei im Folgenden R ein Ring, n > 1 und w € R eine primitive n-te Einheitswurzel.
Wir identifizieren ein Polynom

a=a, 1 X" "+ +a; X +ap € R[X]

mit dem Vektor (ag, a1, ...,a,-1) € R™.

8.4. Definition. Die R-lineare Abbildung
DFT,: R" — R", a— (a(1),a(w),a(w?),...,a(w""))
heifit Diskrete Fourier-Transformation (DFT) (beziiglich w).
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8.5. Definition. Fiir zwei Polynome a,b € R"™ definieren wir die Faltung als das
Polynom

n—1
c:a*b:a*nbzg ;X7 mit ¢; = E agby .
j=0 k+¢=j mod n

Wenn wir R” mit R[X]/(X™ — 1)R[z| identifizieren, dann ist die Faltung genau
die Multiplikation in diesem Restklassenring.

Der Zusammenhang zwischen den beiden Definitionen wird aus dem folgenden
Lemma deutlich.

8.6. Lemma. Seien a,b € R", w € R eine primitive n-te Einheitswurzel. Dann
qilt
DFT,(a*b) = DFT,(a) e DET, (D).

(Dabei steht ® wie oben fiir die komponentenweise Multiplikation.)

Beweis. Gilt f = g mod (X" — 1), dann ist f(w’/) = g(w’), denn (X" — 1)(w’) =
w™ — 1 = 0. Damit gilt fiir die j-te Komponente des Vektors DFT,,(a * b):

(DFT,(axb)) . = (axb)(w’) = (a-b)(w’) = a(w’)-b(w’) = (DFT,(a)) .- (DFT, (b))

J J J’

g

Die lineare Abbildung DFT,, ist sogar invertierbar.

8.7. Satz. Sei R ein Ring, n > 1, w € R eine primitive n-te Einheitswurzel.
Dann ist w™t = w1 ebenfalls eine primitive n-te Einheitswurzel, und es gilt fiir
a€ R":

DFT,, (DFT,-:(a)) = na.

Insbesondere st DF'T, invertierbar, und es gilt DFT;1 =n"'DFT, 1.

Beweis. Es geniigt, die Behauptung auf der Standardbasis nachzupriifen. Es ist
dann zu zeigen, dass Z;.:Ol wki™mi = néy ., ist. Nun gilt aber

n—1 n—1
Zwkjw’mj = Zw(k’m)j =0 firk#m
j=0

=0
(denn dann ist K —m # 0 mod n) und

n—1 n—1
E W™ = E 1l=n.
j=0 J=0

! eine primitive n-te Einheitswurzel ist, folgt aus Lemma 8.3. U

Dass w™

Es folgt, dass DFT,, ein Ringisomorphimus zwischen R[X]/(X™ —1)R[X] und R"
(mit komponentenweisen Operationen) ist.

Um zwei Polynome a und b mit deg(ab) < n zu multiplizieren, kénnen wir also so
vorgehen: Wir wahlen NV > n und eine primitive N-te Einheitswurzel w. Dann ist

a-b=N""DFT,-1(DFT,(a) e DFT, (b)),
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wobei wir die iiblichen Identifikationen von R mit den Polynomen vom Grad < N
und mit dem Restklassenring R[X]/(XY — 1) R[X] vorgenommen haben. Der Auf-
wand besteht in N Multiplikationen und den drei DFT-Berechnungen (plus Mul-
tiplikation mit N~=!). Die Komplexitiit wird dabei von den DFT-Berechnungen
dominiert (alles andere ist linear in ).

8.8. FFT — Fast Fourier Transform. Wir lernen jetzt eine Mdoglichkeit ken-
nen, DFT,, sehr schnell zu berechnen, wenn n = 2* eine Potenz von 2 ist. Die
Grundidee ist wiederum ,,Divide And Conquer*.

Sei zundchst nur vorausgesetzt, dass n = 2m gerade ist, und sei a € R[X] ein
Polynom vom Grad < n. Wir schreiben

a=a X"+ ay
mit Polynomen ag, a; vom Grad < m. Dann gilt (unter Beachtung von w™ = —1:
Esist (W™ +1)(w™ —1) =w" — 1 =0, und w™ — 1 ist kein Nullteiler)
a(w?) = a1 (W) (W™)¥ + ag(w?) = (ag + a1)(w?)
a(w2]+1) — al(w2]+1)(wm)23+1 4 ao(w2]+1) — (ao _ al)(w X w?])'
Wir setzen r9(X) = ao(X) + a1 (X) und r1(X) = (ap — a1)(wX). w? ist eine primi-
tive m-te Einheitswurzel. Damit ist die Berechnung von DFT, (a) dquivalent zur
Berechnung von DFT _2(rg) und von DFT,2(r;). Die Berechnung von 7y und r;

aus a erfordert dabei n = 2m Additionen bzw. Subtraktionen und m Multiplika-
tionen mit Potenzen von w.

Wir erhalten folgenden Algorithmus. Wir nehmen dabei an, dass die Potenzen w?
vorberechnet sind (das kostet einmalig 2% Multiplikationen in R).

function fft(a, k, w)
/] a=(ag,...,as_q) € R?" w € R primitive 2*-te Einheitswurzel.
// Ausgabe: DFT,(a) € R?".
if £ =0 then
return (aop)
else
m «— 2k—1
for j=0tom —1do
bj « aj + amy;
¢j < (aj = amyy) - 7
end for
(bo, ce ,bm_l) — fft((bo, ey bm—l); k — 1,w2)
(Coy vy Cmot1) < fft((co, -, Cme1), kb — 1,0%)
return (bo, Co, bl, Clyenny bm—l; Cm—l)
end if
end function

Sei T'(k) der Aufwand fur einen Aufruf fft(a, k, w). Dann gilt
T(k)=2T(k — 1) +2"A +2F'M  fiir k > 1.

Dabei steht A wieder fiir Additionen und Subtraktionen und M fiir Multiplika-
tionen in R (hier sind das nur Multiplikationen mit Potenzen von w). Lemma 7.2
sagt uns dann, dass gilt

T(k) € (A+1IM)k2" +0(2").
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8.9. Folgerung. Sei R ein Ring, w € R eine primitive n-te Einheitswurzel mit
n = 2*. Dann kann man die Faltung zweier Polynome in R[X| vom Grad < n mit
< nlogn Operationen in R berechnen.

Beweis. Wir verwenden folgenden Algorithmus:

function convolution(a, b, k, w)
// a,b € R[X], dega,degb < 2F.
// Ausgabe: a *o1 b € R[X].
// Wir identifizieren Polynome und ihre Koeffizientenvektoren.
a — fft(a, k,w)
b — fft(b, k,w)
n « 2F
forj=0ton—1do
éj — dj . i)j
end for
¢ fft(e, k,w™t)
d«—mn~t// (in R)
return d - c
end function

Der Aufwand dafiir besteht in drei FFTs (< nlogn), der punktweisen Multi-
plikation von a und b (<« n) und schlielich der Multiplikation des Ergebnisses
mit d (K n). Die Komplexitat der FFTs dominiert den Gesamtaufwand, der damit
ebenfalls < nlogn ist. O

8.10. Satz. Sei R ein Ring, in dem es primitive 2F-te Finheitswurzeln gibt fiir
jedes k. Dann kann man zwei Polynome a,b € R[X] mit degab < n mit einem
Aufwand von < nlogn Operationen in R multiplizieren.

Beweis. Wihle k mit 28 > n. Dann ist a o« b = a - b, und wir rufen einfach
convolution(a, b, k) auf. Man beachte, dass (mit dem minimalen k) 2F < 2n < n
gilt. U

8.11. ,,Three Primes“-FFT fiir die Multiplikation ganzer Zahlen. Wir
kénnen Satz 8.10 benutzen, um einen schnellen Multiplikationsalgorithmus fiir
ganze Zahlen zu konstruieren. Dieser wird zwar nur fiir ganze Zahlen beschriankter
Léange funktionieren, aber die Beschrankung liegt weit jenseits dessen, was mit dem
Computer iiberhaupt verarbeitbar ist.

Seien a,b € Z-o mit A(a), A\(b) < n, und B = 2%, Wir schreiben
a=a(B) und b=b(B)
mit Polynomen
a=a, 1 X" '+ +uX+a und b=b, 1 X" T+ +0X+0b,

wobei die Koeffizienten a;,b; Wortlédnge haben, also in [0, B — 1] liegen. Fiir die
Koeffizienten c¢; des Produktes a - b gilt dann ¢; < n(B —1)%. Wir koénnen drei
Primzahlen p, ¢, wihlen mit p,q,r = 1 mod 2°7 und 2% < p,q,r < 2%, zum
Beispiel p = 95-2°7 + 1, ¢ = 108 - 2" + 1 und r = 123 - 257 + 1. Wir setzen
voraus, dass n(B — 1)? < pqr (das gilt fiir n < 25 fiir eine solche Zahl wiire der
Speicherplatzbedarf 263 - 8 = 256 Byte — ein Gigabyte sind nur 23° Byte!). Dann
lasst sich ¢; nach dem Chinesischen Restsatz aus ¢; rem p, ¢; rem ¢ und ¢; rem r
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bestimmen. In den endlichen Kérpern F,, F,, F, gibt es jeweils primitive 2°7-te
Einheitswurzeln, etwa w, = 55, w, = 64, w, = 493. Wir konnen also mittels FF'T
Polynome vom Grad < 2% iiber diesen Koérpern multiplizieren. Dies reduziert die
Schranke fiir n auf 2°¢ (was immer noch weit ausreicht).

Das fiihrt auf folgenden Algorithmus. Wir berechnen den Vektor
(u, v, w) — (ert((p, ¢,7), (1,0,0)), crt((p, ¢,7), (0, 1,0)), ext((p, ¢,7), (0,0, 1)))

mit 0 < w,v,w < pgr ein fir allemal; dann gilt fiir = (au + bv + cw) rem:

0<z<pqr, sowie r=amodp, x=bmodqg und z=cmodr.

function fast_multiply(a, b)
/] a,b € Z-o mit A(a), A\(b) < 2°C.
// Ausgabe: a - b.
n «— max{A(a), A\(b)}
a— ap_1 X" '+ ...+ ag wie oben
b b1 X"+ ... + by wie oben
ap < G rem p; Gy <— a rem ¢; a, < a remr
b, « b rem p; b, < brem ¢; b, < brem r
k — [logyn] +1
¢, < convolution(a,, Bp, k, wzm_k)
¢, < convolution(a,, Bq, k, w§57_k)

57—k
r)

&, « convolution(a,, by, k, w
C—U-Cp+V-Cgtw:-C

C < C rem pqr

return ¢(264)

end function

Was kostet das? Die Reduktion von @ und b modulo p, ¢, kostet < n Wortope-
rationen (pro Koeffizient ein Vergleich und eventuell eine Subtraktion, denn die
Koeffizienten sind < 2p). Die Multiplikation als Faltung mittels FFT kostet je-
weils < k2% < nlogn Wortoperationen (Operationen in F, usw. sind in wenigen
Wortoperationen zu erledigen, da p,q,r < B sind). Die Rekonstruktion von ¢ ko-
stet wieder einen Aufwand von < n Wortoperationen, und das gleiche gilt fiir die
Auswertung am Ende. Die Komplexitét ist also

< nlogn Wortoperationen .

Da wir n beschréinkt haben, hat diese Aussage eigentlich keinen Sinn. In der Praxis
ist dieser Algorithmus aber tatsdchlich schneller etwa als Karatsuba fiir Zahlen
einer Grofle, die gelgentlich vorkommen kann.

8.12. Schnelle Multiplikation in R[X] fiir beliebige Ringe R. Ist R ein be-
liebiger Ring (also zum Beispiel einer, der keine primitiven 2*-ten Einheitswurzeln
enthélt), kann man wie folgt vorgehen. Wir nehmen erst einmal an, dass 2 in R
invertierbar ist. Dann kann man sich eine kiinstliche primitive 2*-te Einheitswur-
zel schaffen, indem in R[y] modulo y2" " + 1 rechnet. Wenn man das geschickt
genug macht, verliert man nicht allzu viel, und man erhélt einen Algorithmus, der
Polynome vom Grad < n in < nlognloglogn Operationen in R multipliziert.

Wenn 2 nicht invertierbar ist, kann man immer noch, indem man die Multiplikation
mit n~! am Ende des Algorithmus im Beweis von Folgerung 8.9 wegliisst, ein
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Vielfaches 27ab des Produktes von a und b berechnen. Analog gibt es eine ,,3-
adische FFT“, mit deren Hilfe man 3 ab mit vergleichbarem Aufwand berechnen
kann. Da 2% und 3* teilerfremd sind, kann man (schnell) u,v € Z berechnen mit
w-2%4+v-3"=1. Dann ist ab = u - 2%ab + v - 3*ab. Es folgt:

8.13. Satz. Sei R ein beliebiger (kommutativer) Ring (mit 1). Es gibt einen Al-
gorithmus, der das Produkt zweier Polynome in R[X] vom Grad < n mit

< nlognloglogn

Operationen in R berechnet.

Wer genau wissen mochte, wie das geht, kann es in [(:(5; § 8] nachlesen.

Eine Variante (eigentlich die urspriingliche Version) des oben angedeuteten An-
satzes fithrt auf das folgende beriihmte Ergebnis:

8.14. Satz (Schonhage und Strassen). Es gibt einen Algorithmus, der zwei
ganze Zahlen a und b mit A(a), A(b) < n in

< nlognloglogn

Wortoperationen berechnet.

Dieses Resultat ist hauptséichlich von theoretischem Interesse. Der Faktor loglogn
wéchst so langsam (,, The function loglogx tends to infinity, but has never been
observed to do so“), dass er fiir praktische Zwecke als konstant anzusehen ist. Wir
haben das oben bei dem ,, Three Primes“-Algorithmus gesehen.

8.15. Schnelle Multiplikation in Z[X| und in R[X,Y].
Wir fithren die ,,Soft-O“-Notation ein:

f(n) € O(g(n))

soll bedeuten f(n) < g(n) (log g(n))k fiir eine Konstante k. Wir vernachlissigen
also logarithmische Faktoren. Die obigen Sétze lassen sich dann so ausdriicken,
dass man in R[X] bzw. Z in O(n) (Wort-)Operationen multiplizieren kann.

Analoge Aussagen gelten fiir Polynome iiber Z und fiir Polynome in mehreren
Variablen. Um das zu sehen, kann man die Kronecker-Substitution verwenden.
Seien zundchst a,b € R[X,Y] mit degy a,degy b < m und degy a,degy b < n.
Wenn wir R[X,Y] als R[X]|[Y] betrachten, dann gilt fiir die Koeffizienten von
¢ =a-b, dass ihr Grad (in X) kleiner ist als 2m — 1. Wir kénnen daher ¢ aus

C(X, X2m71) — CL(X, X2m71> . b(X, X2m71)

eindeutig rekonstruieren. Das Produkt auf der rechten Seite hat Faktoren vom
Grad < (2m—1)(n—1)+m < mn und kann in O(mn) Operationen in R berechnet
werden. Das Konvertieren zwischen a(X,Y") und a(X, X?™~!) usw. bedeutet dabei
nur ein Umgruppieren der internen Darstellung; gerechnet wird dabei nicht. Formal
kann man den Ansatz so interpretieren, dass man im Restklassenring

R[X,Y]/(Y — X*" DR[X,Y]
rechnet.

Seien jetzt a,b € Z[X] mit dega,degb < n und mit Koeffizienten, deren Linge
< (ist. Dann ist die Lénge der Koeffizienten c¢; des Produkts ¢ = a - b beschrénkt
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durch 2¢ 4+ O(logn). Mit B = 2% sei m so groB, dass B™ > 2max; |¢;| ist; dann

ist m < ¢+ logn. Analog wie eben gilt, dass wir ¢ eindeutig (und ,billig*) aus
c¢(B™) =a(B™)-b(B™)

rekonstruieren konnen. Die ganzen Zahlen im Produkt rechts haben Léngen von

hochstens mn < n(¢ + logn), also haben wir eine Komplexitit von O(¢n). Hier

rechnen wir in Z[X]/(X — B™)Z[X].

In der Praxis wird man eher modulo hinreichend vieler (FFT-)geeigneter Prim-

zahlen reduzieren, dann multiplizieren, und das Ergebnis mit dem Chinesischen
Restsatz zusammenbauen.

Als Gesamtergebnis ldsst sich festhalten:

8.16. Satz. Sei R = Z, Z/NZ oder Q, und sei m > 0. Dann lassen sich Addi-
tion, Subtraktion und Multiplikation im Ring R[X, ..., X;] in O(FEingabelinge)
Wortoperationen durchfiihren.

Dabei gehen wir davon aus, dass die interne Darstellung der Polynome , dicht
(dense) ist, d.h., die Eingabeldnge ist von der GroBenordnung [];degy, f mal
Léange des grofiten Koeffizienten. Fiir ,diinn® (sparse) dargestellte Polynome gilt
der Satz nicht.

8.17. Ubung. Betrachten Sie folgende Darstellung von Polynomen in einer Va-
riablen iiber Fy: Das Polynom f = ) i a; X7 € Fy[X] wird dargestellt durch die
aufsteigende Folge der Exponenten j mit a; = 1 (d.h., a; # 0). Sei ¢(f) die Lénge
von f in dieser Darstellung, also die Anzahl der von null verschiedenen Terme in f.
Zeigen Sie, dass die Komplexitat der Multiplikation zweier Polynome f, g € Fo[X]
mindestens von der Ordnung ¢(f)¢(g) ist.

Wir miissen auch noch zeigen, dass man in Z/NZ schnell rechnen kann. Dazu
brauchen wir eine schnelle Division mit Rest.

(Fiir das schnelle Rechnen in @Q brauchen wir auch einen schnellen ggT. Das wird
spéter besprochen.)

9. NEWTON-ITERATION

Die Newton-Iteration zur Approximation von Nullstellen ist aus der Analysis be-

kannt:
= 1 f(zn)
f'(zn)
Liegt der Startwert o geniigend nahe an einer Nullstelle der (differenzierbaren)

Funktion f, dann konvergiert (z,) gegen diese Nullstelle, und die Konvergenz ist
sehr schnell (,,quadratisch®), wenn es eine einfache Nullstelle ist.

Das selbe Prinzip funktioniert auch in anderen metrischen Rdumen als R. Be-
sonders iibersichtlich wird es, wenn die Metrik nicht-archimedisch ist, also die
verschérfte (,ultrametrische®) Dreiecksungleichung erfiillt:

d(z, z) < max{d(z,y),d(y, )}
Ein Beispiel fiir so einen Raum ist Q mit der p-adischen Metrik fiir eine Primzahl p:

da,y) =l —yl, mit |al,=4°  ‘we=0
r,Y) = |r — mit |z|, =
4 Ylp P pur®  fir x # 0.
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Hier ist v,(7) definiert als die ganze Zahl n, so dass x = p"§ ist mit p { a,b.

Analog definiert man vx(f) fiir ein Polynom, eine rationale Funktion oder eine
Potenzreihe f; mit d(f,g) = 27°X(/=9) erhilt man wieder einen ultrametrischen
Raum.

Allgemeiner definiert man den Begriff einer Bewertung auf einem Ring oder einem
Korper.

9.1. Definition. Sei R ein Integritdtsring. Eine Funktion v : R\ {0} — Z heifit
(diskrete) Bewertung auf R, wenn gilt:

(1) v(xy) = v(z) +v(y) fir alle x,y € R\ {0} und
(2) v(x +y) > min{v(x),v(y)} fir alle z,y € R\ {0} mit x +y # 0.

Die Bewertung heifit trivial, wenn v(R \ {0}) = {0} und normiert, wenn 1 €
v(R\A{0}).

Ein Integritdtsring R zusammen mit einer normierten diskreten Bewertung, der
die Bedingung v(z) = 0 = x € R* erfiillt, heifit diskreter Bewertungsring.

Die p-adische Bewertung v, auf Q und die X-adische Bewertung vy auf K(X)
sind normierte diskrete Bewertungen.

Man setzt gerne v(0) = oo; dann gelten die beiden Eigenschaften in der Definition
fiir alle x,y € K (mit den iiblichen Rechenregeln n + co = oco und n < oo fiir
nez).

Eigenschaft (2) hat folgende Ergénzung:
v(z+y) = min{v(z),v(y)} falls v(x) # v(y).
Sei etwa v(z) < v(y). Wir nehmen an, v(z+y) > v(x). Wegen v(—y) = v(y) (s.u.)

wiirde dann folgen: v(z) > min{v(—y),v(z + y)} = min{v(y),v(z + y)} > v(z),
ein Widerspruch.

Sei a > 1 und v eine Bewertung auf dem Integritdtsring R. Dann definiert
d(z,y) = a Y fiir @ # vy, d(x,z) =0

eine Metrik auf R, die die verschérfte Dreiecksungleichung erfiillt.

9.2. Lemma. Sei K ein Korper mit normierter diskreter Bewertung v. Dann ist
R={ae K |v(a) >0}

ein diskreter Bewertungsring mit Einheitengruppe R* = {a € K | v(a) = 0}. Das

Ideal M = {a € K | v(a) > 0} ist das einzige maximale Ideal in R.

R heifit auch der Bewertungsring von K.

Beweis. Aus den Eigenschaften einer Bewertung folgt, dass v(1) = 0, und dass
R unter Addition und Multiplikation abgeschlossen ist. Auflerdem ist 0 = v(1) =
v((—1)?) = 2v(—1), also ist —1 € R; damit ist R auch unter Negation abge-
schlossen und damit ein Unterring von K (0 € R ist klar). Fir a € K* gilt
v(a™!) = —v(a); es folgt

a€ER* <= a€RANa'ER < v(a) >0Av(a) <0 <= v(a)=0.

Es ist klar, dass M ein Ideal in R ist; wegen M = R\ R* ist es auch das ein-
zige (denn kein echtes Ideal kann eine Einheit enthalten; dann ist es aber in M
enthalten). O



39

Umgekehrt gilt: Ist (R,v) ein diskreter Bewertungsring, dann ldsst sich die Be-
wertung v von R auf den Quotientenkérper K von R fortsetzen (mittels v(a/b) =
v(a) —v(b)), und K wird dadurch ein diskret bewerteter Korper mit Bewertungs-
ring R.

Sei nun (R, v) ein diskreter Bewertungsring; f € R[X] sei ein Polynom. Sei weiter
xo € R mit v(f(xg)) > 0 und v(f'(x¢)) = 0. (Dabei ist f" die formal mit Hilfe der
iiblichen Ableitungsregeln definierte Ableitung des Polynoms f.) Wir setzen wie
aus der Analysis bekannt

n

9.3. Lemma. FEs gilt f'(x,) € R*, damit x,4+1 € R, sowie v(f(xn11)) > 20(f(z,))
und v(xp41 — xn) = v(f(2n)).

Beweis. Der Beweis geschieht durch Induktion. Die Behauptung f'(x,) € R*
stimmt fiir n = 0 nach Voraussetzung. Wir nehmen an, sie gelte fiir n. Wir schrei-
ben

J(X) = flan) + (X = 2) ['(20) + (X = 2) 79 (X)

mit einem Polynom g, € R[X]. Wenn wir x,; einsetzen, erhalten wir

f(anrl) = f(xn> + ($n+1 - xn)f/(xn) + (anrl - xn)29n<xn+1) = (anrl - xn)29n<xn+1)

nach Definition von x,.;. Die Aussage v(zp41 — x,) = v(f(x,)) folgt aus der
Definition mit v(f'(x,)) = 0. Damit gilt

U(f(Zn+1)) 2 20(Tpt1 — @) = 20(f(zn)) -
AuBerdem ist
F(X) = fwn) + (X = 2n)hn(X)
mit einem Poynom h,, € R[X]; damit ist f'(zp41) = f(20) + (Tne1 — Tn) hn(Tns1);
wegen v(f'(z,)) = 0 und v(z,41 — x,) > 0 folgt v(f'(x,41)) = 0. O

Im diskret bewerteten Korper K (X) (mit der X-adischen Bewertung vy ) besteht
der Bewertungsring R aus den rationalen Funktionen, die in 0 definiert sind, und
das maximale Ideal aus den rationalen Funtktionen, die in 0 eine Nullstelle haben.
Allgemein gilt fiir zwei Elemente a,b € R:

v(a—b) >n <= a=bmod M".

In K(X) gilt, dass eine rationale Funktion in R modulo M"™ kongruent ist zum
Anfangsstiick der Liange n ihrer Taylorreihe in 0 (die man ganz formal definieren

kann); damit ist R/M™ isomorph zu K[X]|/X"K[X], und wir konnen uns auf das
Rechnen mit Polynomen beschréanken.

Wir werden die Newton-Iteration jetzt benutzen, um das Inverse eines Polynoms
a € K[X]| modulo X" zu berechnen; dabei nehmen wir an, dass a(0) = 1 ist. (Wir
brauchen a(0) # 0, damit a in K[X]/X"K[X] invertierbar ist; dann kénnen wir
a entsprechend skalieren.)

Wir wollen die Gleichung
fY)=1/Y —a=0
l6sen. Der entsprechende Newton-Iterationsschritt sieht dann so aus:

Jb) _,  bi-a

f'(bn) - —b,?

boi1 = by — = by + bu(1 — aby,) = 2b, — ab?.
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Hier ist f kein Polynom, deswegen kénnen wir Lemma 9.3 nicht anwenden. Man
sieht aber direkt, dass

1 — abpyy = (1 —aby)?,
so dass aus ab, = 1 mod X* folgt, dass ab,; = 1 mod X2, Mit by = 1 (dann gilt
aby = 1 mod X)) kann man die Iteration starten. Wir erhalten folgenden Algorith-
mus.

function invert(a, n)
// a € K[X] mit a(0) =1, n > 1.
// Ausgabe: b € K[X] mit degb < n und ab = 1 mod X™.
k1
b—1¢€e K[X]
while £ < n do
k «— min{2k, n}
b« (2b—a-b*) rem X*
end while
return b
end function

Wir wissen, dass b; 11 = b; mod X? ist. Das bedeutet, dass in b < (2b— a-b?) rem
X* nur die obere Hilfte der rechten Seite berechnet werden muss, die dann die
obere Hilfte von b wird (und gleich der oberen Hilfte von —a - b? ist).

Die Kosten dafiir sind fiir jedes k = 1,2,4, 8, ... zwei Multiplikationen von Polyno-
men der Lange < min{2k,n} (man beachte, dass man nur mit den Anfangsstiicken
der Polynome rechnen muss), dazu kommt noch linearer Aufwand. Wenn wir die
schnelle Multiplikation verwenden, dann ist der Aufwand beschrankt durch

[logy 1]
< Z 2 jlogj < 22" log, n] log[log, n] < nlognloglogn,
j=1
also von der gleichen Groflenordnung wie die Multiplikation. Erlaubt K direkt
die FFT, dann féllt der Faktor loglogn noch weg. In jedem Fall haben wir Kom-
plexitét O(n).

9.4. Schnelle Division mit Rest. Wir konne diese schnelle Approximation des
Inversen benutzen, um auch die Division mit Rest in R[X] zu beschleunigen. Dazu
fithren wir zunécht eine Operation ein, die ein Polynom ,,auf den Kopf stellt*:

9.5. Definition. Sei a € R[X], a =} ..;a;X7, und n > 0. Dann setzen wir
rev,(a) = Zan_ij :
=0

Ist dega < n, dann ist rev,,(a) = X"a(X1).

Seien nun a,b € R[X] mit dega = n > m = degb und b,, = 1. Dann sind
Quotient ¢ und Rest r mit a = ¢gb+r und degr < m fiir jeden Koeffizientenring R
eindeutig bestimmt. Aus der Gleichung folgt

1 1 1 1
X" (_) — xn—m <_) . me<_> Xn—m+1 . Xm—l (_)7
“\Xx N\x x)* "X
also

rev,(a) = rev,_m(q) - tev,, (b) + X" ™ rev,, 1(r).
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Insbesondere haben wir
revy,(a) = revy_m(q) - revi,(b) mod X"

Diese Kongruenz bestimmt rev,,_,,(¢) (und damit auch ¢) eindeutig. Um den Quo-
tienten zu berechnen, bestimmen wir das Inverse von rev,, (b) mod X"~™*! (beach-
te: rev,, (0)(0) = 1) und multiplizieren mit a. Wir erhalten folgenden Algorithmus.

function quotrem(a, b)
// a,b € R[X], b mit Leitkoeffizient 1.
// Ausgabe (q,7) € R[X] x R[X] mit a = ¢gb+ r und degr < m.
n <« dega
m «— degb
if n < m then return (0,a) end if
a « revy(a)
b — rev,, (D)
G — invert(b,n —m +1)
G« (q-a) rem X"—m*!
q < 1€V (q)
r—a—q-b
return (q,r)
end function

Der Aufwand hierfiir besteht in einer Inversion mod X" ™%! zwei Multiplikatio-
nen der Lange n—m+1 bzw. n, sowie linearem (in n) Aufwand fiir das Umsortieren
der Koeffizienten und die Subtraktion am Ende. Insgesamt ist der Aufwand nur
um einen konstanten Faktor teurer als eine Multiplikation. Genauer brauchen wir
von dem Produkt ¢ - b nur den unteren Teil (mod X™), denn wir wissen, dass
degr < m ist. Das reduziert den Aufwand auf

< (n—m+1)log(n —m + 1)loglog(n —m + 1) + mlogmloglogm
< nlognloglogn € O(n).

Als Folgerung erhalten wir:

9.6. Satz. Sei R ein beliebiger kommutativer Ring mit 1, a € R[X] mit Leitko-
effizient 1 und Grad n. Dann lassen sich die Ringoperationen im Restklassenring
R[X]/aR[X] mit einem Aufwand von < nlognloglogn (oder O(n)) Operationen
i R durchfiihren.

Beweis. Wir représentieren die Element von R[X]/aR[X] durch den eindeutig be-
stimmten Reprisentanten der Restklasse vom Grad < n. Addition und Subtrakti-
on finden dann mit diesen Représentanten statt und bendtigen je n Operationen
in R. Fiir die Multiplikation benutzen wir (b-¢) rem a mit der schnellen Multipli-
kation und Division in R[X]; der Aufwand dafiir ist wie angegeben. i

Zusammen mit dem entsprechenden Ergebnis fiir Restklassenringe Z/NZ folgt,
dass man die Ringoperationen im endlichen Koérper Fy» mit einem Aufwand von
O(X(p™)) Wortoperationen durchfithren kann, denn F,» = F,[X]/aF,[X] fiir ein
(beliebiges) irreduzibles Polynom a € F,[X] vom Grad n.
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9.7. Schnelle Division mit Rest in Z. Der oben fiir R[X| verwendete Ansatz,
die Polynome umzudrehen, lisst sich in Z nicht nutzen (weil die Ubertrige die
Symmetrie zerstoren). Statt dessen verwendet man Newton-Iteration in R, um
eine hinreichend gute Approximation von 1/b zu bestimmen. Man skaliert dabei
mit einer geeigneten Potenz von B = 26, um nicht mit (Dual-)Briichen rechnen
zu miissen. Die Details sind etwas verwickelt, aber am Ende bekommt man einen
Divisionsalgorithmus, der wiederum nicht teurer ist als eine Multiplikation (bis
auf einen konstanten Faktor).

Es folgt:

9.8. Satz. Sei N € Zso. Dann lassen sich die Ringoperationen in Z/NZ mit
einem Aufwand von < nlognloglogn (oder O(n)) Wortoperationen durchfihren,
wo n = A(N) ist.

Der Beweis ist vollig analog zu Satz 9.6.

9.9. Inverse modulo p". Man kann die Berechnung des Inversen mod X" verall-
gemeinern auf die Berechnung von Inversen modulo p™, wenn ein Inverses mod p
bekannt ist. Sei dafiir R ein beliebiger Ring und a rem b ein Element ¢ von R mit
¢ =a mod b.

function invnewton(a, b, p, n)
// a,b,p € R mit ab= 1 mod p, n € Z~o.
// Ausgabe: ¢ € R mit ac = 1 mod p".
k1
c—b
while £ < n do
// hier gilt ac = 1 mod p*
k «— min{2k,n}
¢« (2¢ — ac?) rem p*
end while
return ¢
end function

Der Beweis dafiir, dass das funktioniert, ist analog zum Beweis im Fall R = K[X],
p = X. Der Aufwand ist O(n degp) Operationen im Koeffizientenring, wenn R
ein Polynomring ist und O(nA(p)) fir R = Z (unter der Annahme, dass dega <
ndegp bzw. |a| < p"; anderenfalls fallen noch Kosten an fiir das Reduzieren von a
mod p").

Als Korollar erhalten wir:

Seien R ein kommutativer Ring mit 1, p € R, n € Z~o. Dann ist a € R genau
dann modulo p" invertierbar, wenn a modulo p invertierbar ist.

Die eine Richtung ist trivial (ab =1 mod p" = ab = 1 mod p), die andere wird
durch den obigen Algorithmus geliefert.

9.10. Berechnung der p-adischen Darstellung. Wir kénnen die schnelle Di-
vision mit Rest dazu verwenden, ein gegebenes Ringelement a in der Form a =
ap+ ap+ - - -+ a,p" darzustellen. Wir formulieren dies erst einmal fiir Polynome.
Sei R ein kommutativer Ring mit 1.

function gentaylor(a, p)
/[ a;p € R[X], degp >0, lefp = 1.
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// Ausgabe: (ao, a1, ...,a,) mit @ =ag+ap+...a,p", dega; < degp.
if dega < degp then

return (a)
else

n « [(dega)/(degp)] //n =1

k— [n/2]

P «— p* // durch sukzessives Quadrieren

(q,7) + quotrem(a, P)

(ag, ..., ar_1) « gentaylor(r, p)

(ak, . ..,a,) < gentaylor(q, p)

return (ag, ..., Qk_1, Qg .. ., Ay).
end if

end function

Der Name ,gentaylor” bezieht sich darauf, dass dies eine Verallgemeinerung der
Taylorentwicklung im Punkt z( liefert (die bekommt man mit p = X — z).

Wie teuer ist das? Die Analyse ist einfacher, wenn n = 2™ — 1 ist, denn dann sind
die auftretenden Werte von k stets von der Form 2!, und das Polynom wird in
zwei gleich groBe Teile geteilt (nach dem bewédhrten Prinzip).

Die Berechnung von p* durch sukzessives Quadrieren und mit schneller Multipli-
kation kostet eine Multiplikation der Lénge kdegp (fiir das letzte Quadrieren)
plus die Kosten fiir die Berechnung von p*/2. Fiir k = 2! ist das

!
< Z(?j deg p) log(2’ deg p) log log (2’ deg p)
j=1
!
< (degp) Z 27 log(2" deg p) log log(2' deg p)
j=1

< kdegplog(k deg p)loglog(k deg p) € O(k degp).

Fiir beliebiges k ist der Aufwand hochstens um O(k deg p) groBer, durch die zusétz-
lichen Multiplikationen der Form p - p'.

Die Berechnung von Quotient und Rest mit der schnellen Methode kostet ebenfalls
< 2" degplog(2' deg p)loglog(2' degp) Operationen in R.

Fiir den Gesamtaufwand beachten wir, dass wir 2¢ Aufrufe mit n = 2™* —1, also

k = 2m~=1 generieren. Das liefert die Abschéitzung

m—1

< Z 2t . 2™~ deg plog(2™ ! deg p) log log (2™~ deg p)
t=0
< 2™ (deg p)m log(2™ deg p) log log(2™ deg p)

< n(deg p) log nlog(n deg p) loglog(n deg p) € O(ndegp) € O(dega).

Man verliert also einen Faktor logn gegeniiber den Kosten einer schnellen Multi-
plikation.

Analog erhélt man einen Algorithmus, der eine positive ganze Zahl a in der Ba-
sis b > 2 darstellt, mit Aufwand O(A(a)). Das ist zum Beispiel dann niitzlich,
wenn man die intern bindr dargestellten Zahlen in Dezimalschreibweise ausgeben
mochte.
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9.11. Newton-Iteration ohne Division. In der iiblichen Iterationsvorschrift

Tt = Ty — f(@n)
f'(zn)
muss durch f'(z,) geteilt werden. Wir konnen das umgehen, indem wir das Inverse

von f’(x,) modulo einer geeigneten Potenz des betrachteten Ideals ebenfalls durch
Newton-Iteration mitberechnen. Das fithrt auf folgende Variante des Algorithmus.

function newton(f, a, b, p, n)
/] f € R[X], a,b,p € R, n € Z+o mit f(a) =0 mod p und b- f'(a) =1 mod p.
// Ausgabe: ¢ € R mit f(¢) = 0 mod p" und ¢ = a mod p.
ke—1,P—p// P=pk
c—a;d<—Db
while 2k < n do
k «— 2k; P «— P?
c— (¢c—f(c)-d) rem P
d«— (2d— f'(c) - d*) rem P
end while
¢ — (c— f(c)-d) rem p"
return c
end function

Zum Beweis der Korrektheit zeigt man, dass zu Beginn jedes Durchlaufs durch die
while -Schleife folgende Aussagen gelten:

c=amodp, P=p" flc)=0modP, d-f(c)=1modP.

Zu Beginn ist das klar auf Grund der gemachten Voraussetzungen. In der Zuwei-
sung
¢« (c— f(c)-d) rem P
gilt dann f(ca) = 0 mod Py und dayy = f/(care) ~F mod Py, also ist (wegen Pe, =
P)
f(calt> : dalt = f(calt) : f,<calt)_1 mod Pneu .
Damit gilt fiir das neue c:

Cneu = Calt — f(calt> mod Pneu
f ,(Calt)
und damit nach Lemma 9.3, dass f(chen) = 0 mod Ppey. AuBerdem ist cpey =

cary mod Py (das zeigt auch, dass ¢hey = a mod p ist); das impliziert
[/ (cnen) = f'(car) mod Py, also  day - f'(cnew) = 1 mod Py .
Wie vorher sieht man dann
neu * f'(Cnen) =1 mod Pyey -

Damit ist gezeigt, dass die obigen Aussagen am Ende des Schleifenrumpfs wieder
erfiillt sind. Analog gilt nach der letzten Zuweisung dann

c=amodp und f(c¢)=0modp"
wie gewiinscht.
Die Kosten fiir eine Iteration ¢ « (¢ — f(c) - d) rem P (und analog fiir d) setzen
sich zusammen aus den Kosten fiir die Berechnung von f(c) rem P, plus einer
weiteren Multiplikation mod P und einer Subtraktion. Um f(c¢) rem P zu be-

rechnen, kénnen wir das Horner-Schema (sieche Abschnitt 6.10) verwenden. Das
erfordert deg f Multiplikationen mod P und deg f Additionen. Der Aufwand fiir



45

einen Iterationsschritt ist also < (deg f) mal der Aufwand fiir eine Multiplika-
tion mod P. Die Kosten fiir den letzten Schritt dominieren die Kosten fiir die
vorherigen Schritte. Damit ist der Aufwand

< (deg f)M(p"),

wo M (p") fiir die Kosten fiir eine Multiplikation von Elementen der Gréfe von p”
steht.

9.12. Berechnung von n-ten Wurzeln in Z. Ein typischer Anwendungsfall
der Newton-Iteration ist das Berechnen exakter n-ter Wurzeln aus ganzen Zah-
len. Dabei wollen wir 2-adisch rechnen, weil das optimal zu der internen Dar-
stellung der Zahlen passt. Es soll also die positive ganzzahlige Nullstelle von
f(X) = X™— a berechnet werden, falls sie existiert; dabei sei a € Z~(. Die Ablei-
tung ist f/(X) = nX""!. Ist b € Z mit b" = a mod 2, dann ist f’(b) = na mod 2.
Damit wir den Algorithmus 9.11 anwenden kénnen, muss na mod 2 invertierbar
sein. Deshalb nehmen wir erst einmal an, dass n ungerade ist. Den geraden Anteil
von a konnen wir abspalten und dann annehmen, dass auch a ungerade ist. Wir
erhalten folgenden Algorithmus.

function nthroot(a, n)
/] a € Zwo, n € Z~o ungerade.
// Ausgabe: false, wenn b" = @ in Z nicht losbar ist;
// (true, b) mit b € Z~o und b" = a sonst.
k «— vs(a)
if kK rem n # 0 then return false end if
a < a/2* // jetzt ist a ungerade
m «— 1+ |(log, a)/n]
b — newton(X" —a,1,1,2,m)
if b" = a then
return (true, b - 2k duwon)
else
return false
end if
end function

Zum Beweis der Korrektheit brauchen wir noch ein Lemma:

9.13. Lemma. Seien f € R[X], a,d’,p € R und n € Zsy mit = amod p
und f(a) = f(a’) = 0mod p™. Wenn f'(a) in R/pR invertierbar ist, dann gilt
a’ = a mod p".

Das sagt also, dass es zu jeder Nullstelle « mod p von f genau eine Nullstelle a
mod p" von f gibt mit a = o mod p.

Beweis. Wie vorher schreiben wir f(X) = f(a) + (X — a)f'(a) + (X — a)*g(X)
mit g € R[X]. Wir setzen X = a' und erhalten

0= f(d') = f(a)+(a'—a) f'(a)+(a'—a)’g(a’) = (d'—a)(f'(a)+(d'—a)g(a’)) mod p".
Es gilt

f'(a) + (¢ — a)g(a’) = f'(a) mod p,

also ist f'(a) + (o’ — a)g(a’) mod p und damit auch mod p™ invertierbar. Sei b € R
mit b(f'(a) + (¢/ — a)g(a’)) = 1 mod p". Wir multiplizieren mit b und bekommen
a' —a = 0 mod p", wie gewiinscht. O
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Nun zum Beweis der Korrektheit von ,,nthroot“. Wir schreiben zunichst a = 2*a/
mit @’ ungerade. Wenn a = 0", dann muss k ein Vielfaches von n sein. Wenn also
k rem n # 0 ist, dann kann a keine nte Potenz sein. Wenn k ein Vielfaches von n
ist, dann ist a genau dann eine nte Potenz, wenn o’ eine ist; gilt (b')" = o/, dann
ist b = ¥'2%/™ eine nte Wurzel von a.

Der Aufruf newton(X"—a,1,1,2,1+|(log, a)/n|) berechnet die nach Lemma 9.13
eindeutige Nullstelle mod 2™ (mit m = 1+ | (logy a)/n|) von f(X) = X" —a. Die
Voraussetzungen sind erfiillt, denn f(1) =1 —a =0mod 2 und 1- f'(1) =n =
1 mod 2. (Beachte, dass f nur die eine Nullstelle 1 mod 2 besitzt.) Gilt b" = a,
dann ist offensichtlich b eine nte Wurzel von a. Gilt umgekehrt, dass a eine nte
Wurzel ¢ in Z~( hat, dann gilt ¢ = b mod 2™ und

F=a=2"%" — (< c=208d/n o om

Da auch 0 < b < 2™, folgt b = ¢, also "™ = a, und wir erhalten das richtige
Ergebnis.
Die Kosten fiir den Aufruf von ,newton® sind

< nM(©2™) < nM(a''™) < M(a) € O(A(a)) Wortoperationen .
Dazu kommt die Berechnung von 0", mit vergleichbaren Kosten.
Man kann noch etwas Rechenzeit sparen (ohne allerdings eine bessere asympto-
tische Komplexitit zu erreichen), wenn man eine spezielle Version von ,newton*

fiir f = X" —a verwendet, in der man jeweils ¢”~! mitberechnet und das dann fiir
die Auswertung f(c) =c-c" ' —a und f'(c) = nc" ! verwendet.

9.14. Berechnung von Quadratwurzeln in Z. Fiir Quadratwurzeln funktio-
niert der obige Ansatz nicht direkt, weil die Ableitung von X2 —a modulo 2 niemals
invertierbar ist. Wir konnen aber wie vorher annehmen, dass a ungerade ist. Dann
kann a hochstens dann ein Quadrat sein, wenn a = 1 mod 8 ist, denn

(4k +£1)*> =16k* £ 8k +1=1mod 8.

Wenn a Quadratzahl ist, dann ist eine der beiden Quadratwurzeln = 1 mod 4.
Wir schreiben also a = 8A + 1 und suchen nach einer Nullstellen von (4X + 1)% —
(8A+1)=8(2X?+ X — A). Mit f(X)=2X2+X — Agilt f(X)=4X+1, und
das ist stets ungerade. Das liefert folgenden Algorithmus:

function sqrt(a)

/] a € Zxo.

// Ausgabe: false, wenn a kein Quadrat ist;

// (true, b) mit b € Z-( und b* = a sonst.
k «— vy(a)

if k rem 2 # 0 then return false end if

a«— a/2k

if a rem 8 # 1 then return false end if

m — [(logya)/2) — 1

A« aquo8

if m < 0 then return (true, (24 + 1)2%/2) end if // a = 1 oder 9
B « newton(2X? + X — A, Arem 2,1,2,m)

b— 4B +1

if b = a then return (true, b - 2%/2) end if

b 2mt2 —p

if b = a then return (true, b - 2%/2) end if
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return false
end function

Wie vorher ist klar, dass a ein Quadrat ist, wenn das Ergebnis true ist. Ist umge-
kehrt a ein Quadrat und a ungerade, dann gibt es ein eindeutiges ¢ = 4C' + 1 mit
c? = a. Der Aufruf von , newton* liefert die eindeutige Nullstelle von 2X2%2 4+ X — A
mod 2™, also gilt C' = B mod 2™ und damit ¢ = b mod 2™*2. In jedem Fall gilt

02 —q = 2log2a — |C| — 2(10g2a)/2 < 2m+2 )

Ist ¢ positiv, dann folgt ¢ = b, und die erste Abfrage ,b?> = a?“ ist erfiillt. Ist ¢
negativ, dann folgt ¢ = b — 22, also ist die zweite Abfrage ,,b> = a?* erfiillt. Wir
sehen, dass der Algorithmus die Quadratwurzel berechnet, wenn sie existiert. Die
Kosten sind wie vorher € O(\(a)) Wortoperationen.

9.15. Ubung. Schreiben Sie eine (effiziente) Funktion, die zu einer positiven gan-
zen Zahl a das maximale n > 1 berechnet, so dass a eine n-te Potenz ist; als
zweiter Wert soll die positive n-te Wurzel von a bestimmt werden. Schéitzen Sie
die Komplexitat Threr Implementation ab.

10. RESULTANTEN UND MODULARE GGT-BERECHNUNG

Bevor wir uns schnellen Verfahren zur Berechnung von ggTs zuwenden (die man
zum Beispiel fiir schnelle Berechnungen mit rationalen Zahlen braucht), wollen wir
uns erst einmal der Frage zuwenden, wie man zum Beispiel ggTs von Polynomen
in Z[X] (oder F[X,Y]) verniinftig ausrechnen kann. Das Problem, das man dabei
in den Griff bekommen moéchte, ist, dass die Koeffizienten der Polynome, die im
Verlauf des Euklidischen Algorithmus auftreten, relativ stark wachsen konnen,
obwohl das Endergebnis vergleichsweise klein ist.

Zunichst einmal wollen wir abschétzen, wie grofl ein Divisionsrest in Q[X] werden
kann. Dazu brauchen wir ein Maf fiir die ,,Lénge“ der Koeffizienten. Wir setzen

A(r/s) = max{A(r),\(s)} fiir r € Z, s € Z+ teilerfremd.

Ist a = >°7 ;X7 € Q[X], dann sei ¢ der kleinste gemeinsame Nenner der Koef-
fizienten a;: a; = b;/c. Wir behandeln a als in der Form

a=(bg+b X+ +b,X")/c
dargestellt und definieren
A(a) = max{\(c), A(bo), ..., A(bn)}.
Ist a € Z]X], dann gilt
Aa) = max{A(ag), ..., A(an)}.

Wir kénnen a in maximal (n 4+ 1)A(a) (falls a € Z[X]) bzw. (n + 2)A(a) (falls
a € Q[X]) Datenworten unterbringen.

Fiir a,b € Z[X], ¢,d € Q haben wir dann
AMce+d) < Xe)+Ad)+1
Acd) < A(ce) + A(d)
Ae/d) < Ae) + A(d) (wenn d # 0)

max{A(a), A(b)} + 1
Aa) + A(b) + A(min{deg a,deg b} + 1)
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Uns interessiert, wie grofl der Rest bei einer Division wird. Seien also a,b € Q[X],
jeweils mit Leitkoeffizient 1 und n = dega = degb + 1:

a=X"+(a, 1 X" 4+ +ap)/c

b=X""+ (byoX" 2+ +by)/d

mit a;,bj, c,d € Z. Sei weiter a = ¢b+ p~'r mit p € Q*, r € Q[X], degr < n — 1,
lef(r) = 1. Dann ist

Ap—1 bn_z an_ld — bn_QC cd X + (&n_1d — bn_QC)
4 + c d * cd cd
und )
1 « .
pir=a—qb= 7 Z(ajd2 —bj_1cd — bj(a,—1d — bn_2c))Xj )
7=0

Wir sehen, dass
Mq) < Aa)+A(b)+1 und  Ap~'r) < Aa)+2X(b)+1 < 3max{A(a), \(b)} +1.

Fiir A(r) gilt die selbe Abschitzung wie fiir A(p~'r). Es ist tatsichlich so (wie
man ausprobieren kann — Ubung!), dass der Divisionrest bei Division von zwei
zufélligen Polynomen mit Koeffizientengrofie ¢ normalerweise Koeffizienten der
Grofle nahe an 3¢ hat. Das sind natiirlich erst einmal schlechte Nachrichten, denn
es lasst befiirchten, dass die Grofle der Koeffizienten der sukzessiven Reste im
Euklidischen Algorithmus exponentiell wachst. Wir werden allerdings sehen, dass
das nicht stimmt und die Lange der Koeffizienten sich polynomial beschrinken
l&sst.

Am Ende ist die Beschrankung der Koeffizienten in den Zwischenergebnissen al-
lerdings gar nicht so wichtig. Wenn wir gute Schranken fiir die Endergebnisse
haben (also fiir den ggT und fiir die Koeffizienten der Linearkombination, die den
ggT darstellt), dann konnen wir hoffen, mit geeigneten modularen Algorithmen in
jedem Fall effizienter hinzukommen.

Da wir rationale Zahlen nicht modulo p reduzieren kénnen (das geht nur, wenn p
den Nenner nicht teilt), miissen wir in Z[X] rechnen. Das ist aber kein euklidischer
Ring, also miissen wir uns kurz an einige Tatsachen aus der Algebra erinnern. Ein
Integritéitsring heifit faktoriell, wenn in ihm der Satz von der eindeutigen Prim-
faktorzerlegung gilt. Jeder Hauptidealring (und damit jeder euklidische Ring) ist
faktoriell; die Umkehrung gilt nicht. In faktoriellen Ringen gibt es gréfite gemein-
same Teiler (die bis auf assoziierte eindeutig bestimmt sind).

10.1. Satz (GauB). Ist R ein faktorieller Ring, so ist auch R[X] faktoriell.

10.2. Folgerung. Sei R = Z oder ein Kérper. Dann ist R[ X1, ..., X,| ein fakto-
rieller Ring.

Der Satz beruht auf dem Lemma von Gauf}. Dazu brauchen wir noch ein paar
Begriffe.

10.3. Definition. Sei R ein faktorieller Ring. Ist
0O#a=ay+uX+-+aX" € R[X],

so heifit cont(a) = ggT(ag, ai,...,a,) der Inhalt von a. Gilt cont(a) = 1, so heifit
a primitiv. Wir konnen stets schreiben a = cont(a) pp(a) mit einem primitiven
Polynom pp(a) € R[X]; pp(a) heifit der primitive Anteil von a.
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Ist K der Quotientenkdrper von R und 0 # a € K[X], dann gibt es ein bis auf
Multiplikation mit Einheiten von R eindeutig bestimmtes Element ¢ € K*, so

dass ¢ 'a € R[X] ein primitives Polynom ist. Wir setzen dann cont(a) = ¢ und
pp(a) = c"'a.

Fiir das Nullpolynom definieren wir cont(0) = 0 und pp(0) = 1.

10.4. Lemma von Gaufl. Sei R ein faktorieller Ring. Fir Polynome a,b € R[X]
gilt dann cont(ab) = cont(a) cont(b).

Es geniigt, diese Aussage fiir primitive Polynome zu beweisen: Das Produkt zweier
primitiver Polynome ist wieder primitiv.

Da R[X] wieder faktoriell ist, gibt es grofite gemeinsame Teiler in R[X]. Wir
nehmen an, dass wir eine multiplikative Normalform normal(-) auf R definiert
haben als normal(r) = lu(r)~!r; dann setzen wir

lu(a) = lu(lef(a)) und normal(a) = lu(a) *a

fir Polynome a € R[X]. Wie frither haben wir dann eine eindeutig definierte
Funktion ggT auf R[X].

Aus dem Lemma von Gauf folgt dann fiir a,b € R[X]

¢ := ggT(a, ) = ggT (cont(a), cont(b)) ggT (pp(a), pp(b))
mit cont(c) = ggT(cont(a), cont(b)) und pp(c) = ggT(pp(a), pp(b)). Insbesondere
ist
lef(c)'e = ggT(a,b) in K[X].
(Beachte, dass in K[X] Polynome auf Leitkoeffizient 1 normiert werden.)
Wir kénnen also wie folgt grofite gemeinsame Teiler in R[X| berechnen:

function gedpx)(a, b)
// a,b € R[X].
// Ausgabe: ggT(a,b) € R[X].
¢« cont(a) € R
if ¢ = 0 then return normal(b) end if
d < cont(b) € R
if d =0 then return normal(a) end if
a <« afc € R[X] // a=pp(a)
b b/d € R[X] /] b=pp(b)
g < gedgx(a, b) € K[X] // K Quotientenkérper von R, ggT in K[X]

g < pp(gedp(lef(a),lcf (b)) - g) € R[X]
return gedgz(c,d) - g
end function

Es ist nur zu {iberlegen, dass gedg(lef(a), lef(b)) - g in R[X] ist (also Koeffizienten
in R hat). Sei dazu h = ggTpx(a,b) der ggT in R[X]. Dann gilt h € R[X]
und h = lcf(h)g. AuBerdem teilt i sowohl a als auch b; damit teilt lcf(h) beide
Leitkoeffizienten und somit ggT y(lcf(a), lcf(b)). Damit ist g = rh mit » € R und
somit in R[X].

Fiir R = Z oder R = F[Y] ist diese Methode aber nicht unbedingt optimal, da (wie
wir gesehen haben) die Grofle der Zwischenergebnisse stark zunehmen kann. Wir
wiirden daher gerne modular rechnen. Dazu miissen wir den Zusammenhang zwi-
schen der Reduktion mod p des gg'T zweier Polynome und dem gg'T' der Reduktion

der Polynome studieren. Das wichtigste Hilfsmittel dafiir ist die Resultante.
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10.5. Definition. Sei R ein Integritétsring, und seien a,b € R[X] mit dega < n,
deg b < m. Wir schreiben
a=a, X"+ -+ X+a und b=0b, X"+ ---+b X+ b

und defineren die Sylvestermatriz von a und b als die ((m +n) x (m+ n))—MatriX

an, b,
(p_1 Gy b1 bm
Qn—1 bm—1
: : an b :
Syl(a,b) = Syl,, ,,(a,b) = | @ : n—1  bo by L by,
ao ay ' bo bym_1
0]
aq by
agp bo

(mit Nullen ober- und unterhalb der angegebenen Eintrége). Die Resultante von
a und b ist

Resy m(a,b) = det Syl,, ,(a,0) € R.
Wir schreiben auch Res(a,b) = ReSqega,deg(@, b). Dabei sei Res(0,b) = 0, auler b
ist konstant und # 0, dann ist Res(0,b) = 1; analog fiir Res(a, 0).

Wenn wir mit R[X]., den R-Modul der Polynome vom Grad < n bezeichnen,
dann ist Syl,, ,,(a,b) die Matrix der R-linearen Abbildung

Vap @ R X]|cm X R X]|cn — R[X]<min s (s,t) — sa +tb

beziiglich der Standardbasen (X™~1,0),...,(X,0),(1,0), (0, X" 1),...,(0,X),(0,1)
und Xm0 X1,

Der Zusammenhang mit dem gréfiten gemeinsamen Teiler wird durch das folgende
Resultat hergestellt.

10.6. Proposition. Seien R ein Integrititsring mit Quotientenkorper K und a,b €
R[X] mit dega < n und degb < m und n,m >0, n+m > 1. Dann sind die fol-
genden Aussagen dquivalent:

(1) dega < n und degb < m, oder ggT x(a,b) ist nicht konstant;
(2) Respm(a,b) =0;
(3) es gibt (0,0) # (s,t) € R[X]<m X R[X]<,, mit sa+thb=0.

Beweis. Gilt dega < n und degb < m, dann ist die erste Zeile (die gibt es wegen
n+m > 1) der Sylvestermatrix Syl,, ,,,(a, b) null, also ist auch Res,, ;,(a,b) = 0. In
diesem Fall gilt b-a+(—a)-b =0 (oder, fallsa =b=10,1-a+0-b =0-a+1-b = 0).
Wir kénnen also im Folgenden voraussetzen, dass (nach eventuellem Vertauschen
von a und b) dega = n (insbesondere a # 0) gilt.

Sei ¢ = ggTkxi(a,b). Ist ¢ nicht konstant, dann gilt mit s = b/c, t = —a/c, dass
degs < degb < m, degt < dega = n und sa + tb = 0. Da a # 0, ist auch ¢t # 0.
Ist ¢ konstant, dann gilt ggT xj(a,b) = 1 und damit (in K[X])

sa+thb=0 = a|th = a|t = degt >nodert=0.

Ist degt < n, dann muss ¢ = 0 sein und damit auch s = 0. Das liefert einen
Widerspruch zu Aussage (3). Damit ist die Aquivalenz von (1) und (3) gezeigt.
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Um die Aquivalenz von (2) und (3) einzusehen, beachten wir, dass iiber K gilt:

Respm(a,b) =0 <= kerp,, #0
<= 3(0,0) # (s,t) € K[X]cpn X K[X]<p : s5a+1th=0.

Die letzte Aussage ist dquivalent zu (3), da wir s und ¢ mit einem gemeinsamen
Nenner der Koeffizienten multiplizieren konnen. Il

10.7. Bemerkung. Der etwas unschone Sonderfall dega < n, degb < m lasst
sich vermeiden, wenn man a, und b als homogene Polynome in zwei Variablen
vom Grad n bzw m auffasst (d.h. a = @, X" + -+ + a; XY™ ! + qoY" und analog
fiir b). Dann verschwindet die Resultante genau dann, wenn a und b einen nicht
konstanten gemeinsamen Faktor haben. Im Fall a,, = b,, = 0ist Y ein gemeinsamer
Faktor.

Hier ist noch eine wichtige Eigenschaft der Resultante:

10.8. Lemma. Seien a und b wie in Proposition 10.6. Dann gibt es Polynome
(0,0) # (s,t) € R[X]<m x R[X]<p mit

sa + tb = Res, m(a,b) .

Beweis. Im Fall Res,, ,n(a,b) = 0 ist das in Prop. 10.6 enthalten. Anderenfalls folgt

die Aussage aus der Existenz der adjungierten Matrix Syl,, ,,(a,b) mit

Syln,m(a’7 b) : Sf\};/ln,m(ch b) = Resn,m(a’a b)[m+n .

Die Koeffizienten von s und ¢ ergeben sich aus der letzten Spalte dieser Matrix. [

10.9. Folgerung. Sei K ein Korper, a,b € K[X]| mit ggTyy(a,b) = 1 und
dega+degb > 1. Dann gibt es genau ein Paar (s,t) € K[X]<degs X K[X]|<dega mit
sa+tb = 1; dies sind die Polynome, die vom Erweiterten Euklidischen Algorithmus
berechnet werden.

Beweis. Ist ggTy(a,b) = 1, dann ist Res(a, b) # 0, und die K-lineare Abbildung
©ap ist ein Isomorphismus. Daraus folgt die Existenz und Eindeutigkeit von (s, ).

Der EEA liefert Polynome s und ¢ mit sa 4+ tb = 1. Man zeigt leicht durch Induk-
tion, dass (siehe den Algorithmus im Beweis von Satz 3.7)

deg s;1 +degr; < degb und degt; i +degr; < dega.
Gilt s = sy und t = ¢, so folgt degr,_1 > degr, = 0 (denn 7, ist konstant), also

gilt degs < degb, degt < dega. Damit greift die Eindeutigkeit der Losung mit
diesen Gradbeschriankungen. O
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10.10. Beispiele. Man kann obige Resultate wie folgt interpretieren:
Res(a, b) = 0 genau dann, wenn ¢ und b in einem Erweiterungskorper von K (dem
Quotientenkorper des Koeffizientenrings R) eine gemeinsame Nullstelle haben.

Fiir Polynome a = X2+ pX + ¢ und b = X? + rX + s gilt zum Beispiel, dass a
und b genau dann eine gemeinsame Nullstelle haben, wenn

1010
S 22 S A O . . 2 2 2
Res(a,b) = N e prs—+q° +qr® —2qs + s
0 g 0 s
verschwindet.

Das Polynom a = X2 + pX + ¢ hat genau dann eine doppelte Nullstelle, wenn

1 20

Res(a,a’) = |p p ?
qg O

2| =4q9—p
p
verschwindet.

Der Nutzen der Resultante zeigt sich recht schon an folgendem Ergebnis.

10.11. Folgerung. Seien a,b € Z[X]| mit ggTgy(a,b) = 1. Dann gibt es nur
endlich viele verschiedene Primzahlen p, so dass p die Leitkoeffizienten von a und b
teilt oder a und b in einer Erweiterung von F), eine gemeinsame Nullstelle haben.

Beweis. Sei n = dega und m = degb. Wir konnen annehmen, dass m +n > 1 ist.
Aus der Voraussetzung folgt

r:= Res(a, b) = Res,, (a,b) € Z\ {0} .

Dann gibt es nur endlich viele Primzahlen, die r teilen. Sei p eine Primzahl, die
r nicht teilt; wir bezeichnen Reduktion mod p mit einem Querstrich. Nach De-
finition der Resultante ist r ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten in den
Koeffizienten von a und b. Also ist

Res,, (@, b) = Res(a,b) =7 # 0 in F,,.

Das bedeutet nach Proposition 10.6, dass dega@ = n oder degb = m, und dass
geTy,x] (a,b) = 1. Letzteres heiBt, dass @ und b in keiner Kérpererweiterung von I,
eine gemeinsame Nullstelle haben. Die erste Aussage ist gleich bedeutend damit,
dass p nicht sowohl den Leitkoeffizienten von a als auch den Leitkoeffizienten von b
teilt. O

Wenn wir es mit Polynomen in mehreren Variablen zu tun haben, dann schreiben
wir Resx(a,b), wenn wir die Resultante beziiglich der Variablen X bilden (also a
und b also Polynome in X auffassen). Entsprechend schreiben wir degy a fiir den
Grad von a als Polynom in X. Dann gilt die folgende Abschétzung.

10.12. Lemma. Sei F' ein Korper, und seien a,b € F[X,Y]\ {0}. Dann gilt

degy Resx(a,b) < degy bdegy a + degy adegy b
< (degy a + degy b) max{degy a, degy b} .
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Beweis. Sei n = degy a, m = degy b, und sei s;; € F[Y] der Eintrag der Sylve-
stermatrix Syl,, ,(a,b) in Zeile 7 und Spalte j. Dann gilt
degy s;; <degya firl<j<m und
degy s;; <degy b firm+1<j<n+m.
Jeder Term in dem Ausdruck fiir Resx(a,b) = detSyl, ,,(a,b) als Polynom in
den s;; ist ein Produkt von Eintrégen, das aus jeder Spalte genau einen Eintrag

enthélt. Jeder Term hat also Grad < mdegy a + ndeg, b; das gilt dann auch fiir
die Resultante. U

Fiir Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten gibt es eine analoge Abschétzung.
Dafiir fithren wir analog wie in der linearen Algebra folgende Normen ein.

10.13. Definition. Seia = ap+a1 X +---+a, X" € Z[X] (oder R[X] oder C[X]).

Dann setzen wir
alloe = max{|ao|, [a1], ..., [an|}
lalls = v/Taol? + arP + -+ JanP
lally = lao| + |ar] + -+ + |an|

Es gelten die aus der linearen Algebra bekannten Abschétzungen

lallee < llallz < flally < (0 +Dlalle und flalls < v +1fjafle .

10.14. Lemma. Seien a,b € Z[X] \ {0} mit dega = n, degb = m. Dann gilt
| Res(a, b)| < [lall3'llo]l3 < (n+1)™(m +1)"2|lalZ]bll% -

Beweis. Die erste Ungleichung folgt direkt aus der Hadamard-Ungleichung
| det(vi, va, - on)| < fJorllafjvzllz -+ - [onll2

(fir Spaltenvektoren v;), wenn man sie auf die Sylvestermatrix von a und b an-
wendet. Die zweite Ungleichung ist klar. U

Jetzt konnen wir den Zusammenhang zwischen ggT(a,b) und ggT(a,b) aufkliren
(der Querstrich bezeichne dabei Reduktion mod p).

10.15. Satz. Sei R ein euklidischer Ring, p € R ein Primelement, und a,b €
R[X]\ {0}. Dann ist F = R/pR ein Korper, und wir bezeichnen die kanoni-
schen Homomorphismen R — F bzw. R[X]| — F[X] mit einem Quaerstrich.

Wir setzen g = ggTpix(a,b), d = degyg, d = degggTF[X}(&,B), [ = lcf(g) und
m = ggTr(lcf(a),lcf(b)). Wenn ptm, dann gilt

(1) 1]

(2)
(3)

3

)

v

d>d,
d=d < g=1ggTpy(a,b) <= ptRes(a/g,b/g).

Beweis. Aussage (1) ist klar. Seien u = a/g, v = b/g, dann gilt

ug=a und vg=0>,
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Also ist g ein Teiler von ggT x(a, b). Da I | m, aber p{m, teilt p den Leitkoeffi-
zienten [ von g nicht; es folgt deg g = deg g = d. Das impliziert (2) und die erste
Aquivalenz in (3). Die zweite Aquivalenz in (3) ergibt sich aus

g= ZggTF[X](aa b) geTpix(u,0) =1
<= ReSdegu,degv(U, V) #0 <= ptRes(u,v).

Man beachte dabei, dass p nicht beide Leitkoeffizienten von v und v teilt, und
benutze Proposition 10.6. U

Wenn wir den gg'T' modular berechnen wollen, miissen wir also ein Primelement p
so wihlen, dass

(1) p nicht beide Leitkoeffizienten teilt,
(2) p nicht die Resultante Res(a/g,b/g) teilt,
(3) p groB genug ist, dass die Koeffizienten von g rekonstruiert werden kénnen.

Wir betrachten zunéchst den Fall R = F[Y], d.h., die Berechnung von gréfiten ge-
meinsamen Teilern von Polynomen a und b in zwei Variablen iiber einem Koérper F'.
Wir konnen annehmen, dass a und b als Polynome in X primitiv sind, also keine
nicht konstanten Teiler haben, die Polynome nur in Y sind.

Die Koeffizienten sind dann Polynome in Y, und es ist klar, dass der Grad in Y
des ggT beschrankt ist durch min{degy a,deg, b}. Das Primelement p ist ein ir-
reduzibles Polynom in F[Y]; fiir die Rekonstruierbarkeit der Koeffizienten geniigt
es also, wenn

degy p > min{degy a,degy b}
ist. Das sichert auch schon, dass p nicht beide Leitkoeffizienten teilt. Der Grad der
Resultante Resx(a/g,b/g) ist nach Lemma 10.12 beschréinkt durch

degy a degy b+ degy b degy a .

Wenn alle Grade etwa von der Gréfie n sind, dann miisste degp > n? sein, um

sicherzustellen, dass p die Resultante nicht teilt. Das wiirde keinen besonders effi-
zienten Algorithmus liefern. Auf der anderen Seite ist es fiir ein gegebenes irredu-
zibles Polynom p sehr unwahrscheinlich, dass es die Resultante teilt, auch wenn
sein Grad nur von der Groflenordnung n ist. Man kann also hoffen, das richtige
Ergebnis zu bekommen, wenn man ein zuféilliges p wihlt. Wenn man schnell te-
sten kann, ob das Ergebnis stimmt, dann kann man, falls notig, die Rechnung mit
einem anderen p wiederholen. Das fiihrt auf einen probabilistischen Algorithmus.
Das ist ein Algorithmus, dessen Ablauf von Zufallsexperimenten abhéngt, der aber
(wenn er terminiert) das richtige Ergebnis liefert. Lediglich die Laufzeit ist dann
durch eine Zufallsvariable gegeben.

Wir wihlen also ein irreduzibles p € F[Y] zufillig mit einem noch zu bestimmen-
den Grad. Dann ist K = F[Y]/pF[Y] eine Korpererweiterung von F, in der wir
(effizient, mit Komplexitét O(degp) Operationen in F'') rechnen kénnen. Wir be-
rechnen g = ggT k1) (@,b). Sei m = ggTp(lcfx (a),lcfx (b)). Wenn degy g = degy g
ist (mit g = ggT iy y|(a, b)), dann ist nach Satz 10.15 mg die Reduktion mod p von
sg mit einem s € F[Y]. Wir kénnen sg bestimmen als das eindeutige Polynom ¢,
mit degy g1 < degy m + degy g, dessen Reduktion mg ist, sofern

degy p > degy m + min{degy a, degy b} + 1
ist. Es ist dann g = ppy(g1) der ggT von a und b in F[X,Y].

Ifiir die Division in K miissen wir das noch zeigen!
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Fiir das Folgende setzen wir voraus, dass
degy p > degy m + max{degy a, degy b} + 1

ist. Dann gilt degy h < degy p fiir jeden Teiler h von ma oder mb. Wir kénnen
g1 wie oben in jedem Fall berechnen. Wenn ¢, ein Teiler von ma und von mb ist,
dann ist ¢ = ppx(g1) der ggT von a und b in F[X,Y] (denn ppy(g1) ist dann
ein gemeinsamer Teiler, und degy g1 = degy § > degy g). Um das zu testen, seien
@ =a/gund © = b/§. Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome u,v € F[X,Y]
mit degy u,degy v < degy p und © = u, v = v. Es gilt dann wg; = umg = ma und
analog 7g; = mb. Ist ma = hgy, dann gilt h = @ und degy h < degp, also h = u.
Gilt degy (ugy) = degy (ma), dann folgt wegen

ugr =ma und  degy p > degy (ug1) = degy (ma),
dass ug, = ma, also ist g; ein Teiler von ma. Wir sehen:
g1 | ma < degy(ugy) = degy (ma),

und analog
g1 | mb <= degy (vg1) = degy (mb) .

10.16. Modularer ggT in F[X,Y] mit ,,grolem* Primelement. Das fiihrt
nun auf folgenden Algorithmus.

function ged (v yi(a, )
// a,b € F[X,Y] primitiv als Polynome in X.
// Ausgabe: ggTrx v (a,b).
m « ged gy (lefx (a), lefx (b))
d, — degy m + degy a
d, < degy m + degy b
repeat
p < zufilliges irreduzibles Polynom in F[Y] mit degp = max{d,,d,} + 1
K — F[Y]/pF[Y]
a <« amodp € K[X]
b« bmod p € K[X]
m <« mmodp € K
g < gedgx(@,b)
u « lift(a/g)
v« lift(b/§)
g1 < lift(m - g)
until degy u + degy g1 = d,, and degy v + degy g1 = d,
return pp (g1)
end function

Hier sei lift(h) fiir h € K [X] das eindeutig bestimmte Polynom h € F[X,Y] mit

degy h < degy p und h = h. Algorithmisch passiert dabei nichts, es wird lediglich
die interne Darstellung anders interpretiert.

Dass dieser Algorithmus das korrekte Ergebnis liefert, haben wir bereits disku-
tiert. Was sind die Kosten? Dazu nehmen wir an, dass degy a,degy b < n und
degy a,degy b < k. Die Berechnung von m erfordert eine ggT-Berechnung in F[Y]
von Polynomen vom Grad < k; der Aufwand dafiir ist < k% Operationen in F.
Wie man ein zufélliges irreduzibles Polynom vom Grad d findet, werden wir spéter
diskutieren. Fiir F' = [F, zum Beispiel ist das mit einem durchschnittlichen Auf-

wand von O(d?log ¢) Operationen in I, (also mit O(d?(log q)?) Wortoperationen)
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moglich. Hier ist d < 2k 4 1, also gelten die Abschitzungen mit k£ an Stelle von d.
Bei der Reduktion mod p passiert nichts, da die Koeffizienten von a und b Grad
< d = degp haben; das Gleiche gilt fiir m. Die Berechnung von ¢ mit dem Eu-
klidischen Algorithmus in K [X] braucht < n? Operationen in K, also O(n%k)
Operationen in F. Die Kosten fiir a/§ und b/§ sind O(nk), ebenso fiir 7 - §. Der
Aufwand fiir einen Schleifendurchlauf ist also

O(n’k) + Aufwand zur Bestimmung von p.

Die Schritte vor und nach der repeat-Schleife brauchen zusammen nicht mehr als
O(nk?) Operationen in F'.

Wir miissen noch iiberlegen, wie wahrscheinlich es ist, dass wir ein ,,gutes® p er-
wischen. Dazu sei n = max{degy a,degy b} und k = max{degy a,degy b}. Dann
ist d = degyp > k+ 1. Sei g = ggTp(yyi(a,b) und r = Resx(a/g,b/g). Dann
ist p ,,gut”, wenn p kein Teiler von r ist. Der Grad von r ist hochstens 2nk nach
Lemma 10.12. Es gibt also hochstens 2nk/(k + 1) < 2n verschiedene irreduzi-
ble Polynome p vom Grad d, die r teilen. Wenn das weniger als die Hélfte aller
(normierten) irreduziblen Polynome vom Grad d ist, oder genauer, wenn wir ein
»schlechtes” p mit Wahrscheinlichkeit < 1/2 wihlen, dann ist der Erwartungswert
fiir die Anzahl der Schleifendurchléufe kleiner als 2, und die erwartete Komple-
xitdt ist O(nk(n + k)) (plus der Aufwand fiir das Auffinden eines irreduziblen
Polynoms).

Ist I’ = [F, ein endlicher Korper, dann gibt es etwa q?/d irreduzible Polynome vom
Grad d, so dass die obige Bedingung fast immer erfiillt ist. Wenn d sehr klein ist,
muss man eventuell Polynome p von etwas groflerem Grad verwenden.

10.17. Eine Schranke fiir die Koeffizienten von Teilern in Z[X]. Bevor
wir einen analogen Algorithmus fiir Z[X| formulieren kénnen, miissen wir eine
brauchbare Schranke fiir die Grofle der Koeffizienten der Teiler eines gegebenen
Polynoms a € Z[X] beweisen: Die zu verwendende Primzahl p muss ja ausrei-
chend grof} sein, damit wir die Koeffizienten des ggT aus ihren Bildern mod p
rekonstruieren koénnen.

Fiir Polynome a € F[Y|[X] gilt, dass die Koeffizienten der Teiler von a nicht
grofer (im Sinne von degy ) sein konnen als die Koeffizienten von a selbst. Das
gilt in Z[X] nicht: Die irreduziblen Faktoren der Polynome X" — 1 sind gerade die
Kreisteilungspolynome, und es ist bekannt, dass diese beliebig grofie Koeffizienten
haben konnen. Wie {iiblich ist die Situation {iber Z also ein wenig komplizierter.

Wir erinnern uns an die 2-Norm fiir Polynome in C[X] aus Definition 10.13. Wir
brauchen noch eine weitere Grofle.

10.18. Definition. Sei a = a9 + a1 X + -+ + a, X" € C[X]| mit a, # 0. Wir
schreiben

a=ap(X —21)(X —29)--- (X —2,) mitz; € C.
Das Mahler-Maf§ von a ist

M(a) = |ay| Hmax{l, EXRE

Aus der Definition ist klar, dass
M(a) > |lef(a)] und  M(ab) = M(a)M(b) .

Diese Multiplikativitat wird fiir uns wichtig sein.
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Erst einmal brauchen wir ein Lemma.

10.19. Lemma. Seia € C[X] und z € C. Dann gilt

I(X = 2)allz = [[(zX = 1)allz .

Beweis. Sei a = ag + a1 X + -+ + a, X™. Auf der einen Seite ist
I(X = 2)all3 = | = 2a0* + |ag — zar]* + a1 — 2aa|* + -+ + |ap—1 — 20, |* + |a,|*
= |2||ao|* + |ao|* — Zapa, — zaga; + |z|?|a;|?

oA an1 | = Zap1Gn — 261 + |2 an]? + |an)?

n—1
= (|2 + Dlall3 — 2Re > _ zaa;.: .
=0
Auf der anderen Seite haben wir
(ZX — a3 = | — aol* + |2ag — a1]* + |zay — aa|* + -+ + |Zan_1 — a,|* + |Za,|?

= |CL0|2 + |Z|2|6L0|2 — Zagay — Zaga; + |CL1|2

+ .. 4 |Z|2|an_1|2 — ZQp_1Qyp — 2Qp_1 + |Cln|2 + |Z|2|an|2

n—1
= (|2* + Dllal3 —2Re ) _ 2a0;4: .
j=0
Wir sehen, dass wir beide Male das selbe Ergebnis bekommen. U

Jetzt setzen wir ||a|l2 und M (a) miteinander in Beziehung.

10.20. Lemma (Landausche Ungleichung). Sei a € C[X]|. Dann gilt

M(a) < [laflz .
Beweis. Sei wieder a = a,[[j_,(X — ;). Dabei gelte |2],...,|,,] > 1 und
|Zmt1ls .- |2n] < 1. Sel weiter
b=a,[[(zX-1) J] (X-u).
Jj=1 j=m+1

Nach Lemma 10.20 gilt dann ||b||s = ||a/|2. AuBerdem ist

M(a)® = lanl*l2s]* - |m]* = lan@y - Z|* = [1eE(0)[* < [[b]I2 = flall3 -
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10.21. Bemerkung. Man kann zeigen:

1
Jalls = [ late=)p a
0

und
1 1

M(a) = exp </ log |a(e*™)| dt> , also M(a)*> =exp </ log |a(62mt)|2dt> :

Die Landausche Ungleichung ist dann ein Spezialfall der (stetigen Version der)
Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischem Mittel (die wiederum
aus der Konvexitéit nach oben der Logarithmusfunktion folgt).

10.22. Lemma. Sei a € C[X] mit dega = n. Dann gilt
lall, < 2"M(a).

Beweis. Wir schreiben wieder
n

a:a0+a1X+---+anX":anH(X—xj).

i=1

a; = *a, Z sz

Sc{l,..,n},#S=n—j i€S

Dann ist

Weiterhin ist

n

anHa:i‘ < |ay,| Hmax{l, |z;|} = M(a),

i€S i=1

also haben wir

o< (") M@ = lal = Y layl < 201(a).

J=0

Damit ergibt sich jetzt die erwiinschte Abschétzung.

10.23. Satz (Mignotte). Seien a,b,c € Z[X] mit degc = n > 1 und so dass
ab | c. Sei weiter k = dega und m = degb. Dann gelten folgende Abschdtzungen:

(D) llallsellblloe < flall2llbllz < llallsliBll < 257 flellz < VI + 025 cfloo;
(2) llallee < llall2 < 2%[lefl2 < 2*]elly und [la]lo < [lallz < VI +n2"|c]lo.

Beweis. (1) Die ersten beiden und die letzte Ungleichung sind klar. Die verblei-
bende folgt aus
lallsl[bll: < 2"M (a) 2" M (b) = 27" M (ab) < 287" M{(c) < 2"7™|c]].
Dabei haben wir erst Lemma 10.22 und dann Lemma 10.20 benutzt. Die Unglei-
chung M (ab) < M(c) folgt aus
c c c
M(c) = M(ab M(-) d M<—) > ’1 f(—)’ >1,
(©) (ab) a) ab) = 1 \ap/ 1 =
da ¢/(ab) Koeffizienten in Z hat.

(2) folgt aus (1) mit b= 1. O
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Ist also a € Z[X] mit dega = n, so gilt fiir jeden Teiler b € Z[X] von a, dass

1blloe < 2"V + 1]l -

10.24. Modularer ggT in Z[X| mit groler Primzahl. Analog zum Algorith-
mus fiir F[X,Y] haben wir dann folgenden Algorithmus fir Z[X]:
function gedy, vy (a, b)

// a,b € Z[X] primitiv.

// Ausgabe: ggTyy(a,b).

n < max{dega, degb}

4 max{ |l [}

m «— gedy (lef(a), lef (b))

B« 2"/n+1AmecR

repeat
p < zuféllige Primzahl mit 2B < p < 4B
@+ amod p € F,[X]; b+ bmod p € F,[X]
m <« mmodp € F,
g < gedg,x)(a, b) )
u «— lift(a/g); v « lift(b/g)
g1 < lift(m - g)

until [[ul[1 [[g:[ly < B and [[vfly flg:]ls < B

return pp(g1)
end function

lift(h) fir h € F,[X] sei dabei das Polynom h; € Z[X] mit hy mod p = h und
lhillee < p/2 (p sei ungerade).

Wie in der Diskussion von Algorithmus 10.16 gilt
u-gg=m-amodp und v-gy =m-bmodp.
Auflerdem haben wir
[ gilloe < flu-galls < llully [l9allx
und analog fiir v. Ist die Abbruchbedingung erfiillt, dann folgt wegen
lmal|so, [|mb|lee < mA<B und B<p/2,

dass
u-gr=ma und wv-g; =mb,
also g1 | mggTyxi(a,b). Da andererseits deg g1 > degggTy yj(a,b) (denn p teilt

die Leitkoeffizienten von a und b nicht), folgt pp(g1) = ggTyx(a,b) =: g, und das
Ergebnis ist korrekt.

Umgekehrt gilt auch wieder, dass p 1 Res(a/g,b/g) impliziert, dass die Abbruch-
bedingung erfiillt ist: Wir haben nach Satz 10.23 die Abschétzung

19llec < 2"V +1f|allec <2"Vn+ 1A,

und mit s = m/lcf(g) € Z~o dann auch

[59lloc < mllgllec < 2"V +1Am = B.
AuBerdem gilt sg mod p = mg (Satz 10.15). Daraus folgt

sg = lift(mg) = ¢1 .
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Es gibt dann Polynome uy, v, € Z[X]| mit uygy = ma, vig; = mb; wir haben die
Abschétzungen (wieder nach Satz 10.23)

frllos 01l < 2°VAFT A = B
und die Relationen
u; modp=a/g, vy mod p=b/7.
Es folgt uy = lift(a/g) = u; ebenso v; = v. Nach Satz 10.23 gilt dann auch
lulli - 1]l < 2°Vn+1[malle < B
und ebenso |[v]|; - ||g1]|1 < B; die Abbruchbedingung ist also erfiillt.

Mit wie vielen Durchlaufen durch die Schleife miissen wir rechnen? Fiir die Resul-
tante r = Res(a/g,b/g) gilt nach Lemma 10.14 und Satz 10.23 mit d = deg g:

[l < lla/gllzIb/gllz ™
n— n—d (qp— n—d
< (2" Vn+1|alls)" " (2Vn + 1]b]|0)
< 22(n—d)2(n + 1)nA2(n—d) < 22712 (n + 1)nA2n < BZn )

Es gibt also hochstens 2n Primzahlen p > B, die r teilen. Andererseits gibt es

nach dem Primzahlsatz .

> —
log B n

Primzahlen zwischen 2B und 4B. Aufler wenn B (und damit n und A) sehr klein
ist, gibt es demnach sehr viel mehr als 2n solche Primzahlen, und es ist sehr
unwahrscheinlich, dass wir eine erwischen, die r teilt. Der Erwartungswert fiir die
Anzahl der Schleifendurchlaufe liegt also nahe bei 1.

>

Fiir die Komplexitét gilt wieder, dass die ggT-Berechnung in F,,[X| und die Berech-
nung von pp(g;) die dominierenden Schritte sind (abgesehen von der Bestimmung
einer geeigneten Primzahl p). Die Kosten dafiir sind

€ O(n*log B) 4+ O(n(log B)?) € O~(n(n2 + (log A)*))  Wortoperationen.

Fiir das Auffinden einer , Pseudoprimzahl® braucht man < (log B)* Wortopera-
tionen (und noch mehr, wenn man garantiert eine Primzahl méchte). Im Endeffekt
dominiert also der Aufwand fiir die Bestimmung von p die Laufzeit. Wir werden
bald sehen, wie man dieses Problem umgehen kann.

10.25. Modularer ggT mit kleinen Primelementen. Wie wir bereits frither
bei der Determinante gesehen haben, ist es meistens effizienter, modulo vieler
kleiner Primelemente zu rechnen statt modulo einem groflem. Wenn wir den ggT
in F[X, Y] berechnen wollen, dann sind die kleinsten Primelemente die irreduziblen
Polynome p = Y —a vom Grad 1. Das Rechnen modulo p entspricht dem Einsetzen
von Y = «; die Rekostruktion mit Hilfe des Chinesischen Restsatzes entspricht der
Interpolation. Wenn der Korper F' geniigend viele Elemente enthélt, dann reicht
es aus, nur diese einfachsten Primelemente zu verwenden. Eine erste Version des
Algorithmus ist dann wie folgt.

function gedpiy y(a, b)
// a,b € F[X,Y] primitiv beziiglich X.
// Ausgabe: ggT - x y(a,b).
m « gedppy(lefx (a), lefx (b))
d, «— degy m + degy a
d, < degy m + degy b
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[ — max{d,,d,} + 1
repeat
repeat
S « zufillige Teilmenge von F' mit #S5 > 2l
S«—{se S|m(s)#0}
for s € .S do
as «— a(X,s)
bs «— b(X,s)
gs < ngF[X](a87 b8>
Us +— a5/ Js
Vs bs/gs
end for
e «— min{deg g; | s € S}
S« {seS|deggs =e}
until #5 > 1
S « Teilmenge von S mit [ Elementen
u «— interpolate(S, (us)ses)
v « interpolate(.S, (vs)ses)
g1 < interpolate(S, (m(s)gs)ses)
until degy u + degy g1 = d,, and degy v + degy g1 = d,
return ppy(g1)
end function
Dabei sei interpolate(S, (hs)ses) das Polynom h € F[X, Y] mit degy, h < #S und
h(X,s) = h, fir alle s € S.
Die Korrektheit folgt wie vorher: Wenn die Abbruchbedingung der &ufleren repeat-
Schleife erfiillt ist, dann gilt

ug1 = ma mod H(Y —s) und degy(ug) = degy(ma) <l =#S,

also folgt ug; = ma und ebenso vg; = mb. Welil fiir jedes s € S gilt, dass deg g, >
degy g (fir g = ggTr(x yy(a, b)) ist, gilt wieder

pp(g1) | g und degy g1 > degyx g,

also ist pp(g1) = g, denn beide Polynome sind primitiv und normiert.

Wie vorher gilt mit » = Resx(a/g,b/g), dass fiir s € F' mit m(s) # 0 und r(s) #
0 die Relation g(X,s) = lef(g(X,s))gs gilt. Damit der Algorithmus terminiert,
brauchen wir also [ Elemente s mit m(s)r(s) # 0. Sei n = max{degy a,degy b}
und k£ = max{degy a,degy b}. Da nach Lemma 10.12

degy (mr) < degy m + n(degy a + degy b) < (2n + 1)k,

gibt es hochstens (2n + 1)k ,;schlechte® Wahlen von s. Wenn also #F > (4n+2)k
ist, dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass unsere urspriinglich gewéhlte Menge S
bereits [ ,gute“ Elemente enthélt, mindestens 1/2, und der Erwartungswert fiir
die Anzahl der Schleifendurchléufe ist hochstens 2. Ist der Koérper F' zu klein, kann
man ihn entweder geeignet erweitern, oder man rechnet moldulo Polynomen von
hoherem Grad (was mathematisch auf das Gleiche hinausléuft).

Wie sieht es mit der Komplexitit aus? In der innersten Schleife haben wir die
Berechnung von as und by (jeweils < kn Operationen in F ), die Berechnung
von g, (< n?) und die Quotienten u, und v, (jeweils O(n)). Insgesamt ergibt das
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< kn(k+n) fiir die innere repeat-Schleife. Die Berechnung von u, v und g; erfordert
< n Interpolationen aus < k& Werten; das lisst sich in < k?n Operationen in F
erledigen. Insgesamt erhalten wir eine Komplexititsschranke von

< kn(k+mn) Operationen in F.

Zum Vergleich: Der Algorithmus 10.16 mit einem grofien Primelement hatte eine
Komplexitat von

O(kn(k +n)) + Aufwand fiir das Auffinden von p.

Das sieht nicht viel langsamer aus; allerdings kommen logarithmische Faktoren
dazu, die im O versteckt sind. AuBerdem sparen wir uns den Aufwand, grofe ir-
reduzible Polynome finden zu miissen. Und wir werden noch sehen, dass wir die
Auswertungen, Interpolationen und ggT-Berechnungen in F[X] noch beschleuni-
gen kénnen, so dass sich die Komplexitét auf O(kn) reduziert.

In der Praxis wird man S schrittweise vergrofiern (und jeweils als ,,schlecht® er-
kannte Elemente hinauswerfen), bis die Abbruchbedingung erfiillt ist. Das kénnte
etwa so aussehen:

function ged iy yi(a, )
// a,b € F[X,Y] primitiv beziiglich X.
// Ausgabe: geTrx v (a,b).
m « ged gy (lefx (a), lefx (b))
d, — degy m +degy a; d, < degy m +degy b; |« max{d,,d,} +1
e « min{degy a,degy b} // Schranke fiir degy g.
S—0cCF
while true do
if e =0 then return 1 € F[X,Y] end if // ggT ist konstant.
s « zufélliges Element von F
mg «— m(s)
if ms # 0 then
as < a(X,s);  bsb(X,s);  gs < gedpy(as, bs)
if deg gs < e then
// Neue Schranke fiir degy g; alle bisherigen s sind ,;schlech
e« deggs; S« {s}
else
if deg g, = e then
// Moglicherweise neues ,,gutes” s.
S — SuU{s}
end if
end if
end if
if #S5 > [ then
fors€ Sdo wugs<« as/gs; vs < bs/gs end for
u < interpolate(S, (us)ses); v «— interpolate(S, (vs)ses)
g1 < interpolate(S, (ms§s>s€5‘)
if degy u + degy g1 = d,, and degy v + degy g1 = d, then
return ppx (g1)
else
// Wenn die Abbruchbedingung nicht erfiillt ist, muss degy g < e sein.

«
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e—e—1; S0
end if
end if
end while
end function

10.26. Modularer ggT in Z[X| mit kleinen Primzahlen. Fiir den ggT in Z[X]
hat man einen analogen Algorithmus. Wir schreiben CRS(P, (hy,)pep) fiir das Po-
lynom h € Z[X] mit ||kl < ([[,cpp)/2 und b mod p = h,, fiir alle p € P.
Hierbei is P eine endliche Menge von ungeraden Primzahlen, und h, € F,[X] ist
ein Polynom. Die zweite Variante des Algorithmus sieht dann zum Beispiel so aus:

function gedy, vy (a, b)
// a,b € Z[X] primitiv.
// Ausgabe: ggTyx(a,b).
n «— max{dega,degb}; A «— max{||allc,||b]loc}; m — gedy(lef(a),lef(h))
e «— min{dega,degb} // Schranke fir deg g.
P—0CZ
R« [log,((n+ 1)"A*m)]| // Schranke fiir die Anzahl der Primteiler von rm.
U «— [4R1og(2R)] // Hochstens jede zweite Primzahl < U ist ,;schlecht*.
while true do
if e =0 then return 1 € Z[X] end if // ggT ist konstant.
p < zuféllige Primzahl < U
my, < m mod p
if m, # 0 then
a, < amod p; b, < bmod p
Gp — ngIFp[X](am by)
Up — ap/Jpi  Vp < bp/p
if deg g, < e then
// Neue Schranke fiir deg g; alle bisherigen p sind ,,schlecht*.
e« degg,; P« {p}
else
if deg g, = e then
// Moglicherweise neues , gutes“ p.
P — PU{p}
end if
end if
end if
u— CRS(P, (up)pep); v — CRS(P, (vp)per); g1 < CRS(P, (mypgp)perp)
if ugy = may, and vg; = mb; then
return pp(g1)
end if
end while
end function

In der Praxis werden die Primzahlen < U in ein Datenwort passen. Man kann
dann zuféllige Primzahlen wéhlen, die etwas weniger als Wortldnge haben.
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Wenn man fiir die Operationen in F, eine Komplexitit von O(log p) ansetzt, dann
erhélt man hier fiir die Gesamtkomplexitéit eine Abschéatzung von

O(nlog B(n + log B)) = O(n(n* + (log A)?))

(mit B = 2"/n+ 1 Am wie vorher). Auch diese ldsst sich noch verbessern. In
jedem Fall spart man sich das Suchen nach groflen Primzahlen, das die Laufzeit
der Variante mit grofem p dominiert.

11. SCHNELLER CHINESISCHER RESTSATZ

, Divide-and-Conquer“-Methoden wie wir sie fiir die schnelle Multiplikation ver-
wenden konnen, sind auch anwendbar auf die Berechnung von simultanen Resten
modulo vieler Elemente m; und auf die Rekonstruktion eines Elements aus seinen
Resten nach dem Chinesischen Restsatz. Damit lassen sich zum Beispiel die mo-
dularen ggT-Algorithmen aus dem vorigen Abschnitt noch weiter beschleunigen.

11.1. Schnelle Auswertung an vielen Punkten. Wir betrachten zunéchst den
Spezialfall R X] und m; = X —a; mit a; € R, j = 1,...,n. Sel f € R[X]| mit
deg f < n. Dann ist das erste Problem, mdoglichst schnell den Vektor der Werte
(f(ar),..., f(a,)) = (f rem mq,...,f rem m,) zu berechnen. Wenn man nur
einen Wert von f bestimmen muss, dann braucht man dazu linearen Aufwand
(in deg f), denn man muss jeden Koeffizienten von f betrachten. Wir haben im
Zusammenhang mit der FFT gesehen, dass man die Werte von f an n = 2% spezi-
ellen Stellen (den n-ten Einheitswurzeln) mit einem Aufwand < nlogn berechnen
kann, wenn deg f < n ist. Wenn wir schnelle Multiplikation und Division von Po-
lynomen zur Verfiigung haben, dann dauert es nicht wesentlich langer, n ~ deg f
beliebige Werte von f zu bestimmen.

Der Einfachheit halber nehmen wir jetzt an, dass n = 2* eine Zweierpotenz ist.
Wir setzen

9k—1 9k—1
Mk—l,O = H m; und Mk—l,l = H m2k71+j .
j=1 j=1

Mit fo = f rem My_1o und f1 = f rem M, gilt dann

(f(a1)7 ey f(an)) = (fg(al), ceey fo((IQk—l), f1<a2k—1+1>, <y fl(an)) .

(Falls & = 0, dann ist natiirlich f(a;) = f, denn dann ist f konstant, und wir
brauchen diese Aufteilung nicht vorzunehmen.) Damit ist das urspriingliche Pro-
blem auf zwei gleichartige Probleme der halben Grofie zuriickgefiihrt. Der Aufwand
dafiir betrégt zwei Divisionen eines Polynoms vom Grad < n durch ein Polynom
vom Grad n/2 mit Leitkoeffizient 1; das liisst sich in O(n) Operationen in R erle-
digen. Insgesamt ergibt sich eine Komplexitit von

k
22“0(2’“’”) € kO(2¥) € O(n) Operationen in R.

k=1

Dabei ist aber der Aufwand zur Berechnung der Mj_; ;, und allgemeiner von

2K/
Mm = | | Mmios4j ,
Jj=1
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die in den rekursiven Aufrufen benétigt werden, noch nicht beriicksichtigt. Diese
Polynome lassen sich bequem nach der Formel

MO,i =Mit1 = X — Qit1, M/{+l,i = M/{,QiMm,QiJrl

rekursiv berechnen. Der Aufwand dafiir ist analog wir eben, nur dass wir statt
Divisionen hier Multiplikationen benotigen.

Etwas genauer sehen wir:

11.2. Satz. Sei R ein Ring, ai,...,a, € R mit n = 28, und f € R[X] mit
deg f < n. Seien weiter M (n) und D(n) obere Schranken fir die Komplexitdt einer
Multiplikation von Polynomen vom Grad < n bzw. einer Division eines Polynom
vom Grad < 2n durch ein Polynom vom Grad n, ausgedriickt in Operationen in R.
Dann lassen sich die Werte f(a;) € R fir j = 1,...,n mit einem Aufwand von
< (M(n)+ D(n))logn Operationen in R berechnen.

Der Satz bleibt giiltig, wenn wir die Voraussetzung n = 2 weglassen. In diesem
Fall teilt man die Auswertungspunkte jeweils in zwei etwa gleich grofie Mengen
auf.

Wir haben uns schon iiberlegt, dass D(n) < M(n) € O(n) gilt. Damit lisst sich
der Aufwand (wie oben) etwas grober als O(n) beschreiben.

11.3. Schnelle Interpolation. Jetzt wollen wir das umgekehrte Problem be-
trachten. Sei dazu wieder R ein Ring und ay,...,a, € R, so dass a; —a; € R*
ist fiir alle 1 < i < j < n. Seien weiter by,...,b, € R gegeben. Wir mochten das
Polynom f € R[X] berechnen mit deg f < n und f(a;) =b; fiiralle j =1,...,n

Nach der Langrangeschen Interpolationsformel ist
n
(X — @) b; m
f= b it - . m.
Z H'L;ﬁj aj — al) j=1 Sj M
wenn
n n
m = Hmj = H(X —a;) und s;= H(aj —a;)
i=1 =1 i
ist. Die Elemente s; € R* lassen sich wie folgt bestimmen:

s; =m'(a;) (denn m' = ZH — a;);
J=11i#j

alle bis auf einen Summanden verschwinden, wenn man a; einsetzt). Fiir diese
Berechnung lasst sich also der in 11.1 beschriebene Algorithmus einsetzen.

Wir brauchen noch ein schnelles Verfahren zur Berechnung von Linearkombina-

tionen der Art .

ZCjXTaj .

j=1

Wir nehmen wieder an, dass n = 2F ist; die Bezeichnungen M, ; behalten wir bei
und ergénzen sie durch My o =m = My oMjy_1;. Dann gilt fiir & > 1:

n Qkfl 2k71
m Mk 1,0 Mk—l,l
¢ =M1 ) ¢ S Mg ) ooy
A X —aj : X —a, : X — age-1;
j=1 7j=1 7j=1 J

Wir fiihren das Problem wieder auf zwei gleichartige Probleme halber Grofle
zuriick und miissen dafiir zwei Multiplikationen von Polynomen vom Grad < n/2
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(und eine Addition) durchfithren. Fiir diesen Schritt ergibt sich wie oben eine
Komplexitat (fiir alle rekursiven Aufrufe zusammen) von < M (n)log n Operatio-
nen in R. Dazu kommt die Berechnung der M, ;, die vergleichbare Komplexitét
hat und die Berechnung der s; in < (M(n)+ D(n)) logn Operationen in R, sowie
n Inversionen und Multiplikationen in R (zur Berechnung von ¢; = b;/s;) und
O(nlogn) Additionen. Insgesamt erhalten wir einen Algorithmus, der die gleiche
Art von Komplexitéit aufweist wie der Auswertungsalgorithmus in 11.1. Wie vorher
gilt die Komplexitiatsaussage auch, wenn n keine Zweierpotenz ist.

11.4. Verallgemeinerung. Das Verfahren von 11.1 ldsst sich analog anwenden
in jedem Ring R (mit geeigneter Division mit Rest) und mit beliebigen m;. Ins-
besondere haben wir:

11.5. Satz. Sei K ein Kdrper, und seien mq,...,m, € K[X]\ K. Setze m =
my -+ -my,. Sei weiter f € K[X]| mit deg f < degm. Dann kénnen wir die Reste

fremmy, f rem mo,..., f remm,

mit einem Aufwand von O(degm) Operationen in K berechnen.

11.6. Satz. Seien mq,...,m, € Z~1, m = my---my, und a € Z, 0 < a < m.
Dann kénnen wir
a rem mq,a rem Mo, . .., a Tem m,

mit einem Aufwand von O(X(m)) Wortoperationen berechnen.

Etwas interessanter ist der allgemeine Chinesische Restsatz. Sei R ein euklidischer
Ring, und seien my, ..., m, € R\ {0} paarweise teilerfremd. Wir schreiben wieder
m = my---my,. Sei s; ein Inverses von m/m; modulo m;. Fir by,...,b, € R gilt
dann

n
m m
(Z(bisi rem mz)—> rem m; = (bjsj—> rem m; = b; rem m; ,
i=1 mi My
denn s;(m/m;) = 1 mod m;. Damit ist
- m
T = Z(bisi rem ml)E
=1
eine Losung des Systems x = b; mod m; (1 < j < n) von Kongruenzen. Das
verallgemeinert die Lagrange-Interpolationsformel.

Ist R = K[X], dann gilt degx < degm, und z ist die kanonische Losung. Fiir
R = 7Z gilt 0 < x < nm; hier muss man also im allgemeinen noch x rem m
berechnen, was aber auch schnell geht.

Zur Berechnung der s; kann man wie folgt vorgehen: Wir berechnen erst
mzmremm? firalle1 <j<n

mit dem Algorithmus, der den Sétzen 11.5 und 11.6 zu Grunde liegt. Dann gilt
fir t; = r;/m; (die Division geht auf) ¢; = (m/m;) rem m;, und wir konnen
s; als Inverses von ¢; mod m; mit dem Erweiterten Euklidischen Algorithmus
berechnen. Dafiir gibt es ebenfalls einen schnellen Algorithmus, dessen Aufwand
O(degm;) Operationen in K (fir R = K[X]) bzw. O(A(m;)) Wortoperationen (fiir
R = 7Z) ist. Insgesamt ist der Aufwand fiir diese Vorberechnung in der gleichen
GroBenordnung O(degm) bzw. O(\(m)) wie die anderen Teile der Berechnung.
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Wenn wir die s; und die Teilprodukte M, ; berechnet haben, kénnen wir die Line-
arkombination z wie oben mit einem Algorithmus analog zu 11.3 berechnen. Wir
erhalten analog zu 11.4 folgende Resultate.

11.7. Satz. Sei K ein Korper, und seien my, ..., m, € K[X|\ K paarweise teiler-
fremd. Seien weiter by, ..., b, € K[X] mit degb; < degm,;. Setze m =my ---m,,.
Dann kénnen wir das Polynom f € K[X| mit f rem m; = b; fir 1 < j <n und
deg f < degm in O(degm) Operationen in K berechnen.

11.8. Satz. Seien myq,...,m, € Z~1 paarweise teilerfremd. Setze m = my - --m,,.
Seien weiter by, ..., b, € Z mit 0 < b; < m;. Dann kénnen wir die ganze Zahl

a €Z mitaremm; =b; fir1 <j <nund0<a<m inO\m)) Wortopera-
tionen berechnen.

Wir illustrieren den Algorithmus hinter Satz 11.8 mit einem einfachen Beispiel.
Seien

(ml, ce ,m4) = (]_1, 13, 17, ].9)
und
(b1,...,bs) =(2,3,5,7).
Wir berechnen zunéchst die Teilprodukte
Myy=11-13 =143, My, =17-19 =323, Moy =m =143 - 323 = 46 189.
Wir berechnen 7; = m rem m3:
m rem M12,0 =5291, mrem M12,1 = 46189
r1 = 5291 rem m? = 88, 71y = 5291 rem m3 = 52,

r3 = 46 189 rem m3 = 238, 14 = 46 189 rem mj = 342.

Dann haben wir

r T T T
th=— =8, ty=-—2=4, t3=-—=14, t;=— =18.
mq ma ms3 my

Als Inverse mod m; erhalten wir
51:7, 82:10, 83:11, 84:18.
Die Koeffizienten der Linearkombination von m/m; sind

c1 = (bysy) remmy =3, g = (bysy) rem mg =4,

c3 = (bsss) remmz =4, ¢4 = (bysyg) rem my = 12.

Die Berechnung der Linearkombination beginnt mit ¢y, ..., ¢4 und schreitet dann
fort:

meoC1 + Mycy = 83, mycs + msCy = 280, xr = Ml,l - 83 —+ MI,O - 280 = 66 849,

und schliellich
z rem m = 20660 .
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11.9. Schneller ggT. Auch fiir die ggT-Berechnung gibt es schnelle Algorithmen,
die auf einem ,,Divide and Conquer“-Ansatz beruhen. Die zu Grunde liegende
Idee dabei ist, dass der Anfang der Folge ¢, ¢, ... der sukzessiven Quotienten im
Euklidischen Algorithmus, angewandt auf @ und b, nur von den ,, Anfingen“ (d.h.,
den hoherwertigen Teilen) von a und b abhidngt. Wenn

ro=a,r; =b,ro =19 — 170,73 =71 — @272, ..., 70 =0

die Folge der sukzessiven Reste ist, dann lassen sich r; und 7,1 aus a und b und
qi,--..,qr berechnen:

T 0 1 Tk—1 Th_1 a a
(TkL) - (1 _Qk) ( I;“k ) :Qk(l;k ) = = Gl @ <b> = fi (b)

mit
0 1
Qr = (1 B ) und Ry = QrQp—1--- Q1.
dk

Der Algorithmus sieht dann etwa so aus:

(1) Ist a oder b ,klein®, dann berechne ggT(a,b) und R,_; direkt.
(2) Rufe den Algorithmus rekursiv auf mit ausreichend langen Anfangsstiicken
von a und b und berechne Ry, fiir geeignetes k (z.B. k ~ (/2).

(3) Berechne
Tk a
=R .
(4) Falls 141 = 0, gib 7 und Ry, zuriick.

(5) Berechne ggs1, Tiv2, Qpr1, Riv1.
(6) Rufe den Algorithmus rekursiv auf mit (a,b) < (rg41,7,+2) und berechne

9 =T (ret1, ere) und Ry = Qo1 - Qri3Qrro-
(7) Gib g und R;_y = R} Rj11 zuriick.

Siehe [, §11] fur eine detaillierte Beschreibung dieses Ansatzes, wenn a und b
Polynome iiber einem Korper sind.

Man erhélt folgende Aussagen:

11.10. Satz. Sei K ein Kérper, a,b € K[X]. Dann kénnen wir die Resultate des
Erweiterten Euklidischen Algorithmus, angewandt aufa und b, mit einem Aufwand
von O(max{dega,degb}) Operationen in K berechnen.

Die Resultate des EEA sind dabei (g, u,v) mit g = ggT(a, b) und ua + vb = g.

11.11. Satz. Seien a,b € Z. Dann kénnen wir die Resultate des EFA, angewandt
auf a und b, mit einem Aufwand von O(max{\(a), \(b)}) Wortoperationen berech-
nen.

Als Folgerungen ergeben sich unmittelbar:

11.12. Folgerung. Sei K ein Korper f € K[X] irreduzibel. Dann lassen sich die
Kdrperoperationen im Kéorper L = K[ X/ fK[X] mit einem Aufwand von O(deg f)
Operationen in K durchfihren.

11.13. Folgerung. Seip eine Primzahl, Dann lassen sich die Korperoperationen
im Korper I, mit einem Aufwand von O(X\(p)) Wortoperationen durchfihren.

Beide Aussagen gelten allgemeiner auch wenn f nicht irreduzibel, bzw. p nicht
prim ist, wenn man die Division ersetzt durch ,teste, ob a invertierbar ist, und
falls ja, berechne das Inverse*.



69

11.14. Ubung. Benutzen Sie die hier formulierten Aussagen, um die Komple-
xitdtsabschitzung fiir die modularen ggT-Algorithmen in K[X,Y] und Z[X] zu
verbessern.

12. FAKTORISIERUNG VON POLYNOMEN UBER ENDLICHEN KORPERN

Unser néchstes Thema wird die Faktorisierung sein: Ist R ein faktorieller Ring und
a € R\ {0}, so ldsst sich a in eindeutiger Weise schreiben in der Form

a:u”p@p’
P

wo u € R* eine Einheit ist, p alle normierten Primelemente von R durchlauft
und e, € Zx> ist fiir alle p und e, = 0 fiir alle bis auf endlich viele p. Das
Faktorisierungsproblem besteht darin, zu gegebenem a die Einheit u und die Paare
(p, ep) zu finden, fiir die e, > 0 ist.

Die faktoriellen Ringe, die wir kennen, haben die Form
R=7[Xy,...,X,] oder R=K[Xi,...,X,]

mit einem Koérper K, dabei ist n > 0. Im Gegensatz zu anderen Fragestellungen
(wie zum Beispiel der Berechnung von gréfiten gemeinsamen Teilern) héngen die
zu verwendenden Algorithmen stark vom Koeffizientenring ab. Fiir viele andere
Fille grundlegend ist der Fall R = F[X] eines Polynomrings (in einer Variablen)
iiber einem endlichen Kérper F,.

12.1. Wiederholung: Endliche Koérper. Wir erinnern uns an einige wichtige
Tatsachen iiber endliche Korper.

12.1.1.  Ist K ein endlicher Kérper, dann gibt es eine Primzahl p und eine positive
ganze Zahl e, so dass #K = p°®. Dann ist K eine Korpererweiterung vom Grad e
des ,Primkirpers® F, = Z/pZ.

Zum Beweis betrachtet man den kanonischen Ringhomomorphismus ¢ : Z — K.
Sei Bild ist ein endlicher Integritétsring, also gilt ker ¢ = pZ fiir eine Primzahl p,
und K enthélt (ein isomorphes Bild von) F,,. Dann ist K ein endlich-dimensionaler
Vektorraum iiber F; sei dimp, K = e. Die Behauptung folgt.

12.1.2.  Sei K ein endlicher Kiorper mit #K = q und L/K eine Kérpererweite-
rung. Dann gilt K = {z € L | 27 = z}.

Die multiplikative Gruppe K* hat Ordnung ¢ — 1. Daher gilt fiir jedes x € K*,
dass 297! = 1, also auch 27 = z ist. Letzteres gilt natiirlich auch fiir x = 0. Das
Polynom X9—X € L[X] hat hochstens ¢ Nullstellen in L. Wir kennen aber bereits
q Nullstellen, ndmlich die Elemente von K. Daher sind die Elemente von K genau
die Nullstellen von X9 — X.

Damit folgt:

1213 X'-X=[J[(X-a)

aeK



70

12.1.4. Sei L/K eine Kérpererweiterung, und #K = q. Dann ist die Abbildung
¢:L— L, x— 29 ein K-linearer Ringhomomorphismus.

Dass ¢(xy) = (xy)? = x%y? = ¢(x)P(y) gilt, ist klar. Nach 12.1.2 gilt a? = a fiir
a € K, also folgt ¢(a) = a (und insbesondere ¢(1) = 1). Sei ¢ = p°. Dann gilt auch
(x +y)P = aP + yP fiir z,y € L, denn die inneren Binomialkoeffizienten sind alle
durch p teilbar, verschwinden also in einem Ko&rper der Charakteristik p. Durch
Induktion folgt dann ¢(z +y) = (v + y)? = 27+ y? = ¢(x) + P(y).

Ist die Korpererweiterung endlich, dann ist ¢ ein Automorphismus von L/K (denn
¢ ist offensichtlich injektiv: ker ¢ = 0, also wegen der endlichen Dimension des K-
Vektorraums L auch surjektiv); ¢ heifit der Frobeniusautomorphismus von L/K.

12.1.5.  Sei p prim, e > 1 und q = p°. Dann gibt es bis auf Isomorphie genau
einen Korper Iy mit ¢ Elementen.

Sei K ein algebraischer Abschluss von FF,. Das Polynom X9 — X ist separabel
(denn seine Ableitung ist —1, hat also keine gemeinsamen Nullstellen mit X9 — X;
beachte g - 1, = 0), also hat die Menge

F,={ae K |a?’=a}

genau q Elemente. Nach 12.1.4 ist ¥, die Menge der Fixpunkte eines F,-linearen
Ringhomomorphismus, also ist F, eine F,-Algebra. Da F, endlich und nullteilerfrei
ist, muss I, ein Korper sein. Das zeigt die Existenz.

Zur Eindeutigkeit: Sei K wie eben. Jeder Kérper F' mit ¢ Elementen ist eine
endliche Korpererweiterung von IF,, also ldsst sich F'in K einbetten: F'ist isomorph
zu einem Unterkorper von K mit ¢ Elementen. Aus 12.1.2 folgt aber, dass es genau
einen solchen Unterkorper gibt, ndmlich IF,. Also ist jeder Kérper mit ¢ Elementen
zu [, isomorph.

Aussage 12.1.3 hat eine Verallgemeinerung:

12.1.6. X7 — X € F,[X] ist das Produkt aller normierten irreduziblen Polynome
in F,[X], deren Grad ein Teiler von n ist.

Der Koérper Fy» ist eine Koérpererweiterung vom Grad n von FF,. Nach 12.1.3 gilt
in Fpn [ X]:

X' —Xx=]] Xx-a).

OéE]Fqn

Sei a € Fyn und M,, das Minimalpolynom von « iiber F,. Da F, C F,(a) C Fyn,
gilt

deg M, = dimg, Fy(a) | n.
Das Minimalpolynom M, teilt jedes Polynom in F,[X], das « als Nullstelle hat;
da verschiedene Minimalpolynome paarweise teilerfremd sind, folgt

I Mmix"-Xx.

Me{Mqy|a€cF,}

Da die linke Seite aber alle a € Fn als Nullstellen hat (und beide Polynome nor-
miert sind), gilt Gleichheit. Sei nun f irgend ein normiertes irreduzibles Polynom,
dessen Grad n teilt, und sei § € K eine Nullstelle von f. Die Korpererweiterung
F,(3) muss dann (als Korper mit ¢/ Elementen) gerade Faess sein, ist also
in Fgn enthalten. Es folgt 5 € Fyn, und f = Mjg.
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12.1.7. Sei K ein endlicher Kéorper. Dann ist die multiplikative Gruppe K* zy-
klisch.

Das folgt aus einem bekannten Satz der Algebra: Jede endliche Untergruppe der
multiplikativen Gruppe eines Korpers ist zyklisch. Hier ist sogar die ganze multi-
plikative Gruppe endlich.

12.1.8.  Sei K ein endlicher Korper und k € Z~1 mit # K =1 mod k. Dann gilt
{a¥|ae K*}={ac K |a#EDF =1}
und diese Menge hat genau (#K — 1)/k Elemente.

Sei #K = q. Nach 12.1.7 ist K* zyklisch; aulerdem gilt #K* = ¢ — 1, also ist
k ein Teiler der Ordnung von K*. Daher hat K* genau eine Untergruppe der
Ordnung (¢ — 1)/k, die durch die Menge auf der rechten Seite gegeben ist. Die
linke Seite ist wegen a?~! = 1 in der rechten Seite enthalten und hat mindestens
(¢ — 1)/k Elemente (denn die Abbildung a — a* hat Fasern der Gréfie < k), also
miissen wir Gleichheit haben.

Jetzt kénnen wir uns der Faktorisierung von Polynomen iiber K = [F, zuwenden.
Sei also f € F,[X]; wir kénnen annehmen, dass f Leitkoeffizient 1 hat, und wir
werden zunédchst einmal voraussetzen, dass f quadratfrei ist (dass also in der
Faktorisierung von f keine Faktoren mehrfach auftreten).

12.2. Trennung der irreduziblen Faktoren nach ihrem Grad. Der erste
Schritt besteht darin, die irreduziblen Faktoren von f nach ihrem Grad zu trennen.
Zum Beispiel gilt nach Aussage 12.1.3, dass

eeT(f, X' -X)= J] X-a
a€lFy, f(a)=0
das Produkt der irreduziblen Faktoren von f vom Grad 1 ist. Die Berechnung von
geT(f, X9 — X) erfolgt dabei am besten als ggT(f, (X? rem f) — X), wobei wir
X?rem f durch sukzessives Quadrieren im Ring F,[X]/ fF,[X] effizient berechnen
konnen.

Zur Isolation der Faktoren mit hoherem Grad verwenden wir entsprechend Aus-
sage 12.1.6. Das fithrt auf folgenden Algorithmus zur ,,Distinct Degree Factoriza-
tion®.
function ddf(f)
/] f € F,[X] quadratfrei mit lef(f) = 1.
// Ausgabe: (uy,us, ..., uq) mit u; € F,[X] Produkt von normierten
//  irreduziblen Polynomen vom Grad j, ug # 1 und f = uy - - - ug.
u <« () // leere Liste
a—X//a=X?"mod f
while deg f > 0 do
a«— a?rem f // sukzessives Quadrieren in F,[X]/fF,[X]
h «— ged(f,a — X)
u < append(u, h) // Liste verlangern
f=f/h
end while
return u
end function
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Zum Beweis der Korrektheit zeigt man, dass im j-ten Schleifendurchlauf das Po-
lynom f nur noch irreduzible Faktoren vom Grad > j enthélt (das ist klar fir
j = 1). Dann ist h = ggT(f, X¥ — X) das Produkt der in f enthaltenen irredu-
ziblen Faktoren, deren Grad j teilt. Das sind dann aber gerade die irreduziblen
Faktoren vom Grad j. Damit hat u; = h den korrekten Wert, und der neue Wert
von f hat nur noch irreduzible Faktoren vom Grad > j.

Zur Komplexitét: Im ,,schlimmsten® Fall ist f irreduzibel, dann muss die Schleife
n = deg f Mal durchlaufen werden, und die Variable f hat immer den gleichen
Wert. Die Berechnung von a? rem f braucht O(n log ¢) Operationen in F,, die
Berechnung von h und die Division f/h héchstens O(n) Operationen in F,. Ins-
gesamt haben wir also eine Komplexitéit von O(n2 log ¢) Operationen in F, oder
O(n?(log q)?) Wortoperationen (denn Operationen in F, kénnen mit O(log ¢) Wor-
toperationen ausgefiihrt werden). Da die Grofle der Eingabe f von der Grofienord-
nung n log g ist, haben wir hier einen Algorithmus von im wesentlichen quadrati-
scher Komplexitét.

Man kann das Programm etwas schneller beenden, wenn deg f < 2j ist, denn dann
muss [ irreduzibel sein, und man kann u; = -+ = Ugeg f—1 = 0 und Uqegf = f
setzen. Im besten Fall spart man sich so die Hélfte der Arbeit.

12.3. Ubung. Sei n = deg f fixiert. Was ist, fiir ¢ — oo, die Wahrscheinlichkeit
p, dafiir, dass obiger Algorithmus schon die vollstindige Faktorisierung von f
liefert? (D.h., dass alle irreduziblen Faktoren verschiedenen Grad haben.) Dabei sei
angenommen, dass f zufillig und gleichverteilt aus den ¢ normierten Polynomen
in F,[X] vom Grad n ausgewé&hlt wird.

Zum Beispiel gilt py = 1, py = % (ein Polynom vom Grad 2 ist fiir grofle ¢ etwa
mit Wahrscheinlichkeit % irreduzibel), p3 = % (% fiir irreduzibel, % fiir irreduzible

Faktoren mit den Graden 1 und 2).

12.4. Bestimmung der Nullstellen in F,. Um die Faktorisierung zu vervoll-
standigen, miissen wir Produkte der Form f = hihs - - - h; faktorisieren, wobei die
Polynome h; paarweise verschiedene normierte irreduzible Polynome des selben
Grades d sind. Es gilt dann k = (deg f)/d; wir wissen also, wie viele Faktoren es
sind. Gilt d = deg f, dann ist k = 1, und f ist irreduzibel.

Wir betrachten erst den Fall d = 1. Dann ist f ein Produkt verschiedener Poly-
nome der Form X — o, und es geht darum, die Nullstellen von f in F, zu finden.
Eine Mdoglichkeit besteht darin, alle o € F, durchzuprobieren. Mit den effizienten
Methoden zur Auswertung in mehreren Punkten geht das in O(g) Operationen
in F,. Das ist vertretbar, wenn ¢ vergleichsweise klein ist, wird aber fiir grofie ¢
untolerierbar langsam — der Aufwand wéchst exponentiell mit der Eingabegrofe.

Um zu einer effizienteren Methode zu kommen, erinnern wir uns an das Prinzip
von ,,Divide and Conquer®“: Wir sollten versuchen, das Problem in zwei gleichartige
Probleme der halben Gréfle zu zerlegen. Wir wollen also f = f;f, faktorisieren,
wobei die Faktoren f; und fy etwa den gleichen Grad ~ (deg f)/2 haben. Dazu
teilen wir I, in zwei etwa gleich grofie Teilmengen S; und S, auf und berechnen

fi=est (£ [[(X =) wd fo=geT(f [[(X-0a).
a€Sy a€Sy

Wir koénnen natiirlich Pech haben, und (fast) alle Nullstellen von f liegen in einer
der beiden Teilmengen. Aber wenn wir die Aufteilung in hinreichend zufélliger
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Weise vornehmen, dann ist die Wahrscheinlichkeit dafiir sehr klein. Das fiihrt
dann in natiirlicher Weise auf einen probabilistischen Algorithmus. Es ist ein offe-
nes Problem, ob es einen deterministischen Algorithmus gibt, der in Polynomzeit
(polynomial in deg f und log q) wenigstens eine Nullstelle von f bestimmt.

Das praktische Problem ist, wie man f; und f, effizient berechnen kann. Dazu
erinnern wir uns an Eigenschaft 12.1.8 von endlichen Koérpern: Wenn ¢ ungerade
ist, dann sind genau die Hélfte der Elemente von F; Quadrate, und zwar genau
die a € F mit a1/ = 1. Das Polynom X~Y/2 — 1 hat also genau (¢ — 1)/2
verschiedene Nullstellen in FF,. Dasselbe gilt natiirlich fiir (X — a)@~5/2 — 1. Das
liefert folgenden Algorithmus:

function zeros(f)
// f € F,[X] normiert mit f | X?— X, ¢ ungerade.
// Ausgabe: Z C FF,, die Menge der Nullstellen von f.
if deg f = 0 then return () end if
if deg f =1 then return {—f(0)} end if
a « zufdlliges Element von F,
h+ (X —a)@ Y2 rem f // sukzessives Quadrieren
fi — ged(f.h — 1)
fo—= /N
return zeros(fi) U zeros( f2)

end function

Die Komplexitit ist O(nlogq) Operationen in F, mal die Rekursionstiefe (mit
n = deg f wie oben), denn der Aufwand fiir einen Durchlauf ist O(nlogq), analog
zum vorigen Algorithmus. Man kann erwarten, dass die Rekursionstiefe < logn
ist, denn das gilt, wenn f; und f; etwa den gleichen Grad haben. Etwas genauer
kann man so argumentieren: Seien «, 3 € IF, zwei verschiedene Nullstellen von f.
Dann werden « und ( mit Wahrscheinlichkeit nahe bei % in einem Durchlauf
getrennt. Der Erwartungswert der Anzahl der Paare von Nullstellen, die nach k

rekursiven Aufrufen noch nicht getrennt sind, ist also etwa

(5)

und das ist sehr klein, sobald £ > logn ist. Insgesamt ist die erwartete Komple-
xitat B ~
O(nlognlogq) € O(nlogq) Operationen in F,.

Wenn g = 2™ ist, [F, also Charakteristik 2 hat, kann man statt dessen verwenden,
dass die Funktion

Tr]Fq/]F2:x»—>x+x2+x4+...+IQ/2

fiir genau die Halfte der Elemente z € F;, den Wert 0 und fiir die andere Hélfte
den Wert 1 annimmt. (Tr ist die Spur der Korpererweiterung F,/Fo, eine Fs-
lineare Abbildung F, — Fs, die surjektiv ist, weil IF,/Fy separabel ist.) Man kann
zeigen, dass man jede Untergruppe vom Index 2 der additiven Grupp F, erhélt
als Kern von  + Trg, /r,(ax) mit einem a € F. Man hat dann also die folgende
Modifikation:

function zeros2(f)
// f € F,[X] normiert mit f | X9 — X, ¢g=2".
// Ausgabe: Z C FF,, die Menge der Nullstellen von f.
if deg f = 0 then return () end if
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if deg f =1 then return {f(0)} end if
a « zufilliges Element von Fy
g—aX;h—g
fori =1tom—1do
g—g*’rem f;h«h+g
end for
fl — ng(fa h)
fo=f/hH
return zeros2( f1) U zeros2( f2)
end function

12.5. Trennung irreduzibler Faktoren gleichen Grades. Die Idee, die wir
zur Nullstellenbestimmung verwendet haben, l&sst sich verallgemeinern. Wir neh-
men an, f € F,[X] sei ein Polynom mit Leitkoeffizient 1, das Produkt von k
verschiedenen irreduziblen Polynomen vom Grad d ist. Dann ist n = deg f = kd.
Wie vorher nehmen wir an, dass ¢ ungerade ist. Wir schreiben

J=hi-hy

mit irreduziblen normierten Polynomen h; € F,[X] vom Grad d. Nach dem Chi-
nesischen Restsatz gilt dann, dass

Fo[X]/ R, [X H X]/hyFgl X] 2= (Fga)®

ar—>(amodh1,...,amodhj)

ein Isomorphismus von Ringen ist. Wéhlen wir a zufillig und gleichverteilt in
F,[X]/fF,[X], dann ist ¢(a) ein zufilliges Element in (Fq )k. Wenn a L f, dann
ist p(a) ein zufilliges Element von (F7,)", und b = o(al@"D/2) = p(a)@"~D/2 jg,
ein zufilliges Element von {£1}*. Wir schreiben b = (by,...,b;) mit b; € {£1}.
Es gilt dann
g=ggT(f a2 —1)= ][ h;.
j:bjzl

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 2% < 1/2 (fiir k > 2) ist b ¢ {£1} (d.h., die b,
sind nicht alle gleich); dann ist g # 1 und g # f, so dass f = g-(f/g) eine nichttri-

viale Faktorisierung ist. Wir wenden dann die selbe Idee rekursiv auf g und auf f/g
an und erhalten folgenden Algorithmus fiir die ,,Equal Degree Factorization®.

function edf(f, d)
/] f € F,[X], ¢ ungerade, f normiert und Produkt von verschiedenen
//  irreduziblen Polynomen vom Grad d.
// Ausgabe: (hq,. .., hy) mit h; irreduzibel, f = hy - - - hy.
if deg f = 0 then return () end if // f konstant
if deg f = d then return (f) end if // f irreduzibel
// ab hier ist k > 2.
a «— zufalliges Polynom in F,[X] vom Grad < deg f
g «—ged(f,a) // Test oba L f
if g # 1 then return edf(g, d) cat edf(f/g,d) end if
g — ged(f,al""D/2 rem f —1)
return edf(g, d) cat edf(f /g, d)
end function
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Hier ist
(@1, ... am) cat (by,...,b) = (a1, ..., Qm,b1,...,by).

Die Kosten fiir einen Durchlauf betragen (n = deg f wie oben)

O(n log ¢) fiir die Wahl von a

O(n) fiir ggT(f, a)

O(ndlog q) fiir ' ~Y/2 rem f durch sukzessives Quadrieren
O(n) fiir den zweiten ggT

Operationen in F,. Der dritte Schritt ist dominant; wir haben also

O(ndlogq) Operationen in F,.

Wenn wir die rekursiven Aufrufe als Bindrbaum darstellen, dann ist die Summe
der Werte von n aller Aufrufe auf der selben Ebene des Baumes immer hochstens
gleich dem urspriinglichen n (denn deg g+deg(f/g) = deg f). Der Gesamtaufwand
ist also hochstens

O(rndlogq) Operationen in F,,

wobel r die maximale Rekursionstiefe bezeichnet. Wir miissen also den Erwar-
tungswert von r betrachten.

Wenn wir die (fiir ¢ und/oder d grofl sehr seltenen) Félle auler Acht lassen, in
denen a und f nicht teilerfremd sind, dann kénnen wir das Verfahren wie folgt in-
terpretieren: In jedem Durchgang wird die jeweils aktuelle Menge von irreduziblen
Faktoren in zwei disjunkte Teilmengen aufgeteilt; dabei ist jede mogliche Auftei-
lung gleich wahrscheinlich. Sei E(k) der Erwartungswert der Rekursionstiefe bei
k Faktoren, dann gilt

E(0)=FE(1)=0, Ek —1+2k2(>maX{E) E(k—D} firk>2.

Es ist klar, dass F(k) monoton steigt. Damit erhalten wir die iibersichtlichere
Rekursion

E(k) _1+21kwf(> k—1) [+2k(k];2>E(k/2)];

der letzte Summand ist nur vorhanden, wenn k gerade ist. Wir erhalten zum
Beispiel
1 1 E(2
E(2):1+§-E(2)+1-E(1):1+%,

also F(2) = 2, dann

also E(3) = & usw.

Etwas einfacher wird es, wenn wir alle Auswahlen in einer Ebene des Baumes
zusammenfassen. Dann haben wir eine zufillige Folge (vy,)m>1 von Elementen
in {#-1}*, und die maximale Rekursionstiefe ist der kleinste Index r, so dass es fiir
jedes Paar 1 < i < j < k stets ein v, mit m < r gibt, so dass die Eintrige an
den Positionen ¢ und j in v, verschieden sind. Fiir ein gegebenes Paar (i, j) ist die
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Wahrscheinlichkeit, dass dies nicht der Fall ist, 27". Die Wahrscheinlichkeit, dass
es ein noch nicht getrenntes Paar gibt, ist demnach

pr < <I;) 27" < k2oL

Fiir den Erwartungswert ergibt sich dann

E(k:) = Zr<p7”—1 - pr) = Zpr
r=1 r=0
[2logy k|—2 00
S ST SR
r=0 r=[2log, k]—1

= [2log, k] — 1 + k?2-[2lee K+l < (9]0, k] 4+ 1 < log k.

(Man bekommt auch die etwas bessere Schranke

E(k) < [l0g, (g)] +2,

etwa F(2) < 2, F(3) < 2+ log,3 ~ 3,585 usw., die aber asymptotisch keinen
Gewinn bringt.)

Insgesamt sehen wir:
Der Erwartungswert fiir den Aufwand des obigen Algorithmus ist

€ O(ndlogqlogk) € O(ndlogq) Operationen in F,.

Bisher haben wir immer noch vorausgesetzt, dass das zu faktorisierende Poly-
nom quadratfrei ist. Eine einfache Moglichkeit, sich von dieser Einschrankung zu
befreien, besteht darin, jeweils die Vielfachheit jedes gefundenen irreduziblen Fak-
tors gleich festzustellen. Es gilt auch fiir nicht quadratfreies f ohne irreduzible
Faktoren vom Grad < d, dass ggT(f, X @ X ) das Produkt der verschiedenen
irreduziblen Faktoren vom Grad d ist, die f teilen. Per ,Equal Degree Factori-
zation“ konnen wir diese irreduziblen Faktoren finden und dann in der richtigen
Vielfachheit abdividieren. Das ergibt folgenden Algorithmus.

function factor(f)
/] [ € F,[X], ¢ ungerade, lcf(f) = 1.
// Ausgabe: ((hy,e1),.. ., (hg,ex)) mit f=T[, A7,
//  hj normiert und irreduzibel, e; > 1.
u <« () // leere Liste
d«—0
a—X//a=X"mod f
while deg f > 0 do
d—d+1
if deg f < 2d then return append(u, (f,1)) end if // f ist irreduzibel
a < a?rem f // sukzessives Quadrieren in F,[X]/fF,[X]
g — ged(f,a—X)
if deg g > 0 then
(hi,...,hpm) < edf(g,d) // equal degree factorization
f < f/g // Abdividieren von hy - - - hy,
for j =1tomdo
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e+—1
while f rem h; = 0 do
e—e+1
[ f/h;
end while
// Jetzt ist f nicht mehr durch h; teilbar
u «— append(u, (hj,e))
end for
end if
end while
return u
end function

Der Aufwand fiir die Division durch h; féllt nicht ins Gewicht. Die Gesamtkom-
plexitét fiir das Faktorisieren eines Polynoms vom Grad n iiber F, ist damit

im Erwartungswert von der Gréflenordnung O(n2 log q) Operationen in F, oder
O(n?*(log q)*) Wortoperationen.

12.6. Quadratfreie Faktorisierung. Alternativ kann man zuerst f in quadrati-
freie Bestandteile zerlegen. Dabei bestimmt man paarweise teilerfremde quadrat-
freie Polynome hy, ha, ..., Ry, so dass f = hih3---h™. Hat f diese Form, dann
gilt in Charakteristik 0, dass

_ /
N = hoh2... pm1 d ——~2
ggT(f,f) 213 m un ggT(f,f’)

damit lassen sich die h; dann iterativ bestimmen:

F=hohZe o RN (B hy e hay + 20 Boyhg -+ B+ o+ by By B

= hihy -+l ;

und der zweite Faktor, er sei mit h bezeichnet, ist wegen

ggT(h, h;) = g&T(jh - - - hj_1hihjer - - - han, hy) = ggT(jH), hy) = ggT(j, hy)
(beachte h; L h; fiir i # j und h; L h}) teilerfremd zu f.
In Charakteristik p gilt wegen p = 0 abweichend, dass

geT(f, ') = hahg--- - [ ] b

plk

also
h
geT( f f") H o

Man erreicht dann irgendwann den Punkt, dass f" = 0ist. Das bedeutet f = g(X?)
fiir ein Polynom g. Ist der Grundkérper endlich (oder wenigstens perfekt), dann
folgt g(X?) = h(X)?, wobei die Koeffizienten von h die (nach Voraussetzung
existierenden) p-ten Wurzeln der Koeffizienten von g sind. Man kann dann mit h
weiter machen. Eine genaue Beschreibung findet sich in [GG.

12.7. Effizientere Berechnung der ¢-ten Potenzen. Wihrend der Faktorisie-
rung von f miissen wir die iterierten g-ten Potenzen von X im Restklassenring
F,[X]/fF,[X] berechnen. Bisher haben wir dafiir die allgemein anwendbare Me-
thode des sukzessiven Quadrierens benutzt. Wir konnen diese Berechnungen effizi-
enter machen, wenn wir die speziellen Eigenschaften endlicher Kérper ausnutzen.
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Dafiir erinnern wir uns daran, dass die Abbildung x +— x? einen Endomorphismus
auf jeder F,-Algebra definiert. Insbesondere ist
¢ B[ X]/fF[X] — Fy[X]/fF,[X],  ar—af

eine F,-lineare Abbildung. Wenn wir eine F,-Basis von F,[X]/fF,[X] wihlen, etwa
(die Bilder von) 1, X, X% ..., X"! (mit n = deg f), dann kénnen wir ¢ durch eine
n X n-Matrix M iiber F, darstellen. Die Zuweisung a < a? rem f in den obigen
Algorithmen kann dann ersetzt werden durch a < M - a (wenn wir a mit seinem
Koeffizientenvektor identifizieren). Die Kosten dafiir betragen < n? Operationen
in ;. Das ist zu vergleichen mit den Kosten von O(nlog q) Operationen in F, fir
das sukzessive Quadrieren. Es wird sich also vor allem dann lohnen, die Variante
mit der Matrix M zu benutzen, wenn n gegeniiber log ¢ nicht zu grof3 ist.

Es geht aber noch etwas besser. Wenn g € F [X] ein Polynom ist, dann gilt
g(X)? = g(X?7). Das fiithrt zu folgendem Algorithmus zur Berechnung der Potenzen

X7 mod f.
function itfrob(f, m)
/] | €Fy[X], m >0
// Ausgabe: (X9 rem f, X7 rem f,..., X9 rem f) mit d > m.
u <« (X%rem f) // Liste fiir das Ergebnis
// X%rem f durch sukzessives Quadrieren
while length(u) < m do
h < last(u) € F,[X] // letzter Eintrag in u
u «— u cat lift(evalmult(h, v mod f))
end while
return u
end function

evalmult(h, v mod f) ist hier die schnelle Auswertung von h in mehreren Punkten
wie in 11.1; dabei sei (uq,...,u;) mod f = (u; mod f,...,ur mod f) ein Tupel
von Elementen von F,[X]/fF,[X]. lift wandelt die Liste von Elementen des Rest-
klassenrings wieder in eine Liste von Polynomen um. Im Computer passiert dabei
nichts, nur die Interpretation dndert sich.

Der Algorithmus ist korrekt: Sei zu Beginn eines Durchlaufs durch die while-
Schleife

k
U= (Xq rem f,Xq2 rem f,...,Xq2 rem f) :
Dann wird h = X o rem f, und wir werten h aus an den Stellen

X% mod £, X" mod f,..., X% mod f € F,[X]/fF,[X].
Wegen

+1

R(X7) mod f = h(X)? mod f = X*"
ergibt evalmult dann die Liste
+2 2

(XqQk mod f,quk mod f,..., X1 o mod f),

und lift wandelt dies in die kanonischen Représentanten der Restklassen um. Am
Ende der Schleife hat v wieder die Form wie zu Beginn, mit einem um 1 erhohten
Wert von k.

Sei wie iiblich n = deg f. Der Aufwand betragt O(n log ¢) Operationen in IF, fiir die
Berechnung von X7 rem f durch sukzessives Quadrieren. Die schnelle Auswertung
eines Polynoms vom Grad [ in k£ Punkten hat Komplexitét O(I+k) Operationen im

mod f

+1
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Restklassenring, also O((I + k)n) Operationen in F,. In unserem Fall ist [ < n — 1,
und k ist der Reihe nach 1,2,4,...,2° mit s = [log, m] — 1. Die Summe dieser
Werte von k ist 2571 — 1 < 2m, die Anzahl ist s + 1 < logm. Insgesamt ist der
Aufwand fiir die while-Schleife also beschriankt durch O((n + m)n) Operationen
in F,. Gilt (wie meist in den Anwendungen) m < n, dann reduziert sich das auf
O(n?), und der Gesamtaufwand ist

O(n(n + log q)) Operationen in Fy
oder )
@) (n2 log g + n(log q)2) Wortoperationen.

Die Komplexitét der ,,Distinct Degree Factorization® reduziert sich dann ebenfalls
auf diese GroBenordnung (gegeniiber vorher n?(log ¢)?).

Die Berechnung der (¢? — 1)/2-ten Potenz in der ,Equal Degree Factorization®
l&sst sich beschleunigen, indem man
¢ -1 q—1
2 2

verwendet. Wenn man die Werte von X¢ rem f fiir j < d schon berechnet hat,
dann kann man a,af,... ,ozqd*1 im Restklassenring durch Auswerten in

=(1+qg+¢+-+¢7"

X mod f,X?mod f,..., X" " mod f
bestimmen (#hnlich wie im Algorithmus itfrob oben), dann das Produkt bilden
und schliellich noch davon die (¢ — 1)/2-te Potenz durch sukzessives Quadrie-
ren berechnen. Die Komplexitét reduziert sich analog. Insgesamt erhélt man das
folgende Resultat.

12.8. Satz. Die vollstindige Faktorisierung eines normierten Polynoms f € F,[X]|
vom Grad n kann mit einem Aufwand von

0, (n2 log g + n(log q)2) Wortoperationen

bestimmt werden.

13. FAKTORISIERUNG VON PRIMITIVEN POLYNOMEN UBER Z

Jetzt wollen wir uns der Faktorisierung von Polynomen in Z[X] zuwenden. Wir
konnen erst einmal jedes (von null verschiedene) Polynom f € Z[X] faktorisieren
als

f = cont(f) pp(f)

mit cont(f) € Z und einem primitiven Polynom pp(f) € Z[X]. Die vollstindige
Faktorisierung von f ergibt sich dann aus der Faktorisierung von cont(f) (in Prim-
zahlen) und der von pp(f); dabei sind die Faktoren von pp(f) wieder primitiv.
Aus dem Lemma von Gauf folgt, dass die Faktorisierung von primitiven Polyno-
men in Z[X] dquivalent ist zur Faktorisierung von (oBdA normierten) Polynomen
in Q[X].

Die Faktorisierung von ganzen Zahlen ist eine eigene Geschichte; deshalb setzen wir
hier voraus, dass das zu faktorisierende Polynom f primitiv ist. Mit dem Algorith-
mus aus Abschnitt 12.6 konnen wir f in ein Produkt von Potenzen quadratfreier
Polynome zerlegen. Also kénnen wir auch voraussetzen, dass f quadratfrei ist.
Die Aufgabe lautet also, ein gegebenes primitives und quadratfreies Polynom zu
faktorisieren.
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13.1. Grofle Primzahl. Eine Moglichkeit besteht darin, f modulo einer geeigne-
ten Primzahl p zu reduzieren, und die Faktorisierung von f aus der von f mod p
zu rekonstruieren. Wir werden diesen Ansatz im Folgenden genauer untersuchen.

Fiir unsere Zwecke ist es von Vorteil, wenn f mod p auch quadratfrei ist (und den
gleichen Grad n wie f hat). Ein Polynom ist genau dann quadratfrei, wenn es keine
gemeinsame Nullstelle mit seiner Ableitung hat. Nach der Theorie der Resultante
ist das dquivalent zu

disc f := Res(f, f') #0.

Daraus (und aus Res(f, f') = Res(f, f'), wo f = f mod p) folgt, dass p genau
dann die gewiinschte Eigenschaft hat, wenn

pflef(f) und pitdiscf.

Da disc f # 0 nach Voraussetzung, gibt es nur endlich viele ,schlechte* Prim-
zahlen. disc f heifit die Diskriminante von f (und wird héufig auch als disc f =
Res(f, f')/1cf(f) definiert, was fiir uns hier aber keinen Unterschied macht).

Auflerdem miissen wir in der Lage sein, die Faktoren von f in Z[X] aus geeigneten
Teilern von f in F,[X] zu rekonstruieren. Dafiir ist notig, dass p grofler ist als
das Doppelte des Absolutbetrags jedes Koeffizienten eines Teilers von f. Nach

Satz 10.23 ist
B =2V 1fl

eine obere Schranke fiir die Betrdge der Koeffizienten; wir sollten also p > 2B
wéhlen (aber nicht viel grofler, damit die Rechnung nicht ineffizient wird).

Wir wihlen also eine zufillige Primzahl 2B < p < 4B, setzen f = f mod p und
testen, ob ggT(f, f/) = 1 ist (p kann den Leitkoeffizienten von f nicht teilen, da
[ef(£)] < [|f]le < B ist). Ist das nicht der Fall, dann ist f nicht quadratfrei, und
wir wéhlen eine neue Primzahl p.

Dann faktorisieren wir f/lcf(f). Wir bekommen eine Anzahl von (verschiedenen)
normierten irreduziblen Faktoren hq, ..., h,. Der Einfachheit halber nehmen wir
fiir den Moment einmal an, dass lcf(f) = 1 ist. Dann sind die irreduziblen Faktoren
von f ebenfalls normiert, und fiir jeden solchen Faktor g gilt

gmodp:th

jed
fir eine geeignete Teilmenge J, C {1,2,...,m}. Wir berechnen also
g; =1ift (] y)
jeJ
fiir Teilmengen J von {1,...,m} und testen, ob g; ein Teiler von f ist. (Dabei
sei lift(h) wie frither das Polynom H mit ||H|w < p/2 und H mod p = h.) Am
einfachsten geht das, indem wir auch ¢, berechnen mit J' = {1,...,m} \ J und

testen, ob ¢g;g, = f ist. Dazu reicht es aus, die Ungleichung

gslli gl < B

nachzupriifen, denn nach Satz 10.23 muss das erfiillt sein, wenn g9, = f ist;
umgekehrt ist

1959500 < llg5951x < llgsll gl < B
und g;g; = f mod p, also folgt Gleichheit.
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Ist f nicht normiert und lef(f) = [, dann setzen wir statt dessen

gs =it (1] 1) ;
jeJ
in diesem Fall gilt
lf =979 modp.
Alles geht genauso durch wie vorher, wenn wir B durch |[| - B ersetzen.

Wir erhalten also folgenden Algorithmus.

function factor(f)
// [ € Z[X] primitiv und quadratfrei, lef(f) > 0.
// Ausgabe: (g1, ..., gx) mit g; € Z[X] primitiv und irreduzibel, f = g - - - gi.
n <« deg f
if n =0 then return () end if // f=1
if n =1 then return (f) end if // noch ein trivialer Fall
[ — Icf(f)
B—vn+12"|f|lc € R
// Wahl einer geeigneten Prinzahl
repeat
p < zufallige Primzahl mit 2B < p < 4B
f— fmodp€TF,[X]; [+l mod p
until ged(f, ) =1
(hi, ..., hy) < factor(f/I)
return combine(f, B, p, (hi,...,hy), 1)
end function

function combine(f, B, p, (hi,...,hp), d)
/] f, B, p, (h1,...,hy,) wie oben,
//  jeder irreduzible Faktor von f zerlegt sich mod p in > d Faktoren.
// Ausgabe: wie oben.
if 2d > m then return (f) end if // dann muss f irreduzibel sein
[« lcf(f) mod p € F,
for J C {1,2,...,m}, #J =d do
g1 — 1 eF,[X]; g — 1 €F,[X]
for j =1 tom do
if j € J then g1 < g1 - h; else gy < g5 - h; end if
end for
if ||G1||1 : ||G2||1 S B then
// Faktor gefunden
return (pp(G1)) cat combine(pp(Ga), B, p, (h;);¢.s,d)
end if
end for
return combine(f, B, p, (h1,...,hp),d+ 1)
end function

Zur Komplexitat: Ist ||f]|lo < A, dann gilt log B < n + log A. Eine zufalli-
ge (Pseudo-)Primzahl im relevanten Intervall ldsst sich durch einen probabili-
stischen Algorithmus in erwarteten O((log B)?) Wortoperationen finden. Eine
Abschétzung der Diskriminante zeigt, dass die Wahrscheinlichkeit, dass p , gut®
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ist, mindestens 1/2 betrigt (Ubung). Die erwartete Anzahl an Versuchen, bis ein
gutes p gefunden ist, ist also hochstens 2. (Die Berechnung des ggT in FF,[X] ist
mit O(nlog B) Wortoperationen hier vernachléssigbar.)

Der Aufwand fiir die Faktorisierung mod p ist O(n(log B)?).

Fiir eine Teilmenge J konnen die Multiplikationen der h; mit einem Aufwand von
O(mnlog B) Wortoperationen durchgefiihrt werden (mit einem hierarchischen An-
satz wie in Abschnitt 11 kann man das zu O(n log B) beschleunigen); die weiteren
Berechnungen sind vernachléssigbar. Im schlimmsten Fall ist f irreduzibel, dann
miissen alle Teilmengen J mit #.J < m/2 durchprobiert werden. Davon gibt es

mindestens 2771, und m kann im ungiinstigsten Fall gleich n sein.

Das Verfahren zum Kombinieren der Faktoren hat also bei ungiinstigen Eingangs-
daten ezponentielle Komplexitat.

Fiir ein gegebenes quadratfreies Polynom f € Z[X] gilt stets, dass es unendlich
viele verschiedene Primzahlen p gibt, so dass f mod p in Linearfaktoren zerfillt.
Das ist eine Folgerung aus dem Satz von Chebotarev; genauer ergibt sich, dass die
Menge dieser Primzahlen die Dichte 1/[K : Q] hat, wo K der Zerfallungskorper
von f ist. Man kann also durch eine ungliickliche Wahl der Primzahl p im Algo-
rithmus stets den Fall exponentieller Komplexitidt bekommen.

Es ergibt sich dann die Frage, ob man wenigstens bei passender Wahl von p errei-
chen kann, dass man polynomiale Komplexitit bekommt. Diese Hoffnung erfiillt
sich leider nicht: Es gibt Polynome, die sich immer schlecht verhalten.

13.2. Swinnerton-Dyer-Polynome. Seien pq,po,...,p, paarweise verschiede-
ne Primzahlen (es geniigt anzunehmen, dass kein Produkt von verschiedenen der p,
ein Quadrat ist). Wir betrachten das Polynom

SDpl ----- pm(X) = H (X - iqm) .

€1ye,EmE{E1} Jj=1

Zum Beispiel ist
SDy3(X) = (X — V2 — V3)(X — V2 +V3)(X + V2 — V3)(X + V2 +V3)
= (X —v2)? = 3) (X + v2)* - 3)
= (X2 —2v2X — 1)(X? +2V2X —1)
=(X? -1 -8X*=X"-10X*+1.

Allgemeiner gilt

(X) = SDPl ,,,,, DPm (X - \/pm+1> SDIH ,,,,, P (X + \/pm+1) .

''''' PmsPm+1

Also etwa
SD2s5(X) = (X — VB)' —10(X = V5)* + 1) ((X + V5)' = 10(X + V5)* + 1)
= (X* 4 20X? — 24)% — 5(4X3)?
= X% — 40X + 352X* — 960X? + 576..

(Die MAGMA-Funktion SwinnertonDyerPolynomial(n) berechnet SDo35 ., WO
pn, die n-te Primzahl ist.)

Fiir diese Polynome gilt:

.....
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p 15t irreduzibel;

,,,,,

(3) Fiir jede Primzahl p zerfallt SD,, ., mod pin F,[X] in Faktoren vom Grad
hochstens 2.

Sei dazu K = Q(\/p1, /P2 - - -+ /Pm)- Dann ist K/Q eine Galoiserweiterung, und
die Elemente der Galoisgruppe bilden ,/p; auf £,/p; ab. Die Nullstellen des Po-

lynoms werden also nur vertauscht; es folgt SD,, . € Q[X]. Auf der anderen
Seite sind die Nullstellen alle ganz-algebraisch, also folgt, dass die Koeffizienten
sogar ganzzahlig sind.

Fiir die Irreduzibilitét tiberlegt man sich, dass [K : Q] = 2™ ist (denn p,, ist kein
Quadrat in Q(y/p1, - - -, /Pm—1))- Es folgt, dass es zu jeder Wahl von Vorzeichen ¢;
ein Element o der Galoisgruppe von K/Q gibt mit o(,/p;) = €;,/p; fiir alle j. Die
Galoisgruppe operiert dann transitiv auf den Nullstellen; damit ist SD,,
Minimalpolynom etwa von ; +/P; und insbesondere irreduzibel.

.....

Sei nun p irgend eine Primzahl. Dann wird jedes Element von F,, in F,2 ein Qua-
drat (klar fiir Fy, und fiir p ungerade ist F,2 = F,(v/d) fiir jedes Nichtquadrat
d € Fp). Es folgt, dass SD,, ., modp in F2[X] in Linearfaktoren zerfillt. Der
Frobenius-Automorphismus von F,2 /F, kann einige davon paarweise vertauschen;
das Produkt zweier solcher Faktoren ist dann in F,[X]. Faktoren, die vom Fro-
benius festgelassen werden, sind bereits in F,[X]. Damit kann SD,,
in F,[X] hochstens irreduzible Faktoren vom Grad 2 haben.

Ist also f = SD,, . p, (mit n = 2™), dann haben wir mod p (wenn p t disc(f))
mindestens 2"~ = n/2 Faktoren, und der Algorithmus muss alle Teilmengen der
GroBe < n/4 durchprobieren, bis feststeht, dass f irreduzibel ist. Das sind mehr
als 2%/271 also haben wir hier in jedem Fall exponentielle Komplexitét.

-----

13.3. Verhalten fiir zufillige Polynome. Ist f € Z[X] ein zufillig gewihl-
tes (quadratfreies, primitives) Polynom vom Grad n, etwa mit Koeffizienten vom
Betrag < A mit nicht zu kleinem A, dann ist f mit sehr hoher Wahrscheinlich-
keit irreduzibel und hat Galoisgruppe S,,. In diesem Fall ist der Erwartungswert
der Anzahl der irreduziblen Faktoren von f mod p gleich der durchschnittlichen
Anzahl von Zykeln einer Permutation in S,. Man kann sich iiberlegen (Ubung),
dass dieser Erwartungswert € logn + O(1) ist. (Die Standardabweichung ist et-
wa y/logn, also relativ klein.) Die Anzahl der zu betrachtenden Teilmengen von
Faktoren ist dann etwa £2!°67T0() « pl°62, Damit ist die erwartete Laufzeit doch
wieder polynomial.

Auf der anderen Seite sind viele der Polynome, die man faktorisieren mochte,
gerade nicht zufallig. Im allgemeinen wird sich der Algorithmus umso schlechter
verhalten, je mehr Elemente der Galoisgruppe als Permutationen der Nullstellen
in viele Zykel zerfallen. Das bedeutet im wesentlichen, dass die Galoisgruppe einen
kleinen Exponenten hat. Bei den Swinnerton-Dyer-Polynomen ist der Exponent
zum Beispiel 2.

13.4. Kleine Primzahlen und Hensel-Lift. In jedem Fall erscheint es giinstig,
wenn man mehrere Primzahlen ausprobieren kann, um eine zu finden, die moglichst
wenige Faktoren liefert. Allerdings ist in unserem bisherigen Algorithmus der Auf-
wand fiir das Finden einer geeigneten Primzahl sehr grofl. Wir wiirden daher
gerne mit kleinen Primzahlen arbeiten. Eine Mdoglichkeit besteht darin, mit einer
Faktorisierung mod p zu beginnen und sie zu einer Faktorisierung mod p° ,,hoch-
zuheben®, wo p® > 2B ist. Die Bedingung p® > 2B garantiert wieder, dass wir die
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Faktoren in Z[X] rekonstruieren kénnen. Das folgende Lemma zeigt, dass dieser
Ansatz funktioniert.

13.5. Lemma (Hensel). Sei f € Z[X] u d_ eine Primzahl mit p 1 1cf(f) = (.
Seien weiter g, h € F,[X] mit lef(g) = lef(h) = 1, Res(g,h) # 0 und (I mod
p)gh = fmod p. Dann gibt es fir jedes e > 1 emdeumg bestimmte Polynome

9o, he € Z/p°Z[X] mit 1cf(g.) = lcf(he) = 1, go mod p = g, he mod p = h und
(I mod p®)gehe = f mod p°.

Beweis. Induktion nach e. Fiir e = 1 ist die Behauptung trivial. Wir nehmen an,
die Aussage sei wahr fiir ein e und zeigen sie fiir e + 1.

Da g., h. nach Annahme eindeutig bestimmt sind, muss gelten
ger1 mod p¢ =g, und h.yq mod p® = h,.

Seien ge, he € Z/p" Z[X] mit lef(ge) = lef(he) = 1 und so dass §. mod p¢ = g,
he mod p¢ = h,. (Die Leitkoeffizienten sind eindeutig bestimmt.) Wir kénnen dann
ansetzen:

Jer1 = Je +pU, hey1 = }Nle + pv
mit u,v € F,[X], degu < deg g und degv < degh. Nach Voraussetzung gilt
“)gehe = (f mod p*') + pw

mit w € F,[X], degw < deg f = deg g + deg h. Die Bedingung
e+1

(I mod p

(I mod p“™)get1herr = f mod p
bedeutet dann )
p°(w + ulhe + vlg,) = 0 mod p*!
oder dquivalent
w + u(l mod p)h + v(l mod p)g = 0 € F,[X].
Da Res(g, h) # 0 die Determinante der Koeffizientenmatrix dieses linearen Glei-

chungssystems ist, gibt es eine eindeutige Losung u € Fy[X]cdegg, v € Fp[X] gegn
Das zeigt die Aussage fiir e + 1.

Die Berechnung der Faktoren g. und h. kann also wie folgt geschehen.

function hensel(f, p, g, h, e)
// f,p, g, h wie oben, e > 1.
// Ausgabe: g., h. wie oben.
g1 G by —h
[« lcf(f); [ « I mod p
forj=1toe—1do
w « (ift(g;) lift(h;) — f)/p’ mod p
(u,v) + Losung von ulh +vlg = —w
gy — lift(g;) + P
hj+1 — llft(h]) —|—p]1)
end for
return (ge, he).
end function

Da man mehrmals ein lineares Gleichungssystem mit der selben Koeffizientenma-
trix, aber wechselnder rechter Seite losen muss, ist es sinnvoll, die Inverse dieser
Matrix zu berechnen (Komplexitit O(n?) Operationen in F,, wenn n = deg f).
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Dann reduziert sich der Aufwand fiir die Lésung des Gleichungssystems auf O(n?)
Operationen in F, pro Durchlauf.
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