© e N Ot W

10.

Einfiihrung in die Computeralgebra

Sommersemester 2016
Universitit Bayreuth

MICHAEL STOLL

INHALTSVERZEICHNIS

Einfiihrung

Grundlagen

Der Euklidische Algorithmus

Modulare Arithmetik

Schnellere Multiplikation

Newton-Iteration

Schnelle Algorithmen fiir verschiedene Berechnungen
Faktorisierung von Polynomen iiber endlichen Kérpern
Primzahltests

Faktorisierung von ganzen Zahlen

Literatur

Bildschirmversion vom 1. August 2016, 12:19 Uhr.

14
23
29
41
52
o7
68
78
87
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1. EINFUHRUNG

Was ist Computeralgebra?

Die Computeralgebra ist Teil eines Gebiets, das als Wissenschaftliches Rechnen
bezeichnet wird. Dabei geht es darum, mit Hilfe des Computers mathematische
Probleme zu losen. Die dabei verwendeten Verfahren lassen sich grob einteilen
in numerische Algorithmen und symbolische Algorithmen. Mit den numerischen
Verfahren beschéftigt sich die Numerische Mathematik, mit den symbolischen zu
groflen Teilen die Computeralgebra. Die wesentlichen Unterschiede sind etwa die
folgenden.

Bei den numerischen Verfahren sind die zu Grunde liegenden Objekte kontinuierli-
cher Natur (etwa Vektorfelder), die durch (oft sehr groBe Anzahlen an) Gleitkom-
mazahlen im Computer ndherungsweise dargestellt werden. Relevante Probleme
bei der Konstruktion und der Untersuchung von Algorithmen sind Konvergenz
(kommen wir bei entsprechend hohem Aufwand der wahren Losung beliebig na-
he?), Kontrolle der Rundungsfehler, die bei Rechnungen mit Gleitkommazahlen
auftreten, und natiirlich die Effizienz der Verfahren. Haufig sind groffe Mengen
von Daten zu verarbeiten, an denen in gleicher Weise und vielfach hintereinander
relativ einfache Berechnungen durchgefiihrt werden. Man denke zum Beispiel an
die numerische Losung eines Systems von partiellen Differentialgleichungen, etwa
bei der Wettervorhersage.

Symbolische Verfahren dagegen rechnen ezakt; die zu Grunde liegenden Objekte
sind algebraischer und damit diskreter Natur, etwa Polynome in mehreren Varia-
blen mit rationalen Zahlen als Koeffizienten. Diese Objekte kénnen sehr komplex
sein, und diese Komplexitit muss durch geeignete Datenstrukturen im Computer
abgebildet werden. Die verwendeten Algorithmen sind dementsprechend ebenfalls
komplex, und das Hauptproblem liegt darin, effiziente Algorithmen und Daten-
strukturen zu finden. Héufig beruhen diese auf hochst nichttrivialen Resultaten
der Algebra und Zahlentheorie. Typische Aufgaben sind etwa die Faktorisierung
von ganzen Zahlen (das RSA-Kryptosystem beruht darauf, dass dafiir kein wirk-
lich effizientes Verfahren bekannt ist) oder das Auffinden von rationalen Losungen
polynomialer Gleichungssysteme.

Es gibt allerdings auch Mischformen. Man kann etwa partielle Differentialglei-
chungen symbolisch ,,vorverarbeiten“, um sie in eine fiir numerische Algorithmen
besser geeignete Form zu bringen. Auf der anderen Seite kann es effizienter sein,
eine symbolische Rechnung (etwa mit ganzen Zahlen) numerisch, also ndherungs-
weise, durchzufithren, wenn man dadurch das exakte Resultat hinreichend gut
approximieren kann.

1.1. Beispiel. Wir betrachten folgendes Problem:

F(X) = X* — a3 X? +ayX? — a, X + ag
sei ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten. Wir bezeichnen die Nullstellen
von f in C mit oy, s, ag, ay. Wir wollen das Polynom ¢(X) berechnen, dessen
Nullstellen die sechs verschiedenen méglichen Ausdriicke der Form a;o; sind mit
1 <i < 7 < 4. Die Theorie der symmetrischen Polynome sagt uns, dass die Koef-

fizienten von g Polynome in den a; mit ganzzahligen Koeffizienten sind. Explizit
gilt (wie durch eine symbolische Rechnung nachgewiesen werden kann)

9(X) = X6 —a, X5 + (ara3 — aO)X4 + (2apas — a0a§ — a%)X3

+ CLQ(CLlCLg — CZQ)X2 — agagX + ag .

BSP
symbolisch/
numerisch
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Eine rein symbolische Losung wére, in diesen Ausdruck die Werte der Koeffizienten
des gegebenen Polynoms einzusetzen. Alternativ kann man die Nullstellen «; als
komplexe Zahlen niherungsweise berechnen, daraus die Nullstellen 3y, ..., B¢ von g
bestimmen und dann g(X) ndherungsweise als

9(X) = (X = B)(X = B2) - (X = S)
erhalten. Wenn die Néherung gut genug ist, bekommen wir die wahren Koeffizi-
enten (die ja ganze Zahlen sind) durch Runden. Ein wesentlicher Unterschied zum
in der Numerik Ublichen ist hier, dass die numerische Rechnung unter Umstéinden
mit sehr hoher Genauigkeit (also Anzahl an Nachkommastellen) durchgefiihrt wer-
den muss, damit das Ergebnis nahe genug an der exakten Losung liegt.

In diesem Beispiel ist das Einsetzen der Koeffizienten in die explizite Formel fiir ¢
nicht sehr aufwendig. Ein &hnlich gelagerter Fall tritt auf fiir f vom Grad 6
und g das Polynom mit den zehn Nullstellen der Form o, oy, + o, 0 mit
{i1,... i} = {1,...,6}, das zu bestimmen fiir einen Algorithmus aus meinem
Forschungsgebiet wichtig ist. Hier hat der explizite Ausdruck fiir g iiber 160 Ter-
me, und der Ansatz iiber eine numerische Néherung gewinnt an Charme. (Man
kann iibrigens auch mit anderen Vervollstdndigungen von QQ arbeiten als mit R;
diese ,,p-adischen Zahlen* (fiir eine Primzahl p) haben beim numerischen Rechnen
gewisse Vorteile.) &

Fiir diese Vorlesung werden Grundkenntnisse in Algebra (Theorie des euklidischen
Rings Z, Polynomringe, endliche Kérper) vorausgesetzt, wie sie in den Vorlesungen
,Einfithrung in die Zahlentheorie und algebraische Strukturen“ und , Einfithrung
in die Algebra“ vermittelt werden.

Als Literatur zum Thema ist das sehr schéne Buch [GG] von von zur Gathen und
Gerhard zu empfehlen. Die beiden deutschsprachigen Biicher [Ka] und [Ko], die
erschwinglicher sind, sollten aber auch das relevante Material enthalten, wobei sich
Anordnung und Stil natiirlich unterscheiden.

Fiir Beispicle und Ubungsaufgaben, die am Computer zu bearbeiten sind, wer-
den wir das Computeralgebrasystem MAGMA verwenden, das z.B. im WAP-Pool
zur Verfiigung steht. Im Unterschied zu den besser bekannten Systemen Maple
und Mathematica, die termorientiert arbeiten, basiert MAGMA auf algebraischen
Strukturen. Das heiflt insbesondere, dass jedes Objekt ., weifl*, in welcher Struktur
es zu Hause ist. Das ist zum Beispiel wichtig, um die Frage zu beantworten, ob
eine gegebene Zahl ein Quadrat ist oder nicht:

$ magma

Magma V2.21-11 Thu Apr 14 2016 11:05:11 on btm2xa [Seed = 595121159]
Type 7 for help. Type <Ctrl>-D to quit.
> IsSquare(2);

false

> Type(2);

RngIntElt

> IsSquare(RealField()!2);

true 1.41421356237309504880168872421

> Type(RealField()!2);

F1dReElt

> IsSquare(RealField()!-7);

false

> IsSquare(ComplexField()!-7);

true 2.64575131106459059050161575364*8$.1
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> IsSquare(pAdicField(2)!2);
false

> IsSquare(pAdicField(2)!-7);
true 49333 + 0(2°19)

> IsSquare(FiniteField(5)!2);
false

> IsSquare(FiniteField(17)!2);
true 6
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2. GRUNDLAGEN

Bevor wir in die Materie wirklich einsteigen kénnen, miissen wir erst einmal eine
Vorstellung davon haben, wie die grundlegenden algebraischen Objekte, ndmlich
ganze Zahlen und Polynome, im Computer dargestellt werden kénnen, und wie
wir die Komplexitéat bzw. Effizienz unserer Algorithmen messen kénnen.

Computer arbeiten mit Datenworten, die aus einer gewissen festen Anzahl an
Bits bestehen (heutzutage meist 64). Da wir in der Computeralgebra hiufig mit
sehr groflen ganzen Zahlen zu tun haben, reicht ein Wort im Allgemeinen nicht
aus, um eine ganze Zahl zu speichern. Man wird also ein Array (eine geordnete
Liste) von solchen Worten verwenden. Dann muss man zusétzlich noch wissen, wie
lang das Array ist, und man muss das Vorzeichen in geeigneter Weise codieren.
Mathematisch gesehen, schreiben wir eine ganze Zahl N als

n—1

N=(-1)") ;B

J=0

wobei s € {0,1} und B die der Wortlénge entsprechende Basis ist; wir nehmen im
Folgenden B = 2%* an. Die , Ziffern“ a; erfiillen 0 < a; < B. Wenn wir n < 2%
annehmen (was realistisch ist, denn grofiere Zahlen wiirden jeglichen Speicherplatz
sprengen), dann lésst sich N im Computer darstellen als Folge

63
§-2”4+n,a9,...,0,_1

von Worten. Es ist hdufig sinnvoll, diese Darstellung zu normalisieren (also ein-
deutig zu machen), indem man fordert, dass a,_; # 0 ist. Die Zahl 0 kann dann
etwa durch das eine Wort 0 dargestellt werden (hat also s = 0 und n = 0). Die
Zahl n ist in diesem Fall die Wortlinge A(N) von N; es gilt fiir N # 0

A(N) = ﬁogg’gw T

Man verwendet einen Zeiger auf das erste Wort der Darstellung von N (also seine
Adresse im Speicher), um N im Computer zu reprisentieren:

Polynome in einer Variablen werden analog dargestellt:
FX) =) a;x7,
j=0

wobei die Koeffizienten a; aus einem Ring R kommen. Das erste Wort gibt wieder-
um die Lénge (n+1, wenn n der Grad ist) an, es folgen die Koeffizienten ay, . . ., a,
als Zeiger auf die entsprechenden Datenstrukturen (etwa fiir ganze Zahlen wie
oben). Man wird verlangen, dass a,, # 0 ist; das Nullpolynom wird wieder durch
das Nullwort dargestellt. In der folgenden Skizze ist das am Beispiel X2 — X + 3
gezeigt.

DEF
Wortlange
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Darstellung von X2 - X + 3

Rationale Zahlen werden als Paare von ganzen Zahlen (Zéhler und Nenner), d.h.
konkret, als zwei Zeiger auf Zahler und Nenner in aufeinanderfolgenden Speicher-
zellen, dargestellt. Polynome in mehreren Variablen konnen zum Beispiel als Poly-
nome dargestellt werden, deren Koeffizienten wieder Polynome (in einer Variablen
weniger) sind, usw.

Nachdem die Datenstrukturen geklért sind, miissen die grundlegenden arithmeti-
schen Operationen implementiert werden. Fiir ganze Zahlen sind dies etwa Ver-
gleich, Negation, Addition, Multiplikation und Division mit Rest. Fiir Polynome
bleibt vom Vergleich nur der Test auf Gleichheit iibrig, und bei der Division mit
Rest nehmen wir an, dass der Divisor Leitkoeffizient 1 hat. (Da die Negation
(Vorzeichenwechsel) im wesentlichen trivial ist, ist die Subtraktion als Negation
des Subtrahenden plus Addition eingeschlossen.)

Geht man von normierten Darstellungen aus, dann sind zwei ganze Zahlen genau
dann gleich, wenn ihre Darstellungen gleich sind (also gleiches Vorzeichen und
gleiche Lange, und dann iibereinstimmende ,, Ziffern“). Analog gilt fiir Polynome,
dass sie genau dann gleich sind, wenn sie denselben Grad n haben und ihre Koeffi-
zienten a; jeweils gleich sind (wobei hier der Algorithmus zum Test der Gleichheit
im Koeffizientenring R verwendet wird).

Algorithmen in diesem Skript werden in Pseudocode formuliert. Er lehnt sich an
die Strukturen der meisten Programmiersprachen an und kann in der Regel ohne
Schwierigkeiten in eine gegebene Sprache (wie zum Beispiel die Programmier-
sprache von MAGMA) iibetragen werden. Je nach Abstraktionsgrad kénnen aber
auch Anweisungen vorkommen, die keine unmittelbare Entsprechung haben. Die
Einriickung dient der Ubersichtlichkeit, hat aber sonst keine Bedeutung.

Hier ist eine recht ausfiihrliche Version des Vergleichsalgorithmus fiir ganze Zah-
len, basierend auf der oben eingefithrten Datenstruktur. Wir nehmen an, dass der
Prozessor Befehle zur Verfiigung stellt, mit denen zwei Datenworte (als Elemente
von Zs interpretiert) verglichen werden koénnen. In einer konkreten Implementa-
tion miissen wir auch in der Lage sein, das Vorzeichenbit s bzw. t zu extrahieren.

function compare(M, N)
input: M = (=1)* Y70 a; B, N = (=1)" 72 b; B
output: —1falls M < N, 0 falls M = N, 1 falls M > N.

if s # ¢ then return (—1)° end if
// Ab hier haben M und N dasselbe Vorzeichen.

ALGO
Vergleich
in Z
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if m > n then return (—1)° end if
if m < n then return —(—1)° end if
// Ab hier gilt m = n.
for j=n—1to 0 by —1do
if a; > b; then return (—1)° end if
if a; < b; then return —(—1)° end if
end for
// Wenn wir hier ankommen, gilt M = N.
return 0
end function

Der Additionsalgorithmus hat einen d&hnlichen Aufbau. Je nach Vorzeichen miissen
die Betrige addiert oder subtrahiert werden. Wir verwenden den Additionsbefehl
des Prozessors, der fiir die Eingabeworte v und v und das Ausgabewort w der
Relation
wH+cd-B=u+v+ec

entspricht, wobei ¢, ¢ € {0,1} den Wert des Carry-Flags (Ubertragsbit) des Pro-
zessors vor und nach der Ausfithrung bezeichnet. Fiir die Subtraktion gibt es
analog einen Befehl entsprechend der Relation

w—c -B=u—v—c.

Wir werden im Pseudocode ,,<“ fiir den Zuweisungsoperator anstelle des in vielen

Programmiersprachen gebrauchlichen ,,:=*“ (oder auch ,,=*) verwenden.
ALGO
function add(M, N) Ad%ltlon
in

input: M = (—1)° Y. a; B0, N = (—=1)' Y1) b; BI.
output: M+ N = (—-1)" Z?;é d;B.

if s =1 then
// M und N haben gleiches Vorzeichen: addieren.
if m < n then vertausche M und N end if
// Ab hier ist m > n.
k <= m // Lénge der Summe.
u < s // Vorzeichen der Summe.
¢ + 0 // Initialisierung Ubertrag.
for j=0ton—1do
d;j+c- B < aj +b; + ¢ // Addition mit Ubertrag
end for
for j=ntom—1do
d;+c- B <+ a; +0+c // Addition mit Ubertrag
end for
if c=1 then
// Ergebnis wird lédnger.
dk — C
k<« k+1
end if
else // M und N haben verschiedenes Vorzeichen: subtrahieren.
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end if
return (u, k,do,dy, ..., dx_1)
end function

Was konnen wir iiber die Effizienz dieses Additionsalgorithmus sagen? Wir sind
hauptséchlich daran interessiert, das Ergebnis madglichst schnell zu erhalten. Bei
gegebenen Eingabedaten wird sich die Rechenzeit aber je nach Hardware und Im-
plementation stark unterscheiden. Als MaB fiir die Komplexitét besser geeignet
ist die Art und Weise, wie die Laufzeit von der Grofle der Eingabe abhéingt. Bei
der Addition ist die Gréfle der Eingabe (gemessen in Worten) A(M) + A(IV). Der
Prozessorbefehl zur Addition von Worten wird max{A(M), A\(N)}-mal ausgefiihrt.
Dazu kommt eine konstante Anzahl an Prozessorbefehlen fiir die Abfragen zu Be-
ginn, die Initialisierung und die Ausgabe. Auflerdem braucht man pro Schleifen-
durchlauf noch eine konstante (oder jedenfalls beschrénkte) Zahl von Befehlen
(Heraufzéhlen von j, Vergleich mit dem Endwert, Adressrechnungen zum Zugriff
auf a;, b;, d;, ... ). Insgesamt werden

F(M,N) < amax{A\(M),\(N)} +b < a(AMM)+AN)) +b
Prozessorbefehle benétigt, wobei a und b vom verwendeten Prozessor (und dem
Compiler etc.) abhédngen. Um von solchen Details zu abstrahieren, schreiben wir

fM,N) < MM) + A(N)
oder
f(M,N) € O(A(M) + A(N)) .
Beide Schreibweisen haben die gleiche Bedeutung, namlich dass die linke Seite

beschrénkt ist durch eine Konstante mal die rechte Seite, jedenfalls wenn (hier)
A(M) + A(N) hinreichend grof ist.

Wir prézisieren das und fithren noch verwandte Schreibweisen ein.

2.1. Definition. Sind f,g: Z>y — R, dann schreiben wir

(1) f(n) € O(g(n)) oder f(n) < g(n),
falls es ng € Z>o und ¢ > 0 gibt, sodass | f(n)| < cg(n) fir alle n > ng gilt;

(2) f(n) € Qg(n)) oder f(n)> g(n),

falls es ng € Z>o und ¢ > 0 gibt, sodass |f(n)| > cg(n) fur alle n > ng gilt;
(3) f(n) € ©(g(n)) oder f(n) = g(n),

falls f(n) € O(g(n)) und f(n) € Q(g(n)). O

Ist f zum Beispiel ein Polynom vom Grad 3 mit positivem Leitkoeffizienten, dann
gilt
() € O, f(n) € O, f(n) € Qn*), f(n) € An?) und f(n) € O(n?).

Man sieht auch haufig die Schreibweise ,,f(n) = O(g(n))* etc., die allerdings
problematisch ist, da die iiblichen Regeln fiir Gleichheit (wie die Transitivitét)
nicht gelten. Wenn man den fithrenden Term im Wachstum von f genau angeben
will, schreibt man auch z.B. f(n) € 2n® + O(n?).

Damit kénnen wir die Komplexitidt der Addition genauer als in ©(A(M) + A(N))
angeben, denn es werden auch mindestens max{A(M),A\(N)} > (A(M) 4+ A(N))
Rechenschritte ausgefiihrt. Die Komplexitét ist also linear in der Lénge der Ein-
gabedaten. Es ist klar, dass jeder Algorithmus, der zwei ganze Zahlen in der hier

DEF
0, Q, ©
< >, X
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beschriebenen Darstellung addiert, mindestens lineare Komplexitédt haben muss:
Da jedes Wort der beiden zu addierenden Zahlen das Ergebnis beeinflussen kann,
muss die komplette Eingabe , angefasst“ werden. Insofern ist der angegebene Al-
gorithmus im Wesentlichen optimal.

Fiir die Addition von Polynomen gilt Entsprechendes. Hier verwendet man mei-
stens die Anzahl der Operationen im Koeffizientenring R als Maf fiir die Komple-
xitdat. Wir setzen die Definition

i=0 =0 =0

in einen Algorithmus um (dabei sei a; = 0, falls ¢ grofer ist als der Grad des Po-
lynoms, entsprechend fiir b;). Wir haben also n + 1 Additionen von Koeffizienten
durchzufiihren; die Komplexitét ist also wiederum linear. Die Wortkomplexitdit
kann grofler sein; sie hangt vom Typ der Koeffizienten ab. Sind die Koeffizien-
ten ganze Zahlen vom Betrag < M, dann erhalten wir eine Wortkomplexitét
in ©(nlog M).

Interessanter ist die Multiplikation. Die Schulmethode daftir (fiir Polynome und
Zahlen in Dezimalschreibweise gleichermaflen) sieht so aus:

(2X? - X +1)-(3X? —2X + 1) : 1 2X?2— X +1
—2X —4X34+2X? - 2X
3X?2 | 6X*—-3X3+3X2

[ 6XT—TX3+7X?—3X +1

1234 - 567 : 7| 8638
60| 7404

500 | 6170
(699678

Als Pseudocode fiir den etwas iibersichtlicheren Fall der Polynome (wo es beim
Addieren keinen Ubertrag gibt) sieht das so aus (wir nehmen an, dass es im Ko-
effizientenring R keine Nullteiler gibt und dass die Polynome p und ¢ normalisiert
sind; dann ist das Produkt ebenfalls normalisiert):

ALGO
function multiply(p, q) 'V(l)l:tlphkatlon
4 " . v
input:  p=>3",a; X", =3, b X" Polynomen

output: p-q=>"1"¢; X"
for i =0 to m+n do ¢; < 0 end for // Initialisierung
for 7 =0 to m do
for k=0 to n do
Cijt+k < Cj+k + a; - bk
end for
end for

return (m —+n,co, ..., Crnin)
end function

Wie sieht es mit der Komplexitit aus? Wenn wir die Operationen im Koeffizi-
entenring R zdhlen, die im obigen Multiplikationsalgorithmus ausgefiihrt werden,
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kommen wir auf
(m +1)(n + 1) Multiplikationen ~und (m + 1)(n + 1) Additionen.

Dazu kommen noch m-+n+1 Operationen, in denen ein Koeffizient auf null gesetzt
wird. Die Komplexitdt der Schulmethode fiir die Multiplikation zweier Polynome
vom Grad n ist also < n?: Das Verfahren hat quadratische Komplexitit.

Fiir die Komplexitat der Schulmethode fiir die Multiplikation zweier ganzer Zahlen
M und N erhalten wir entsprechend =< A(M) - A\(N). Dabei stiitzt man sich auf
einen Befehl des Prozessors, der aus Worten a und b Worte ¢y und ¢; berechnet
mit a-b=cy+c - B.

Auf den ersten Blick scheint damit zur Multiplikation alles gesagt. Wir werden

aber im Verlauf der Vorlesung sehen, dass es durchaus moglich ist, schneller zu

multiplizieren.

Als letzte der Grundrechenarten bleibt noch die Division mit Rest.

Wir erinnern uns:

2.2. Definition. Ein Integritidtsbereich R ist ist ein euklidischer Ring mit Norm-

funktion N: R — Z>(, wenn es zu a,b € R mit b # 0 stets ¢, € R gibt, so dass
a=qgb+r und N(r) < N(b). &

(Ein Integrititsbereich ist ein kommutativer Ring (in dem also a-b = b - a gilt)
ohne Nullteiler (aus a-b =0 folgt a = 0 oder b = 0).)

Im allgemeinen sind der Quotient ¢ und der Rest r dabei nicht eindeutig bestimmt.

Die wichtigsten Beispiele von euklidischen Ringen sind R = Z und R = k[X], wo
k ein Korper ist. Fir R = Z kann man N(n) = |n| als Normfunktion benutzen,
und fiir R = k[X] setzt man N(0) =0, N(p) = 1+ degp (oder N(p) = 29°P; das
hat den Vorteil, dass wie fiir Z dann N(pq) = N(p)N(q) gilt), wenn p # 0 ist.

Wir beweisen das fiir den Polynomring.

2.3. Satz. Sei k ein Korper und seien a,b € k[X] mit b # 0. Dann gibt es
eindeutig bestimmte q,r € k[X]| mit

a=qb+r wund degr <degb.

Beweis. Existenz: Wir betrachten b als fest und verwenden Induktion nach dem
Grad von a. Fiir dega < degb konnen wir ¢ = 0, r = a nehmen. Sei also jetzt
n = dega > deg b = m; wir schreiben

a=a, X"+ a, 1 X" Vo X +ag, b=b, X" +b, X 45 X + by
mit b, # 0. Dann ist
a=a—>ba, X"
=a, X" +a, 1 X" 4+ +a
— (an X" + apbp—1b, X"+ - -+ aybob, X"
= (ap_1 — Apbp_1b X" -

ein Polynom mit dega < n = dega. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es also
¢,r € k[X] mit @ = gb + r und degr < degb. Dann gilt aber

a=a-+ b;blanX”*mb =(q+ b;zlanX"*m)b + 7,

DEF
euklidischer
Ring

DEF
Quotient
Rest

SATZ
k[X] ist
euklidisch
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und die Behauptung gilt mit ¢ = ¢ + b, a, X"™™.

Eindeutigkeit: Gilt ¢1b 4+ r1 = @b + 72 mit degry, degrs < degb, dann haben wir
(g1 — q2)b = r9 — 11. Ist r{ # ry, dann ist der Grad der rechten Seite < degb, der
Grad der linken Seite aber > degb. Also muss r; = ro und damit auch ¢; = ¢
sein. 0

Aus diesem Beweis ergibt sich ziemlich unmittelbar der ,,Schulalgorithmus® zur
Polynomdivision:

(BX*—2X?4+3X —1): (X=X +1)=3X?+3X -2 Rest —2X +1

3X4 —2X?24+3X -1
3X?2 | —3X*+3X3-3X72
3X3—5X24+3X —1

3X —3X%+3X2-3X
—2X*2 —1
-2 2X%2—2X +2
—2X+1

Fiir die Formulierung als Pseudocode nehmen wir an, dass der Leitkoeffizient von b
eine Einheit in R ist (dann funktioniert das Verfahren fiir beliebige Koeffizienten-
ringe R).

function divide(a, b)
input:  a=>" ;X b=>", X" mitb, € R
output: (g¢,r) mit ¢ = Zfio ¢GX r= Z?;o ri X', a=qgb+rund d, <m

if n < m then return (0,a) end if
// Initialisierung
dg =n—m
for i =0 to n do r; < a; end for
// Das Inverse des Leitkoeffizienten von b berechnen
u < bt
// Die eigentliche Berechnung:
for j =n—mto 0 by —1 do
¢; < u-Tpy; // Skalierung von b beriicksichtigen
// Setze 1+ r — q; X7b
for k=0to m—1do
Titk < Tj+k — ¢ - bk // Tj4m wird nicht mehr benétigt
end for
end for
// Normalisiere r
fori=m —1to 0 by —1 do
if ; # 0 then
d, < 1i;
return ((dq, qo,- - 4d,), (dr 70, ... ,rdr))
end if
end for
// Wenn wir hierher kommen, ist r = 0

ALGO
Polynom-
division
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return ((dq, o, - - qd,), 0)
end function

Wie sieht es mit der Komplexitéit der Division aus?

Wir nehmen an, dass n > m ist (sonst ist im Wesentlichen nichts zu tun). Dann
ist die Anzahl an Operationen in R

eine Inversion und (2m + 1)(n — m + 1) Multiplikationen und Additionen

(wir unterscheiden nicht zwischen Addition und Subtraktion). Fiir die Division
eines Polynoms vom Grad 2n durch eines vom Grad n ergibt sich also ein Aufwand
von (2n + 1)(n + 1) + 1 < 2n? Operationen; das ist wiederum quadratisch.

Fiir den Ring 7Z gilt:

2.4. Satz. Seien a,b € Z mit b # 0. Dann gibt es eindeutig bestimmte q,r € 7. SATZ

mat Z ist
a=gb+r und 0<r<]|b. euklidisch
Beweis. Wir konnen annehmen, dass b positiv ist.
Existenz: Klar (mit ¢ = 0,7 = a) fiir 0 < a < b. Ist a > b, dann ist a — b < a, und
mit Induktion gibt es ¢g; und r mit a —b = ¢;b+1r, 0 < r < b. Dann ist a = gb+r
mit ¢ = q; + 1. Ist @ < 0, dann ist a + b > a, und mit Induktion gibt es ¢; und r
mita+b=qb+1r,0<r <b Dannist ¢ =¢gb+r mit ¢ = ¢ — 1.
Eindeutigkeit: Aus ¢1b+7r; = g2b+ 1 und 0 < 7,79 < b folgt (1 — g2)b = 1o — 11,
mit rechter Seite < b und durch b teilbarer linker Seite. Es folgt, dass beide Seiten
verschwinden. Qa
Der Algorithmus, der sich aus diesem Beweis ergibt:
ALGO

. o schlechter
function divide(a, b) Divisions.
input:  a € Z>g, b€ Zy algorithmus

output: ¢, rmita=qgb+r,0<r<b

g 0;r<a
while » > b do
qg—q+1L;r<«nr—>
end while
return (q,r)
end function

ist sehr ineffizient.
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Die effizientere Schulmethode fiir die Division funktioniert dhnlich wie die Poly-
nomdivision: Um 123456 durch 789 zu teilen, rechnen wir

123456
100 | — 789

44556
90| — 3945
5106
6 —4734
372

und erhalten den Quotienten 156 und den Rest 372. Die Ziffern des Quotienten
riat man, indem man die fithrenden ein bis zwei Ziffern des bisherigen Restes durch
die fithrende Ziffer des Dividenden teilt (hier 12 : 7=1,44:7=6,51 : 7 =7)
und dann evtl. korrigiert, falls diese Schiatzung zu hoch ausfillt. Mit Hilfe eines
geeigneten Divisionsbefehls des Prozessors, der etwa zu gegebenen Worten ag, a;, b
mit b > 0 und a; < b die Worte ¢ und r bestimmt mit ag+a1B = gb+7r,0 < r < b,
kann man diese Schulmethode implementieren, bei einer Komplexitét, die mit der
des Polynomdivisionsalgorithmus vergleichbar ist, also =< n? fiir die Division von a
durch b mit A(a) = 2n, A(b) = n. Allerdings sieht man hier wieder, dass Lang-
zahlarithmetik unangenehm komplizierter sein kann als Polynomarithmetik. Eine
wirklich effiziente (und korrekte) Umsetzung erfordert einiges an Hirnschmalz!

2.5. Definition. Ist R ein euklidischer Ring, und sind a,b € R mit b # 0, so
schreiben wir ¢ = a quo b, r = a rem b, wenn ¢,r € R Quotient und Rest bei
Division von a durch b sind. Dabei nehmen wir an, dass ¢ und r durch geeignete
Festlegungen eindeutig gemacht werden. &

In vielen Computeralgebrasystemen (auch in MAGMA) sind ,,div* und ,,mod* statt
»quo® und ,rem* gebrauchlich. Wir wollen hier Missverstindnisse vermeiden, die
durch die verschiedenen anderen méglichen Bedeutungen von ,mod® auftreten
konnen.

DEF

quo, rem

A
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3. DER EUKLIDISCHE ALGORITHMUS

Der Euklidische Algorithmus dient zunédchst einmal dazu, grofite gemeinsame Tei-
ler zu berechnen. Wir erinnern uns:

3.1. Definition. Seien R ein Integritéitsbereich und a,b € R. Ein Element d € R DEF
heifit ein grifiter gemeinsamer Teiler (ggT) von a und b, wenn d | @ und d | b, und ggT, kgV
wenn fiir jeden weiteren gemeinsamen Teiler d’ von a und b gilt d' | d.

Ein Element k € R heifit kleinstes gemeinsames Vielfaches (kgV) von a und b,
wenn a | k und b | k, und wenn fiir jedes weitere gemeinsame Vielfache &' von a
und b gilt & | & &

Die Worte , grofiter” und , kleinstes“ beziehen sich hier auf die Teilbarkeitsrelation,
d.h., b wird als mindestens so grofl wie a betrachtet, wenn b ein Vielfaches von a
ist.

3.2. Definition. Sei R ein Integritdtsbereich. Zwei Elemente a,b0 € R heilen DEF
assoziiert, a ~ b, wenn a | b und b | a. { assoziierte

Elemente
Aus der Reflexivitét und der Transitivitat der Teilbarkeitsrelation folgt leicht, dass

Assoziiertheit eine Aquivalenzrelation ist.
Gilt u ~ 1, so ist u eine Einheit in R (also invertierbar). Allgemeiner gilt:
a~b <<= JueR:b=u-a.

(Die Assoziiertheitsklassen sind also gerade die Bahnen der natiirlichen Operation
von R* auf R durch Multiplikation.)

Aus der Definition oben folgt, dass je zwei grofite gemeinsame Teiler von a und b
assoziiert sind. Umgekehrt gilt: Ist d ein ggT von a und b, und ist d ~ d’, so ist d’
ebenfalls ein ggT von a und b. Analoge Aussagen gelten fiir kleinste gemeinsame
Vielfache. Wenn es also grofite gemeinsame Teiler von a und b gibt, dann bilden
sie genau eine Assoziiertheitsklasse.

3.3. Satz. In einem euklidischen Ring R haben je zwei Elemente a und b stets SATZ

grofste gemeinsame Teiler. Existenz
des ggT
Beweis. Der Beweis ergibt sich aus dem klassischen Fuklidischen Algorithmus:
ALGO
function gcd(a, b) Euklidischer
Algorithmus

input:  a,b € R.
output: Ein ggT von a und b.
while b # 0 do (a,b) < (b,a rem b) end while

return «
end function

Sei N eine Normfunktion auf R. Dann wird N (b) bei jedem Durchgang durch die
while-Schleife kleiner, also muss b schliellich null werden, und der Algorithmus
terminiert.

Es ist klar, dass
dla und d|b <= d|b und d|arembd
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gilt. Die Menge der gemeinsamen Teiler von a und b bleibt also stets gleich. Da
auBerdem klar ist, dass @ und 0 den grofiten gemeinsamen Teiler a haben, folgt,
dass obiger Algorithmus tatséchlich einen ggT von a und b liefert. Insbesondere
existiert ein gg'T. a

3.4. Beispiel. BSP
ggl inZ
geT(299,221) ~ ggT(221,78) ~ ggT(78,65) ~ ggT(65,13) ~ ggT(13,0) ~ 13.
[ )

In der ,Einfiihrung in die Zahlentheorie und algebraische Strukturen“ habe Sie
gelernt, dass jeder euklidische Ring ein Hauptidealring ist. Im Wesentlichen alle
Aussagen iiber grofite gemeinsame Teiler, die fiir euklidische Ringe richtig sind,
gelten allgemeiner auch in Hauptidealringen. Allerdings haben wir in einem belie-
bigen Hauptidealring keinen Algorithmus zur Verfiigung, um ggTs zu berechnen.

3.5. Satz. Seien R ein cuklidischer Ring, a,b € R, und sei d € R ein grifster SATZ

gemeinsamer Teiler von a und b. Dann gibt es s,t € R mit d = sa + tb. ggT als
Linear-
kombination

Beweis. Hierfiir betrachten wir den Erweiterten Fuklidischen Algorithmus.

ALGO
EEA

function xgcd(a, b)
input:  a,b € R.
output: d,s,t € R mit d ~ ggT(a,b), d = sa + tb.

(ro, So,to) < (a,1,0)
(7’1, S1, tl) — (b, 0, 1)
140
while Tit1 7& 0 do
14—1+1
q; < Ti—1 qUO T
(Tig1s i1, tig1) < (Tim1 — @i, Sic1 — QiSi, tio1 — Qi)
end while
return (7, s;,t;)
end function

Dass der Algorithmus terminiert, folgt wie in Satz 3.3. Aulerdem priift man nach,
dass folgende Aussagen fiir alle relevanten i gelten:

geT(a,b) ~ geT(ri1,mi), mi=sa+tb.
Am Ende ist ;11 =0, r; ~ ggT(a,b), und die Behauptung ist klar. Qa

Je nach Anwendung kann es auch sinnvoll sein, die vollsténdige Folge von Daten
Ti, i, Si, b zuriickzugeben oder auch nur d und (z.B.) ¢ zu berechnen.
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3.6. Beispiele. BSP
EEA
(1) Mit @ =299 und b = 221 wie oben haben wir:

Vg | i | s | b
0 299 1

1] 11221 0 1
21 2] 78 1] -1
3] 1] 65| —2 3
41 5| 13 3| —4
5) 0—-17| 23

Es folgt ggT(299,221) ~ 13 = 3-299 — 4. 221.
(2) Im Polynomring Q[X| berechnen wir mit

a=4X*—12X% - X?+15X und b=12X2%—-24X —15

folgende Tabelle:

1 qi T S; l;
0 4X* —12X% — X? + 15X 1 0
1| 3X2—3X —3 12X? — 24X — 15 0 1
2 6X +3 2X -5 1| —3X*+ 31X +3
3 0] —6X —3|2X%— X?-3X
Also ist
2X =5 =a+ (—3X>+iX +1)b
ein ggT von a und b. s

Wir wollen jetzt die Komplexitét des Euklidischen Algorithmus untersuchen. Wir
betrachten zunéchst den Algorithmus wie in Satz 3.3 fiir Polynome iiber einem
Korper K. Wie wir im vorigen Abschnitt gesehen haben, brauchen wir fiir eine
allgemeine Polynomdivision mit Rest eines Polynoms vom Grad n durch eines vom
Grad m < n insgesamt

Cm+1D(n—m+1)+1=2mn—m)+n+m+2
Operationen in K.

Sei n; = degr; im Algorithmus von Satz 3.5. Dann gilt degq;, = n;_1 — n; und
n = dega = ng, m = degb = ny;. Wir nehmen an, dass n > m gilt. Der Aufwand
in Operationen in K ist dann gegeben durch

L

s(no,ni,...,ng) = Z(zni<ni—1 —n) +nim1 +n +2).
i—1

Wir betrachten zunéchst den Normalfall, dass

n=m-—1+1 fir2<i<fl{=m+1.
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Die Grade der sukzessiven Reste r; werden also immer um eins kleiner. Dann
haben wir
m—+1
s(n,mym—1,m—2,...,1) = (2m(n —m) +n+m+ 2) —|—Z(4m—4i—|—7)
i=2
=2m(n —m)+n+m+2+m@2m+1)
=2nm+n+2m+2<2(n+1)(m+1)

Operationen in K. Die Berechnung ist also etwa so teuer wie die Multiplikation von
a und b. (In beiden Féllen teilen sich die Operationen etwa hélftig in Additionen
und Multiplikationen auf. Beim ggT kommen noch m + 1 Inversionen hinzu.)

Fiir den allgemeinen Fall zeigen wir, dass s grofler wird, wenn wir irgendwo in
der Folge ny,...,n, ein zusédtzliches Glied einschieben oder am Ende ein Glied
anfiigen. Es ist

s(no,...,nj—1,k,nj,....,ng) —s(ng, ..., nj_1,n4,...,1)
= (2k(nj_1 — k) +njo1 + k+2) + (2nj(k —ny) + k+nj +2)
— (2nj(nj—1 — ny) + nj_1 + n; + 2)
=2(nj_1 —k)(k—n;) +2k+2>0
und
s(ng,my,...,ng k) —s(ng,ny,...,ng) =2k(ng—k)+ng+k+2>0.

Damit ist der Normalfall der teuerste, und die Abschitzung, dass der Aufwand
<2(n+1)(m+ 1) ist, gilt allgemein.

Man kann auf dhnliche Weise zeigen, dass zur Berechnung der ¢; bzw. der s;
hochstens
2(2n —m)m + O(n) bzw. 2m*+ O(m)

Operationen in K benotigt werden. Fiir die komplette Berechnung aller Terme im
Erweiterten Euklidischen Algorithmus kommt man also mit 6mn+ O(n) Operatio-
nen aus. Benotigt man nur den ggT und ¢ = ¢,, dann reichen 2(3n—m)m+0(n) <
4n? + O(n) Operationen (wobei man die Berechnung der s; weglisst).

Im Fall von ganzen Zahlen ist eine gute Abschétzung der Anzahl der Schleifen-
durchlédufe (wie sie fiir Polynome durch deg b+ 1 gegeben wird) nicht so offensicht-
lich. Hier hilft die Beobachtung, dass Folgendes gilt:

q>1 i1 <r;
Ticl = QT +Tix1 = Ti+Tiv1 > 2741

Nach jeweils zwei Schritten hat sich der Rest also mindestens halbiert; damit
ist die Anzahl der Schritte hochstens 2log, |b] + O(1) = 128X(b) + O(1). Man
kann dann — analog wie fiir Polynome — schlieflen, dass die Wortkomplexitét
fiir den Euklidischen Algorithmus (klassisch oder erweitert) < A(a)A(b) ist. Die
Grofenordnung entspricht wieder der fiir die (klassische) Multiplikation.

Eine bessere Abschétzung (um einen konstanten Faktor) fiir die Anzahl der Di-
visionen bekommt man, indem man sich {iberlegt, dass der ,worst case®“ ein-
tritt, wenn alle Quotienten ¢; = 1 sind. Dann sind a und b aufeinanderfolgende
Fibonacci-Zahlen F, ; und F),. Aus der Formel

R= (50 - ()




§3. Der Euklidische Algorithmus 18

und |(1 —+/5)/2| < 1 ergibt sich fiir die Anzahl der Divisionen

log [0]
2
(der ,log“ in [GG] ist zur Basis 2, nicht der natiirliche wie hier!), wihrend die
vorige Abschétzung

log |b

2
ne log 2

+ O(1) =~ 2,8851og |b] + O(1)
liefert.

Der ggT ist nur bis auf Assoziiertheit bestimmt. Fiir Anwendungen ist es aber
von Vorteil, eine wohldefinierte Funktion ggT zu haben. Wir miissen also aus den
verschiedenen moglichen gg'T's einen in geeigneter Weise auswéhlen.

Dazu brauchen wir eine Funktion a — normal(a) (fiir @ im betrachteten euklidi-
schen Ring R) mit folgenden Eigenschaften:

(1) a ~ normal(a);
(2) a ~ b <= normal(a) = normal(b);
(3) normal(ab) = normal(a) normal(b).

Fiir a # 0 gilt dann @ = lu(a) normal(a) mit einer Einheit lu(a) € R* (,leading
unit*). Wir definieren noch lu(0) = 1; normal(0) = 0 ist klar. Natiirlich verlangen
wir auch, dass lu(a) (und damit normal(a) = lu(a) 'a) berechenbar sind. Ein
Element der Form normal(a) heifit normalisiert bzw. die Normalform von a.

3.7. Beispiele.

(1) Fiir R = Z setzt man normal(a) = |al.

(2) Fir R = K[X] setzt man lu(f) = lef(f); normalisiert sind also genau die
,normierten“ Polynome mit Leitkoeffizient 1 (und das Nullpolynom). s

Man kann in jedem euklidischen (sogar in jedem faktoriellen) Ring eine Normal-
form definieren, indem man aus jeder Assoziiertheitsklasse von Primelementen
eines als normalisiert auswéhlt; Normalformen sind dann gerade alle Produkte
von solchen Primelementen. (Ob sich die Normalform dann effizient bestimmen
lasst, ist eine andere Frage.)

Es ist allerdings nicht immer moglich, kompatible Normalformen zu haben, wenn
ein Ring in einem anderen enthalten ist. Zum Beispiel ist der Ring Z[i] der ganzen
Gaufischen Zahlen euklidisch (mit Normfunktion N(a+ bi) = a®+b?). Die Assozi-
ierten von 1+ sind alle Elemente der Form +1 4. Eines davon muss normalisiert
sein. Nun gilt (1 +¢)* = —4, also ist —4 ebenfalls normalisiert. Auf der anderen
Seite sind die Assoziierten von 2 in Z die Elemente +2, und (£2)? = 4 muss nor-
malisiert sein. Es gibt also keine Normalform auf Z[i], die eine Normalform auf Z
fortsetzt.

3.8. Definition. Im gegebenen euklidischen Ring R sei eine Normalform festge-
legt. Dann definieren wir die Funktionen ggT und kgV in der Weise, dass ggT'(a, b)
(bzw. kgV(a,b)) der eindeutig bestimmte normalisierte grofite gemeinsame Teiler
(bzw. das eindeutig bestimmte normalisierte kleinste gemeinsame Vielfache) von
a und b ist. &

DEF
normalisiert
Normalform
BSP
Normalformen

DEF
Funktionen
ggT, kgV
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Man kann dann den (Erweiterten) Euklidischen Algorithmus so anpassen, dass er
am Ende das Ergebnis normalisiert (und ggf. die Koeffizienten s und t anpasst).
Meistens ist es aber vorteilhafter, schon im Algorithmus dafiir zu sorgen, dass die
sukzessiven Reste normalisiert sind. Man erhélt dann folgende Version:

function xgcd(a, b)
input: a,be R.
output: d,s,t € R mit d =ggT(a,b), d = sa+ tb.

po < lu(a)™t; py < lu(b)™?
(ro, So,to) < (po - a, po,0) // erste ,Reste” normalisieren
(r1,81,t1) < (p1-b,0,p1) // Relation r; = s;a + t;b beachten
140
while ;.1 # 0 do
141+ 1
¢i < ri1 quo Ty 74— r;_y remr; // das ist eine Berechnung
pir1  Tu(r)™!
(Tit1, Si1s tig1) < (Pz‘+1 T, Pig1 - (Sic1 — @i54), i1 - (tim1 — Qiti))
end while
return (7, s;,t;)
end function

Wenn nur der gg'T benétigt wird, kann man die Teile, die der Berechnung der s;
und ¢; dienen, natiirlich weglassen.

Zum Beispiel stellt sich heraus, dass mit dieser Version des Algorithmus die Ko-
effizienten der im Verlauf der Rechnung auftretenden Polynome deutlich weniger
stark wachsen als mit der Version ohne Normalisierung, wenn man in Q[X] rech-
net.

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir uns noch einige Anwendungen des
Euklidischen Algorithmus ansehen.

Quotientenkorper. Jeder Integritéitsring R hat einen Quotientenkorper K. Sei-
ne Elemente sind Briiche ¢ mit a,b € R, b # 0. Diese Darstellung ist nicht ein-

deutig, denn es gilt § = .

Ist R ein euklidischer Ring (oder allgemeiner ein faktorieller Ring), dann gelangen
wir zu einer eindeutigen Darstellung, indem wir verlangen, dass

ggT(a,b) =1 und lu(b) =1
gilt (letzteres heiit, dass b normalisiert ist).

Das fiihrt zu folgendem Algorithmus, der aus einer beliebigen Darstellung (a, b)
die normalisierte Darstellung berechnet.

function reduce(a, b)

input:  a,be R, b#0.

output: o',V € Rmit ¢ = %, ggT(a’,t') =1 und lu(¥) = 1.
g < ged(a, b)

ALGO
EEA
normalisiert

ALGO
gekiirzter
Bruch
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a' < a quo g; b’ < b quo g // Division ohne Rest
p < lu(b)™!
a<«—p-a;b<«—p-b
return (a’,0)
end function

Fiir die Multiplikation und Addition in K hat man die bekannten Formeln

a ¢ a-c PR a-d+b-c
bd bd M BTdT T hed

Daraus kann man direkt Algorithmen ableiten. Es ist allerdings besser, nur da

grofite gemeinsame Teiler zu berechnen, wo tatsédchlich moglicherweise etwas ge-

kiirzt werden kann. (Wir nehmen natiirlich an, dass § und § in Normalform vor-

‘ b
liegen.)

Bei der Multiplikation kann es gemeinsame Teiler von b und ¢ oder von a und d
geben. Wir kénnen die Berechnung von ggT(ac,bd) also ersetzen durch die Be-
rechnung von ggT(a,d) und ggT(b, c), was etwas billiger ist:

function multiply(7, )

input: 7,5 € K in Normalform.
output: 2= 2. (in Normalform).

g1 < ged(a, d)
g2 < ged(b, ¢)
z < (a quo g1) - (¢ quo g2) // Division ohne Rest
n < (b quo g) - (d quo g1) // Division ohne Rest

return £
n
end function

Bei der Addition geniigt es zunéchst einmal, die Briiche so zu erweitern, dass im
Nenner das kgV von b und d steht (statt des Produkts). Mit
bV =0b/gegT(b,d) =kgV(b,d)/d und d =d/ggT(b,d)=kgV(b,d)/b

ist dann

a-d+V-c

C
9T Vb d)

a
b
AuBlerdem gilt

geT(a-d +V - c,kgV(b,d)) =ggT(a-d +V -c,ggT(b,d))

Das liefert folgenden Additionsalgorithmus:

function add(%, €)

input: 7,5 € K in Normalform.
output: * = 7+ ¢ (in Normalform).
g < ged(b, d)

b' < b quo g; d < d quo g // Division ohne Rest
Z+a-d+V-c
g < ged(2,9)

ALGO
Mult. von
Briichen

ALGO
Add. von
Briichen
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z < Z quo ¢’ // Division ohne Rest
n < (b’ -d) quo ¢’ // Division ohne Rest
return =

end function

Wenn man das tatséchlich implementiert, wird man jeweils priifen, ob die berech-
neten ggTs gleich 1 sind, und sich in diesem Fall die Divisionen sparen.

Restklassenringe. Seien R ein euklidischer Ring und I C R ein von null ver-
schiedenes Ideal. Dann ist I = Ra = (a) mit 0 # a € R (denn R ist ein Haupt-
idealring). Wir haben dann den Faktorring oder Restklassenring R = R/I und den
kanonischen Epimorphismus R — R, b+ b.

Um in R zu rechnen, stellen wir die Elemente von R durch geeignete Reprisen-
tanten in R dar. Dabei bietet es sich an, solche Reprisentanten b zu nehmen, die
N(b) < N(a) erfiillen (wo N eine Normfunktion auf R ist). Wenn moglich, wird
man einen eindeutigen solchen Repréasentanten wahlen. Fiir R = Z etwa kann man
Eindeutigkeit erreichen (wie bei der Division mit Rest), indem man 0 < b < |a|
verlangt. Fiir R = K[X] geniigt die Bedingung degb < dega.

Die Grundrechenoperationen * € {4, —, -} eines Rings lassen sich dann via
bxc=(bxc)rema

implementieren. Je nach Ring ergeben sich noch Vereinfachungen bei der Addition
und Subtraktion. Fiir R = Z hat man etwa (wir nehmen a > 0 an und schreiben
n statt a):

function add(b, ¢)
input: b, ¢ € Z/nZ, reprisentiert durch b, c mit 0 < b, ¢ < n.
output: b+c=5mit 0 < s <n.

s« b+c

if s>nthen s+ s—nendif

return s
end function

Fiir den Polynomring R = K[X] kann man einfach die Reprisentanten addieren
bzw. subtrahieren. In jedem Fall ist die Komplexitit linear in A(a) (Wortkomple-
xitét fiir R = Z) bzw. in dega (Operationen in K fur R = K[X]).

Bei der Multiplikation hat man (im schlimmsten Fall) ein Element etwa der dop-
pelten Léange von a durch a zu teilen. Die Komplexitédt der Multiplikation von b
und ¢ und der Division von be durch a ist quadratisch (in A(a) bzw. dega), wenn
wir die Schulmethode verwenden.

Wie sieht es mit der Division aus? Dazu miissen wir erst einmal wissen, welche
Elemente in R invertierbar sind:

ALGO
Addition
in Z/nZ
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3.9. Lemma. Seien R ein euklidischer Ring und 0 # a € R, R = R/Ra. Fin
Element b € R ist genau dann in R invertierbar, wenn ggT(a,b) ~ 1.

Sind (1,s,t) die Ausgabewerte des Erweiterten Euklidischen Algorithmus, ange-
wandt auf a und b, dann gilt b=! = t.

Beweis. b ist genau dann invertierbar, wenn es ein ¢ € R gibt mit bt = 1, also
bt = 1 mod a. Das wiederum bedeutet, dass es s € R gibt mit as + bt = 1. Daraus
folgt ggT(a,b) ~ 1. Umgekehrt folgt aus ggT(a,b) ~ 1, dass es solche s,t € R
gibt. Die zweite Aussage ist dann klar. a

3.10. Definition. Seien R ein euklidischer Ring und a,b € R. Wir sagen, a und
b seien teilerfremd oder relativ prim und schreiben a L b, wenn ggT(a,b) ~ 1. <

Der Erweiterte Euklidische Algorithmus erméglicht es uns also, festzustellen, ob
ein gegebenes Element b € R invertierbar ist, und in diesem Fall das Inverse zu
bestimmen. Dazu geniigt es, nur die ¢; zu berechnen. Fiir R = K[X]| und dega = n
ist die Komplexitit dann < 4n? + O(n) Operationen in K. Fiir R = Z ist die
(Wort-)Komplexitit < \(a)?.

3.11. Definition. Ist R ein Integritdtsbereich und 0 # a € R, dann sagen wir
a sei irreduzibel, wenn a keine Einheit ist und jeder Teiler von a entweder eine
Einheit oder zu a assoziiert ist. &

In einem Hauptidealring (also insbesondere in einem euklidischen Ring) sind die
irreduziblen Elemente genau die Primelemente, also die Elemente p # 0, die keine
Einheiten sind und fiir die die Implikation ,,p | ab = p | a oder p | b* gilt. Das von
einem irreduziblen Element p erzeugte Ideal ist (wiederum in einem Hauptideal-
ring) ein maximales Ideal; damit ist R/Rp ein Kérper (und umgekehrt: Ist R/Ra
ein Korper, dann ist a irreduzibel).

Im Fall R = Z und p eine Primzahl schreiben wir IF,, fiir den Korper Z/pZ. Die vier
Grundrechenoperationen in F, haben dann also eine Wortkomplexitéit von < A(p)
fiir Addition und Subtraktion und von < A(p)? fiir Multiplikation und Division.

Im Fall R = K[X] und a € K[X] irreduzibel erhalten wir als Restklassenringe
R/Ra die endlichen Kérpererweiterungen von K. Zum Beispiel ist

Q) = QX]/(X*+1)  oder  Q(V2)=QIX]/(X*-2).

LEMMA
Einbeiten
in R

DEF
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prim
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4. MODULARE ARITHMETIK

Wir bleiben beim Rechnen in Faktorringen R. Wir werden nimlich sehen, dass
dies in vielen Féllen effizientere Algorithmen ermoglicht.

Wir haben uns schon davon iiberzeugt, dass wir in Z/aZ mit linearem (in A(a))
Aufwand addieren und subtrahieren und mit quadratischem Aufwand multiplizie-
ren und invertieren konnen; die analogen Aussagen gelten fiir R = K[X| beziiglich
Operationen in K und ausgedriickt durch den Grad von a.

Wir kéonnen aber auch effizient potenzieren. Dies geschieht mit der Methode des
sukzessiven Quadrierens.

4.1. Lemma. In Z/aZ kénnen wir b° mit < X a)?X(e) Wortoperationen berech-
nen. In K[X]/{a) geht es entsprechend mit < (dega)?X(e) Operationen in K.

Beweis. Wir geben einen Algorithmus dafiir an:

function modpower(a,b,e)
input: g, b€ Rmita#0,a¢ R*, e € Z>.
output: b°rem a.

if ¢ =0 then
return 1
else

(¢/,d) < (e quo 2, e rem 2)
r < modpower(a, b* rem a, ¢’)
if d =1 then r < (r-b) rem a end if
return r
end if
end function

Dieser Algorithmus ist korrekt, denn

626/ _ (62)6’ und 626/+1 _ (E2>e’ . 67
auBerdem wird e bei jedem rekursiven Aufruf kleiner, also erreichen wir schliellich
den Fall e = 0.

Fiir die Komplexitét iiberlegen wir uns, dass bei jedem Aufruf ein oder zwei Mul-
tiplikationen im Faktorring stattfinden (b* rem a und eventuell (7 - b) rem a); die
Komplexitit dafiir ist < A(a)? bzw. < (dega)?. Bei jedem rekursiven Aufruf wird
e (mindestens) halbiert, so dass die Rekursionstiefe gerade durch die Anzahl der
Bits in der Dualdarstellung von e gegeben ist. Diese ist < A(e). Qa

4.2. Beispiel. Die schnelle modulare Potenzierung ist wesentlich dafiir, dass das
RSA-Verfahren der Public-Key-Kryptographie praktikabel ist. Dabei wéhlt man
zwei grofie Primzahlen (mehrere Hundert Dezimalstellen) p und ¢ und setzt n = pq.
AuBerdem wéhlt man noch eine natiirliche Zahl e > 1, teilerfremd zu (p — 1)
und (¢—1). Das Paar (n, e) wird als 6ffentlicher Schliissel publiziert. Wenn jemand
eine Nachricht schicken mdochte, codiert er diese als Folge von Zahlen 0 < m < n
und verschliisselt diese geméafl m — m® rem n. Zur Entschliisselung berechnet man

LEMMA
effizientes
Potenzieren

ALGO
modulare
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RSA
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d mit de = 1 mod kgV(p—1,¢—1). Das Paar (n,d) ist dann der private Schliissel,
und die Entschliisselung erfolgt gemif ¢ — ¢ rem n.

Man kann zwar e so wihlen, dass es nicht allzu grof3 ist, aber der Enstchliisselungs-
exponent d wird normalerweise nicht viel kleiner sein als n. Daher ist es wichtig,
dass wir ¢? rem n effizient berechnen kénnen.

Die Berechnung von d aus n und e ist im Wesentlichen dquivalent dazu, n in die
Primfaktoren p und ¢ zu zerlegen. Dafiir ist bisher kein effizienter (also mit Kom-
plexitiit < A\(n)¥ fiir festes k) Algorithmus bekannt. Der asymptotisch schnellste
bekannte Algorithmus (das ,,Zahlkorpersieb”) hat eine ,,subexponentielle® Kom-

plexitit von O(1)(logn)'/3(loglog n)?/3 .

Es kann vorteilhaft sein, ,modular” zu rechnen. Im einfachsten Fall haben wir
etwas zu berechnen, das sich als Polynom (mit Koeffizienten im Ring R) in den
Eingabedaten ausdriicken ldsst, und wir haben eine Abschitzung (im Sinne der
Normfunktion auf R) fiir das Ergebnis. Dann wéhlen wir ein geeignetes Element
a € R (wir haben dabei grofie Freiheit; z.B. konnen wir a als irreduizbel wihlen),
so dass jedes Element von R/aR von héchstens einem Element von R reprisentiert
wird, das der Abschétzung geniigt.

Um das Ergebnis zu berechnen, reduzieren wir erst die Eingabedaten modulo a,
berechnen dann das Resultat in R/aR und bestimmen schliefilich das eindeutige
dazu passende Element von R.

4.3. Beispiel. FEine n-reihige Determinante iiber einem Korper K lésst sich mit
< n? Operationen in K berechnen (Standardalgorithmus via Gauf3-Verfahren).
Um eine Determinante iiber Z zu berechnen, kénnen wir zum Beispiel in Q arbei-
ten; die Zwischenergebnisse konnen dabei aber recht grof§ werden.

Wir wissen aber, dass

det(a;;) = Z £(0)a1,6(1)02,0(2) * * * Ono(n)
oESy
ein Polynom (mit ganzzahligen Koeffizienten) in den Matrixeintrdgen ist. Gilt
la;;| < m fiir alle 1 <14, j <n, dann folgt daraus

|det(a;)| < nlm™ = M.

(Es gibt etwas bessere Abschétzungen, z.B. n 2m".) Wenn wir eine Primzahl
p > 2M +1 wihlen, dann kénnen wir die Determinante in F,, berechnen (Aufwand
< nPA(p)? < nS(A(m) + A(n))?) und anschliefend in Z rekonstruieren. Allerdings
ergibt das noch keinen Vorteil gegeniiber der Rechnung in Q (wie man durch
Ausprobieren feststellen kann). Auf der anderen Seite sicht man so sehr leicht, dass
man die Determinante in Polynomzeit berechnen kann (die Groie der Eingabe ist
n?\(m)), was fiir die Version iiber @ nicht so einfach zu zeigen ist.

In der obigen Uberlegung fehlt noch eine Abschitzung des Aufwandes zur Be-
stimmung von p. Dazu testet man die natiirlichen Zahlen ab 2M + 1, ob sie prim
sind. Nach dem Primzahlsatz braucht man < log(2M + 1) < n(A(m) + A(n))
Versuche, bis man eine Primzahl gefunden hat, und der einzelne Test ldsst sich
in Polynomzeit (polynomial in n(A(m) + A(n))) durchfithren. Gibt man sich mit
,Pseudoprimzahlen” zufrieden, ist der Test héchstens von kubischer Komplexitét
und man erhilt insgesamt eine Laufzeit < n*(A(m) + A(n))*. Wenn man garan-
tiert eine Primzahl haben mochte, dann wird die Laufzeit von den Primzahltests
dominiert. &

BSP
Determinante
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Meistens lassen sich Berechnungen wie die der Determinante noch beschleunigen,
wenn man statt einer groffen Primzahl wviele kleine Primzahlen verwendet. Das
wichtigste Hilfsmittel ist hier der Chinesische Restsatz.

4.4. Satz. Sei R ein euklidischer Ring; mq,...,m, € R seien paarweise teiler- SATZ
fremd. Dann gibt es fiir jede Wahl von aq,...,a, € R ein Element x € R mit Chinesischer
x = a;j mod m; fir alle 1 < j < n, und x ist modulo m = my ---m,, eindeutig Restsatz
bestimmd.

Man kann das auch so ausdriicken: Der kanonische Ringhomomorphismus
R/Rm — R/Rmi x R/Rmgy X --- x R/Rm,,

ist ein Isomorphismus.

Beweis. Wir geben zwei Varianten eines algorithmischen Beweises fiir die Existenz.
Die erste geht so:

ALGO
function Crt((ml, cemy), (ag, .. ,an)) CRS
input: my,...,m, € R paarweise teilerfremd, ay,...,a, € R.
output: z € R mit x = a; mod m; fiir 1 < j <n.

m<_m1.m2.....mn
x40
for j =1 to n do
// Berechne , Basislosungen“
(gj7 S5 t]) — Xng(mj7 m/m])
// Hier kénnten wir iberpriifen, dass g; = 1 ist. s; wird nicht gebraucht.
xj <t - (m/my)
// Es gilt z; = 0 mod m; fiir i # j und z; = 1 mod m;.
T xr+aj-x;
end for
return xr rem m
end function
Es gilt s;m; +t;(m/m;) = ¢g; = 1, also ist x; = t;(m/m;) = 1 mod m;. Dass z;
durch alle m; mit ¢ # j teilbar ist, ist klar. Am Ende ist
r = Zaimi = a; mod m;
i=1
fiir alle 7.
Die zweite Variante verwendet Induktion:
ALGO
CRS

function crt2(mq, ms, ay, as)
input: mi, Ma, a1, a9 € R, mqy L mo.
output: x € R mit z = a; mod my, x = as, mod ms.

(9,51, 52) < xged(my, my)
/] g=1, symy + somy =1
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return (a; - sy - Mo + ag - $; - my) rem (my - M)
end function
function crt((mq,...,m,), (a1,. .., a,))
input: mi,...,m, € R paarweise teilerfremd, ay,...,a, € R.
output: z € R mit z = a; mod m; fiir 1 < j <n.

if n =0 then return 0 end if
if n =1 then return a; rem m; end if

return crt2(m, my, crt((my, ..., mp_1), (a1, ..., an-1)),ay)
end function

Hier ist ,crt2“ ein Spezialfall des obigen ersten ,crt“-Algorithmus (etwas sparsa-
mer, weil nur einmal der EEA verwendet wird).

Fiir die erste Version erhilt man leicht eine Komplexitit < (degm)? Operationen
in K fiir Polynome bzw. < A\(m)? Wortoperationen fiir ganze Zahlen.

Der zweite Teil der Behauptung (dass  mod m eindeutig bestimmt ist), folgt aus
Viim; |z <= kgV(my,....,m,) |z <= m|x,

denn kgV(mq,...,m,) = my ---m,, wenn die m; paarweise teilerfremd sind. QO

Interpolation. Die Auswertung eines Polynoms ist dasselbe wie einen Divisions-
rest zu berechnen:

4.5. Lemma. Seien K ein Korper, £ € K und f € K[X]. Dann ist
f(§) = f rem (X —¢).

Beweis. Sei r = frem (X — &) und ¢ = f quo (X — ¢). Dann ist

f=aX =&+,
und r ist konstant. Einsetzen von ¢ liefert f(&) = r(§) = r. a

Fiir Polynome m; = X — a; (mit paarweise verschiedenen «; € K) ist die Berech-
nung von f € K[X] mit f = a; mod m; also dasselbe wie die Werte a;(c;) an den
Stellen «; zu interpolieren, denn

f=a;modm; <= f(a;) =a;(a;).

Wir sehen, dass wir das interpolierende Polynom mit < n? Operationen in K
berechnen kénnen (wir nehmen an, die a; sind konstant).

Umgekehrt konnen wir die Werte f(a;) ebenfalls mit < n? Operationen in K
berechnen. Dazu verwendet man das Horner-Schema, das eine Spezialisierung des
Divisionsalgorithmus ist:

function eval(f, )
input: f=a, X"+ -+ X +a€ K[X]|,a € K.
output: f(a) € K.

if /=0 then return 0 end if

LEMMA
f(€) als

Divisionsrest
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r < an,
for j=n—1to 0 by —1do
r<a-r+a;
end for
return r
end function

Jede Auswertung benotigt n Additionen und Multiplikationen in K.

Schnellere Multiplikation? Man konnte jetzt versuchen, einen schnelleren Mul-
tiplikationsalgorithmus fiir Polynome (zum Beispiel) zu bekommen, indem man die
Polynome als Listen von ihren Werten an geeigneten Stellen darstellt. Ein Polynom
vom Grad n ist durch n 4+ 1 Werte eindeutig bestimmt. Wenn ich zwei Polynome
vom Grad n miteinander multiplizieren will, muss ich ihre Werte an 2n + 1 Stellen
kennen. Das liefert folgendes Verfahren zur Multiplikation von a und b in K[X]:

(1) Wéhle N = dega + degb + 1 verschiedene Elemente «o; € K.

(2) Berechne u; = a(«;) und v; = b(e;) fir 1 < j < N.

(3) Berechne w; = u; - v; fiir 1 < j < N.

(4) Berechne a - b als das Polynom, das fiir alle j an a; den Wert w; hat.

Die eigentliche Multiplikation ist sehr schnell: Man braucht genau N Multiplika-
tionen in K. Allerdings benétigen der zweite und der vierte Schritt immer noch
= N? Operationen, so dass dieser Ansatz kein schnelleres Verfahren liefert. (Wir
werden aber spéter sehen, dass die Idee ausbaufihig ist.)

Wenn ein komplizierterer Ausdruck berechnet werden soll, kann es sich allerdings
lohnen, erst in geeignete Restklassenringe zu gehen und am Ende iiber den Chine-
sischen Restsatz wieder zuriick in den urspriinglichen Ring zu kommen. Das gilt
dann, wenn der mittlere Schritt (Nr. (3) oben) vom Aufwand her die Schritte (2)
und (4) dominiert.

Schnellere Determinante. Wir kénnen zum Beispiel die Berechnung der De-
terminante iiber Z beschleunigen. Dazu wéhlen wir ¢ verschiedene Primzahlen p;,
so dass P = py---py > 2M ist (Bezeichnungen wie in 4.3). Wir berechnen die
Reduktion mod p; unserer Matrix fiir alle j (Kosten: < n?A(m) Y, A(p;) <
n*A(m)A(P)), dann berechnen wir die Determinanten der reduzierten Matrizen
in ), (Kosten: < n®3>. A(p;)? < n’A(P)?/¢, wenn die Primzahlen etwa gleich
grof} sind), schliefilich rekonstruieren wir die Determinante in Z mit dem Chine-
sischen Restsatz (Kosten: < \(P)?). Mit A(P) < n\(nm) sind die Gesamtkosten

also
5

< nPA(m)A(nm) + %)\(nm)Q

(der letzte Schritt fallt hier nicht ins Gewicht). Je groBer wir die Anzahl ¢ der
verwendeten Primzahlen wihlen kénnen, desto schneller wird die Berechnung. In
der Praxis wird man Primzahlen wéhlen, die knapp in ein Wort passen (also etwa
203 < p < 26%): davon gibt es nach dem Primzahlsatz geniigend, um Ergebnisse
zu berechnen, die sich iiberhaupt im Computer platzméfBig darstellen lassen. Der
Vorteil ist, dass man dann mit ,,einfacher Genauigkeit“ und damit schnell modulo p
rechnen kann. Dann ist £ ~ A(P) < nA(nm), und die Komplexitét ist nur noch

< n’(n+ A(m))A(nm).
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Man vergleiche mit n®A(nm)? fiir den Algorithmus mit einer grofien Primzahl
(ohne den Aufwand, diese zu bestimmen!).

In der Theorie stimmt das nicht ganz, denn irgendwann gibt es nicht geniigend
Primzahlen, damit man ¢ wie eben beschrieben wéhlen kann. Es gilt (das folgt
aus dem Primzahlsatz), dass das Produkt der Primzahlen unterhalb von x etwa e®
ist; es gibt etwa x/logx solche Primzahlen. Der maximal sinnvoll mogliche Wert
von / ist also etwa

_ logM nA(nm)

“loglog M "~ log(nA(nm))
Damit bekommen wir eine Komplexitét von

< n’(nlog(nA(nm)) + A(m)) A(nm) .

(Das ist ein bisschen geschummelt, weil dann die Primzahlen nicht alle etwa gleich
grof} sind; da die gréferen Primzahlen aber weit iiberwiegen, stimmt die Kom-
plexitdtsaussage immer noch). Man sollte sich noch iiberlegen, dass man auch die
Liste der ¢ benotigten Primzahlen in vernachlassigbarer Zeit berechnen kann: Man
kann (wenn einem nichts Besseres einfillt) alle Zahlen bis ~ nA(nm) testen, ob sie
prim sind. Der einzelne Test lésst sich in Polynomzeit in der Gréfle der getesteten
Zahl durchfiihren, also in < (log(nA(mn)))¥ Wortoperationen fiir ein passendes k.
Damit ist der Gesamtaufwand

< nA(nm) (log(nA(mn)))"*,

was deutlich hinter dem Aufwand fiir den restlichen Algorithmus zuriick bleibt.
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5. SCHNELLERE MULTIPLIKATION

Es gibt eine recht einfache Moglichkeit, schneller als in quadratischer Zeit zu mul-
tiplizieren. Der Grundgedanke dabei ist ,,Divide And Conquer”: Man fiihrt das
Problem auf analoge Probleme kleinerer (meistens etwa halber) Groe zurtick.

Fiir die Multiplikation zweier linearer Polynome aX + b und ¢X + d:
(aX +b)(cX +d) = acX® + (ad + bc) X + bd

braucht man im klassischen Algorithmus, wie er der Formel entspricht, vier Mul-
tiplikationen und eine Addition im Koeffizientenring. Man kann den Koeffizienten
von X im Ergebnis aber auch schreiben als

ad+bc=(a+b)(c+d)—ac—10bd.

Da man ac und bd sowieso berechnen muss, kommt man mit insgesamt drei Mul-
tiplikationen aus; der Preis, den man dafiir bezahlt, besteht in drei zusétzlichen
Additionen/Subtraktionen. Da Additionen aber im Allgemeinen deutlich billiger
sind als Multiplikationen, kann man damit etwas gewinnen.

Die Karatsuba-Multiplikation.

Wir wollen natiirlich nicht nur lineare Polynome multiplizieren. Seien also jetzt
a,b € K[X] mit dega, degb < 2n. Dann schreiben wir

a:aan+Cl0, b:len+bo
mit Polynomen ag, ay, by, by vom Grad < n. Wie vorher gilt dann
ab = alleQ” + ((&1 + a0)<b1 + bo) — a1b1 — CLQbo)Xn + aobo .

Wenn wir die Teilprodukte mit der klassischen Methode berechnen (zu Kosten
von n? Multiplikationen und (n — 1)? Additionen), dann bekommen wir hier als
Aufwand (M: Multiplikationen, A: Additionen/Subtraktionen in K)

e 3 Multiplikationen von Polynomen vom Grad < n: 3n*M + 3n2A
e 2 Additionen von Polynomen vom Grad < n: 2n A
e 2 Subtraktionen von Polynomen vom Grad < 2n: 4n A
e 2n Additionen von Koeffizienten beim ,, Zusammensetzen®: 2n A

Insgesamt also 3n? Multiplikationen und 3n? +8n Additionen oder Subtraktionen.
Die klassische Methode braucht 4n? Multiplikationen und 4n? Additionen/Sub-
traktionen.

Wir konnen das Ganze natiirlich auch rekursiv machen; dann kommt der Ge-
schwindigkeitsvorteil erst richtig zur Geltung:

function karatsuba(a, b, k)
input:  a,b € K[X], dega,degb < 2F.
output: a-b.

if £ =0 then

return a - b // konstante Polynome
else

aX? " faya
b X2 by < b
¢y < karatsuba(aq, by, k — 1)

ALGO
Karatsuba-
Mult. |
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co < karatsuba(ag, by, k — 1)
¢1 + karatsuba(a; + ag, by + bo, k — 1) — ¢ — co
// co, 1, ¢ sind Polynome vom Grad < 2F.
return CQXQk + Clek_l —+ Co
end if
end function

Sei T'(k) der Aufwand fiir einen Aufruf karatsuba(a, b, k). Dann gilt
T(0)=M und T(k)=3T(k—1)+4-2"A fiir k> 1.

Das folgende Lemma sagt uns, wie wir diese Rekursion auflésen kénnen.

5.1. Lemma. Sei (a,)n,>0 rekursiv definiert durch LEMMA
ap = «, Ap = Nap_1 + Bu™  fiirn > 1. Rekursion
Dann gilt
_ {aA" O = ) falls X £ g,
" (a+ Bn)an falls X = 1.

Beweis. Es ist klar, dass es genau eine Losung (a,) gibt. Man priift in beiden
Féllen nach, dass die angegebene Folge eine Losung ist. a

Aus Lemma 5.1 erhalten wir:

5.2. Folgerung. Die Kosten fiir karatsuba(a, b, k) betragen 3* Multiplikationen FOLG

und 8(3% — 2%) Additionen oder Subtraktionen in K. Komplexitat
der
Wenn wir das im Grad n = 2% ausdriicken, dann sagt das: Karatsuba-

Wir konnen das Produkt zweier Polynome vom Grad < n = 2¥ mit einem Aufwand Mult.
von n'°823 Multiplikationen und 8n'°&2® Additionen/Subtraktionen in K berechnen.

Man beachte, dass log, 3 =~ 1,585 und damit deutlich kleiner als 2 ist.

In der Praxis ist es meistens so, dass die klassische Methode fiir Polynome von
kleinem Grad schneller ist. Daher wird man statt ,,if £ =0 ...“ eine etwas hohere
Schranke wéhlen (und dann das Resultat klassisch berechnen). Die optimale Wahl
muss durch Ausprobieren ermittelt werden.

Meistens ist der Grad nicht von der Form 2% — 1. Man geht dann etwa so vor (d
ist die Gradschranke fiir den klassischen Algorithmus):

ALGO
Karatsuba-
Mult. 1

function karatsuba’(a, b)

input:  a,b € K[X].

output: a-b.
n < dega+1; m < degb+1
if n < m then (a,b,n,m) < (b,a,m,n) end if
// Jetzt ist n > m.

if m < d then
return multiply(a,b) // Klassische Methode
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else
k< [3]
a1 X* 4+ ag +— a
lek —+ bo —b
if b, =0 then
c1 < karatsuba’(ay, by)
co < karatsuba’(ag, by)
return ¢; X* + ¢,
else
¢y < karatsuba’(ay, by)
co < karatsuba’(ag, by)
c1 < karatsuba'(a; + ag, by + by) — c2 — ¢o
return ¢, X%* + ¢, X* + ¢
endif // b =0
end if //n<d
end function

Die Alternative wére, karatsuba(a, b, k) zu verwenden mit dem kleinsten k, das
2% > deg a, deg b erfiillt. Dabei verschenkt man aber zu viel (im schlimmsten Fall
einen Faktor ~ 3).

Karatsuba fiir ganze Zahlen.

Fiir ganze Zahlen (statt Polynome) funktioniert der Algorithmus im wesentlichen
genauso: Sei A(a), A(b) < 2N und schreibe

a=a;BY +ay und b=0b,BY +1,
(mit B = 254 wie iiblich). Dann ist
a-b= (albl)BZN + ((&1 -+ ao)(bl + bo) — albl — aob())BN + (&Qbo) .

Das einzige Problem ist (wie meistens), dass bei der Berechnung des Teilprodukts
(a1 + ao)(by + bg) die Faktoren > BY sein kénnen, was fiir die Rekursion nicht so
schon ist. Es gilt aber stets a; + ag, by + by < 2BY; es gibt also hochstens 1 Bit
,Uberlauf“, das man am besten separat verarztet.

An der Komplexitdat dndert sich nichts: Mit dem Karatsuba-Algorithmus kann
man zwei Zahlen a,b € Z mit \(a),\(b) < n mit < n'°23 Wortoperationen
multiplizieren.

Geht es noch besser?

Da wir gesehen haben, dass die Schulmethode fiir die Multiplikation noch nicht der
Weisheit letzter Schluss ist, kann man sich fragen, ob mit der Karatsuba-Methode
schon das Ende der Fahnenstange erreicht ist. Man kann etwa untersuchen, ob
dhnliche Ansitze, bei denen (zum Beispiel) das Polynom in mehr als zwei Teile
aufgeteilt wird, zu einer besseren asymptotischen Komplexitét fithren. Die Antwort
ist ,,Ja‘.
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5.3. Satz. Sei e > 0 und sei K ein unendlicher Korper. Dann gibt es einen SATZ

Algorithmus, der zwei Polynome vom Grad < n diber K in < n'*¢ Operationen Mult. mit

. K multipliziert. Komplexitat
< nl-i—a

Beweis. Sei m > 2 so grof}; dass log(2 + %) < elogm. Wahle 2m + 1 verschiede-

ne Elemente oy, ..., 9,1 in K (hier braucht man, dass K grofl genug ist). Sei

Voma1 der K-Vektorraum der Polynome vom Grad < 2m. Dann ist die K-lineare

Abbildung
¢: Va1 — K2 fr— (flar),..., f(azms1))

ein Isomorphismus. Sei M die Matrix der inversen Abbildung ¢! beziiglich der
Standardbasis auf K?™! und der Basis 1, X, ..., X?™ auf V,,,1. Sei weiter A die
Matrix der Einschriankung von ¢ auf V,,,; (Polynome vom Grad < m).

Fiir Polynome
a=a, X"+ - +a; X +a und b=0b, X"+ ---+bX+b
und deren Produkt
c=a-b=con X"+ -+ X +c
gilt dann, wenn wir a, b, c fiir ihre Koeffizientenvektoren schreiben,
¢ = M((Aa) o (D).

wobei o die komponentenweise Multiplikation bezeichnet. Diese Berechnung ko-
stet 2m + 1 Multiplikationen fiir die komponentenweise Multiplikation, dazu noch
etliche Multiplikationen mit festen Elementen von K (den Eintrdgen der Matrizen
M und A) und Additionen.

Wir wenden das nun auf Polynome héheren Grades an. Wir schreiben
a=a,X™ +a, X" N . 4, XN 440 und
b= by X™ 4 by XMV L XN 4 b
mit Polynomen a;,b; vom Grad < N, und analog
c=a-b=cop X" + ...+ XN 1+ ¢.

Dann gilt nach wie vor

c= M((Aa) ° (Ab)) ,
wobei a, b, c jetzt Vektoren von Polynomen vom Grad < N sind. Der Aufwand
fiir die Multiplikation mit den Matrizen M und A ist linear in N. Dazu kommen
(2m + 1) Multiplikationen von Polynomen vom Grad < N. Wenn T,,(k) den
Gesamtaufwand fiir die rekursive Multiplikation von Polynomen vom Grad < m*
bezeichnet, haben wir

T(0) € O(1) und T(k)€ (2m+DT(k— 1)+ O(m*") fiir k > 1.

Es ergibt sich, dass T'(k) < (2m + 1)¥ ist. Fiir Polynome vom Grad < n ergibt
sich (durch Aufrunden des Grades oder durch ungefihre Teilung in m Teile) eine
Komplexitat

< nlogm(2m+1) _ n1+1ogm(2+1/m) < nl-‘rs ) Q
In der Praxis sind derartige Ansitze aber zu kompliziert, um gegeniiber der
Karatsuba-Methode einen Vorteil zu ergeben. Um etwas Besseres zu bekommen,
muss man das Auswerten und Interpolieren beschleunigen. Dafiir macht man sich
zu Nutze, dass man bei der Wahl der Stiitzstellen freie Hand hat. Die wesentliche
Idee ist, dafiir geeignete Einheitswurzeln zu verwenden.
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Die Diskrete Fourier-Transformation.

Die Fourier-Transformation in der Analysis ist die Abbildung

f— (5 — / e f(x) dm)
(fiir geeignete Klassen von Funktionen f: R — C). Die Diskrete Fourier-Transfor-

mation ist eine diskrete Version davon. Sie hat die gleichen schénen Eigenschaften,
aber den Vorteil, dass man sich keine Gedanken iiber Konvergenz machen muss.

5.4. Definition. Sei R ein (kommutativer) Ring und sei n € Z;. Ein Element
w € R heiBt n-te Einheitswurzel, wenn w"™ = 1 ist. w ist eine primitive n-te
Einheitswurzel, wenn zusétzlich n - 1z in R invertierbar ist, und wenn fiir keinen
Primteiler p von n das Element w™? — 1 ein Nullteiler in R ist. (Insbesondere muss
WP £ 1 gelten.) &

Ein Nullteiler in R ist dabei ein Element a € R, so dass es b € R gibt mit b # 0 und
a-b = 0. Insbesondere ist fiir uns 0 € R ein Nullteiler. In der Literatur wird haufig
zusatzlich a # 0 verlangt; das vereinfacht die Definition eines Integritédtsbereichs
als ,,nullteilerfreier kommutativer Ring*.

5.5. Beispiele. Ein endlicher Kérper F, enthélt primitive n-te Einheitswurzeln
genau firn | g — 1.

Q und R enthalten die primitiven ersten und zweiten Einheitswurzeln 1 und —1,
C enthélt primitive n-te Einheitswurzeln fiir alle n.

Der Ring Z enthélt nach unserer Definition nur die erste primitive Einheitswurzel 1
(denn 2 ist nicht invertierbar in Z). &

Wir beweisen die wichtigsten Eigenschaften von primitiven n-ten Einheitswurzeln:

5.6. Lemma. Sei R ein Ring und sei w € R eine primitive n-te Einheitswurzel.
Sei weiter ¢ € Z mit n 1 (. Dann gilt

(1) w® — 1 ist kein Nullteiler in R;

n—1
(2) ) _w=0.
j=0

Beweis.

(1) Fiir k,m € Z gilt, dass w* — 1 ein Teiler von w*™ — 1 in R ist. Fiir m > 0
folgt das daraus, dass X™ — 1 als Polynom durch X — 1 teilbar ist. Fiir m < 0
verwenden wir wh™ — 1 = —wkm(WkEm) — 1),

Sei g = ggT({,n) < n. Dann gibt es einen Primteiler p von n mit g | &. Da
w9 —1 dann ein Teiler von w™? —1 ist, ist w9 — 1 kein Nullteiler. Jetzt schreiben
wir g = ul + vn mit u,v € Z. Dann ist

W —1=ww" —1=uw" -1,

also ist w? — 1 ein Teiler von w9 — 1 und damit ebenfalls kein Nullteiler.

DEF
(primitive)
n-te
Einheitswurzel

DEF
Nullteiler

A

BSP
prim.
Einheitsw.

LEMMA
Eigensch.
prim. n-te
Einheitsw.
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(2) Es ist
n—1
(wz—l)Zwﬂ:w"Z—l =0.
=0
Da w® — 1 nach Teil (1) kein Nullteiler ist, muss die Summe verschwinden. QO

Seien im Folgenden R ein Ring, n > 1 und w € R eine primitive n-te Einheits-
wurzel. Wir identifizieren ein Polynom

a=a, 1 X" "+ +a; X +ap € R[X]

mit dem Vektor (ag,as,...,a,-1) € R™.

5.7. Definition. Die R-lineare Abbildung DEF
DFT
DFT,: R* — R", ar— (a(1),a(w),a(w?),...,aw""))

heiit Diskrete Fourier-Transformation (DFT) (beziiglich w). &

5.8. Definition. Fiir zwei Polynome a,b € R™ definieren wir die Faltung als das DEF

Polynom Faltung
n—1
c:a*b:a*nb:chXj mit ¢; = Z arby . &
7=0 k+¢=j mod n

Wenn wir R" mit R[X]|/(X" — 1)R[X] identifizieren, dann ist die Faltung genau
die Multiplikation in diesem Restklassenring.

Der Zusammenhang zwischen den beiden Definitionen wird aus dem folgenden
Lemma deutlich.

5.9. Lemma. Seien a,b € R", w € R eine primitive n-te Einheitswurzel. Dann LEMMA
qgult Faltung

DFT,(a*b) = DFT,(a) e DFT,(b). und DFT

(Dabei steht ® wie oben fiir die komponentenweise Multiplikation.)

Beweis. Gilt f = g mod (X" — 1), dann ist f(w’) = g(w?), denn (X" — 1)(w?) =
w™ —1 = 0. Damit gilt fiir die j-te Komponente des Vektors DFT,,(a * b):

(DFTw(a*b))j = (axb) (W) = (a-b)(w) = a(w!)-b(w’) = (DFTw(a))j~(DFTw(b))j.

a

Die lineare Abbildung DFT,, ist sogar invertierbar.
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5.10. Satz. Seien R ein Ring, n > 1, w € R eine primitive n-te Einheitswurzel.
Dann ist w™t = w1 ebenfalls eine primitive n-te Einheitswurzel, und es gilt fiir
a€ R":

DFT,,(DFT,-i(a)) =na.
Insbesondere ist DFT,, invertierbar, und es gilt DET," = n=' DFT,, 1.

Beweis. Dass w™! eine primitive n-te Einheitswurzel ist, folgt aus Lemma 5.6, (1).

Es geniigt, die zweite Behauptung auf der Standardbasis nachzupriifen. Es ist dann
zu zeigen, dass Z;:ol wki=mi = nby ., ist. Nun gilt aber nach Lemma 5.6, (2)

n—1 n—1
g whigy=mi = E wF™I =0 fir k#m
=0 =0

(denn dann ist kK —m % 0 mod n) und

n—I1 n—1
E Wk = g l=n. (|
=0 j=0

Es folgt, dass DFT,, ein Ringisomorphismus zwischen R[X]/(X" —1)R[X] und R"
(mit komponentenweisen Operationen) ist.

Um zwei Polynome a und b mit deg(ab) < n zu multiplizieren, kénnen wir also so
vorgehen: Wir wahlen NV > n und eine primitive N-te Einheitswurzel w. Dann ist

a-b=N""DFT,-1(DFT,(a) e DFT,(b)),
wobei wir die iiblichen Identifikationen von R mit den Polynomen vom Grad < N
und mit dem Restklassenring R[X]/(X" — 1) R[X] vorgenommen haben. Der Auf-
wand besteht in N Multiplikationen und den drei DFT-Berechnungen (plus Mul-

tiplikation mit N~'). Die Komplexitéit wird dabei von den DFT-Berechnungen
dominiert (alles andere ist linear in V).

FFT — Fast Fourier Transform.

Wir lernen jetzt eine Moglichkeit kennen, DF'T,, sehr schnell zu berechnen, wenn
n = 2% eine Potenz von 2 ist. Die Grundidee ist wiederum ,,Divide And Conquer®.

Sei zunéchst nur vorausgesetzt, dass n = 2m gerade ist. Dann gilt w™ = —1, denn
(W"+)(w"=1)=w"—-1=0
und w™ — 1 ist kein Nullteiler.
Sei a € R[X] ein Polynom vom Grad < n = 2m. Wir schreiben
a=a X"+ ag

mit Polynomen ag, a; vom Grad < m, dhnlich wie wir das schon bei der Karatsuba-
Multiplikation getan haben. Dann gilt

a(w?) = a1 (W) (W™)* + ag(w?) = (ag + ar) (W) und
a(w¥ ™) = ay (W) (W™ 4 ag (W) = (ag — a1) (w - w?).
Wir setzen ro(X) = ag(X) +ay(X) und r(X) = (ag — a1)(wX). w? ist eine primi-
tive m-te Einheitswurzel. Damit ist die Berechnung von DFT(a) dquivalent zur
Berechnung von DFT_2(r) und von DFT_2(r;). Die Berechnung von ry und r;

aus a erfordert dabei n = 2m Additionen bzw. Subtraktionen und m Multiplika-
tionen mit Potenzen von w.

SATZ
DFT ist
invertierbar
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Wir erhalten folgenden Algorithmus. Wir nehmen dabei an, dass die Potenzen w?
vorberechnet sind (das kostet einmalig 2¢ Multiplikationen in R).

ALGO
function fft(a, k, w) FFT
input:  a=(agp,...,a9x_;) € R?", w € R primitive 2*-te Einheitswurzel.
output: DFT,(a) € R?".

if £ =0 then
return (ag)
else
m <« 2k1

for j=0tom—1do
bj <~ aj + Am+j
¢j < (a5 = Gmyy) - W
end for
(boy - -y 1) < F16((bo, - .., b1), k — 1, w?)
(coy. -y Cmot1) < fft((cos .- Cmo1), kb — 1,w?)
return (bg, co, b1, 1, b1, Cm—1)
end if
end function

Sei T'(k) der Aufwand fiir einen Aufruf fft(a, k, w). Dann gilt
T(k)=2T(k—1)+2"A+28'M  fiir k> 1.

Dabei steht A wieder fiir Additionen und Subtraktionen und M fiir Multiplikatio-
nen in R (hier sind das nur Multiplikationen mit Potenzen von w). Lemma 5.1
sagt uns dann, dass gilt

T(k) € (A+3M)k2" + O(2%).

5.11. Folgerung. Seien R ein Ring undw € R eine primitive n-te Einheitswurzel FOLG
mit n = 2%. Dann kann man die Faltung zweier Polynome in R[X] vom Grad < n Komplexitat
mit < nlogn Operationen in R berechnen. Faltung

Beweis. Wir verwenden folgenden Algorithmus:

ALGO
Faltung
mit FFT

function convolution(a, b, k, w)
input:  a,b € R[X], dega,degb < 2%, w € R primitive 2¥te Einheitswurzel.
output: a . b€ R[X].

// Wir identifizieren Polynome und ihre Koeffizientenvektoren.

a + fft(a, k,w)

b« £t (b, k,w)

n + 2F

for j=0ton—1do
éj%&j'gj

end for

¢+ fft(c, k,w™)
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d+nt // (in R)
return d - ¢
end function

Der Aufwand dafiir besteht in drei FFTs (< nlogn), der punktweisen Multi-
plikation von @ und b (< n) und schlieBlich der Multiplikation des Ergebnisses
mit d (< n). Die Komplexitét der FFTs dominiert den Gesamtaufwand, der damit
ebenfalls < nlogn ist. d

5.12. Satz. Sei R ein Ring, in dem es primitive 2F-te Einheitswurzeln gibt fiir SATZ
jedes k. Dann kann man zwei Polynome a,b € R[X] mit degab < n mit einem schnelle

Aufwand von < nlogn Operationen in R multiplizieren. Mult.
in R[X]

Beweis. Wihle k mit 28 > n. Dann ist a *9r b = a - b, und wir rufen einfach

convolution(a, b, k) auf. Man beachte, dass (mit dem minimalen k) 2F < 2n < n
gilt. a

» Three Primes“-FFT fiir die Multiplikation ganzer Zahlen.

Wir kénnen Satz 5.12 benutzen, um einen schnellen Multiplikationsalgorithmus fiir
ganze Zahlen zu konstruieren. Dieser wird zwar nur fiir ganze Zahlen beschrénkter
Lange funktionieren, aber die Beschrankung liegt weit jenseits dessen, was mit dem
Computer iiberhaupt verarbeitbar ist.

Seien a,b € Z-o mit A(a), \(b) < n, und B = 2%, Wir schreiben
a=a(B) und b=b(B)
mit Polynomen
a=ap X" "+ e X +a und b=b, 1 X"+ 4+ b X+ by,

wobei die Koeffizienten a;,b; Wortlidnge haben, also in [0, B — 1] liegen. Fiir die
Koeffizienten ¢; des Produktes a - b gilt dann ¢; < n(B — 1)2. Wir kénnen drei
Primzahlen p, q,r wihlen mit p,q,7 = 1 mod 2°7 und 2% < p,q,r < 2%, zum
Beispiel p = 95-2%" +1, ¢ = 108 -25" + 1 und r = 123 - 257 + 1. Wir setzen voraus,
dass n(B — 1)? < pqr ist (das gilt fir n < 2%; fiir eine solche Zahl wire der
Speicherplatzbedarf 263 - 8 = 256 Byte — ein Gigabyte sind nur 23° Byte!). Dann
lasst sich ¢; nach dem Chinesischen Restsatz aus ¢; rem p, ¢; rem ¢ und ¢; rem r
bestimmen. In den endlichen Korpern F,, F,, F, gibt es jeweils primitive 257-te
Einheitswurzeln, etwa w, = 53, w, = 64, w, = 493. Wir kénnen also mittels FF'T
Polynome vom Grad < 2% {iber diesen Kérpern multiplizieren. Dies reduziert die
Schranke fiir n auf 2% (was immer noch weit ausreicht).

Das fiihrt auf folgenden Algorithmus. Wir berechnen den Vektor
(u, v, w) + (crt((p, q,7),(1,0,0)),crt((p, q,7),(0,1,0)), crt((p, g, 7), (0,0, 1)))
mit 0 < u,v,w < pgr ein fir allemal; dann gilt fiir © = (au + bv + cw) rem pgr:
0<z<pqr, sowie r=amodp, x=bmodg und z=cmodr.
ALGO

Schnelle
Mult. in Z

function fast_multiply(a, b)
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input:  a,b € Z-o mit \(a), A\(b) < 25,
output: a-b.

n < max{A(a), A\(b)}

a4 ap_1 X" 1+ ...+ ag wie oben

b b1 X"t 4. + by wie oben

4, < @ rem p; a, < arem ¢; a, < arem r // koeffizientenweise
Bp + brem p; Bq — brem q; b, + brem r // koeflizientenweise
k« [logyn] +1

~ . ~ 7 2577’6
¢p < convolution(ay, by, k,w;™ )
~ . ~ 7 257716
¢q < convolution(ag, by, k,wy )

57—k
: )

¢, «— convolution(ay, b, k, w;

CU-Cp+V-Cqtw:-C
C < ¢ rem pqr
return ¢(264)

end function

Was kostet das? Die Reduktion von @ und b modulo p,q,r kostet < n Wortope-
rationen (pro Koeffizient ein Vergleich und eventuell eine Subtraktion, denn die
Koeffizienten sind < 2p). Die Multiplikation als Faltung mittels FFT kostet je-
weils < k2% < nlogn Wortoperationen (Operationen in F, usw. sind in wenigen
Wortoperationen zu erledigen, da p,q,r < B sind). Die Rekonstruktion von ¢ ko-
stet wieder einen Aufwand von < n Wortoperationen, und das Gleiche gilt fiir die
Auswertung am Ende. Die Komplexitét ist also

< nlogn Wortoperationen .

Da wir n beschrinkt haben, hat diese Aussage eigentlich keinen Sinn. In der Praxis
ist dieser Algorithmus aber tatsdchlich schneller etwa als Karatsuba fiir Zahlen
einer Grofle, die gelegentlich vorkommen kann.

Schnelle Multiplikation in R[X] fiir beliebige Ringe R.

Ist R ein beliebiger Ring (also zum Beispiel einer, der keine primitiven 2*-ten
Einheitswurzeln enthélt), kann man wie folgt vorgehen. Wir nehmen erst einmal
an, dass 2 in R invertierbar ist. Dann kann man sich eine kiinstliche primitive
9%_te Einheitswurzel schaffen, indem in R[y] modulo 32" ' 4 1 rechnet. Wenn man
das geschickt genug macht, verliert man nicht allzu viel, und man erhélt einen
Algorithmus, der Polynome vom Grad < n in < nlognloglogn Operationen
in R multipliziert.

Wenn 2 nicht invertierbar ist, kann man immer noch, indem man die Multiplikation
mit n~! am Ende des Algorithmus im Beweis von Folgerung 5.11 weglisst, ein
Vielfaches 2%ab des Produktes von a und b berechnen. Analog gibt es eine ,,3-
adische FFT“, mit deren Hilfe man 3*ab mit vergleichbarem Aufwand berechnen
kann. Da 2% und 3* teilerfremd sind, kann man (schnell) u,v € Z berechnen mit
w-2F 4+ v-3"=1. Dann ist ab = u - 28ab + v - 3*ab. Es folgt:

5.13. Satz. Sei R ein beliebiger (kommutativer) Ring (mit 1). Es gibt einen Al-
gorithmus, der das Produkt zweier Polynome in R[X] vom Grad < n mit
< nlognloglogn

Operationen in R berechnet.

SATZ
schnelle
Mult. in
alg. R[X]
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Wer genau wissen mochte, wie das geht, kann es in [GG, § 8] nachlesen.

Eine Variante (eigentlich die urspriingliche Version) des oben angedeuteten An-
satzes fiihrt auf das folgende berithmte Ergebnis:

5.14. Satz. FEs gibt einen Algorithmus, der das Produkt zweier ganzer Zahlen a
und b der Linge A(a), \(b) < n in

< nlognloglogn

Wortoperationen berechnet.

Dieses Resultat ist hauptsachlich von theoretischem Interesse.

Der Faktor loglogn wéchst so langsam (, The function loglog z tends to infinity,
but has never been observed to do so“), dass er fiir praktische Zwecke als konstant
anzusehen ist. Wir haben das oben bei dem ,, Three Primes“-Algorithmus gesehen.

Schnelle Multiplikation in Z[X] und in R[X,Y].

Um die Notation zu vereinfachen und uns auf das Wesentliche zu konzentrieren,
fithren wir folgende ,,Soft-O“-Schreibweise ein.

5.15. Definition. Seien f,g: Z-o — R.( zwei Funktionen. Wir schreiben

f(n) € O(g(n)),

wenn g(n) — oo fir n — oo und es Konstanten C' > 0 und k gibt, so dass
f(n) < Cg(n)(log g(n))* gilt fiir alle hinreichend grofien n.

Im Fall g(n) = n, also f(n) € O(n), sagen wir auch, f wachse quasi-linear. &

Die obigen Sétze lassen sich dann so ausdriicken, dass man in R[X] bzw. Z in
O(n) (Wort-)Operationen multiplizieren kann: die Komplexitit ist quasi-linear.

Analoge Aussagen gelten fiir Polynome iiber Z und fiir Polynome in mehreren
Variablen. Um das zu sehen, kann man die Kronecker-Substitution verwenden.
Seien zundchst a,b € R[X,Y] mit degy a,degy b < m und degy a,degy b < n.
Wenn wir R[X,Y] als R[X]|[Y] betrachten, dann gilt fiir die Koeffizienten von
¢ =a-b, dass ihr Grad (in X) kleiner ist als 2m — 1. Wir konnen daher ¢ aus

c(X, X271 = a(X, X2 1) b(X, X2

eindeutig rekonstruieren. Das Produkt auf der rechten Seite hat Faktoren vom
Grad < (2m—1)(n—1)+m < mn und kann in O(mn) Operationen in R berechnet
werden. Das Konvertieren zwischen a(X,Y") und a(X, X?™~!) usw. bedeutet dabei
nur ein Umgruppieren der internen Darstellung; gerechnet wird dabei nicht. Formal
kann man den Ansatz so interpretieren, dass man im Restklassenring

R[X,Y]/(Y — X*" DR[X,Y]
rechnet.

Seien jetzt a,b € Z[X] mit dega,degb < n und mit Koeffizienten, deren Linge
< / ist. Dann ist die Lange der Koeffizienten ¢; des Produkts ¢ = a - b beschrénkt
durch 2¢ 4+ O(logn). Mit B = 2% sei m so groB, dass B™ > 2max; |¢;| ist; dann
ist m < ¢+ logn. Analog wie eben gilt, dass wir ¢ eindeutig (und ,billig*) aus

o(B™) = a(B™) - b(B™)

SATZ

Satz von
Schonhage
und Strassen

DEF
Soft-O

quasi-linear
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rekonstruieren koénnen. Die ganzen Zahlen im Produkt rechts haben Léngen von
hochstens mn < n(f + logn), also haben wir eine Komplexitét von O(¢n). Hier
rechnen wir in Z[X]/(X — B™)Z[X].

In der Praxis wird man eher modulo hinreichend vieler (FFT-)geeigneter Prim-
zahlen reduzieren, dann multiplizieren, und das Ergebnis mit dem Chinesischen
Restsatz zusammenbauen.

Als Gesamtergebnis lédsst sich festhalten:

5.16. Satz. Sei R =7, Z/NZ oder Q, und sei m > 0. Dann lassen sich Addi-

tion, Subtraktion und Multiplikation im Ring R[X1, ..., X, in O(Eingabelinge)
Wortoperationen durchfiihren.

Dabei gehen wir davon aus, dass die interne Darstellung der Polynome , dicht
(dense) ist, d.h., die Eingabeldnge ist von der Gréfilenordnung [], degy, f mal
Léange des grofiten Koeffizienten. Fiir ,diinn® (sparse) dargestellte Polynome gilt
der Satz nicht.

Wir miissen auch noch zeigen, dass man in Z/NZ schnell rechnen kann. Dazu
brauchen wir eine schnelle Division mit Rest.

(Fiir das schnelle Rechnen in Q brauchen wir auch einen schnellen ggT. Das wird
spéter besprochen.)

SATZ

quasi-lineare
Multiplikation
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6. NEWTON-ITERATION

Die Newton-Iteration zur Approximation von Nullstellen ist aus der Analysis be-

kannt:
Tyt = Ty — f (@)
f'(@n)
Liegt der Startwert o geniigend nahe an einer Nullstelle der (differenzierbaren)

Funktion f, dann konvergiert (z,) gegen diese Nullstelle, und die Konvergenz ist
sehr schnell (,,quadratisch®), wenn es eine einfache Nullstelle ist.

Dasselbe Prinzip funktioniert auch in anderen metrischen Rdumen als R. Be-
sonders iibersichtlich wird es, wenn die Metrik nicht-archimedisch ist, also die
verschérfte (,ultrametrische®) Dreiecksungleichung erfiillt:

d(z,z) < max{d(z,y),d(y, )}
Ein Beispiel fiir so einen Raum ist Q mit der p-adischen Metrik fiir eine Primzahl p:

fiir x =0,

0
d s f— — t =
(z,y) = v —yl, mit |z, {pvp(x) fiir  # 0.
Hier ist v, () definiert als die ganze Zahl n, so dass x = p"§ ist mit p { a, b.

Analog definiert man vy (f) fir ein Polynom, eine rationale Funktion oder eine
Potenzreihe f; mit d(f,g) = 27*X(/=9) erhilt man wieder einen ultrametrischen
Raum.

Allgemeiner definiert man den Begriff einer Bewertung auf einem Ring oder einem
Korper.

6.1. Definition. Sei R ein Integritdtsbereich. Eine Funktion v: R\ {0} — Z
heifit (diskrete) Bewertung auf R, wenn gilt:

(1) v(zy) = v(x) + v(y) fiir alle z,y € R\ {0} und

(2) v(x +y) > min{v(x),v(y)} fiir alle z,y € R\ {0} mit = +y # 0.

Die Bewertung v heifit trivial, wenn v(R \ {0}) = {0} ist, und normiert, wenn
1 e v(R\ {0}) ist. &
Die p-adische Bewertung v, auf Q und die X-adische Bewertung vy auf K(X)
sind normierte diskrete Bewertungen.

Man setzt gerne v(0) = oo; dann gelten die beiden Eigenschaften in der Definition
fiir alle z,y € R (mit den iiblichen Rechenregeln n 4+ co = oo und n < oo fiir
n € 7).

Es gilt stets v(1) = 0 (denn 2v(1) = v(12) = v(1)) und v(—1) = 0 (denn 2v(—1) =
v((=1)%) = v(1) = 0) und damit auch v(—z) = v(x) fiir alle z € R.

Eigenschaft (2) hat folgende Ergénzung:

v(z+y) = min{v(z),v(y)} falls v(x) # v(y).
Sei etwa v(z) < v(y). Wir nehmen an, v(x + y) > v(z). Wegen v(—y) = v(y)
wiirde dann folgen: v(x) > min{v(—y),v(z + y)} = min{v(y),v(z +y)} > v(x),
ein Widerspruch.

Sei a > 1 und sei v eine Bewertung auf dem Integritdatsbereich R. Dann definiert

d(xz,y) = a Y fir o +y, d(x,z) =0

DEF
Bewertung
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eine Metrik auf R, die die verschérfte Dreiecksungleichung erfiillt.

Ist v eine diskrete Bewertung auf R mit v(a) > 0 fiir alle ¢ € R, dann ist die
Teilmenge I = {a € R | v(a) > 0} ein Ideal in R.

6.2. Definition. Ein diskreter Bewertungsring (DBR) ist ein Hauptidealring R,
der ein einziges maximales Ideal M hat. &

Esist dann R* = R\ M. Ist M = Rp, dann ist jedes 0 # a € R eindeutig von der
Form a = up™ mit n € Z>¢ und u € R* (denn R ist faktoriell mit dem einzigen
Primelement p bis auf Assoziierte). v(a) = n definiert dann eine normierte diskrete
Bewertung auf R.

6.3. Lemma. Sei K ein Kdorper mit normierter diskreter Bewertung v. Dann ist
R={ae€ K |v(a) >0}

ein diskreter Bewertungsring mit Einheitengruppe R* = {a € K | v(a) = 0}. Das
Ideal M = {a € K | v(a) > 0} ist das einzige maximale Ideal in R.

R heifit auch der Bewertungsring von K bzw. (K, v).

Beweis. Es gilt v(1) = 0, und R ist unter Addition und Multiplikation abgeschlos-
sen. Auflerdem ist v(—1) = 0, also ist —1 € R; damit ist R auch unter Negation
abgeschlossen und damit ein Unterring von K (0 € R ist klar). Fir o € K* gilt
v(a™!) = —v(a); es folgt

A€ER <= acRANa'E€R < v(a)>0Av(a) <0 < v(a)=0.

Es ist klar, dass M ein Ideal in R ist; wegen M = R\ R* ist es auch maximal
und enthélt jedes echte Ideal (denn kein echtes Ideal kann eine Einheit enthalten);
damit ist es das einzige maximale Ideal.

Es bleibt zu zeigen, dass R ein Hauptidealring ist. Sei dazu I C R ein Ideal, das
(ohne Einschriankung) nicht das Nullideal ist. Dann gibt es Elemente a # 0 in [;
sei 0 # a € I so gewahlt, dass v(a) minimal ist. Dann ist I = (a)g = Ra das von a
erzeugte Hauptideal. Die Inklusion ,,D% ist klar. Sei umgekehrt = € I beliebig.
Dann ist v(z) > v(a), also ist x/a € K tatsdchlich in R und damit z € Ra. Q4

Umgekehrt gilt: Ist (R,v) ein diskreter Bewertungsring, dann ldsst sich die Be-
wertung v von R auf den Quotientenkorper K von R fortsetzen (mittels v(a/b) =
v(a) —v(b)), und K wird dadurch ein diskret bewerteter Korper mit Bewertungs-
ring R.

Sei nun (R, v) ein diskreter Bewertungsring; f € R[X] sei ein Polynom. Sei weiter
xo € R mit v(f(z)) > 0 und v(f'(z0)) = 0. (Dabei ist f’ die formal mit Hilfe der
iiblichen Ableitungsregeln definierte Ableitung des Polynoms f.) Wir setzen wie
aus der Analysis bekannt

n

DEF
DBR

LEMMA
DBR
in Korper

DEF
Bewertungs-
ring
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6.4. Lemma. Fir alle n > 0 gilt f'(z,) € R* und damit x,,1 € R. Auferdem
gilt v(f(wni1)) = 20(f(2n)) und v(Tni1 — xp) = v(f(2n)).

Beweis. Der Beweis geschieht durch Induktion. Die Behauptung f'(z,) € R*
stimmt fiir n = 0 nach Voraussetzung. Wir nehmen an, sie gelte fiir n. Wir schrei-
ben

F(X) = (@) + (X = 2,) f/(2n) + (X — xn)2gn(X)
mit einem Polynom g,, € R[X]. Wenn wir x,; einsetzen, erhalten wir

f(anrl) = f(xn)+(ln+l _:L'n)f/(xn)_‘_(anrl _xn)an(anrl) - (anrl _xn)an(anrl)
nach Definition von z,.;. Die Aussage v(x,11 — x,) = v(f(z,)) folgt aus der
Definition mit v(f’(z,)) = 0. Damit gilt

U(f(@n41)) 2 20(Tpt1 — @) = 20(f(zn)) -
AuBlerdem ist
F(X) = f(zn) + (X = 20) hn(X)
mit einem Polynom h,, € R[X]; damit ist f"(z,11) = f/(z,) + (z +1 — &) i (Tp41);
wegen v(f(z,)) = 0 und v(x,41 — x,) > 0 folgt v(f'(xn41)) = a

Im diskret bewerteten Korper K(X) (mit der X-adischen Bewertung vx) besteht
der Bewertungsring R aus den rationalen Funktionen, die in 0 definiert sind, und
das maximale Ideal aus den rationalen Funktionen, die in 0 eine Nullstelle haben.
Allgemein gilt fiir zwei Elemente a,b € R:

via—b) >n <= a=bmod M".

In K(X) gilt, dass eine rationale Funktion in R modulo M"™ kongruent ist zum
Anfangsstiick der Liange n ihrer Taylorreihe in 0 (die man ganz formal definieren
kann); damit ist R/M™ isomorph zu K[X]|/X"K[X], und wir konnen uns auf das
Rechnen mit Polynomen beschrianken.

Wir werden die Newton-Iteration jetzt benutzen, um das Inverse eines Polynoms
a € K[X]| modulo X" zu berechnen; dabei nehmen wir an, dass a(0) = 1 ist. (Wir
brauchen a(0) # 0, damit a in K[X]/X"K[X] invertierbar ist; dann kénnen wir
a entsprechend skalieren.)

Wir wollen die Gleichung
fY)=1/Y —a=0
l6sen. Der entsprechende Newton-Iterationsschritt sieht dann so aus:

o f(bn) o br_zl —a
e = n fr(bn) o b2

= b, + bn(1 — ab,) = 2b, — ab? .
Hier ist f kein Polynom, deswegen kénnen wir Lemma 6.4 nicht anwenden. Man
sieht aber direkt, dass gilt

1 — abpyy = (1 —aby)?,

so dass aus ab, = 1 mod X* folgt, dass ab,y1 = 1 mod X% ist. Mit by = 1
(dann gilt aby = 1 mod X') kann man die Iteration starten. Wir erhalten folgenden
Algorithmus.

function invert(a, n)
input:  a € K[X]| mit a(0) =1, n > 1.
output: b€ K[X]| mit degb < n und ab =1 mod X™.

LEMMA
Newton-
Verfahren

ALGO
Inverse
mod X"
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k+1
b+ 1€ K[X]
while k£ < n do
k < min{2k,n}
b+ (20 —a-b?) rem X*
end while
return b
end function

Wir wissen, dass b, = b; mod X? ist. Das bedeutet, dass in b + (2b— a-b?) rem
X* nur die obere Hilfte der rechten Seite berechnet werden muss, die dann die
obere Hilfte von b wird (und gleich der oberen Hilfte von —a - b ist).

Die Kosten dafiir sind fiir jedes k = 1,2,4, 8, ... zwei Multiplikationen von Polyno-
men der Lange < min{2k,n} (man beachte, dass man nur mit den Anfangsstiicken
der Polynome rechnen muss), dazu kommt noch linearer Aufwand. Wenn wir die
schnelle Multiplikation verwenden, dann ist der Aufwand beschréinkt durch

[logy n]
< Z 2 jlogj < 282" log, n] log[log, n] < nlognloglogn,
j=1
also von der gleichen Groflenordnung wie die Multiplikation. Erlaubt K direkt
die FF'T, dann féllt der Faktor loglogn noch weg. In jedem Fall haben wir Kom-
plexitat O(n).

Schnelle Division mit Rest.

Wir kénne diese schnelle Approximation des Inversen benutzen, um auch die Divi-
sion mit Rest in R[X] zu beschleunigen. Dazu fiithren wir zunéchst eine Operation
ein, die ein Polynom ,auf den Kopf stellt*:

6.5. Definition. Seien a € R[X], a =>..,a;X’, und n > 0. Dann setzen wir ~ DEF

=0
" revy,
revy,(a) = Z a,,L_ij .
=0
Ist dega < n, dann ist rev,(a) = X"a(X ). O

Seien nun a,b € R[X] mit dega = n > m = degb und b,, = 1. Dann sind
Quotient ¢ und Rest r mit a = ¢gb+r und degr < m fiir jeden Koeffizientenring R
eindeutig bestimmt. Aus der Gleichung folgt
Xa() =X 7a(p) () Xt ().
also
revy,(a) = revy_m(q) - revy, (b) + X" ™ rev,,_1(r).
Insbesondere haben wir

revy, (a) = revy_m(q) - revy, (b) mod XL

Diese Kongruenz bestimmt rev,,_,,(¢) (und damit auch ¢) eindeutig. Um den Quo-
tienten zu berechnen, bestimmen wir das Inverse von rev,, (b) mod X" ™*! (beach-
te: revy, (0)(0) = 1) und multiplizieren mit a. Wir erhalten folgenden Algorithmus.

ALGO

schnelle
Division
mit Rest
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function quotrem(a, b)

input:  a,b € R[X], b mit Leitkoeffizient 1.
output: (¢,7) € R[X] x R[X]| mit a = gb+ r und degr < m.

n < dega
m <— degb
if n < m then return (0,a) end if
a < revy(a)
b < rev,,(b)
G « invert(b,n —m + 1)
G < (¢-a) rem X"—m+!
q < 16V (q)
r<—a—q-b
return (q,r)

end function

Der Aufwand hierfiir besteht in einer Inversion mod X" "+ zwei Multiplikatio-
nen der Lange n—m-+1 bzw. n, sowie linearem (in n) Aufwand fiir das Umsortieren
der Koeffizienten und die Subtraktion am Ende. Insgesamt ist der Aufwand nur
um einen konstanten Faktor teurer als eine Multiplikation. Genauer brauchen wir
von dem Produkt ¢ - b nur den unteren Teil (mod X™), denn wir wissen, dass
degr < m ist. Das reduziert den Aufwand auf

< (n—m+ 1)log(n —m + 1)loglog(n — m + 1) + mlog mloglogm
< nlognloglogn € O(n).

Als Folgerung erhalten wir:

6.6. Satz. Sei R ein beliebiger kommutativer Ring mit 1, a € R|X| mit Leitko-
effizient 1 und Grad n. Dann lassen sich die Ringoperationen im Restklassenring
R[X]/aR[X] mit einem Aufwand von < nlognloglogn (oder O(n)) Operationen
in R durchfiihren.

Beweis. Wir représentieren die Element von R[X]/aR[X] durch den eindeutig be-
stimmten Reprisentanten der Restklasse vom Grad < n. Addition und Subtrakti-
on finden dann mit diesen Reprisentanten statt und benotigen je n Operationen
in R. Fiir die Multiplikation benutzen wir (b- ¢) rem a mit der schnellen Multipli-
kation und Division in R[X]; der Aufwand dafiir ist wie angegeben. Q

Zusammen mit dem entsprechenden Ergebnis fiir Restklassenringe Z/NZ folgt,
dass man die Ringoperationen im endlichen Koérper Fy» mit einem Aufwand von
O(X(p™)) Wortoperationen durchfithren kann, denn Fp. = F,[X]/aF,[X] fiir ein
(beliebiges) irreduzibles Polynom a € F,[X] vom Grad n.

Schnelle Division mit Rest in Z.

Der oben fiir R[X] verwendete Ansatz, die Polynome umzudrehen, ldsst sich in Z
nicht nutzen (weil die Ubertrige die Symmetrie zerstoren). Statt dessen verwendet
man Newton-Iteration in R, um eine hinreichend gute Approximation von 1/b zu
bestimmen. Man skaliert dabei mit einer geeigneten Potenz von B = 24, um nicht
mit (Dual-)Briichen rechnen zu miissen. Die Details sind etwas verwickelt, aber

SATZ
Rechnen in
R[X]/(a)
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am Ende bekommt man einen Divisionsalgorithmus, der wiederum nicht teurer ist
als eine Multiplikation (bis auf einen konstanten Faktor).

Es folgt:

6.7. Satz. Sei N € Z-o. Dann lassen sich die Ringoperationen in Z/NZ mit SATZ

einem Aufwand von < nlognloglogn (oder O(n)) Wortoperationen durchfiihren, Rechnen
wo n = A(N) ist. in Z/NZ

Der Beweis ist vollig analog zu Satz 6.6.

Inverse modulo p”.

Man kann die Berechnung des Inversen mod X" verallgemeinern auf die Berech-
nung von Inversen modulo p”, wenn ein Inverses mod p bekannt ist. Sei dafiir R
ein beliebiger Ring und sei a rem b ein Element ¢ von R mit ¢ = a mod b.

ALGO
Inverse
mod p”

function invnewton(a, b, p, n)
input:  a,b,p € R mit ab=1mod p, n € Z~y.
output: ¢ € R mit ac =1 mod p".

k+1

c+b

while £ < n do
// hier gilt ac = 1 mod p*
k < min{2k,n}
¢ < (2¢ — ac?) rem pF

end while

return ¢

end function

Der Beweis dafiir, dass das funktioniert, ist analog zum Beweis im Fall R = K[X],
p = X. Der Aufwand ist O(ndegp) Operationen im Koeffizientenring, wenn R
ein Polynomring ist und O(nA(p)) fir R = Z (unter der Annahme, dass dega <
ndegp bzw. |a| < p"; anderenfalls fallen noch Kosten an fiir das Reduzieren von a
mod p").

Als Korollar erhalten wir:

6.8. Folgerung. Seien R ein kommutativer Ring mit 1, p € R, n € Z~q. Ein Ele- FOLG

ment a € R ist genau dann modulo p" invertierbar, wenn a modulo p invertierbar Invertiebar-

18t. keit mod p

Die eine Richtung ist trivial (ab =1 mod p" = ab = 1 mod p), die andere wird
durch den obigen Algorithmus geliefert.

T
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Berechnung der p-adischen Darstellung.

Wir konnen die schnelle Division mit Rest dazu verwenden, ein gegebenes Ring-
element a in der Form a = ag+a;p+ - - -+ a,p" darzustellen. Wir formulieren dies
erst einmal fiir Polynome. Sei R ein kommutativer Ring mit 1.

ALGO
. ,» Taylor-
function gentaylor(a, p) entwicklung"
input:  a,p € R[X], degp >0, lefp = 1.
output: (agp,ay,...,a,)

mit a = ag + a1p + ... a,p", dega; < degp, n =0 oder a, # 0.

if dega < degp then
return (a)
else
n < |(dega)/(degp)| // n =1
k«+ [n/2]
P+ pF // durch sukzessives Quadrieren
(q,7) < quotrem(a, P)

(ag, ..., ax—1) < gentaylor(r, p)

(ak, ..., a,) < gentaylor(q, p)

return (ag, ..., 51,0k, ..., 0p).
end if

end function

Der Name ,gentaylor” bezieht sich darauf, dass dies eine Verallgemeinerung der
Taylorentwicklung im Punkt z( liefert (die bekommt man mit p = X — z).

Wie teuer ist das? Die Analyse ist einfacher, wenn n = 2™ — 1 ist, denn dann sind
die auftretenden Werte von k stets von der Form 2!, und das Polynom wird in
zwei gleich groBe Teile geteilt (nach dem bewédhrten Prinzip).

Die Berechnung von p* durch sukzessives Quadrieren und mit schneller Multipli-
kation kostet eine Multiplikation der Lénge kdegp (fiir das letzte Quadrieren)
plus die Kosten fiir die Berechnung von p*/2. Fiir k = 2! ist das

!
< Z(2j deg p) log(2’ deg p) log log(27 deg p)

j=1
!
< (degp) Z 27 1og (2" deg p) log log(2" deg p)

j=1
< kdegplog(k degp)loglog(kdeg p) € O(kdegp).

Fiir beliebiges k ist der Aufwand hochstens um O(k deg p) groBer, durch die zusétz-
lichen Multiplikationen der Form p™ - p*°.

Die Berechnung von Quotient und Rest mit der schnellen Methode kostet ebenfalls

< 2" deg plog(2' deg p)loglog(2' degp) Operationen in R.
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Fiir den Gesamtaufwand beachten wir, dass wir 2! Aufrufe mit n = 2™~ —1, also
k = 2m~t=1 generieren. Das liefert die Abschiitzung
m—1
< Z 2! . 2™t deg plog(2™ ! deg p) log log (2™ deg p)
=0
< 2™(degp)mlog(2™ degp) log log(2™ deg p)

< n(degp)log nlog(n deg p)loglog(ndegp) € O(ndegp) € O(dega).

Man verliert also einen Faktor logn gegeniiber den Kosten einer schnellen Multi-
plikation.

Analog erhélt man einen Algorithmus, der eine positive ganze Zahl a in der Ba-
sis b > 2 darstellt, mit Aufwand O(A(a)). Das ist zum Beispiel dann niitzlich,
wenn man die intern bindr dargestellten Zahlen in Dezimalschreibweise ausgeben
mochte.

Newton-Iteration ohne Division.

In der iblichen Iterationsvorschrift

n

muss durch f'(z,) geteilt werden. Wir kénnen das umgehen, indem wir das Inverse
von f'(x,) modulo einer geeigneten Potenz des betrachteten Ideals ebenfalls durch
Newton-Iteration mitberechnen. Das fiihrt auf folgende Variante des Algorithmus.

ALGO
function newton(f, a, b, p, n) glsr\]/\;ton
input: f € R[X], a,b,p € R, n € Zx Division

mit f(a) =0 mod p und b- f'(a) =1 mod p.
output: ¢ € R mit f(¢) =0 mod p™ und ¢ = a mod p.

k<1, P<p// P=pk
ca;d<+b
while 2k < n do

k « 2k; P« P?

c+ (¢c— f(c)-d) rem P

d <+ (2d— f'(c) - d*) rem P
end while
¢+ (c— f(c)-d) rem p"
return ¢

end function

Zum Beweis der Korrektheit zeigt man, dass zu Beginn jedes Durchlaufs durch die
while-Schleife folgende Aussagen gelten:

c=amodp, P=p" flc)=0modP, d-f'(c)=1modP.

Zu Beginn ist das klar auf Grund der gemachten Voraussetzungen. In der Zuwei-
sung

¢+ (c— f(c)-d) rem P
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gilt dann f(ca) = 0 mod Py und dyyy = f/(cae) ™! mod Py, also ist (wegen P, =
P3) 1

f(calt> : dalt = f(calt) : f/(calt)i mod Pneu .

Damit gilt fiir das neue c:

Cneu = Calt — f(calt> mod Pneu
f ,(Calt)
und damit nach Lemma 6.4, dass f(chen) = 0 mod Pyey. AuBerdem ist cpey =

car mod Py (das zeigt auch, dass cpey = a mod p ist); das impliziert
[ (cnew) = f'(car) mod Py, also  day - f'(Cuen) = 1 mod Py .
Wie vorher sieht man dann
dneu * [ (Coew) = 1 mod Py, -

Damit ist gezeigt, dass die obigen Aussagen am Ende des Schleifenrumpfs wieder
erfiillt sind. Analog gilt nach der letzten Zuweisung dann

c=amodp und f(c)=0modp"
wie gewiinscht.

Die Kosten fiir eine Iteration ¢ < (¢ — f(c) - d) rem P (und analog fiir d) setzen
sich zusammen aus den Kosten fiir die Berechnung von f(c¢) rem P, plus einer
weiteren Multiplikation mod P und einer Subtraktion. Um f(c¢) rem P zu berech-
nen, konnen wir das Horner-Schema (Algorithmus ,, Auswertung® auf Seite 26)
verwenden. Das erfordert deg f Multiplikationen mod P und deg f Additionen.
Der Aufwand fiir einen Iterationsschritt ist also < (deg f) mal der Aufwand fiir
eine Multiplikation mod P. Die Kosten fiir den letzten Schritt dominieren die
Kosten fiir die vorherigen Schritte. Damit ist der Aufwand

< (deg f)M(p"),

wo M(p") fiir die Kosten fiir eine Multiplikation von Elementen der Grofle von p”™
steht.

Berechnung von n-ten Wurzeln in 7Z.

Ein typischer Anwendungsfall der Newton-Iteration ist das Berechnen exakter
n-ter Wurzeln aus ganzen Zahlen. Dabei wollen wir 2-adisch rechnen, weil das
optimal zu der internen Darstellung der Zahlen passt. Es soll also die positive
ganzzahlige Nullstelle von f(X) = X" — a berechnet werden, falls sie existiert;
dabei sei a € Z~¢. Die Ableitung ist f/(X) =nX""1. Ist b € Z mit b" = a mod 2,
dann ist f/(b) = na mod 2. Damit wir den Algorithmus ,,Newton ohne Division*
auf Seite 48 anwenden konnen, muss na mod 2 invertierbar sein. Deshalb nehmen
wir erst einmal an, dass n ungerade ist. Den geraden Anteil von a kénnen wir
abspalten und dann annehmen, dass auch a ungerade ist. Wir erhalten folgenden
Algorithmus.

function nthroot(a, n)

input: a € Zo, n € Z~y ungerade.
output: false, wenn b" = a in Z nicht losbar ist;
(true, b) mit b € Z~o und 0" = a sonst.
k < vy(a)
if k£ rem n # 0 then return false end if

ALGO
nte Wurzel
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a < a/2% // jetzt ist a ungerade
m < 1+ |(logya)/n]
b < newton(X" —a,1,1,2,m)
if " = a then
return (true, b 2~Fduwen)
else
return false
end if
end function

Zum Beweis der Korrektheit brauchen wir noch ein Lemma:

6.9. Lemma. Seien [ € R[X], a,d,p € R und n € Zsy mit ¢ = amod p
und f(a) = f(a’) = 0mod p™. Wenn f'(a) in R/pR invertierbar ist, dann gilt

a’ = a mod p".

Das sagt also, dass es zu jeder Nullstelle & mod p von f genau eine Nullstelle a
mod p" von [ gibt mit a = « mod p.

Beweis. Wie vorher schreiben wir f(X) = f(a) + (X —a)f'(a) + (X — a)?9(X)
mit g € R[X|. Wir setzen X = &' und erhalten

0= f(a') = f(a) + (d' = a)f'(a) + (a’ — a)*g(a’)
= (d' —a)(f'(a) + (d' — a)g(a’)) mod p"
Es gilt
f'(a) + (a' = a)g(a’) = f'(a) mod p,
also ist f'(a) + (¢’ —a)g(a’) mod p und damit auch mod p™ invertierbar. Sei b € R
mit b(f'(a) + (¢/ — a)g(a’)) = 1 mod p". Wir multiplizieren mit b und bekommen
a' —a =0 mod p", wie gewiinscht. d

Nun zum Beweis der Korrektheit von , nthroot“. Wir schreiben zunichst a = 2*a/
mit @’ ungerade. Wenn a = 0", dann muss k ein Vielfaches von n sein. Wenn also
k rem n # 0 ist, dann kann a keine nte Potenz sein. Wenn k ein Vielfaches von n
ist, dann ist a genau dann eine nte Potenz, wenn o’ eine ist; gilt (b')" = o/, dann
ist b = ¥'2%/™ eine nte Wurzel von a.

Der Aufruf newton(X" —a,1,1,2,1+ |(log, a)/n]) berechnet die nach Lemma 6.9
eindeutige Nullstelle mod 2™ (mit m = 1+ |(log, a)/n|) von f(X) = X" —a. Die
Voraussetzungen sind erfiillt, denn f(1) =1 —a¢ =0mod 2 und 1- f'(1) =n =
1 mod 2. (Beachte, dass f nur die eine Nullstelle 1 mod 2 besitzt.) Gilt b" = a,
dann ist offensichtlich b eine nte Wurzel von a. Gilt umgekehrt, dass a eine nte
Wurzel ¢ in Z~( hat, dann gilt ¢ = b mod 2™ und

"=a=2"2" = (< =208 om

Da auch 0 < b < 2™, folgt b = ¢, also b"™ = a, und wir erhalten das richtige
Ergebnis.

Die Kosten fiir den Aufruf von ,,newton® sind
< nM(2™) < nM(a'/") < M(a) € O(\(a)) Wortoperationen .

Dazu kommt die Berechnung von 0", mit vergleichbaren Kosten.

LEMMA
Eindeutigkeit
bei Newton
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Man kann noch etwas Rechenzeit sparen (ohne allerdings eine bessere asympto-
tische Komplexitét zu erreichen), wenn man eine spezielle Version von ,newton*
fir f = X™ —a verwendet, in der man jeweils ¢"~! mitberechnet und das dann fiir
die Auswertung f(c) =c-c" ! —a und f'(¢) = nc"! verwendet.

Berechnung von Quadratwurzeln in Z.

Fiir Quadratwurzeln funktioniert der obige Ansatz nicht direkt, weil die Ableitung
von X2 — a modulo 2 niemals invertierbar ist. Wir kénnen aber wie vorher anneh-
men, dass a ungerade ist. Dann kann a hochstens dann ein Quadrat sein, wenn
a =1 mod 8 ist, denn

(4k +£1)*> =16k* £ 8k +1 =1 mod 8.

Wenn a Quadratzahl ist, dann ist eine der beiden Quadratwurzeln = 1 mod 4.
Wir schreiben also a = 8A + 1 und suchen nach einer Nullstellen von (4X + 1)% —
(8A+1)=8(2X?+ X — A). Mit f(X)=2X?+X — Agilt f(X)=4X +1, und
das ist stets ungerade. Das liefert folgenden Algorithmus:

function sqrt(a)
input: a € L.

output: false, wenn a kein Quadrat ist;
(true, b) mit b € Z~ und b* = a sonst.

k < vy(a)
if k£ rem 2 # 0 then return false end if
a < a/2k
if a rem 8 # 1 then return false end if
m < [(logy a)/2] —1
A<+ aquo8
if m < 0 then return (true, (24 + 1)2%/?) end if // a =1 oder 9
B < newton(2X? + X — A, Arem 2,1,2,m)
b 4B +1
if b = a then return (true, b - 2¥/2) end if
b+ 2m+2 —p
if b = a then return (true, b - 2¥/2) end if
return false

end function

Wie vorher ist klar, dass a ein Quadrat ist, wenn das Ergebnis true ist. Ist umge-
kehrt a ein Quadrat und a ungerade, dann gibt es ein eindeutiges ¢ = 4C' 4 1 mit
c? = a. Der Aufruf von ,newton* liefert die eindeutige Nullstelle von 2X? + X — A
mod 2™, also gilt C' = B mod 2™ und damit ¢ = b mod 2™*2. In jedem Fall gilt

62 —a= 2log2a s |C| _ 2(10g2a)/2 < 2m+2'

Ist ¢ positiv, dann folgt ¢ = b, und die erste Abfrage ,b* = a?“ ist erfiillt. Ist ¢
negativ, dann folgt ¢ = b — 22, also ist die zweite Abfrage ,,b* = a?* erfiillt. Wir
sehen, dass der Algorithmus die Quadratwurzel berechnet, wenn sie existiert. Die
Kosten sind wie vorher € O(\(a)) Wortoperationen.

ALGO
Quadrat-
wurzel
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7. SCHNELLE ALGORITHMEN FUR VERSCHIEDENE BERECHNUNGEN

, Divide-and-Conquer“-Methoden wie wir sie fiir die schnelle Multiplikation ver-
wenden koénnen, sind auch anwendbar auf die Berechnung von simultanen Resten
modulo vieler Elemente m; und auf die Rekonstruktion eines Elements aus seinen
Resten nach dem Chinesischen Restsatz.

Schnelle Auswertung an vielen Stellen.

Wir betrachten zunéchst wie iiblich den Ring R[X] und m; = X — a; mit a; € R,
j=1,...,n. Sei f € R X] mit deg f < n. Dann ist das erste Problem, moglichst
schnell den Vektor der Werte (f(ai),..., f(a,)) = (f rem my,...,f rem m,)
zu berechnen. Wenn man nur einen Wert von f bestimmen muss, dann braucht
man dazu linearen Aufwand (in deg f), denn man muss jeden Koeffizienten von f
betrachten. Wir haben im Zusammenhang mit der FFT gesehen, dass man die
Werte von f an n = 2F speziellen Stellen (den n-ten Einheitswurzeln) mit einem
Aufwand < nlogn berechnen kann, wenn deg f < n ist. Wenn wir schnelle Multi-
plikation und Division von Polynomen zur Verfiigung haben, dann dauert es nicht
wesentlich langer, n ~ deg f beliebige Werte von f zu bestimmen.

Der Einfachheit halber nehmen wir jetzt an, dass n = 2* eine Zweierpotenz ist.
Wir setzen

2k—1 2k—1
Mkfl,O = H m; und Mkfl,l = H mzlc—1+j .
J=1 Jj=1

Mit fo = frem My_1o und f1 = f rem M;_,; gilt dann

(f(al), ey f(an)) = (fg(al), ey fo(agk—l), f1<a2k—1+1), ey fl(an)) .

(Falls & = 0 ist, dann ist natiirlich f(a;) = f, denn dann ist f konstant und wir
brauchen diese Aufteilung nicht vorzunehmen.) Damit ist das urspriingliche Pro-
blem auf zwei gleichartige Probleme der halben Grofle zuriickgefithrt. Der Aufwand
dafiir betrégt zwei Divisionen eines Polynoms vom Grad < n durch ein Polynom
vom Grad n/2 mit Leitkoeffizient 1; das ldsst sich in O(n) Operationen in R erle-
digen. Insgesamt ergibt sich eine Komplexitit von

k
ZQ”O(T“‘“) € kO(2¥) € O(n) Operationen in R.
k=1

Dabei ist aber der Aufwand zur Berechnung der Mj_, ;, und allgemeiner von

2’{
Mm‘ = | | Mmios4j ,
j=1

die in den rekursiven Aufrufen bené6tigt werden, noch nicht beriicksichtigt. Diese
Polynome lassen sich bequem nach der Formel

MO,i =Miy1 = X — Qjy1, Mn+1,i = Mn,QiMn,Qi—i-l

rekursiv berechnen. Der Aufwand dafiir ist analog wir eben, nur dass wir statt
Divisionen hier Multiplikationen benotigen.

Diese Analyse bleibt giiltig, wenn wir die Voraussetzung n = 2% weglassen. In
diesem Fall teilt man die Auswertungspunkte jeweils in zwei etwa gleich grofle
Mengen auf.

Etwas genauer sehen wir:
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7.1. Satz. Seien R ein Ring, ay,...,a, € R und sei f € R[X]| mit deg f < n.
Seien weiter M(n) und D(n) obere Schranken fir die Komplexitit einer Multipli-
kation von Polynomen vom Grad < n bzw. einer Division eines Polynom vom
Grad < 2n durch ein Polynom vom Grad n, ausgedriickt in Operationen in R.
Dann lassen sich die Werte f(a;) € R fir j = 1,...,n mit einem Aufwand von
< (M(n) + D(n))logn Operationen in R berechnen.

Wir haben uns schon iiberlegt, dass D(n) < M(n) € O(n) gilt. Damit lisst sich
der Aufwand (wie oben) etwas grober als O(n) beschreiben.

Schnelle Interpolation.

Jetzt wollen wir das umgekehrte Problem betrachten. Sei dazu wieder R ein Ring
und seien ay,...,a, € R, so dass a; —a; € R ist fiir alle 1 <1 < j < n. Seien
weiter by,...,b, € R gegeben. Wir mochten das Polynom f € R[X] berechnen
mit deg f < n und f(a;) =b; firalle j=1,...,n

Nach der Lagrangeschen Interpolationsformel ist
275] — ) —b; m
r=3"b =y
Z ]szﬁ] aj — al) j=1 S5 M
wenn
m = Hm] = H —aj) und s; = H(aj —a;)
Jj=1 i#]j

ist. Die Elemente s; € R* lassen sich wie folgt bestimmen:

s; =m!'(a;) (denn m’ = ZH — a;);

J=1i#j

alle bis auf einen Summanden verschwinden, wenn man a; einsetzt). Fiir diese
Berechnung ldsst sich also der vor Satz 7.1 beschriebene Algorithmus einsetzen.

Wir brauchen noch ein schnelles Verfahren zur Berechnung von Linearkombina-

tionen der Art
n

ZCjXTaj .

J=1

Wir nehmen wieder an, dass n = 2" ist; die Bezeichnungen M, ; behalten wir bei
und ergénzen sie durch My g =m = Mj_19Mj_1 1. Dann gilt fiir £ > 1:

2k 1 2k 1
. . Mk 1,0 +M . M1
k 1,1 k—1,0 2k—1 .
ZJX—& D Gy 2 X~ g
J j=1 j=1 +J

Wir fiihren das Problem wieder auf zwei gleichartige Probleme halber Grofle
zuriick und miissen dafiir zwei Multiplikationen von Polynomen vom Grad < n/2
(und eine Addition) durchfithren. Fiir diesen Schritt ergibt sich wie oben eine
Komplexitat (fiir alle rekursiven Aufrufe zusammen) von < M(n)logn Operatio-
nen in R. Dazu kommt die Berechnung der M, ;, die vergleichbare Komplexitét
hat und die Berechnung der s; in < (M(n) 4+ D(n))log n Operationen in R, sowie
n Inversionen und Multiplikationen in R (zur Berechnung von ¢; = b;/s;) und
O(nlogn) Additionen. Insgesamt erhalten wir einen Algorithmus, der die gleiche
Art von Komplexitéit aufweist wie der Auswertungsalgorithmus in 7.1. Wie vorher
gilt die Komplexitdtsaussage auch, wenn n keine Zweierpotenz ist.

SATZ
simultane
Auswertung
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Verallgemeinerung.

Das Verfahren von Satz 7.1 ldsst sich analog anwenden in jedem Ring R (mit
geeigneter Division mit Rest) und mit beliebigen m;. Insbesondere haben wir:

7.2. Satz. Sei K ein Korper und seien my,...,m, € K[X]|\ K. Wir setzen SATZ

m = my---m,. Sei weiter f € K[X] mit deg f < degm. Dann kénnen wir die simultane

Reste Reste in K[X]
fremmy;, fremmy, ..., fremm,

mit einem Aufwand von O(degm) Operationen in K berechnen.

7.3. Satz. Seien mq,...,m, € Zs1, m = my---my, und a € Z, 0 < a < m. SATZ
Dann kénnen wir simultane
aTem mp, a4 Tem ms, ..., 4 Tem my, Reste in Z

mit einem Aufwand von O(N(m)) Wortoperationen berechnen.

Etwas interessanter ist der allgemeine Chinesische Restsatz. Sei R ein euklidischer
Ring und seien my, ..., m, € R\ {0} paarweise teilerfremd. Wir schreiben wieder
m =my---my. Sei s; ein Inverses von m/m; modulo m;. (Vorsicht: Dieses s; ist,
was vorher 1/s; war.) Fiir by,...,b, € R gilt dann

n
m m
<Z(bisi rem ml)—) rem m; = (bjsj—> rem m; = b; rem m;,
i=1 m; m;
denn s;(m/m;) = 1 mod m;. Damit ist
n
m
T = z(bisi rem mz)gZ
1=
eine Losung des Systems x = b; mod m; (1 < j < n) von Kongruenzen. Das
verallgemeinert die Lagrange-Interpolationsformel.

Ist R = K[X], dann gilt degx < degm, und z ist die kanonische Losung. Fiir
R = 7Z gilt 0 < x < nm; hier muss man also im allgemeinen noch x rem m
berechnen, was aber auch schnell geht.

Zur Berechnung der s; kann man wie folgt vorgehen: Wir berechnen erst

rj:mremmjz firalle1 <j<n

mit dem Algorithmus, der den Sétzen 7.2 und 7.3 zugrunde liegt. Dann gilt fiir
t; = r;j/m; (die Division geht auf) ¢; = (m/m;) rem m;, und wir konnen s, als
Inverses von t; mod m; mit dem Erweiterten Euklidischen Algorithmus berechnen.
Dafiir gibt es ebenfalls einen schnellen Algorithmus, dessen Aufwand O(deg m;)
Operationen in K (fiir R = K[X]) bzw. O(A(m;)) Wortoperationen (fiir R = Z)
ist. Insgesamt ist der Aufwand fiir diese Vorberechnung in der gleichen Gréfien-
ordnung O(degm) bzw. O(A(m)) wie die anderen Teile der Berechnung.

Wenn wir die s; und die Teilprodukte M, ; berechnet haben, kénnen wir die Linear-
kombination  wie oben mit einem Algorithmus analog zur schnellen Interpolation
berechnen. Wir erhalten analog zu den Sitzen 7.2 und 7.3 folgende Resultate:

7.4. Satz. Sei K ein Korper und seien my,...,m, € K[X]\ K paarweise teiler- SATZ

fremd. Seien weiter by, ..., b, € K[X]| mit degb; < degm;. Setze m = my ---m,. schneller
Dann konnen wir das Polynom f € K[X| mit f rem m; = b; fir 1 < j <mn und Chin. Restsatz
deg f < degm in O(degm) Operationen in K berechnen. in R[X]
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7.5. Satz. Seien mq,...,m, € Z~1 paarweise teilerfremd. Setze m = my---m,,. SATZ

Seien weiter by,...,b, € Z mit 0 < b; < m;. Dann kénnen wir die ganze Zahl schneller

a €Z mit arem m; = b; fir 1 <j <n und 0 < a < m in O(\(m)) Wortopera- Chin. Restsatz
tionen berechnen. in Z

Wir illustrieren den Algorithmus hinter Satz 7.5 mit einem einfachen Beispiel.
Seien
(mq,...,my) = (11,13,17,19)
und
(b1,...,bs) =(2,3,5,7).
Wir berechnen zunéchst die Teilprodukte
Myog=11-13=143, M,; =17-19=323, Myy=m = 143323 =46189.

Wir berechnen r; = m rem m?:

m rem M12,0 =5291, mrem M12,1 = 46189
r1 = 5291 rem m? =88, 1y = 5291 rem mj = 52,
ry = 46 189 rem m3 = 238, 1y = 46 189 rem mj = 342.
Dann haben wir
f=-L =8, fh=-2=4, ty=->=14, t,=->=18.
my ma ms3 my
Als Inverse mod m; erhalten wir
s$1="T7, 8, =10, s3=11, s4=18.

Die Koeffizienten der Linearkombination von m/m; sind

g = (by1sy) remmy =3, co = (basy) rem my =4,

c3 = (bzss) remmz =4, ¢4 = (bysyq) rem my = 12.
Die Berechnung der Linearkombination beginnt mit ¢y, ..., ¢4 und schreitet dann
fort:
maocy +mice = 83, mycs +mgeqg =280, x = M;;-83+ M;p-280 = 66849,
und schlieBlich

x rem m = 20660 .

Schneller ggT.

Auch fiir die ggT-Berechnung gibt es schnelle Algorithmen, die auf einem ,,Divide
and Conquer“-Ansatz beruhen. Die zugrunde liegende Idee dabei ist, dass der An-
fang der Folge ¢, go, . .. der sukzessiven Quotienten im Euklidischen Algorithmus,
angewandt auf a und b, nur von den , Anfangen“ (d.h., den hoherwertigen Teilen)
von a und b abhéngt. Wenn

ro=a,r,=b, ro=rg—qir1, r3 =71 —qQaro, ..., ;=20

die Folge der sukzessiven Reste ist, dann lassen sich r; und r; aus a und b und
q1, - - -, Q& berechnen:

r 0 1 Th_1 - a ;
) ()0 (5) -0 a)-n)

mit

Qr = (? _1qk) und Ry = QrQk—1--- Q1.



§ 7. Schnelle Algorithmen fiir verschiedene Berechnungen 56

Der Algorithmus sieht dann etwa so aus:

(1) Ist a oder b ,klein“, dann berechne ggT(a,b) und Ry_; direkt.

(2) Rufe den Algorithmus rekursiv auf mit ausreichend langen Anfangsstiicken
von a und b und berechne Ry, fiir geeignetes k (z.B. k ~ (/2).

(3) Berechne
Tk . a
<7“k+1> ~ <b> |

(4) Falls ryyq = 0, gib 7, und Ry zuriick.

(5) Berechne qpi1, Trq2, Qrt1, Ritr.

(6) Rufe den Algorithmus rekursiv auf mit (a,b) < (7441, 7k+2) und berechne
g = 88T (rrq1, Thy2) und Ry = Qo1 - - Qri3Qps2.

(7) Gib g und R,y = R}, 4 Ri41 zuriick.

Siehe [GG, §11] fur eine detaillierte Beschreibung dieses Ansatzes, wenn a und b

Polynome iiber einem Korper sind.

Wir beachten noch, dass die Koeffizienten w,, und v,, im Erweiterten Euklidischen
Algorithmus dieselbe Rekursion erfiillen wie die Reste r,, aber mit Startwerten
up =1, uy = 0 und vy = 0, v; = 1. Es folgt

UL . 1 Vi . 0
() = (p) wa () =me(5)
Insbesondere ist
Ry, = ( Uk Uk ) .
Uk+1  Vk41

Es gilt stets r, = u,a + v,b, also sind u = uy_; und v = v,_; die Koeffizienten der
Linearkombination, die ¢ = ggT(a,b) in der Form wa + vb darstellt. Das bedeutet,
dass die erste Zeile von Ry ; gerade aus uw und v besteht. Wir bezeichnen das
Tripel (g, u,v) als ,,die Resultate des EEA“.

Man erhélt folgende Aussagen:

7.6. Satz. Sei K ein Kirper und seien a,b € K[X|]. Dann konnen wir die Resul-
tate des Erweiterten Euklidischen Algorithmus, angewandt auf a und b, mit einem
Aufwand von O(max{dega,degb}) Operationen in K berechnen.

7.7. Satz.

auf a und b, mit einem Aufwand von O(max{\(a), \(b)}) Wortoperationen berech-
nen.

Seien a,b € Z. Dann kénnen wir die Resultate des FEA, angewandt

Als Folgerungen ergeben sich unmittelbar:

7.8. Folgerung. Sei K ein Korper und sei f € K[X] irreduzibel. Dann lassen
sich die Kérperoperationen im Kérper L = K[X|/fK[X] mit einem Aufwand von
O(deg f) Operationen in K durchfiihren.

7.9. Folgerung. Sei p eine Primzahl. Dann lassen sich die Korperoperationen
im Kérper F, mit einem Aufwand von O(X(p)) Wortoperationen durchfiihren.

Beide Aussagen gelten allgemeiner auch wenn f nicht irreduzibel, bzw. p nicht
prim ist, wenn man die Division ersetzt durch ,teste, ob a invertierbar ist, und
falls ja, berechne das Inverse®.

SATZ
schneller
EEA in K[X]

SATZ
schneller
EEA in Z

FOLG
Rechnen

in K[X]/(f)

FOLG
Rechnen
in I,
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8. FAKTORISIERUNG VON POLYNOMEN UBER ENDLICHEN KORPERN

Unser néchstes Thema wird die Faktorisierung sein: Ist R ein faktorieller Ring und
a € R\ {0}, so lasst sich a in eindeutiger Weise schreiben in der Form

a:u”p@p’
P

wo u € R* eine Einheit ist, p alle normierten Primelemente von R durchlauft
und e, € Zxo ist fiir alle p und e, = 0 fiir alle bis auf endlich viele p. Das
Faktorisierungsproblem besteht darin, zu gegebenem a die Einheit v und die Paare
(p, ep) zu finden, fiir die e, > 0 ist.

Die faktoriellen Ringe, die wir kennen, haben die Form
R=7[X,,...,X,] oder R=K[Xi,...,X,]

mit einem Korper K; dabei ist n > 0. Im Gegensatz zu anderen Fragestellungen
(wie zum Beispiel der Berechnung von gréfiten gemeinsamen Teilern) hingen die
zu verwendenden Algorithmen stark vom Koeffizientenring ab. Fiir viele andere
Falle grundlegend ist der Fall R = F,[X] eines Polynomrings (in einer Variablen)
iiber einem endlichen Kérper F,,.

Wiederholung: Endliche Koérper.

Wir erinnern uns an einige wichtige Tatsachen iiber endliche Korper.

8.1. Satz. Ist K ein endlicher Kérper, dann gibt es eine Primzahl p und eine
positive ganze Zahl e, so dass #K = p®. Der Korper K ist eine Korpererweiterung
vom Grad e des ,Primkorpers” F, = Z/pZ.

Beweis. Man betrachtet den kanonischen Ringhomomorphismus ¢: Z — K. Sein
Bild ist ein endlicher Integritétsring, also gilt ker ¢ = pZ fiir eine Primzahl p, und
K enthélt (ein isomorphes Bild von) F,. Dann ist K ein endlich-dimensionaler
Vektorraum iiber F; sei dimp, K" = e. Die Behauptung folgt. u

8.2. Lemma. Sei K ein endlicher Kiorper mit #K = q und sei L/K eine
Korpererweiterung. Dann gilt K ={z € L |27 =x}.

Bewers. Die multiplikative Gruppe K> hat Ordnung ¢ — 1. Daher gilt fiir jedes
x € KX, dass 297! = 1, also auch 29 = z ist. Letzteres gilt natiirlich auch fiir
x = 0. Das Polynom X?— X € L[X] hat hochstens ¢ Nullstellen in L. Wir kennen
aber bereits ¢ Nullstellen, ndmlich die Elemente von K. Daher sind die Elemente
von K genau die Nullstellen von X9 — X. a

Damit folgt:

8.3. Folgerung. Sei K ein endlicher Korper mit #K = q. Dann gilt in K[X]:
X' —X=][(X-a).

acK

SATZ
endliche
Korper

LEMMA
Teilkorper
von endl.
Korpern

FOLG
Zerlegung
von X9 — X
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8.4. Lemma. Sei L/K eine Korpererweiterung, wobei K endlich sei mit q Ele-
menten. Dann st die Abbildung ¢: L — L, x — 27, ein K-linearer Ringhomo-
morphismus.

Beweis. Dass ¢(xy) = (xy)? = 2% = ¢(x)¢p(y) gilt, ist klar. Nach Lemma 8.2 gilt
a? = afiira € K, also folgt ¢(a) = a (und insbesondere ¢(1) = 1). Sei ¢ = p°. Dann
gilt auch (x 4+ y)? = aP + y? fiir z,y € L, denn die inneren Binomialkoeffizienten
sind alle durch p teilbar, verschwinden also in einem Korper der Charakteristik p.
Durch Induktion folgt dann ¢(x + y) = (x + y)? = 29 + y? = ¢(z) + ¢(y). Q

Ist die Korpererweiterung endlich, dann ist ¢ ein Automorphismus von L/K (denn
¢ ist offensichtlich injektiv: ker ¢ = 0, also wegen der endlichen Dimension des K-
Vektorraums L auch surjektiv); ¢ heifit der Frobenius-Automorphismus von L/K.

8.5. Satz. Seien p prim, e > 1 und q = p°. Dann gibt es bis auf Isomorphie
genau eimen Korper I, mit ¢ Elementen.

Beweis. Sei K ein algebraischer Abschluss von F,. Das Polynom X9 — X ist se-
parabel (denn seine Ableitung ist —1, hat also keine gemeinsamen Nullstellen mit
X9 — X; beachte ¢ - 1g, = 0), also hat die Menge

F,={aec K|a?’=a}

genau ¢ Elemente. Nach Lemma 8.4 ist I, die Menge der Fixpunkte eines F,-
linearen Ringhomomorphismus, also ist F, eine F,-Algebra. Da I, endlich und
nullteilerfrei ist, muss F, ein Korper sein. Das zeigt die Existenz.

Zur Eindeutigkeit: Sei K wie eben. Jeder Korper F' mit ¢ Elementen ist eine
endliche Korpererweiterung von IF,, also ldsst sich F'in K einbetten: F'ist isomorph
zu einem Unterkorper von K mit ¢ Elementen. Aus Lemma 8.2 folgt aber, dass
es genau einen solchen Unterkorper gibt, nédmlich F,. Also ist jeder Koérper mit ¢
Elementen zu [F, isomorph. u

Folgerung 8.3 hat eine Verallgemeinerung:

8.6. Lemma. X7 — X € F [X] ist das Produkt aller normierten irreduziblen
Polynome in F,[X], deren Grad ein Teiler von n ist.

Beweis. Der Kérper Fgn ist eine Korpererweiterung vom Grad n von F,. Nach
Folgerung 8.3 gilt in Fn[X]:

X" —X= ][] X-a).

OéEFqn

Sei a € Fyn und M,, das Minimalpolynom von « iiber F,. Da F, C F,(a) C Fyn,
gilt

deg M, = dimg, Fo(a) [ n.
Das Minimalpolynom M, teilt jedes Polynom in F,[X], das « als Nullstelle hat;
da verschiedene Minimalpolynome paarweise teilerfremd sind, folgt

II Mix"-Xx.
Me{My|acFn}

Da die linke Seite aber alle a € Fn als Nullstellen hat (und beide Polynome nor-
miert sind), gilt Gleichheit. Sei nun f € F,[X] irgend ein normiertes irreduzibles

LEMMA
Frobenius-
Homo-
morphismus

DEF
Frobenius-
Auto-
morphismus
SATZ
Existenz und
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endl. Korper

LEMMA
Zerlegung
von X" — X
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Polynom, dessen Grad n teilt, und sei f € K eine Nullstelle von f. Die Korperer-
weiterung F, () muss dann (als Kérper mit ¢**8/ Elementen) gerade Faes s sein,
ist also in [Fy» enthalten. Es folgt 5 € Fyn, und f = Mjp. a

8.7. Satz. Sei K ein endlicher Kéorper. Dann ist die multiplikative Gruppe K*
zyklisch.

Beweis. Das folgt aus einem bekannten Satz der Algebra: Jede endliche Unter-
gruppe der multiplikativen Gruppe eines Koérpers ist zyklisch. Hier ist sogar die
ganze multiplikative Gruppe endlich. u

8.8. Lemma. Sei K ein endlicher Korper und sei k € Z~1 mit #K =1 mod k.
Dann gilt

{a*|ae K} ={ae K | d#E-VF =1}
und diese Menge hat genau (#K — 1)/k Elemente.

Beweis. Sei #K = ¢q. Nach Satz 8.7 ist K* zyklisch; aulerdem gilt #K* =q¢—1,
also ist k£ ein Teiler der Ordnung von K *. Daher hat K* genau eine Untergruppe
der Ordnung (¢ —1)/k, die durch die Menge auf der rechten Seite gegeben ist. Die
linke Seite ist wegen a?~! = 1 in der rechten Seite enthalten und hat mindestens
(¢ — 1)/k Elemente (denn die Abbildung a — a* hat Fasern der Groée < k), also
miissen wir Gleichheit haben. a

Jetzt kénnen wir uns der Faktorisierung von Polynomen iiber K = F, zuwenden.
Sei also f € F,[X]; wir konnen annehmen, dass f Leitkoeffizient 1 hat, und wir
werden zundchst einmal voraussetzen, dass f quadratfrei ist (dass also in der
Faktorisierung von f keine Faktoren mehrfach auftreten).

Trennung der irreduziblen Faktoren nach ihrem Grad.

Der erste Schritt besteht darin, die irreduziblen Faktoren von f nach ihrem Grad
zu trennen. Zum Beispiel gilt nach Folgerung 8.3, dass

geT(f, X' -X)= J] X-a
a€lFy, f(a)=0

das Produkt der irreduziblen Faktoren von f vom Grad 1 ist. Die Berechnung von
ggT(f, X9 — X) erfolgt dabei am besten als ggT(f, (X? rem f) — X), wobei wir
X?rem f durch sukzessives Quadrieren im Ring F,[X]/ fF,[X] effizient berechnen
konnen.

Zur Isolation der Faktoren mit hoherem Grad verwenden wir entsprechend Lem-
ma 8.6. Das fiithrt auf folgenden Algorithmus zur ,,Distinct Degree Factorization®.

function ddf(f)

input:  f € F [X] quadratfrei mit lcf(f) = 1.

output: (uq,us,...,us) mit u; € Fy[X] Produkt von normierten irreduziblen
Polynomen vom Grad j, ug # 1 und f = uy - - - ugy.

u < () // leere Liste
a+ X //a= X" mod f
while deg f > 0 do

SATZ
K> zyklisch

LEMMA
kte Potenzen

ALGO
distinct
degree
factorization



§ 8. Faktorisierung von Polynomen iiber endlichen Kérpern 60

a < a?rem f // sukzessives Quadrieren in F,[X]/fF,[X]
h <+ ged(f,a — X)
u < append(u, h) // Liste verlingern
[ f/h
end while
return u
end function

Zum Beweis der Korrektheit zeigt man, dass im j-ten Schleifendurchlauf das Po-
lynom f nur noch irreduzible Faktoren vom Grad > j enthélt (das ist klar fiir
j =1). Dann ist h = ggT(f, X — X) das Produkt der in f enthaltenen irredu-
ziblen Faktoren, deren Grad j teilt. Das sind dann aber gerade die irreduziblen
Faktoren vom Grad j. Damit hat u; = h den korrekten Wert, und der neue Wert
von f hat nur noch irreduzible Faktoren vom Grad > j.

Zur Komplexitat: Im ,,schlimmsten® Fall ist f irreduzibel, dann muss die Schlei-
fe n = deg f Mal durchlaufen werden, und die Variable f hat immer den glei-
chen Wert. Die Berechnung von a rem f braucht O(nlogq) Operationen in F,,
die Berechnung von h und die Division f/h hochstens O(n) Operationen in F,.
Insgesamt haben wir also eine Komplexitét von O(n?logq) Operationen in F,
oder O(n?(log ¢)*) Wortoperationen (denn Operationen in F, kénnen mit O(log q)
Wortoperationen ausgefiihrt werden). Da die Grofie der Eingabe f von der Grofien-
ordnung nlogq ist, haben wir hier einen Algorithmus von im wesentlichen qua-
dratischer Komplexitit.

Man kann das Programm etwas schneller beenden, wenn deg f < 2j ist, denn dann
muss f irreduzibel sein, und man kann u; = -+ = Ugegf—1 = 0 und Uqegr = f
setzen. In diesem Fall spart man sich so die Hélfte der Arbeit.

Bestimmung der Nullstellen in F,.

Um die Faktorisierung zu vervollstandigen, miissen wir Produkte der Form f =
hihy - - - hy, faktorisieren, wobei die Polynome h; paarweise verschiedene normierte
irreduzible Polynome desselben Grades d sind. Es gilt dann k = (deg f)/d; wir
wissen also, wie viele Faktoren es sind. Gilt d = deg f, dann ist £ = 1, und f ist
irreduzibel.

Wir betrachten erst den Fall d = 1. Dann ist f ein Produkt verschiedener Poly-
nome der Form X — o, und es geht darum, die Nullstellen von f in F, zu finden.
Eine Mdoglichkeit besteht darin, alle o € F, durchzuprobieren. Mit den effizienten
Methoden zur Auswertung in mehreren Punkten geht das in O(g) Operationen
in F,. Das ist vertretbar, wenn ¢ vergleichsweise klein ist, wird aber fiir grofie ¢
untolerierbar langsam — der Aufwand wéchst exponentiell mit der Eingabegrofe.

Um zu einer effizienteren Methode zu kommen, erinnern wir uns an das Prinzip
von ,,Divide and Conquer®: Wir sollten versuchen, das Problem in zwei gleichartige
Probleme der halben Gréfle zu zerlegen. Wir wollen also f = f;f, faktorisieren,
wobei die Faktoren f; und fy etwa den gleichen Grad ~ (deg f)/2 haben. Dazu
teilen wir I, in zwei etwa gleich grofie Teilmengen \S; und S, auf und berechnen

fi=esT (£, [[(X =) wd fo=geT(f [[(X-a).

Wir koénnen natiirlich Pech haben, und (fast) alle Nullstellen von f liegen in einer
der beiden Teilmengen. Aber wenn wir die Aufteilung in hinreichend zufélliger
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Weise vornehmen, dann ist die Wahrscheinlichkeit dafiir sehr klein. Das fiihrt
dann in natiirlicher Weise auf einen probabilistischen Algorithmus. Es ist ein offe-
nes Problem, ob es einen deterministischen Algorithmus gibt, der in Polynomzeit
(polynomial in deg f und log q) wenigstens eine Nullstelle von f bestimmt.

Das praktische Problem ist, wie man f; und f, effizient berechnen kann. Dazu
erinnern wir uns an Lemma 8.8: Wenn ¢ ungerade ist, dann sind genau die Hélfte
der Elemente von Fy Quadrate, und zwar genau die a € F; mit ale-V/2 = 1.
Das Polynom X (@~1/2 —1 hat also genau (g — 1)/2 verschiedene Nullstellen in F,,.
Dasselbe gilt natiirlich fiir (X — a)@~%/2 — 1. Das liefert folgenden Algorithmus:

ALGO
Nullstellen

function zeros(f)
input:  f € F,[X] normiert mit f | X? — X, ¢ ungerade.
output: 7 C [, die Menge der Nullstellen von f.

if deg f = 0 then return () end if
if deg f =1 then return {—f(0)} end if
a < zufilliges Element von F,
h <+ (X —a) D2 rem f // sukzessives Quadrieren
fi < ged(f,h — 1)
fao=fIh
return zeros(f1) U zeros( fz)
end function

Die Komplexitét ist O(nloggq) Operationen in F, mal die Rekursionstiefe (mit
n = deg f wie oben), denn der Aufwand fiir einen Durchlauf ist O(nlog ), analog
zum vorigen Algorithmus. Man kann erwarten, dass die Rekursionstiefe < logn
ist, denn das gilt, wenn f; und f; etwa den gleichen Grad haben. Etwas genauer
kann man so argumentieren: Seien «, 8 € IF, zwei verschiedene Nullstellen von f.
Dann werden o und § mit Wahrscheinlichkeit nahe bei % in einem Durchlauf
getrennt. Der Erwartungswert der Anzahl der Paare von Nullstellen, die nach k
rekursiven Aufrufen noch nicht getrennt sind, ist also etwa

(0

und das ist sehr klein, sobald &£ > logn ist. Insgesamt ist die erwartete Komple-
xitat

O(nlognlogq) = O(nlogq) Operationen in F,.

Wenn g = 2™ ist, F, also Charakteristik 2 hat, kann man statt dessen verwenden,
dass die Funktion

Tr]Fq/]F2:xn—>x—|—x2—|—x4—|—...—|—xq/2

fiir genau die Halfte der Elemente z € F, den Wert 0 und fiir die andere Hélfte
den Wert 1 annimmt. (Tr ist die Spur der Korpererweiterung F,/Fo, eine Fs-
lineare Abbildung F, — Fs, die surjektiv ist, weil F,/Fy separabel ist.) Man kann
zeigen, dass man jede Untergruppe vom Index 2 der additiven Gruppe F, erhélt

als Kern von x + Ty, /r,(az) mit einem a € F. Man hat dann also die folgende
Modifikation:

ALGO
Nullstellen
in Char. 2
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function zeros2(f)
input:  f € F [X] normiert mit f | X?— X, ¢ =2™.
output: 7 C F,, die Menge der Nullstellen von f.

if deg f = 0 then return () end if

if deg f =1 then return {f(0)} end if

a < zufilliges Element von F

g—aX;h<+g

for:=1tom—1do

g g*rem f;h< h+g

end for

fu <= ged(f, h)

o= f/ 1

return zeros2(f;) U zeros2( f2)
end function

Trennung irreduzibler Faktoren gleichen Grades.

Die Idee, die wir zur Nullstellenbestimmung verwendet haben, lasst sich verallge-
meinern. Wir nehmen an, f € F,[X] sei ein Polynom mit Leitkoeffizient 1, das
Produkt von k verschiedenen irreduziblen Polynomen vom Grad d ist. Dann ist
n = deg f = kd. Wie vorher nehmen wir an, dass ¢ ungerade ist. Wir schreiben

f=hily

mit irreduziblen normierten Polynomen h; € F,[X] vom Grad d. Nach dem Chi-
nesischen Restsatz gilt dann, dass

B[ X)) — HFq[X]/<hj> = (Fya)*

a+— (amod hy,...,amod h;)

ein Isomorphismus von Ringen ist. Wéhlen wir a zufillig und gleichverteilt in
F,[X]/(f), dann ist ¢(a) ein zufilliges Element in (F,)*. Wenn a L f, dann ist
¢(a) ein zufilliges Element von (F7,)", und b = o(ald"D/2) = p(a)@"=D/2 igt ein
zufilliges Element von {£1}*. Wir schreiben b = (by,...,by) mit b; € {+1}. Es
gilt dann
g=ggT(f,d" V2 —1)= [ h-
J:bj=1

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 217% < 1/2 (fiir k > 2) ist b ¢ {£1} (d.h., die b;
sind nicht alle gleich); dann ist g # 1 und g # f, so dass f = g-(f/g) eine nichttri-
viale Faktorisierung ist. Wir wenden dann dieselbe Idee rekursiv auf g und auf f/g
an und erhalten folgenden Algorithmus fiir die ,,Equal Degree Factorization®.

function edf(f, d)

input:  f € F,[X], ¢ ungerade, f normiert und Produkt von verschiedenen
irreduziblen Polynomen vom Grad d.

output: (hy,...,hy) mit h; irreduzibel, f = hy - hy.

if deg f = 0 then return () end if // f konstant
if deg f = d then return (f) end if // f irreduzibel

ALGO
equal
degree
factorization
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// ab hier ist k& > 2.
a < zufilliges Polynom in F,[X] vom Grad < deg f
g« ged(f,a) // Test ob a L f
if g # 1 then return edf(g, d) catedf(f/g,d) end if
g+ ged(f,a@"=D/2 rem f — 1)
return edf(g, d) cat edf(f/g,d)

end function

Hier ist
(a1, ... ,am)cat(by,...,by) = (a1,...,am,b1,...,b,).

Die Kosten fiir einen Durchlauf betragen (n = deg f wie oben)

é( ) fur die Wahl von a

O(n) fiir ggT(f, a)

O(ndlog q) fiir a!?~1/? rem f durch sukzessives Quadrieren
O(n) fiir den zweiten ggT

Operationen in . Der dritte Schritt ist dominant; wir haben also
O(ndlogq) Operationen in F,.

Wenn wir die rekursiven Aufrufe als Bindrbaum darstellen, dann ist die Summe
der Werte von n aller Aufrufe auf derselben Ebene des Baumes immer hochstens
gleich dem urspriinglichen n (denn deg g+deg(f/g) = deg f). Der Gesamtaufwand
ist damit hochstens ~

O(rndlogq) Operationen in F,,

wobel r die maximale Rekursionstiefe bezeichnet. Wir miissen also den Erwar-
tungswert von r betrachten.

Wenn wir die (fiir ¢ und/oder d grofl sehr seltenen) Félle auler Acht lassen, in
denen a und f nicht teilerfremd sind, dann kénnen wir das Verfahren wie folgt in-
terpretieren: In jedem Durchgang wird die jeweils aktuelle Menge von irreduziblen
Faktoren in zwei disjunkte Teilmengen aufgeteilt; dabei ist jede mogliche Auftei-
lung gleich wahrscheinlich. Sei E(k) der Erwartungswert der Rekursionstiefe bei
k Faktoren, dann gilt

E(0)=E(1)=0, —1+2k2()maX{E) E(k—1)} firk>2.

Es ist klar, dass F(k) monoton steigt. Damit erhalten wir die iibersichtlichere
Rekursion

E(k)=1+2"" M—ZMJ (I;) E(k —1) [+ 27" (kl;2) E(k/z)] ;

1=0
der letzte Summand ist nur vorhanden, wenn k gerade ist. Wir erhalten zum
Beispiel

E(2):1+%-E(2)+£E(1):1+%2),
also E(2) = 2, dann
E(3) =1+ —(E(3) +3E(2)) g + @ :

also E(3) = X usw.
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Etwas einfacher wird es, wenn wir alle Auswahlen in einer Ebene des Baumes
zusammenfassen. Dann haben wir eine zufiillige Folge (v,,)m>1 von Elementen
in {£1}*, und die maximale Rekursionstiefe ist der kleinste Index r, so dass es fiir
jedes Paar 1 <1 < j < k stets ein v,, mit m < r gibt, so dass die Eintrdge an
den Positionen ¢ und j in v, verschieden sind. Fiir ein gegebenes Paar (i, j) ist die
Wahrscheinlichkeit, dass dies nicht der Fall ist, 27". Die Wahrscheinlichkeit, dass
es ein noch nicht getrenntes Paar gibt, ist demnach

pr < (I;) 27" < k22t

Fiir den Erwartungswert ergibt sich dann

E(k) = ZTQ?T—I - pr) = Zp’r
r=1 r=0
[21og, k-2 o
S ST e
r=0 r=[2logy k]—1

= [2log, k] — 1 + k227 [2lee2 M+l < [2]0g, k] + 1 < logk.

(Man bekommt auch die etwas bessere Schranke

E(k) < [mg2 (I;N 42,

etwa F(2) < 2, F(3) < 2+ log,3 ~ 3,585 usw., die aber asymptotisch keinen
Gewinn bringt.)

Insgesamt sehen wir (unter Beachtung von log k < logn):
Der Erwartungswert fiir den Aufwand des obigen Algorithmus ist

€ O(ndlog qlogk) = O(ndlogq) Operationen in F,.

Bisher haben wir immer noch vorausgesetzt, dass das zu faktorisierende Poly-
nom quadratfrei ist. Eine einfache Moglichkeit, sich von dieser Einschrankung zu
befreien, besteht darin, jeweils die Vielfachheit jedes gefundenen irreduziblen Fak-
tors gleich festzustellen. Es gilt auch fiir nicht quadratfreies f ohne irreduzible
Faktoren vom Grad < d, dass ggT(f, X @ _ X ) das Produkt der verschiedenen
irreduziblen Faktoren vom Grad d ist, die f teilen. Per ,Equal Degree Factori-
zation“ konnen wir diese irreduziblen Faktoren finden und dann in der richtigen
Vielfachheit abdividieren. Das ergibt folgenden Algorithmus.

function factor(f)
input:  f € F, [X], ¢ ungerade, lcf(f) = 1.
output: ((h1,e1),. .., (hg,ex)) mit [ = [, hZ’, hj normiert und irreduzibel,
e; > 1.
u < () // leere Liste
d<«0
0+ X //a=X"mod f
while deg f > 0 do
d<«d+1
if deg f < 2d then return append(u, (f,1)) end if // f ist irreduzibel

ALGO
Faktorisierung
in F,[X]
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a < a?rem f // sukzessives Quadrieren in F,[X]/(f)
g« ged(f,a— X)
if degg > 0 then
(hi,...,hpm) < edf(g,d) // equal degree factorization
f < f/g // Abdividieren von hy - - - hy,
for 7 =1to m do
e 1
while f rem h; = 0 do
e<e+1
[ f/h;
end while
// Jetzt ist f nicht mehr durch h; teilbar
u < append(u, (h;, €))
end for
end if
end while
return u
end function

Der Aufwand fiir die Division durch h; féllt nicht ins Gewicht. Die Gesamtkom-
plexitit fiir das Faktorisieren eines Polynoms vom Grad n iiber F, ist damit
im Erwartungswert von der Gréflenordnung O(n2 log ¢) Operationen in F, oder
O(n?(log q)?) Wortoperationen.

Quadratfreie Faktorisierung.

Alternativ kann man zuerst f in quadratfreie Bestandteile zerlegen. Dabei be-

stimmt man paarweise teilerfremde quadratfreie Polynome hq, ho, ..., h,,, so dass
f=hih3---h™ Hat f diese Form, dann gilt in Charakteristik 0, dass
_ f
geT(f, f) = hoh3--- b ' und ————< =hihy- Ay,
U ) = hati eeT(f,f)
denn
f'=hoh3 - BN B hy - hyy 4 2Ry hohs - By + .o mbhy by B

und der zweite Faktor, er sei mit A bezeichnet, ist wegen
geT(h, hj) = geT(jhy - - - hj1hihjer -« - hi, hy) = ggT(GR], hy) = ggT (4, hy)

(beachte h; L h; fiir i # j und h; L R}) teilerfremd zu f. Damit lassen sich die h;
dann iterativ bestimmen.

In Charakteristik p gilt wegen p = 0 abweichend, dass
ggT(fvf,) = th?{hz_l Hhkv
plk

also
h
geT( f f) H v

Man erreicht dann irgendwann den Punkt, dass f" = 0ist. Das bedeutet f = g(X?)
fiir ein Polynom g. Ist der Grundkérper endlich (oder wenigstens perfekt), dann
folgt g(X?) = h(X)?, wobei die Koeffizienten von h die (nach Voraussetzung
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existierenden) p-ten Wurzeln der Koeffizienten von g sind. Man kann dann mit A
weiter machen. Eine genaue Beschreibung findet sich in [GG].

Effizientere Berechnung der ¢-ten Potenzen.

Wiéhrend der Faktorisierung von f miissen wir die iterierten ¢-ten Potenzen von X
im Restklassenring F [X]/(f) berechnen. Bisher haben wir dafiir die allgemein
anwendbare Methode des sukzessiven Quadrierens benutzt. Wir konnen diese Be-
rechnungen effizienter machen, wenn wir die speziellen Eigenschaften endlicher
Korper ausnutzen. Dafiir erinnern wir uns daran, dass die Abbildung = +— 9
einen Endomorphismus auf jeder [F,-Algebra definiert. Insbesondere ist

¢: F[X]/{f) — Fo[X]/(f), ar—d

eine F -lineare Abbildung. Wenn wir eine F,-Basis von F,[X]/(f) wihlen, etwa
(die Bilder von) 1, X, X% ..., X"! (mit n = deg f), dann kénnen wir ¢ durch eine
n X n-Matrix M iiber F, darstellen. Die Zuweisung a < a? rem f in den obigen
Algorithmen kann dann ersetzt werden durch a < M - a (wenn wir a mit seinem
Koeffizientenvektor identifizieren). Die Kosten dafiir betragen < n? Operationen
in ;. Das ist zu vergleichen mit den Kosten von O(nlog q) Operationen in IF, fir
das sukzessive Quadrieren. Es wird sich also vor allem dann lohnen, die Variante
mit der Matrix M zu benutzen, wenn n gegeniiber log ¢ nicht zu grof3 ist.

Es geht aber noch etwas besser. Wenn g € F,[X] ein Polynom ist, dann gilt
g(X)? = g(X1). Das fiithrt zu folgendem Algorithmus zur Berechnung der Potenzen
X% mod f.

function itfrob(f, m)
input:  f e F,[X], m>0.

output: (X%rem f, X% rem f,..., X% rem f) mit d > m.

u < (X%rem f) // Liste fiir das Ergebnis

// X%rem f durch sukzessives Quadrieren

while length(u) < m do
h < last(u) € F,[X] // letzter Eintrag in u
u < u cat lift (evalmult(h, v mod f))

end while

return u

end function

evalmult(h, w mod f) ist hier die schnelle Auswertung von A in mehreren Punk-
ten wie in Satz 7.1; dabei sei (uyg,...,ux) mod f = (u; mod f,..., ux mod f) ein
Tupel von Elementen von F,[X]/(f). lift wandelt die Liste von Elementen des
Restklassenrings wieder in eine Liste von Polynomen um. Im Computer passiert
dabei nichts, nur die Interpretation dndert sich.

Der Algorithmus ist korrekt: Sei zu Beginn eines Durchlaufs durch die while-
Schleife

2 2k
u:(eremf,Xq rem f,..., X1 remf).
Dann wird h = X o rem f, und wir werten h aus an den Stellen

X% mod £, X" mod f,..., X% mod f € F,[X]/(f).

ALGO
Potenzen
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Wegen

R(X?) mod f = h(X)? mod f = X¢
ergibt evalmult dann die Liste
(X7 mod £, X% 7 mod f,..., X7 mod f),

und lift wandelt dies in die kanonischen Reprasentanten der Restklassen um. Am
Ende der Schleife hat v wieder die Form wie zu Beginn, mit einem um 1 erhohten
Wert von k.

mod f

+1

Sei wie iiblich n = deg f. Der Aufwand betragt O(n log ¢) Operationen in IF, fiir die
Berechnung von X? rem f durch sukzessives Quadrieren. Die schnelle Auswertung
eines Polynoms vom Grad [ in k Punkten hat Komplexitit O(I4k) Operationen im
Restklassenring, also O((I+ k)n) Operationen in F,. In unserem Fall ist [ < n —1,
und k ist der Reihe nach 1,2,4,...,2°% mit s = [log, m] — 1. Die Summe dieser
Werte von k ist 2571 — 1 < 2m, die Anzahl ist s + 1 < logm. Insgesamt ist der
Aufwand fiir die while-Schleife also beschrénkt durch O((n + m)n) Operationen
in F,. Gilt (wie meist in den Anwendungen) m < n, dann reduziert sich das auf
O(n?), und der Gesamtaufwand ist

O(n(n + log q)) Operationen in F,
oder .
O(n”log q + n(logq)*) Wortoperationen.
Die Komplexitéat der ,,Distinct Degree Factorization® reduziert sich dann ebenfalls

auf diese GroBenordnung (gegeniiber vorher n?(log q)?).

Die Berechnung der (¢? — 1)/2-ten Potenz in der ,Equal Degree Factorization®
lésst sich beschleunigen, indem man

d
¢ =1 _ 2 ... 414
5 =(l4+g+¢+-+q )—2

verwendet. Wenn man die Werte von X rem f fiir j < d schon berechnet hat,
dann kann man a,a?,... ,aqdfl im Restklassenring durch Auswerten in

X mod f, X%mod f,..., X% " mod f

bestimmen (#hnlich wie im Algorithmus itfrob oben), dann das Produkt bilden
und schliellich noch davon die (¢ — 1)/2-te Potenz durch sukzessives Quadrie-
ren berechnen. Die Komplexitét reduziert sich analog. Insgesamt erhélt man das
folgende Resultat.

—1

8.9. Satz. Die vollstindige Faktorisierung eines normierten Polynoms f € F,[X]
vom Grad n kann mit einem erwarteten Aufwand von

O (n2 log ¢ + n(log q)Q) Wortoperationen

bestimmt werden.

SATZ
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9. PRIMZAHLTESTS

In diesem Abschnitt wollen wir folgendes Problem (effizient) 16sen:
Stelle fest, ob eine gegebene natiirliche Zahl N eine Primzahl ist!

Dieses Problem ist durchaus von praktischer Relevanz, da viele moderne kryp-
tographische Verfahren wie zum Beispiel RSA grofie Primzahlen (mit mehreren
Hundert Dezimalstellen) benotigen.

Man wird sich vielleicht zuerst an die Definition einer Primzahl erinnern als einer
Zahl, die (> 1 ist und) auler 1 und sich selbst keine Teiler hat. Das fiihrt auf den
folgenden Algorithmus:

function isprime(N)
input: N € ZZQ
output: true, wenn N Primzahl ist, sonst false.

for d =2 to |V/N| do
if N rem d = 0 then return false end if
end for
return true
end function

Die Schranke |v/N| kommt daher, dass fiir jeden Teiler d von N auch N/d ein
Teiler ist; wenn es also einen nichttrivialen Teiler gibt, dann gibt es auch einen,
der < V/N ist.

Der Aufwand dafiir betrdgt im Fall, dass N tatséchlich prim ist (dann wird die
Schleife komplett durchlaufen) v/ N Divisionen von Zahlen der Linge A(N), also
grob O(v/N) Wortoperationen. Das ist keine polynomiale Komplexitét, denn die
GréBe der Eingabe ist A(N) = O(log N) und VN = el°8N)/2 ist exponentiell
in log V.

Wie kann man es schneller hinbekommen? Da es bisher keinen Algorithmus gibt,
der Zahlen in Polynomzeit faktorisieren kann (siehe néchsten Abschnitt), kann der
Ansatz, die Nicht-Existenz eines nichttrivialen Teilers nachzuweisen, nicht zum
Ziel fithren. Stattdessen hilft es, sich zu iiberlegen, wie man zeigen kann, dass eine
Zahl nicht prim ist, ohne sie zu faktorisieren. Dafiir kann man Aussagen verwen-
den, die fiir Primzahlen gelten, aber fiir zusammengesetzte Zahlen im Allgemeinen
nicht. Eine solche Aussage ist der kleine Satz von Fermat:

9.1. Satz. Seien p eine Primzahl und a € Z mit pta. Dann ist a?~' = 1 mod p.

Im Umkehrschluss gilt dann: Ist N € Z>; und @ € Z mit 0 < a < N und
aV "' # 1 mod N, dann kann N keine Primzahl sein.

Euler hat diesen Satz verallgemeinert:

9.2. Satz. Sei N € Z-g und sei a € Z mit a L N. Dann ist a¥?™) =1 mod N.

Hierbei ist p(N) = #(Z/NZ)* = #{1 < m < N | m L N} die Eulersche
p-Funktion.

ALGO
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Beweis. Die Aussage ist #dquivalent zu der Gleichung [a]*) = [1] in der Einhei-
tengruppe (Z/NZ)* von Z/NZ. Sie folgt aus dem Satz von Lagrange aus der
Gruppentheorie, der impliziert, dass die Ordnung eines Elements einer endlichen
Gruppe stets die Gruppenordnung teilt. a

Wir erinnern uns daran, dass wir Reste von Potenzen der Form a® rem N effi-
zient berechnen kénnen, néamlich mit einem Aufwand von O(loge) Operationen
in Z/NZ, also O((log e)(log N)) Wortoperationen, berechnen kénnen, siche Lem-
ma 4.1. Ein Algorithmus dazu ist wie folgt:

function expmod(a, e, N)
input: N €Zs3,0<a<N,e>0.
output: a°rem N.

if ¢ =0 then return 1 end if
b < expmod(a, e quo 2, N)
b+ b>rem N
if erem 2 =1 then
b+« (a-b) rem N
end if
return b
end function

Damit kénnen wir die Relation ¢~ =1 mod N, die zu ™ ~! rem N = 1 dquiva-
lent ist, mit einem Aufwand von O((log N)?) Wortoperationen testen.

Der kleine Satz von Fermat ergibt dann den , Fermat-Test“:

function fermat(N, m)

input: N € Z>5, m > 1: Anzahl der Tests.
output: zusammengesetzt® oder ,moglicherweise prim®.

for i =1to m do
a < random(2, N — 1)
if expmod(a, N — 1, N) # 1 then

return zusammengesetzt

end if

end for

return ,moglicherweise prim*

end function

Hierbei soll random(A, B) fiir ganze Zahlen A < B eine Zufallszahl aus [A, B]NZ
liefern. Der Parameter m gibt an, fiir wie viele Werte von a die Aussage des kleinen
Fermatschen Satzes getestet wird.

Wenn wir annehmen, dass der Aufwand fiir die Bestimmung einer Zufallszahl
von der GroBenordnung O(log N) ist (,,Zufallszahlen“ werden im Computer durch
Pseudo-Zufallszahlen-Generatoren erzeugt, die bei jedem Aufruf eine gewisse Fol-
ge von Operationen auf Zahlen einer festen Lénge ausfiithren; damit bekommt
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man eine feste Zahl von zufilligen Bits in konstanter Zeit, also A(N) zuféllige
Worte in O(A(N)) Wortoperationen), dann ist der Aufwand fiir den Fermat-Test
O(m(log N)?) Wortoperationen.

Jetzt stellt sich die Frage, ob dieser Test auch zuverlissig ist: Falls N zusammen-
gesetzt ist, wird der Test das fiir geeignetes a auch nachweisen? Und ist der Anteil
der geeigneten a unabhéngig von N durch eine positive Konstante nach unten
beschrankt? (Dann kann man m so wihlen, dass der Test mit einer Wahrschein-
lichkeit beliebig nahe bei 1 feststellt, dass N zusammengesetzt ist.)

Dazu geben wir den ,,schlechten® Zahlen N erst einmal eine Bezeichnung.

9.3. Definition. Sei a € Z. Eine ganze Zahl N > 2 heifit Pseudoprimzahl zur
Basis a, wenn N nicht prim ist, aber a¥~!' = 1 mod N gilt.

N heit Carmichael-Zahl, wenn N Pseudoprimzahl zur Basis a ist fiir alle zu N
teilerfremden a € Z. O

Jede Zahl ist Pseudoprimzahl zur Basis 1, und jede ungerade Zahl ist Pseudoprim-
zahl zur Basis —1. Es sind also nur Zahlen a mit |a| > 2 interessant.

9.4. Beispiele. Es gibt Pseudoprimzahlen zu Basen a # +1. Die kleinste Pseu-
doprimzahl zur Basis 2 ist zum Beispiel N = 341 = 11 - 31. Die kleinste Pseudo-
primzahl zur Basis 3 ist N =91 =7-13.

Es gibt tatsdchlich auch Carmichael-Zahlen. Die kleinste ist N = 561 = 3-11-17. Es
gibt sogar unendlich viele davon; das wurde von Alford, Granville und Pomerance
1994 bewiesen.! &

Wir beweisen noch eine Charakterisierung von Carmichael-Zahlen, die wir spéter
brauchen werden.

9.5. Satz. FEine zusammengesetzte Zahl N ist genau dann eine Carmichael-Zahl,
wenn N quadratfrei ist und fir jeden Primteiler p von N die Relation p—1| N —1
qgilt.

Eine Carmichael-Zahl ist stets ungerade und hat mindestens drei Primfaktoren.

Beweis. Ubung. u

Die Existenz von Carmichael-Zahlen zeigt, dass der Fermat-Test noch nicht befrie-
digend ist, weil er Carmichael-Zahlen nicht als zusammengesetzt erkennen kann.
Man muss ihn also noch verfeinern. Dazu verwenden wir eine weitere Eigenschaft
von Primzahlen:

9.6. Lemma. Seien p > 2 prim und e > 1. Dann hat die Kongruenz
z? = 1 mod p°

genau zwet Lésungen 0 < x < p°® in Z.

W .R. Alford, A. Granville, C. Pomerance: There are infinitely many Carmichael numbers,
Ann. Math. 139 (1994), 703-722.
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Beweis. Es gibt stets die Losungen x = 1 und = = p°® — 1; wegen p° > 2 sind sie
verschieden.

Umgekehrt folgt aus p© | 22 —1 = (z—1)(x+1) und ggT(z—1,z+1) | 2 L p, dass
p¢ entweder x — 1 oder x + 1 teilen muss, woraus x = 1 oder x = p® — 1 folgt. U

Wenn wir also eine Zahl a finden mit a*> = 1 mod N, aber a # £1 mod N, dann
kann N nicht prim sein. Wir nutzen das wie folgt: Wir kénnen annehmen, dass N
ungerade ist (sonst ist entweder N = 2 oder N ist offensichtlich zusammengesetzt).
Dann ist N — 1 gerade, und wir schreiben N — 1 = ¢2¢ mit ¢ ungerade und e > 1.

Wir kénnen a¥~! rem N berechnen, indem wir
bp=a’rem N, by =birem N, by=birem N, ..., b, =b>, rem N
setzen; dann ist b, = @V~ rem N. Das liefert uns einige Gelegenheiten, das

Kriterium von Lemma 9.6 zu iiberpriifen: Wenn N den Fermat-Test besteht, dann
ist bgfl =b. =1 mod N. Falls also b._; Z £1 mod N ist, dann kann N nicht prim
sein. Falls b,_; = 1 ist (und e > 2), dann koénnen wir b._» testen, und so weiter.
Wir erhalten auf diese Weise den Miller-Rabin-Test:

function MillerRabin(V, m)

input: N € Z>5 ungerade, m > 1: Anzahl der Tests.
output: ,zusammengesetzt oder ,wahrscheinlich prim*.

g N—1;¢e<+0
while ¢ rem 2 = 0 do
g q/2;e+—e+1
end while // jetzt ist N — 1 = 2°¢ mit ¢ ungerade
for i =1 to m do
a < random(2, N — 2)
b < expmod(a, q, N)
if b#1then //b=1: Test OK, néchstes a
j+«1
while b # N —1do // b= —1: Test OK, nichstes a
if j = e then return ,zusammengesetzt* end if
b+ b?rem N
if b =1 then return ,zusammengesetzt® end if
j—j+1
end while
end if
end for
return ,wahrscheinlich prim*
end function

Wenn a? = 1 mod N ist, dann sind alle b; = 1, und es gibt keinen Widerspruch
dazu, dass N prim sein kénnte Wenn b; = N — 1 ist fiir ein 0 < j < e, dann
gilt bj;1 = ... = b = 1; das liefert ebenfalls keinen Widerspruch. Ist b; = 1
fir 7 > 0 mit j minimal und ist b;_; # N — 1, dann sagt Lemma 9.6, dass N
zusammengesetzt sein muss. Wenn wir b, berechnen miissten und b, # 1, N — 1
ist, dann kann N ebenfalls keine Primzahl sein, denn entweder ist b, # 1, womit
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N den Fermat-Test nicht besteht, oder b, = 1 ist das Quadrat modulo N einer
Zahl, die # +1 ist, womit das Kriterium aus Lemma 9.6 zieht.

Der Aufwand fiir den Miller-Rabin-Test entspricht dem fiir den Fermat-Test (oder
ist sogar geringer, da eventuell ein Teil der Rechnung tibersprungen wird), da im
Wesentlichen nur die Potenz a”¥~! rem N berechnet wird.

Der grole Vorteil des Miller-Rabin-Tests gegeniiber dem Fermat-Test ist seine
Zuverlassigkeit.

9.7. Satz. Sei N € Z>15 ungerade und zusammengesetzt. Dann gibt es hochstens
(N—11)/4 Zahlen 2 < a < N—2, sodass N den Miller-Rabin-Test mit der Basis a
besteht (also nicht als zusammengesetzt erkannt wird).

Beweis. Sei
S ={[a] € Z/NZ | N besteht den Test mit Basis a}

die Menge der ,schlechten® Restklassen. Da eine Restklasse x, die nicht invertier-
bar ist, niemals die Gleichung xV~! = 1 erfiillen kann, ist S C (Z/NZ)*. Die
Idee des Beweises ist es nun, eine Untergruppe M von (Z/NZ)* zu finden, sodass
S C M ist und M Index mindestens 4 in (Z/NZ)* hat. Da die Restklassen [1]
und [N — 1] stets in S sind, folgt dann
#{2<a< N-2|la]eS}=#S—-2<#M -2
<M_2<N—3_ N—ll7
- 4 - 4 4
wobei wir verwendet haben, dass ¢(N) fiir ungerades N stets gerade und fiir
zusammengesetztes N stets < N — 1 ist.

Sei N — 1 = ¢2° wie im Miller-Rabin-Test. Wir setzen, fiir 0 < j <'e,
_ 20 _
Mj ={x € (Z/NZ)* | 2% =1}

und fir 1 <j<e
M; ={z € (Z/NZ)* | 27 " = +1}.

Es gilt

MyCcM CM,CMy,C...CM,CM.C(Z/NZ)*.
Alle Mj und M; sind Untergruppen von (Z/NZ)*, und es gilt

S = MyU (M \ My) U (Ma\ My)U ... U (M. \ M,_,),
denn [a] € S bedeutet [a]? = [1] oder [a]®? = [—1] fiir ein j < e. Sei jo > 1
maximal mit M} , # Mj, (das gilt jedenfalls fiir jo = 1, denn [—1] € M; \ My).
Wir setzen M = M;,; dann gilt offenbar S C M. Sei N = p{'p5?---piF die

Jo»
Primfaktorzerlegung von N. Nach dem Chinesischen Restsatz ist der kanonische

Homomorphismus

i (Z/NZ) — [](Z/p; Z)"

=1
ein Isomorphismus. Wir zeigen, dass (M, : M) > (M : M) = 2! ist. Dazu sei

by M, — {£1}F, z—s h(z?®°).

Dass das Bild von 1, in {£1}F C H?Zl(Z/pij)X enthalten ist, folgt aus Lem-
ma 9.6. Da M # M; , ist, gibt es v € M C M}, mit ¢;,(v) = (=1,...,—1). Wir

SATZ
M-R-Test ist
zuverlassig



§9. Primzahltests 73

schreiben 1(x) = (M, ... ™). Fiir 1 < i < k sei x; € (Z/NZ)* das Element
mit ¥(z;) = (1,...,1,2%,1,...,1), wobei 29 an der i-ten Stelle steht. Dann ist
vy € Mj und vy (v;) = (1,...,1,=1,1,...,1). Es folgt, dass v, surjektiv ist.
M = M, ist genau das Urbild von {(1,...,1),(—1,...,—1)} unter ¢;,; da diese
Untergruppe Index 257! in {£1}* hat, folgt die Behauptung.

Jetzt unterscheiden wir drei Falle.
(1) k= 1. Dann ist N = p® eine Primzahlpotenz. Es gilt
Sc M ={xe(Z/p°Z)* | "' =1}.

Nach dem Satz 9.2 von Euler gilt aber fiir jedes z € (Z/p°Z)* auch z@~1r""" =
1 (denn (p®) = (p— 1)p ). Esist ggT(p° — 1, (p— 1)p°~ ') = p — 1, also gilt
fiir x € M! sogar xP~' = 1. Aus Lemma 6.9 folgt aber, dass es in Z/p°Z nur
p — 1 solche Elemente gibt. Damit ist #S < #M! < p — 1 und der Index
von M ist ¢(p®)/(p—1) =p* ' > 5 (denn p > 5 und e > 2 oder p = 3 und
e>3).

(2) k> 2 und N ist keine Carmichael-Zahl. Letzteres bedeutet M. # (Z/NZ)*,
also ((Z/NZ)* : M!) > 2. Zusammen mit der obigen Behauptung erhalten wir

(Z/NZ)* : M) = ((Z/NZ)* : M))(M! : M) >2-2"1 =2F >4,

(3) N ist eine Carmichael-Zahl. Nach Satz 9.5 folgt & > 3 und mit der obigen
Behauptung dann ((Z/NZ)* : M) = (M!: M) > 2¥1 > 4,

Es gilt also in allen Féllen, dass der Index von M mindestens 4 ist. a

Fiir die kleinste ungerade zusammengesetzte Zahl N = 9 kann man direkt nach-
priifen, dass keine Zahl 2 < a < 7 den Miller-Rabin-Test besteht.

Man kann den Satz so interpretieren, dass bei zufélliger Wahl von a eine zusam-
mengesetzte Zahl N mit Wahrscheinlichkeit > 3/4 auch als zusammengesetzt er-
kannt wird. (Fiir die allermeisten Zahlen ist der Index deutlich groler als 4 und da-
mit die Wahrscheinlichkeit noch deutlich hoher.) Wenn wir also den Miller-Rabin-
Test mit m unabhéngig voneinander zufillig gewahlten Zahlen a durchfiihren, wird
N mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1 — (1/4)™ als zusammengesetzt
erkannt. Fiir m = 20, was ein iiblicher Wert ist, ist (1/4)™ = 270 < 10712, Ei-
ne Zahl p, die diesen Test bestanden hat, ist also sehr wahrscheinlich prim. Wie
wahrscheinlich? Die Dichte von Primzahlen in der Ndhe von N ist nach dem Prim-
zahlsatz etwa 1/log N. Da wir nur ungerade Zahlen betrachten (und die geraden
alle zusammengesetzt sind), erhoht sich die Dichte auf 2/log N. Nach dem Satz
von Bayes aus der elementaren Stochastik ergibt sich dann die bedingte Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass eine Zahl N, die den Test iiberstanden hat, tatséchlich
prim ist, zu > 1 — 11072log N. Fiir N ~ 10" ist log N ~ 1000 log 10 ~ 2300;
das ergibt als grobe Schiitzung eine Wahrscheinlichkeit von < 1079 dafiir, dass ei-
ne tausendstellige ,, Miller-Rabin-Primzahl*“ N nicht prim ist. Auf meinem Laptop
dauert ein Miller-Rabin-Test mit m = 20 und N ~ 10'°%° (sehr wahrscheinlich)
prim (sodass der Test komplett durchlaufen wird) etwa 0,32 Sekunden.

Als Mathematiker mochte man sich aber vielleicht nicht mit einer sehr hohen
Wahrscheinlichkeit zufrieden geben, sondern mit Sicherheit wissen wollen, ob N
prim ist oder nicht. Wir brauchen also noch eine effiziente Moglichkeit, von einer
Zahl N, von der wir stark vermuten, dass sie prim ist (etwa weil sie den Miller-
Rabin-Test bestanden hat), auch zu beweisen, dass sie prim ist. Eine Moglichkeit
dafiir basiert auf einer Art ,,Umkehrung* des kleinen Satzes von Fermat. Dazu
erst einmal eine Hilfsaussage.
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9.8. Lemma. Seien N > 0 eine ganze Zahl und p ein Primteiler von N — 1. Sei
weiter a, € Z mit

(9.1) a) "' =1mod N und (alN"V/P 1) L N

P
Sei aufSerdem p° die héchste Potenz von p, die N — 1 teilt. Dann gilt fiir jeden
(positiven) Teiler d von N, dass d =1 mod p® ist.

Beweis. Wir konnen uns auf Primteiler d beschrénken. Da a, L N, also auch

a, L d, folgt a?~' = 1 mod d. Andererseits ist al Y'” £ 1 mod d, da nach Vor-

aussetzung (aéN_l)/p —1) L N ist. Sei n die Ordnung von a, mod d; dann folgt

nld—1,n|N—1(denn )" =1mod d), aber nt (N —1)/p. Aus den letzten
beiden Eigenschaften folgt p° | n, aus der ersten dann p® | d — 1. a

Wenn wir iiber die Faktorisierung von N — 1 gut genug Bescheid wissen, konnen
wir dieses Ergebnis nutzen, um zu beweisen, dass /N prim ist.

9.9. Folgerung. Sei N > 0 eine ganze Zahl, sei N —1 = F -U mit F > /N,
und alle Primteiler von F' seien bekannt.

N st genau dann prim, wenn es fir jeden Primteiler p von F' eine Zahl a, € Z
gibt, die (9.1) erfillt.

Beweis. Sei zunéchst N prim und sei g € Z eine Primitivwurzel mod N, d.h.,
das Bild von g erzeugt die zyklische Gruppe (Z/NZ)*. Dann hat a, = g die
Eigenschaft (9.1).

Seien nun umgekehrt fiir alle p | F' Zahlen a, mit (9.1) gegeben. Aus Lemma 9.8
folgt dann, dass jeder Teiler d von N die Kongruenz d = 1 mod F’ erfiillt. Insbe-
sondere ist d = 1 oder d > F > v/N. Wenn N zusammengesetzt wére, hitte N
einen nichttrivialen Teiler < /N, was wir gerade ausgeschlossen haben, also ist
N prim. a

Aus diesem Ergebnis lédsst sich direkt ein Primzahltest ableiten, der Pocklington-
Lehmer?-Test. Er kann nachweisen, dass eine Zahl prim ist, aber nicht, dass eine
Zahl N zusammengesetzt ist. Man wird also erst den Miller-Rabin-Test verwenden,
um ausreichend sicher zu sein, dass N prim ist, und dann den Pocklington-Lehmer-
Test anwenden, um dies endgiiltig nachzuweisen.

Der Test basiert auf der Verwendung der zyklischen Gruppe (Z/NZ)* der Ord-
nung N — 1 (wenn N prim ist). Sein Nachteil ist, dass er eine gute Kenntnis der
Faktorisierung von N — 1 erfordert, was in der Praxis ein grofles Hindernis sein
kann. Fiir Zahlen spezieller Form lésst der Test sich aber gut verwenden.

9.10. Beispiel. Eine Zahl der Form F, = 22" + 1 heifit Fermat-Zahl. Fermat
hatte behauptet, dass alle Fermat-Zahlen Primzahlen sind. (Es ist leicht zu sehen,

dass 2" + 1 nicht prim sein kann, wenn m keine Zweierpotenz ist.) Tatsédchlich
sind die Zahlen

Fo=3, F =5 F=17, F3=237, F,=063537

alle prim, aber Euler hat gezeigt, dass Fj5 durch 641 teilbar und damit nicht prim
ist. Tatséchlich ist bis heute keine weitere Fermatsche Primzahl bekannt, aber von
F5, F, ..., F3 (und etlichen weiteren) ist bekannt, dass sie nicht prim sind.

2Bild: Oberwolfach Photo Collection, Copyright: George M. Bergman, Berkeley
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Fiir Fermat-Zahlen lasst sich der Pocklington-Lehmer-Test noch etwas vereinfa-
chen:

Fiirn > 1 st F,, genau dann prim, wenn 32" = _1 mod F,, ust.

Ist F,, prim, dann ist 3 ein quadratischer Nichtrest mod F;,; das folgt mit dem
Quadratischen Reziprozititsgesetz daraus, dass F;, = 42" 41 =2 mod 3 ist. Die
Aussage ergibt sich dann aus dem Euler-Kriterium. Umgekehrt ist ay = 3 eine
passende Zahl fiir den Pocklington-Lehmer-Test (und 2 ist der einzige Primteiler
von F,, —1).

Zum Beispiel erhalten wir fiir n =4 (mit 2" — 1 = 15):

m 0 1 2 3 4 5 6 7
32" mod Fy | 3 9 81 6561 —11088 —3668 19139 15028

m 8 9 10 11 12 13 14 15
32" mod Fy | 282 13987 8224 -8 64 4096 —256 -1

Aktuelle Informationen zum Status der Fermat-Zahlen gibt es hier. )

Man kann diesen Ansatz variieren, indem man statt F, die Untergruppe der Ord-
nung N + 1 von F]fﬂ benutzt. Dann braucht man Informationen iiber die Fakto-
risierung von N 4 1. Das fiihrt zum Beispiel zum bekannten Lucas-Lehmer-Test
fiir Mersennesche Primzahlen 27 — 1 (siehe unten). Eine weitere Alternative be-
steht darin, sogenannte , Elliptische Kurven“ zu verwenden. Sie stellen ebenfalls
eine Gruppe der Grofle etwa N zur Verfiigung und kénnen in dhnlicher Weise ge-
nutzt werden, haben dabei aber den groflen Vorteil, dass viele verschiedene Kur-
ven mit unterschiedlichen Gruppenordnungen zur Verfiigung stehen, sodass man
mit verniinftiger Wahrscheinlichkeit eine Kurve findet, deren Gruppenordnung gut
faktorisierbar ist. Das fithrt auf den ECPP-Algorithmus (,,Elliptic curve primality
proof) von Goldwasser und Kilian, der in der Praxis in den meisten Féllen der
zurzeit effizienteste Algorithmus fiir die Verifikation von Primzahlen ist.

Eine Diskussion von Primzahltests wére nicht vollstéindig, ohne den determini-
stischen Polynomzeit-Algorithmus von Agrawal, Kayal und Saxena® zu erwihnen.
Dieses Resultat 16st ein altes Problem, denn bis dahin war kein Verfahren bekannt,
das fiir eine beliebige natiirliche Zahl deterministisch (d.h. ohne Zufallszahlen zu
verwenden wie etwa der Miller-Rabin-Test oder auch ECPP) und in polynomialer
Laufzeit feststellt, ob sie prim ist oder zusammengesetzt. Dieser Durchbruch hat
sich aus einem Bachelorprojekt der beiden Studenten Kayal und Saxena entwickelt.
Dieser Algorithmus ist allerdings bisher (auch nach einigen Verbesserungen) in der
Praxis noch langsamer als Miller-Rabin plus ECPP.

Die zugrunde liegende Idee ist eine Verallgemeinerung des kleinen Satzes von Fermat
auf Polynome, die zu einer Charakterisierung von Primzahlen fiithrt: Fiir jede ganze Zahl
a L N gilt

N ist prim <= (X —a)¥ = XY —amod N

im Polynomring Z[X] (d.h., die Kongruenz mod N gilt koeffizientenweise). Die Verifika-
tion der Kongruenz ist allerdings viel zu aufwendig. Deshalb betrachtet man stattdessen
die Kongruenz

(X —a)V = XY —amod (N, X" — 1)

3Manindra Agrawal, Neeraj Kayal, Nitin Saxena. PRIMES is in P, Annals of Mathematics
160 (2004), no. 2, 781-793.
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fiir geeignete r > 1. Die drei Autoren konnten zeigen, dass die Giiltigkeit der Kon-
gruenz fiir » und a wie im folgenden Algorithmus hinreichend dafiir ist, dass N eine
Primzahlpotenz ist.

ALGO
AKS-
Primzahltest

function AKS(N)
input: N > 1.
output: false, wenn N zusammengesetzt ist; true, wenn N prim ist.

if NV ist eine echte Potenz then return false end if
r < 1; while ord,(N) < (logy N)? do 7 <+ r + 1 end while
for a =1 to r do
if 1 <ggT(a, N) < N then return false end if
end for
if N <r then return true end if
for a =1 to [\/¢(r)log, N| do
if (X —a)V # X" —amod (N, X" — 1) then return false end if
end for
return true
end function

Hier bezeichnet ord,(NN) die Ordnung von N in der multiplikativen Gruppe (Z/rZ)*.

Auflerdem konnten sie zeigen, dass die Zahl r geniigend klein ist, damit die Laufzeit
durch ein Polynom in log N beschriinkt werden kann (urspriinglich O((log N)!?); diese
Abschitzung wurde zwischenzeitlich aber verbessert).

Zum Abschluss mochte ich noch erklaren, wie man Mersenne-Zahlen, das sind
Zahlen der Form M, = 2P — 1 mit p prim, auf Primalitét testen kann. (Ist der Ex- :
ponent 7 von 2 keine Primzahl, dann kann 2" — 1 nicht prim sein.) Dazu verwendet

man, wie oben angedeutet, eine Variante des Pocklington-Lehmer-Tests, die mit A
einer Gruppe der Ordnung N + 1 arbeitet. (Sei N prim, dann kann man den & 3

Korper Fy2 betrachten. Seine multiplikative Gruppe F. ist zyklisch und hat die F.E.A. Lucas
Ordnung N2—1 = (N—1)(N+1), hat also eine ebenfalls zyklische Untergruppe der ~ 1842 — 1891
Ordnung N + 1.) Sein Spezialfall fiir Mersenne-Zahlen ist der Lucas-Lehmer-Test,

der auf folgender Aussage beruht:

9.11. Lemma. Seip > 3 prim. Wir definieren die Folge (S,,) durch Sy = 4 und LEMMA

Spi1 = S2—2. M, =27 — 1 ist genau dann eine Primzahl, wenn S, o durch M, Lucas-

teilbar ist. Lehmer-
Test

Beweis. Man zeigt zuerst durch Induktion, dass
24+V3)¥ +(2-V3)* =5, wd (2+V3)(2-V3)¥ =1
gilt. Aus S,_» = 0 mod M, folgt S,—1 = —2 mod M), und umgekehrt, und die Kongruenz

bedeutet gerade, dass [24++/3]% " = —1ist in 7.]M,Z[/3], wobei R[V/3] fiir R[x]/(z%—3)
steht.

Ist M, prim, dann ist 3 (wegen M, = 7 mod 12; hier benutzen wir p > 3) ein quadrati-
scher Nichtrest mod M, und daher Z/M,Z[/3] = F mz- Man kann zeigen, dass [2 + V3]
zwar ein Quadrat in F M2 ist, aber kein Quadrat eines Elements in der Untergruppe

der Ordnung M, + 1. Damit hat [2 + /3] € Fy,2 Ordnung M, + 1 = 2P; also muss
p
2+ \/g]zp_l = —1 sein, und das Kriterium ist erfiillt.


http://de.wikipedia.org/wiki/Mersenne-Zahl
http://de.wikipedia.org/wiki/Edouard_Lucas
http://de.wikipedia.org/wiki/Lucas-Lehmer-Test
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Sei umgekehrt das Kriterium erfiillt. M, hat (wieder wegen M, = 7 mod 12) einen
Primteiler ¢ = 5 oder 7 mod 12, sodass 3 ein quadratischer Nichtrest mod ¢ ist. Das
Kriterium zeigt, dass [2 4+ /3] € IFqXQ Ordnung 27 hat (denn [2 4+ v3]? = —1). Da
[2 4+ /3] in einer Untergruppe der Ordnung g + 1 liegt, folgt ¢ + 1 > 2P, also ¢ > M,
und damit ist M), = ¢ eine Primzahl. a

Wenn man den Test implementiert, dann berechnet man die Folge (S,,) modulo M,),
setzt also S,1 = (S2 — 2) rem M, und testet am Ende, ob S, 5 = 0 ist.

Der Aufwand fiir den Test betréigt im Wesentlichen p — 1 Quadrierungen mo-
dulo M, das sind O(p*) = O(X(M,)?) Wortoperationen. Damit ist dieser Test
deutlich schneller als jeder allgemein anwendbare Primzahltest.

9.12. Beispiele. Ist M;; = 2 — 1 = 2047 prim? Wir machen den Test:
m 0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9
S, mod My, |4 14 194 788 701 119 —170 240 282 —-311

Da Sg nicht durch Mj; teilbar ist, ist M;j; nicht prim (tatsdchlich hat man die
Faktorisierung M;; = 23 - 89).

Ist M5 = 2% — 1 = 8191 prim? Wir machen den Test:

m 01 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11
Smmod Mz |4 14 194 —3321 3953 —2221 1857 36 1294 3470 128 0
Da SH durch M13 teilbar iSt, ist M13 pI‘lIIl &

Da der Lucas-Lehmer-Test so effizient ist, kann man mit ihm weit groflere Zah-
len testen als mit allgemeineren Tests. Das hat dazu gefiihrt, dass die jeweils
grofite bekannte Primzahl fast immer (und immer seit 1992, siehe die Wikipedia-
Seite zu Primzahlen) eine Mersenne-Primzahl war. Der aktuelle Rekord (gefun-
den am 7. Januar 2016) ist p = 274207281 _ 1 eine Zahl mit iiber 22 Millionen
Ziffern. Die notigen Berechnungen werden vom Great Internet Mersenne Prime
Search (GIMPS) verteilt im Internet organisiert. Wenn man so einen Test effizient
durchfithren will, sind schnelle Multiplikation und Division mit Rest essenziell!

BSP
LL-Test


http://de.wikipedia.org/wiki/Primzahl
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10. FAKTORISIERUNG VON GANZEN ZAHLEN

Zum Abschluss dieser Vorlesung wollen wir noch folgendes Problem betrachten:

Gegeben sei eine zusammengesetzte natirliche Zahl N. Finde einen nichttrivialen
Teiler d von N/

Da wir effizient feststellen konnen, ob eine gegebene natiirliche Zahl prim ist oder
nicht, ist die Losung dieses Problems dazu &dquivalent, die volle Primfaktorzerle-
gung von N > 1 zu finden: Entweder ist N prim, dann kennen wir die Primfak-
torzerlegung, oder zusammengesetzt, dann finden wir einen nichttrivialen Teiler d
von N und wenden das Verfahren rekursiv auf d und N/d an.

Wie wir bereits gesehen haben, benotigt der naive Algorithmus der Probedivision,
bei dem man N nacheinander durch 2, 3,4, ... teilt, bis man einen Teiler gefunden
hat, im schlechtesten Fall (der hier fiir N = p? mit p prim eintritt) O(v/N) Wort-
operationen, was exponentiell in der Lange A(N) =< log N ist. Selbst wenn man
das Verfahren beschleunigt, indem man nur durch Primzahlen teilt, wird es nicht
wesentlich schneller (es gibt nach dem Primzahlsatz etwa 2v/N/log N Primzahlen
< +v/N; man gewinnt also nur einen logarithmischen Faktor). Wir werden zunéchst
Verfahren betrachten, deren Aufwand O(v/N) ist. Dieser Reduktion der Laufzeit
auf im wesentlichen die Quadratwurzel liegt das Geburtstagsparadox zugrunde:
Schon bei einer zufilligen Ansammlung von 23 Leuten ist die Wahrscheinlichkeit,
dass zwei den gleichen Geburtstag haben, grofler als 50%. Das liegt daran, dass
hier Paare von Personen relevant sind; davon gibt es (23) = 253, sodass die ge-

2
suchte Wahrscheinlichkeit etwa 1 — (1 — 5=)*3 > 0,5 ist. (Tatsiichlich ist sie sogar
etwas grofler, da die Paare nicht vollig unabhéngig voneinander sind). Die all-
gemeine Strategie, die man daraus ableiten kann, besteht darin, die Menge von
n Objekten, von denen man eines mit einer speziellen Eigenschaft finden will, in
~ /n Teilmengen mit jeweils &~ /n Elementen zu zerlegen und dann mit diesen

Teilmengen zu arbeiten.

Im vorliegenden Fall wollen wir unter den Zahlen 2,3,...,n = |v/N| einen Teiler
von N finden. Sei ¢ = [y/n]. Wir betrachten jeweils ¢ aufeinanderfolgende Zahlen
gemeinsam und testen fiir k =0,1,...,¢—1, ob

geT(N, (ke+2)(ke+3) - (ke+c+1)) > 1

ist. Haben wir so ein k gefunden, dann testen wir die Zahlen kc+ 2, ... kc+c+ 1
nacheinander einzeln, welche davon ein Teiler von N ist. Die Restklasse des Pro-
dukts (kc+2)(kc+3)--- (kc+c+1) modulo N erhalten wir durch Auswerten des
Polynoms

fX) =X +2DX+[3])...(X +[c+1]) € Z/NZ[X]
im Punkt [kc]. Das liefert folgenden Algorithmus von Pollard und Strassen:

ALGO
Pollard-
Strassen

function PollardStrassen(XV)

input: N € Z>, zusammengesetzt.

output: 1< d < /N, der kleinste Teiler > 1 von N.
c e [VN)
[« H;Z;(X +[j]) € Z/NZ[X] ]/ rekursive Berechnung wie in §7
(lao, [, - -, [ac]) = (F([0]), f([e]), F([2€]), -, f([(e = 1)e]))

// parallele Auswertung wie in §7


http://de.wikipedia.org/wiki/John_M._Pollard
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for k=0toc—1do
if ggT(N,a;) > 1 then
for j =kc+2to kc+c+1do
if N rem j =0 then return j end if
end for
end if
end for // das Ende der Schleife wird nicht erreicht
end function

Der Aufwand fiir die Berechnung und fiir die parallele Auswertung von f ist O(c)
Operationen in Z/NZ und damit auch O(c) Wortoperationen. Die Berechnung ei-
nes groften gemeinsamen Teilers ggT(N, ay,) benotigt O(log N) Wortoperationen;
das ist logarithmisch im Vergleich zu c. Damit ist der Gesamtaufwand fiir die gg'T's
ebenfalls O(c) Wortoperationen, und fiir die Divisionen in der innersten Schleife
gilt das Gleiche. Insgesamt ist der Aufwand also O(c) = O(v/N) Wortoperationen.

Der nétige Speicherplatz ist < v/ N A(N) Datenworte, denn es miissen die ¢ + 1
Koeffizienten von f und die ¢ Ergebnisse der Auswertung (beides sind Elemente
von Z/NZ) gespeichert werden. Das ist ziemlich viel und schriankt die praktische
Verwendbarkeit des Verfahrens deutlich ein.

Eine andere Moglichkeit das Geburtstagsparadox auszunutzen beruht auf folgen-
der Formulierung;:

10.1. Lemma. Wenn man aus einer Menge von n Objekten nacheinander und
mat Zuricklegen zufillig und gleichverteilt Objekte auswdihlt, dann ist der Erwar-
tungswert fir die Anzahl der Auswahlen, bis man ein Objekt zweimal ausgewdhlt
hat, von der Griflenordnung =< \/n.

Beweis. Sei K die Zufallsvariable, die die Anzahl der Auswahlen bis zur ersten ,,Kolli-
sion“ angibt. Dann gilt

m—2 . m—2 .
= T{(1-2) oS- 1)
J=0 j=0
m—2 .
J\ (m—2)(m—1) (m—2)*/2n
< exp(- 2 E> = exp(— o ) <e
und damit
E(K) = ZP(K >m) <1+ Z e 2 < 2—1—/6_952/2”(196 =2+ %
m=1 m=0 o
Umgekehrt ist
1 \vn 4
B = [val) 2 (1= )" =7 (14 on(1)
und damit
N4D
E(K) = [Va]P(K = [Vn]) = == (1+0a(1)) 0

Sei p ein Primteiler von N. Wahlt man zufillig zg, x1,2,... € {0,1,..., N — 1},
dann kann man damit rechnen, dass es nach O(,/p) solchen Wahlen mit hoher
Wahrscheinlichkeit ein Paar von Indizes 0 < ¢ < j gibt mit z; = x; mod p
(die zugrunde liegende Menge ist die Menge der Restklassen mod p); es ist sehr

LEMMA
Geburtstags-
paradox
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wahrscheinlich (die Wahrscheinlichkeit ist 1 — p/N), dass z; # x; ist. Dann ist
ggT(N,z; — x;) ein nichttrivialer Teiler von N.

Das Problem bei diesem Ansatz ist, dass die Berechnung der gréfiten gemeinsamen
Teiler fiir die O(,/p°) = O(p) Paare (z;,z;) zu aufwendig ist. Dem begegnet man,
indem man die zufillige Folge (z;) durch eine deterministische Folge ersetzt, die
durch z;1; = f(x;) mit einer geeigneten Abbildung f gegeben ist. Dann gibt
es folgenden Trick fiir die Kollisionsfeststellung, der den Aufwand auf linear (im
groferen Index j) viele Berechnungen reduziert:

10.2. Lemma. Seien M eine Menge, xo € M und f: M — M eine Abbildung.
Wir definieren die Folge (x;) durch xji1 = f(z;). Gibt es 0 < i < j mit x; = z;,
dann gibt es auch 0 < k < 7 mit x = xo.

Beweis. Aus x; = x; folgt (durch Induktion mit 241 = f(21)) Tizm = Tjpm fiir
alle m > 0. Daraus folgt wiederum durch Induktion auch ., = Tiy(j—i4m fiir
alle [,m > 0. Sei m > 0 minimal, sodass ¢ +m echt positiv und durch j — i teilbar
ist. Dann ist m < j — 4, also k:=m + i < j, und es gilt mit i + m = I(j — 1)

Lok = T2i42m = Liti(j—i)+m — LTitm — Tk - u

Eine lineare Funktion f(x) = (ax 4+ b) rem N ergibt Folgen, die sich sehr wenig
wie zufillige Folgen verhalten; daher wahlt man eine quadratische Funktion wie
f(xz) = (2 + 1) rem N. Unter der Annahme, dass sich die entstehenden Folgen
im Wesentlichen wie zufillige Folgen verhalten, hat der folgende Algorithmus eine
Laufzeit von O(,/p) Operationen auf Zahlen der Linge A(N), wobei p < v/N der
kleinste Primteiler von N ist.

function PollardRho(N)

input: N € Z>5 zusammengesetzt.
output: 1 < d < N ein Teiler von N, oder ,,Misserfolg*.

x < random(0, N — 1); y < x
repeat
x4 (2 +1)rem N
y<+ (y¥*+1)rem N; y < (y* +1) rem N
g+ ggT(N,y —x)
until g > 1
if ¢ < N then
return g
else
return  Misserfolg“
end if
end function

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen ,,Misserfolg® ist sehr gering. Man kann es dann
mit einer anderen Wahl des Startwerts noch einmal probieren.

Der Name ,,p“ kommt angeblich von der Form der Folge (z; rem p), die nach
einigen Schritten in einem Zykel endet, was sich in der Form eines p darstellen
l&sst.

LEMMA
Kollisions-
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Der Vorteil dieses Algorithmus’ gegeniiber dem vorigen ist, dass er nur wenig Platz
benotigt (fiir die beiden Zahlen x und y der Lénge A\(N), plus Zwischenspeicher
der gleichen Groflenordnung fiir die Rechnungen) bei vermutlich vergleichbarer
erwarteter Laufzeit. Allerdings gibt es bisher keinen Beweis dafiir, dass fiir die de-
terministische Folge, wie sie im Algorithmus verwendet wird, der Erwartungswert
der Schritte bis zur ersten Kollision ebenfalls O(,/p) ist. In der Praxis hat sich
diese Annahme aber als berechtigt herausgestellt. Mit dieser Methode wurde zum
Beispiel ein 16-stelliger Primteiler der Fermat-Zahl Fy gefunden.

10.3. Beispiel. Als einfaches Beispiel faktorisieren wir N = 2047. Wir nechmen BSP
2o = 1 und berechnen: Pollard p

j10 1 2 3 4 5 6
v |1 2 5 26 677 1849 312
Toj |1 5 677 312 887 1347 289
ggT(N, x9; — ;) 1 1 1 1 1 23

In diesem Fall finden wir also nach sechs Schritten den Teiler 23.
Die Folge (z;) ist

jl1o 12 3 4 5 6 7 8 9 10
x; |1 2 5 26 677 1849 312 1136 887 722 1347

Jjl 1 12 13 14 15 16 17 18 19
xj | 768 289 1642 266 1159 450 1895 588 1849

und wiederholt sich ab x5 mit Periode 14. Modulo 23 hat die Periode Lénge 2
und beginnt ebenfalls mit x5, wiahrend modulo 89 die Periode Lénge 14 hat, aber
bereits mit 1 = 2 beginnt. &

Als néchstes wollen wir eine Klasse von Algorithmen besprechen, die eine deut-
lich bessere Komplexitit erreichen, die zwischen polynomialer und exponentieller
Komplexitat liegt. Sie beruhen auf der folgenden einfachen Beobachtung, die in
dhnlicher Form bereits Fermat bekannt war.

10.4. Lemma. Sei N € Zsy. Sind z,y € Z, so dass z> = y* mod N, aber LEMMA

x #Z ty mod N, dann ist ggT(x + y, N) ein nichttrivialer Teiler von N . 1?2 = y?

Beweis. Nach Voraussetzung ist N ein Teiler von 2? — y* = (z +y)(z —y). Da N
kein Teiler von z + y ist, folgt jedenfalls ggT(x 4+ y, N) < N. Wéren z + y und N
teilerfremd, dann wiirde N | z — y folgen, was aber ausgeschlossen ist. Also ist
1 < ggT(x+y, N) < N wie gewiinscht. Q

Ist N ungerade und zusammengesetzt, mit k£ > 2 verschiedenen Primteilern, dann
gibt es zu jedem z L N genau 2% verschiedene y mod N mit 2% = y? mod N. Das
folgt aus dem Chinesischen Restsatz und der Eindeutigkeitsaussage zur Newton-
Iteration: Es gibt genau die zwei verschiedenen Quadratwurzeln +[x] von [z]?
in Z/p°Z, wenn p eine ungerade Primzahl und e > 1 ist. Ist N = pi'---p}*,
dann lassen sich diese Restklassen modulo p;* beliebig zu einer Quadratwurzel
von [z]? € Z/NZ kombinieren. Genau zwei dieser 28 Quadratwurzeln [y] haben
die Eigenschaft x = 4y mod N. Ist also y zufillig mit 22 = y? mod NN, dann ist
die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass wir einen nichttrivialen Teiler von N finden,
1—27F>1
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Die Frage ist nun, wie man solche x und y findet. Die Grundidee ist dabei folgende:
Man fixiert pg = —1 und verschiedene Primzahlen pi, ps, ..., p,. Das Tupel
(po,p1,---,pm) bildet die Faktorenbasis. Dann erzeugt man geeignete Zahlen x,
so dass der absolut kleinste Rest von 22 modulo N sich bis aufs Vorzeichen als
Produkt von Potenzen der p; schreiben ldsst. Man erhélt also Kongruenzen der
Form

l’? = (_1)61,0pii,1p;i,2 . pfrzL,m mod N
fiir+ =1,2,3,.... Hat man n > m + 2 solcher Kongruenzen gesammelt, dann ist
garantiert, dass es einen 0-1-Vektor (vy,vs, ..., v,) gibt, so dass

Vi€ + Ve€a i + ...+ Uply j = 2wW;j

gerade ist fiir alle j. (Denn die Matrix iiber Fy, deren Eintrdge die modulo 2
reduzierten Exponenten e; ; sind, hat mehr Zeilen als Spalten und damit einen
nichttrivialen linken Kern.) Es folgt

(z* - 952”)2 = (p" - -p%’“)2 mod N,

womit wir passende x = x7' --- 2" und y = p;"* - - - pi"™ gefunden haben.

Das Grundgeriist des Faktorisierungsalgorithmus sieht damit so aus:

ALGO
22 = y*
Geriist

function factor(XV)

input: N € Z>2 ungerade und zusammengesetzt.
output: 1 < d < N ein Teiler von N oder , Misserfolg*.

Wihle geeignete Faktorenbasis (—1, p1, pa, ..., Dm)
Erzeuge n > m + 2 Relationen der Form 27 = (—1)“°p{*" -+ - p™ mod N
Berechne v € F% \ {0} mit v"A =0
v« lift(v) € Z
T4y ---x rem N
for j =1 to m do w; < (vie1; + ... + vye,;)/2 end for
y < pyt--pem rem N
d <+ ged(x +y, N)
if d < N then return d else return  Misserfolg“ end if
end function

Llift“ soll dabei komponentenweise den Représentanten in {0, 1} C Z einer Rest-
klasse in Fy = Z /27 liefern.

Im Fall des ,,Misserfolgs“ wird man in der Praxis einige weitere Relationen berech-
nen und es dann mit den zusatzlichen Vektoren im Kern der Matrix noch einmal
versuchen.

Die einfachste Variante ist dann durch folgende Spezifizierungen gegeben:
e Die Primzahlen in der Faktorenbasis sind alle Primzahlen < B mit einem ge-

eignet zu wihlenden Parameter B.

e Wir withlen  zufillig und gleichverteilt in {[v/N]+1,...,|N/2]} und testen per
Probedivision, ob der absolut kleinste Rest von 22 mod N sich als Potenzprodukt
iiber der Faktorenbasis schreiben ldsst.
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Fiir die Analyse der Laufzeit ist es wichtig zu wissen, wie grofl die Wahrschein-
lichkeit dafiir ist, dass eine ganze Zahl z mit |z| < N/2 nur Primteiler < B hat.
Wir definieren erst einmal folgende Funktion:

10.5. Definition. Fiir reelles x > e und 0 <r <1 sei
L,(I) — e(logfl’)"‘(log log :L.)lfr,- .

Wir setzen noch

L(I) _ L1/2(I> —e (log z)(log log x) . <>

Es ist Ly(x)® = x¢ und Lo(z)¢ = (logx) die Funktionen L, interpolieren also
zwischen polynomialem und exponentiellem Wachstum in log x.

Nun hat man folgendes wichtiges Resultat von de Bruijn und Canfield, Erdés und
Pomerance:

10.6. Satz. Sei o > 0. Fiir x — oo ist der Anteil der positiven ganzen Zahlen

y < x, so dass alle Primteiler von y durch L(x)® beschrinkt sind, gegeben durch
L(',L.)—I/Qa—&-o(l).

,0(1)“ steht dabei fiir einen Term, der fiir x — oo gegen null geht.

Wenn wir B = L(N)* wihlen, dann ist also die Wahrscheinlichkeit, dass z? rem N
(oder der absolut kleinste Rest) als Potenzprodukt iiber der Faktorenbasis ge-
schrieben werden kann, etwa L(N)~'/2% (Man kann zeigen, dass das so auch fiir
die Teilmenge der Quadrate in Z/NZ gilt.) Der Erwartungswert fiir die Anzahl
der x, die getestet werden miissen, ist damit etwa L(N)Y2*m, und
L(N)*

ay/(log N)(loglog N) ’

was wir nach oben durch L(N)® abschétzen. (m(B) bezeichnet die Anzahl der
Primzahlen < B.) Der Aufwand fiir eine Probedivision durch die Primzahlen bis B
ist O(L(N)®), so dass der Aufwand fiir das Sammeln der Relationen insgesamt et-
wa L(N)?+1/(29) jst. Die Matrix A hat Grofe etwa L(N)®. Standard-Algorithmen
(GauB-Elimination) zur Berechnung des Kerns haben eine kubische Komplexitét,
also hier L(N)3*. Die Matrix ist allerdings diinn besetzt (es konnen nicht mehr als
log, N Primfaktoren auftreten), so dass spezielle Verfahren fiir diinn besetzte Ma-

trizen verwendet werden konnen, deren Komplexitiat im Wesentlichen quadratisch
ist. Der optimale Wert von « ist dann o = 1/2, und die Komplexitét ist damit

(grob)

m=1+n(B) ~ B/logB =

L(N)2 _ 62 (1ogN)(loglogN)‘

Das liefert:

10.7. Satz. FEs gibt einen probabilistischen Algorithmus, der fir eine zusammen-
gesetzte Zahl N einen nichttrivialen Teiler d bestimmt und einen erwarteten Auf-
wand von

< L(N)°

Wortoperationen hat, mit einem ¢ > 0.
L(N)¢ wichst zwar stéarker als jedes Polynom in log IV, aber schwicher als jede

Potenzfunktion N® = 216 V: deswegen spricht man von subexponentieller Kom-
plexitit.

SATZ
Satz von
de Bruijn;
Canfield,
Erdos und
Pomerance

SATZ
subexpo-
nentielle
Faktorisierung
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Der obige Algorithmus ldsst sich zwar recht gut analysieren, ist aber fiir die Praxis
nicht gut geeignet, da die Wahrscheinlichkeit, eine , glatte®, also iiber der Fakto-
renbasis faktorisierbare, Zahl zu finden, recht klein ist. Man versucht stattdessen,
die Zahlen x so zu wihlen, dass der absolut kleinste Rest von 2? mod N nur
von der GroBenordnung /N (oder evtl. N'/2%¢) ist. Eine Moglichkeit dafiir ist,
die Kettenbruchentwicklung von vEN fiir geeignetes kleines & zu verwenden. Sie
liefert Relationen der Form 2% — kN 2% = u mit u der GroBenordnung v/N.

Eine andere Moglichkeit ist das Quadratische Sieb. In der Grundvariante betrach-
tet man das Polynom

f(X)= (X +[VN]) = N=X242|VN|X + |[VN| - N.
Der konstante Term ist < v/N. Fiir a < N¢ mit ¢ klein ist dann
f(a) < NY2+e und f(a) = (a+ L\/NJ)Z mod N .

Das erlaubt es einem, L(N) durch L(vN) ~ L(N)YV2 zu ersetzen. Wie un-
ten erkldrt, kann man hier die Kosten fiir die Probedivisionen soweit driicken,
dass sie vernachlissighar werden. MIt B = L(v/N)® ist die Komplexitit dann
L(\/N )et1/2e fiir @ = 1/4/2 bekommt man einen Algorithmus der Komplexitit
etwa L(vV/N)V2 ~ L(N), was also den Exponenten ¢ von 2 auf ¢ = 1 verbessert.

Hier gilt stets f(a)+ N = 0, was bedeutet, dass nur Primzahlen p in die Faktoren-
basis aufgenommen werden miissen, fiir die N ein quadratischer Rest mod p ist.
Das reduziert die Grofle der Faktorenbasis auf etwa die Halfte. Aulerdem l&sst
sich die Probedivision in dieser Version stark beschleunigen: Ob f(a) durch p§
teilbar ist, hdngt nur von a mod pf ab. Die (fiir p; ungerade stets zwei) relevanten
Restklassen kann man vorberechnen. Man fiillt einen Array mit groben Nédherun-
gen von log, f(a) fiir @ im Siebintervall [—M, M]. Fiir jede mogliche Potenz p$
zieht man dann von den Eintrdgen ~ log, p; ab, fiir die a in einer der relevan-
ten Restklassen mod pf liegt. Die interessanten Werte von a sind dann die, fiir
die der verbleibende Rest klein ist. Auf diese Weise werden die Divisionen durch
Subtraktionen von kleinen Zahlen ersetzt, was in der Praxis einen deutlichen Ge-
schwindigkeitsgewinn bringt. Bei aktuellen Implementationen von Varianten dieser
Methode ist iiblicherweise die Berechnung eines Vektors im Kern der Matrix der
zeitaufwendigste Schritt.

10.8. Beispiel. Wir wollen N = 4534511 faktorisieren. Wir berechnen f(a) fiir
—100 < a < 100 und finden folgende Werte, die nur Primfaktoren < 50 haben:

BSP
Quadratisches
Sieb
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Die Matrix (mit (po,...,pm) = (—1,2,5,7,11,17,19,29)) ist
11010001
100 01000
1100 1 000
A=1|1 1 1 0 1 1 0 0
01010010
00 1000O0O0
00111001

—~

und hat eindimensionalen linken Kern erzeugt von (1,0,1,0,0,1,1). (Der Kern
ist nichttrivial, obwohl die Matrix mehr Spalten als Zeilen hat.) Das liefert mit

s=|VN| =2129
= (—604+s)(—12+ 5)(17 + 5)(65 + 5) rem N = 973026

und
y=2"-54. 74 111 171 - 19° . 29" rem N = 1418771
und damit
geT(x +y,N)=3001. &

Eine in der Praxis eingesetzte Variante benutzt mehr als ein Polynom f, um mehr
hinreichend kleine Werte zu produzieren: MPQS, Multiple Polynomial Quadratic
Sieve. Zum Beispiel verwendet Magma MPQS, um verbleibende zusammengesetzte
Zahlen mit 25 oder mehr Dezimalstellen zu faktorisieren.

Eine Weiterentwicklung des Quadratischen Siebs ist das Zahlkdrpersieb NFS ( Num-
ber Field Sieve). Dabei wird in geeigneten algebraischen Zahlkérpern gerechnet,
um Relationen wie oben zu produzieren. Das resultiert in einem Algorithmus, der
(unter unbewiesenen, aber verniinftigen Annahmen) eine Komplexitéit von nur
noch etwa

Ly/3(N) = e° V/(log N)(loglog ) o operationen

hat, wobei ¢ = {/64/9 genommen werden kann. Dies ist asymptotisch noch einmal
deutlich besser als die L(N)®Varianten. Auf der anderen Seite ist das Verfahren
ziemlich komplex; die bessere Asymptotik macht sich erst fiir recht grofle Zahlen N
bemerkbar. Mit dieser Methode sind im Wesentlichen alle Faktorisierungsrekorde
der letzten Jahrzehnte erzielt worden.

Zum Abschluss gehen wir noch kurz auf eine weitere Klasse von Algorithmen ein,
die mit Gruppen arbeiten. Der Prototyp ist der ,,p — 1-Algorithmus“ von Pollard,
der die multiplikative Gruppe F verwendet. Er kann Primteiler p von N finden,
so dass p — 1 ,glatt” ist in dem Sinn, dass p — 1 nur durch Primzahlpotenzen
unterhalb einer Schranke B teilbar ist. Sei

((B) =kgV(1,2,3,...,B) = [ ] pl= "'

p<B

Dann gilt nach Voraussetzung p — 1 | ¢(B), woraus mit dem kleinen Satz von Fer-
mat folgt, dass /) = 1 ist fiir alle z € [F,'. Wenn N noch einen weiteren Primtei-
ler ¢ hat, fiir den ¢ — 1 nicht ,, B-potenzglatt® ist im obigen Sinne, dann ist es sehr
wahrscheinlich, dass a“®) # 1 mod q ist fiir ein zufilliges a € {2,3,..., N — 2}.
Dann ist ggT(N, atB) — 1) ein nichttrivialer Teiler von N. Ein passender Algorith-
mus sieht so aus:

function Pollardpminus1(N, B)

ALGO
Pollard

p—1
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input: N € Z>5 ungerade und zusammengesetzt, B Glattheits-Schranke.
output: 1 < d < N ein Teiler von N oder , Misserfolg*.

p <=2
a + random(2, N — 2)
while p < B do

[logy, B

a <+ af rem N
p < NextPrime(p)
end while

d<+ ggT(N,a—1)
if 1 <d < N then return d else return Misserfolg“ end if
end function

Die Laufzeit ist im Wesentlichen die fiir die modulare Potenz a/®) rem N. Aus dem

Primzahlsatz folgt, dass ¢(B) ~ e? ist; damit ist der Aufwand im Wesentlichen B
Operationen in Z/NZ, also O(B(log N)) Wortoperationen. Der Speicherplatzbe-
darf ist gering (O(log N)). Der groe Nachteil dieses Verfahrens ist, dass es (bei
realistischer Wahl von B) nur Primteiler einer speziellen Form findet.

Dieser Nachteil ldsst sich umgehen, wenn man statt der multiplikativen Grup-
pe [ die Gruppe E (F,) der Punkte auf einer elliptischen Kurve E iiber F, ver-
wendet. Davon gibt es eine grofie Auswahl, mit Gruppenordnungen, die einiger-
mafen gleichméBig iiber das Intervall [(\/p — 1)%, (y/p + 1)?] verteilt sind. Man
wéhlt zufillig eine Kurve F iiber Z/NZ und einen Punkt P darauf und berechnet
¢(B) - P (die Gruppenoperation wird additiv geschrieben). Ist die Gruppenord-
nung der entsprechenden Kurve iiber I, glatt, aber nicht die der Kurve iiber F,,
wobei p und ¢ wieder Primteiler von N sind, dann fiihrt das (sehr wahrscheinlich)
dazu, dass im Lauf der Rechnung eine Zahl a modulo N invertiert werden miisste,
die nicht durch N teilbar, aber auch nicht zu N teilerfremd ist. Wie iiblich ist
dann ggT(N,a) ein nichttrivialer Teiler. Das daraus abgeleitete Verfahren heifit
ECM (Elliptic Curve Method). Seine grofien Vorteile sind, dass es geringen Platz-
bedarf hat (dhnlich wie Pollards p — 1-Algorithmus) und dass seine Laufzeit (unter
plausiblen, aber unbewiesenen Annahmen) subexponentiell ist in der Grofie des
gesuchten Primfaktors p, ndmlich L(p)‘/i. Es wird daher iiblicherweise fiir die
Suche nach ,,mittelgroen” Primteilern eingesetzt mit bis zu etwa 20-25 Dezimal-
stellen. (Im ,worst case“ p =< Vv/N hat man dieselbe asymptotische Komplexitit
L(V'N)V2 = L(N) wie MPQS. Da die elementaren Operationen bei MPQS aber
deutlich schneller sind, ist fiir grole N MPQS hier iiberlegen.)

Die Faktorisierungsfunktion von Magma verwendet zum Beispiel folgende Verfah-
ren in der angegebenen Reihenfolge:

(1) Miller-Rabin-Test (plus ECPP, falls prim)

(2) Probedivision fiir p < 10000

(3) Pollard-p mit 8191 Iterationen

(4) ECM

(5) MPQS

Genauere Informationen iiber die erwéhnten Algorithmen und Hinweise zur Opti-

mierung findet man in den Biichern von Kaplan [Ka] (Abschnitt 5) und Cohen [Co]
(Chapter 8 und 10).
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