14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.

Einfiihrung in die Algebra

Sommersemester 2011
Universitat Bayreuth

MICHAEL STOLL

INHALTSVERZEICHNIS

Endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen
Quadratische Reste und das Quadratische Reziprozitiatsgesetz
Gruppen und Gruppenhomomorphismen

Normalteiler und Faktorgruppen

Operationen von Gruppen auf Mengen

Die Séatze von Sylow

Korpererweiterungen

Algebraische Elemente und Erweiterungen

Zerfallungskorper

Endliche Korper

Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Literatur

12
23
29
33
37
42
45
48
o1
56
61



2

Diese Vorlesung setzt die Vorlesung ., Einfithrung in die Zahlentheorie und alge-
braische Strukturen® aus dem Wintersemester 2010/2011 fort. Dem entsprechend
schlieit sich auch dieses Skript unmittelbar an das Skript zur vorigen Vorlesung
an. Insbesondere wird die Nummerierung der Abschnitte fortgefiihrt.

14. ENDLICH ERZEUGTE MODULN UBER HAUPTIDEALRINGEN

Wir erinnern uns an den Satz, den wir am Ende der vorigen Vorlesung bewiesen
haben (Satz und Definition 13.3):

14.1. Satz und Definition. Sei R ein Hauptidealring, seien m,n > 0, und sei
A € Maty,xn(R). Dann gibt es r € Zso und Elemente dy,ds,...,d, € R mit
dj | djy1 fiir 1 < j <rundd, #0, so dass A zu diag,, ,,(dy,d, ..., d,) dquivalent
15t.

Die Elemente dy, . ..,d, sind bis auf Assoziierte eindeutig bestimmdt.

Diese Elemente di, ..., d, heilen die Elementarteiler der Matrix A.

Wir wollen jetzt aus diesen Satz {iber die Normalform von Matrizen iiber Haupt-
idealringen einen Struktur- bzw. Klassifikationssatz fiir ,,endlich erzeugte Moduln
iiber Hauptidealringen“ ableiten. Ein wichtiger Spezialfall dieser Struktur sind
abelsche Gruppen (fiir R = Z, siehe unten); da der Beweis aber der selbe ist und
das allgemeinere Ergebnis auch niitzlich ist, wollen wir hier den allgemeineren Satz
zeigen. Dazu miissen wir aber erst die relevanten Begriffe einfiihren. Wir werden
weiterhin stillschweigend annehmen, dass alle Ringe kommutativ sind.

14.2. Definition. Sei R ein (kommutativer) Ring. Ein R-Modul ist ein Quintu-
pel (M,0,+,—, ), bestehend aus einer Menge M, einem Element 0 € M, einer
Verkniipfung + : M x M — M (Addition), einer Abbildung — : M — M (Ne-
gation) und einer Verkniipfung - : R x M — M (skalare Multiplikation), so dass
(M, 0,4+, —) eine abelsche Gruppe ist und zusétzlich gilt:

) 1-m =m fir alle m € M,

) (r4+s)-m=r-m+s-mfiraller,se€ R, me& M;
Yr-(m4+m)=r-m+r-m firaller € R, m,m' € M;
) (rs)-m=r-(s-m) fir aller,s € R, m € M.

Wenn die restlichen Daten aus dem Kontext klar sind, spricht man (wie analog in
anderen Fillen) einfach vom ,, R-Modul M“. Statt r-m schreibt man meistens rm.

Der Plural von ,,der Modul“ im hier definierten Sinne ist ,,die Moduln“ (und nicht
,die Module*).

Ein R-Modul ist also formal das selbe wie ein K-Vektorraum, nur dass man den
Korper K durch einen beliebigen Ring R ersetzt. Samtliche Aussagen iiber Vek-
torrdume, fiir deren Beweis man nicht verwenden muss, dass von null verschiedene
Elemente des Korpers invertierbar sind, gelten damit auch fiir Moduln. Zum Bei-
spiel gelten die Regeln

0-m=0  und (=r)-m=r-(—m)

fir alle r € R, m € M.
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14.3. Bemerkung. Man kann R-Moduln auch fiir nicht kommutative Ringe R defi-
nieren. Die obige Definition ergibt dann einen R-Linksmodul. Analog definiert man R-
Rechtsmoduln, indem man die skalare Multiplikation von rechts operieren lidsst. Ist R
kommutativ, dann sind beide Strukturen isomorph.

Abelsche Gruppen kann man als Spezialfall auffassen:

14.4. Proposition. Jede abelsche Gruppe (A,0,+,—) ,ist“ ein Z-Modul, d.h.,
es gibt eine eindeutig bestimmte skalare Multiplikation - : Z x A — A, so dass
(A,0,+,—,-) ein Z-Modul ist.

Beweis. Die skalare Multiplikation ist die Vervielfachungsabbildung: Es muss gel-
ten
0-a=0, l-a=a, (=1)-a=—a
und (fiir n € Z>y)
(n+1)-a=n-a+a, (—n—1)-a=(-n)-a—a.
Das liefert eine eindeutige induktive Definition der skalaren Multiplikation, und

man iiberzeugt sich davon, dass sie die relevanten Eigenschaften hat. Etwas an-
schaulicher gilt fiir n € Z>

n-a:g+a+...+@

n Summanden
und
(-n)-a=—(n-a)=n-(-a)=(-a)+(-a)+...+ (-a) .

TV
n Summanden

i

14.5. Bemerkung. Sind R; und Ry Ringe und ist ¢ : Ry — Rs ein Ringhomomor-
phismus, dann lésst sich aus jedem Ro-Modul M ein R;-Modul machen, indem man die
gleiche additive Struktur verwendet und fiir die skalare Multiplikation 71 -m := ¢(r1)-m
setzt.

14.6. Beispiele. Sei R ein Ring. Dann ist R" (oder allgemeiner, R fiir eine
beliebige Menge X) ein R-Modul, indem man die Operationen komponentenweise
definiert. Insbesondere ist R selbst in natiirlicher Weise ein R-Modul.

Analog zu Vektorrdumen gibt es Untermoduln.

14.7. Definition. Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Ein R-Untermodul (oder
auch nur Untermodul) von M ist eine Teilmenge U C M, die beziiglich der rele-
vanten Operationen abgeschlossen ist: Es gilt 0 € U, und fiir u,v’ € U und r € R
gilt u+ o', —u,r - u € U. Dabei ist die Forderung ,,—u € U“ wegen —u = (—1) - u
entbehrlich.

Es ist dann klar, dass (U, 0, +|uxv, —|vu, *|rxv) wieder ein R-Modul ist.

14.8. Beispiele. Ist M ein R-Modul, dann sind 0 := {0} C M und M selbst stets
(triviale) Untermoduln von M. Die Untermoduln des R-Moduls R sind genau die
Ideale von R.

Wie bei Untervektorrdumen und Idealen gilt:
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14.9. Lemma. Sei M ein R-Modul. Beliebige Durchschnitte und aufsteigende
Vereinigungen von Untermoduln von M sind wieder Untermoduln von M.

Beweis. Wie fiir Lemma 6.3 oder wie in der Linearen Algebra fiir Untervek-
torrdume. U

Insbesondere ist folgende Definition sinnvoll (vgl. Def. 6.4):

14.10. Definition. Sei M ein R-Modul, A C M eine Teilmenge. Der Untermodul
(A)r = ﬂ{U C M | U Untermodul von M und A C U}

heit der von A erzeugte Untermodul von M. Ist A = {ay,...,a,} endlich, schrei-
ben wir fiir (A) auch (ay,...,a,)r.

Ist U C M ein Untermodul und A C M eine Teilmenge mit U = (A)g, so heifit
A ein FErzeugendensystem von U. Hat M ein endliches Erzeugendensystem, so
heifit M endlich erzeugt. Gilt M = (a) g fiir ein a € M, so heifit M ein zyklischer
R-Modul.

Vollig analog zu Idealen und Untervektorrdumen gilt dann:

14.11. Lemma. Sei M ein R-Modul und A C M eine Teilmenge. Dann gilt
(A)p ={ra +---+rpa, | n> 0,r; € R,a; € A}

Die Elemente von (A) g sind also gerade die endlichen R-Linearkombinationen von
Elementen von A.

Beweis. Wie fiir Lemma 6.5 oder wie in der Linearen Algebra fiir Untervek-
torrdume. U

14.12. Definition. Sei M ein R-Modul und (a;);c; eine Familie von Elementen
von M. Die Familie (a;) heifit Basis von M, wenn jedes Element m von M sich
eindeutig als (endliche)R-Linearkombination der a; schreiben lésst, d.h. es gibt
eine eindeutig bestimmte Familie (r;);c; von Elementen von R mit r; = 0 fiir alle
bis auf endlich viele 4, so dass m = )., r; - a; ist.

Ein R-Modul M, der eine Basis hat, heifit frei. Hat M eine endliche Basis, dann
heifit M endlich erzeugt frei.

14.13. Beispiele. Fiir n € Zs( ist R" ein endlich erzeugter freier R-Modul mit
der Basis ey, e, ..., e,, wobei e; der iibliche , Standard-Basisvektor® ist.

Auf der anderen Seite ist M = Z/27 als Z-Modul nicht frei, denn fiir jedes Ele-
ment m von M und n,k € Z gilt (n + 2k) - m = n - m, also ist eine Darstel-
lung als Linearkombination niemals eindeutig. Wir sehen also, dass ein Modul
im Unterschied zu einem Vektorraum keine Basis haben muss. Als Fy-Modul (=
Fy-Vektorraum) ist M jedoch frei.

Folgende Begriffsbildung (benannt nach Emmy Noether (1882-1935), bedeutende
deutsche Mathematikerin, Mitbegriinderin der modernen Algebra) wird niitzlich
sein.
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14.14. Definition. Ein R-Modul heif3t noethersch, wenn alle eine Untermoduln
endlich erzeugt sind. Ein Ring R heifit noethersch, wenn er als R-Modul noethersch
ist, d.h. wenn alle seine Ideale endlich erzeugt sind.

Insbesondere ist ein Hauptidealring stets noethersch, denn in diesem Fall sind alle
Ideale sogar von einem Element erzeugt.

Es gibt eine dquivalente Charakterisierung von ,noethersch®, die héufig fiir Be-
weise niitzlich ist.

14.15. Lemma. Fin R-Modul M ist noethersch genau dann, wenn jede aufstei-
gende Kette von Untermoduln von M stationdr wird. D.h., sind U, C M fir
n € Zsog Untermoduln mit U, C U,yq fir alle n, dann gibt es N € Z~q, so dass
U, = Uy fiir alle n > N.

Fiir Ringe gilt das entsprechend mit ,,Idealen® statt ,, Untermoduln®.

Beweis. Sei zundchst M noethersch und U; C Uy C ... eine aufsteigende Kette
von Untermoduln von M. Dann ist U = |J,~, U, nach Lemma 14.9 wieder ein
Untermodul von M, nach Voraussetzung also endlich erzeugt: U = (A)g mit
A C U endlich. Fiir jedes a € A gibt es dann eine Zahl n(a), so dass a € Up(y).
Da A endlich ist, existiert N = max{n(a) | a € A}. Da die Untermoduln U, eine
aufsteigende Kette bilden, folgt A C Uy und damit

(A)pcUy CcU, CU = (A)r
fiir alle n > N. Das ist die Behauptung.

Nun nehmen wir umgekehrt an, dass jede aufsteigende Kette von Untermoduln
von M stationér wird. Sei U ein beliebiger Untermodul von M; wir miissen zeigen,
dass U endlich erzeugt ist. Dazu nehmen wir an, das sei nicht der Fall. Dann gilt
fiir jeden endlich erzeugten Untermodul U’ C U, dass U' # U, also U \ U’ # () ist.
Wir konnen dann eine aufsteigende Kette von Untermoduln von M konstruieren,
die nicht stationdr wird, indem wir U; = 0 und dann

Un+1 = Un +R- Up41 = <Un U {an+1}>R

setzen fiir ein a, 11 € U \ U,. So ein Element existiert, da U, = (a1, as,...,a,)r
endlich erzeugt ist. Damit erhalten wir einen Widerspruch zur Voraussetzung, also
muss die Annahme falsch sein, d.h. U muss doch endlich erzeugt sein. U

Wir werden bald sehen, dass endlich erzeugte Moduln iiber noetherschen Rin-
gen stets noethersch sind. Vorher miissen wir aber noch die passenden Struktur
erhaltenden Abbildungen einfiihren.

14.16. Definition. Seien M; und M, zwei R-Moduln. Ein R-Modul-Homomorphismus
oder R-lineare Abbildung ist eine Abbildung ¢ : My — My, so dass ¢(m +m') =
o(m) + ¢(m') und ¢(rm) = ro(m) gilt fir alle m,m’ € My und r € R.

Der Kern von ¢ ist das Urbild von 0 € M, unter ¢:
ker(¢) = ¢~'(0) = {m € M, | ¢(m) = 0}.
Man sieht leicht, dass auch gilt ¢(0) = 0 und ¢(—m) = —p(m).

Wie iiblich verwenden wir die Begriffe (R-Modul-) Monomorphismus, Epimorphis-
mus, Isomorphismus, Endomorphismus, Automorphismus, falls ¢ injektiv, surjek-
tiv, bijektiv, M} = My, M; = M5 und ¢ bijektiv ist.
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Diese Begriffsbildung ist analog zu linearen Abbildungen zwischen Vektorrdumen.
Wie dort gelten folgende Aussagen:

14.17. Lemma.

(1) Kern und Bild einer R-linearen Abbildung sind Untermoduln (der Quelle
bzw. des Ziels).

(2) Bilder und Urbilder von Untermoduln unter einer R-linearen Abbildung
sind wieder Untermoduln.

Beweis. Wie in der Linearen Algebra. [l

14.18. Beispiel. Ein endlich erzeugter freier R-Modul M mit einer n-elementigen
Basis ist isomorph zu R". Ist aq,as,...,a, die Basis, dann ist ein [somorphismus
R™ — M gegeben durch

(r1i,r9, ..., 1) —> ria; + 209 + ...+ rpa, .

Jetzt konnen wir auch Quotientenmoduln (oder Faktormoduln) definieren.

14.19. Satz und Definition. Sei M ein R-Modul und U ein Untermodul von M .
Dann ist die Relation

m=mmodU < m—m'eU

eine Aquivalenzrelation auf M, die mit Addition und skalarer Multiplikation ver-
traglich ist:

m=mmodU = m+m"=m'+m" modU und rm =rm' mod U .

Wir bezeichnen mit M/U die Menge der Aquivalenzklassen und mit [m] oder
m+U die Aquivalenzklasse von m € M. Auf M /U gibt es eine eindeutig bestimmte
Struktur als R-Modul, so dass die kanonische Abbildung ¢ : M — M /U R-linear

ist. Es gilt dann ker(¢) = U. Dieser R-Modul M /U heifit Quotientenmodul oder
Faktormodul von M modulo U; ¢ heiit kanonischer Epimorphismus.

Beweis. Analog zu 7.11, 7.12, 7.13. U

Wir haben auch wieder den {iblichen Isomorphiesatz.

14.20. Satz. Seien M und Ms zwei R-Moduln und ¢ : My — My eine R-lineare
Abbildung. Dann induziert ¢ einen Isomorphismus zwischen M/ ker(¢) und dem
Bild von ¢.

Beweis. Analog zu 7.14. Zur Erinnerung: Der induzierte Isomorphismus v ist ge-
geben durch

bz Myfker(¢) —im(¢),  [m] — ¢(m);

es ist zu zeigen, dass 1) wohldefiniert, injektiv und surjektiv ist. Letzteres ist klar;
fiir die Injektivitiat zeigt man ker(¢) = {[0]}. O
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14.21. Bemerkung. Analog zur Situation bei Vektorrdumen hat man auch die beiden
folgenden Isomorphiesitze:

Seien U und U" Untermoduln des R-Moduls M. Dann induziert die Inklusion U — U+U’
etnen Isomorphismus
U ~ U+U
vno U
(Man wende Satz 14.20 auf die Komposition U — U + U’ — (U + U’) /U’ an.)

Seien U C V. C M Untermoduln des R-Moduls M. Dann ist V/U ein Untermodul
von M /U, und man hat einen kanonischen Isomorphismus

%%’M/U

Vo VU
(Man wende Satz 14.20 auf die Komposition M — M /U — (M/U)/(V/U) an.)

14.22. Beispiel. Sei M ein zyklischer R-Modul, d.h., M wird von einem FEle-
ment a erzeugt. Dann erhalten wir einen Epimorphismus ¢ : R — M, r — ra,
dessen Kern ein Untermodul des R-Moduls R, also ein Ideal I von R ist. Wir se-
hen also: Jeder zyklische R-Modul ist isomorph zum R-Modul R/ fiir ein Ideal I
von R.

Umgekehrt ist jeder R-Modul der Form R/I auch zyklisch, denn [1] = 1 + [ ist
ein Erzeuger. Die zyklischen R-Moduln sind also (bis auf Isomorphie) genau die

Moduln der Form R/I.

Insbesondere sehen wir, dass die zyklischen abelschen Gruppen die Form Z/nZ
haben (da jedes Ideal von Z ein Hauptideal ist). Es gibt dann zwei Moglichkeiten:
Entweder ist n = 0; dann ist die Gruppe isomorph zu(r additiven Gruppe von)
Z. Oder wir kénnen n > 0 wahlen; dann ist die Gruppe isomorph zur additiven
Gruppe von Z/nZ und hat n Elemente

0], 1, 21 = O]+ AL, Bl = A+ A + [1], ..., [n =1 = 1] + ... + 1] .

n — 1 Summanden

Entsprechend gilt fiir einen Hauptidealring R, dass die zyklischen R-Moduln iso-
morph sind entweder zu R selbst oder zu R/Rd mit einem Element 0 # d € R.

Nun konnen wir einen ersten Satz iiber noethersche Moduln formulieren.

14.23. Satz. Sei M ein R-Modul und U C M ein Untermodul. Dann ist M
noethersch genau dann, wenn sowohl U als auch M /U noethersch sind.

Nach Satz 14.20 ist dquivalent: Sei ¢ : M — M’ eine R-lineare Abbildung. Dann
ist M noethersch genau dann, wenn sowohl ker(¢) als auch im(¢) noethersch sind.

Beweis. Wir benutzen die Charakterisierung iiber die aufsteigenden Ketten von
Untermoduln (,,Kettenbedingung). Sei zunéchst M noethersch. Wir miissen zei-
gen, dass U und M /U beide noethersch sind. Fiir U ist das klar, da jede aufsteigen-
de Kette von Untermoduln von U auch eine aufsteigende Kette von Untermoduln
von M ist und deswegen stationdr wird. Sei jetzt V3 C V5, C ... eine aufsteigende
Kette von Untermoduln von M /U, und sei ¢ : M — M /U der kanonische Epimor-
phismus. Dann ist ¢~1(V}) C ¢~!(V3) C ... eine aufsteigende Kette von Unter-
moduln von M, wird also nach Voraussetzung stationir. Wegen V,, = ¢(¢~1(V},))
(hier verwenden wir, dass ¢ surjektiv ist) folgt dann, dass auch die Kette (V},)
stationdr wird.
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Wir setzen jetzt voraus, dass U und M /U beide noethersch sind. Sei (U,,),>1 eine
aufsteigende Kette von Untermoduln von M. Dann ist (¢(U,)),>1 eine aufstei-
gende Kette von Untermoduln von M /U, wird also stationdr: ¢(U,) = ¢(Unv)
fir n > N'. Auflerdem ist (U, NU),>1 eine aufsteigende Kette von Untermoduln
von U und wird stationér: U, NU = Uy~ NU fiir n > N”. Sei N = max{N’, N},
dann gilt U, N U = Uy NU und ¢(U,) = ¢(Uy) fir alle n > N. Dann gilt auch
U, = Uy: Es gilt stets Uy C U,. Sei nun u € U,, dann ist ¢(u) € ¢(Uy), also
gibt es v’ € Uy mit ¢(u) = ¢(v), also u” := u —u' € U. Wegen u,u’ € U, ist
e U,NU =UxNU C Uy, also u = v +u” € Uy. Es folgt U, C Uy, also
Gleichheit. Damit ist gezeigt, dass (U,),>1 stationdr wird. O

Eine einfache Folgerung ist folgende Aussage.

14.24. Proposition. Sei R ein noetherscher Ring und n € Zxo. Dann ist der
R-Modul R"™ noethersch.

Beweis. Induktion nach n. Klar fir n = 0 (dann ist R° der Nullmodul) und
n =1 (dann ist R' = R noethersch nach Definition eines noetherschen Rings).
Sei also n > 2. Wir betrachten die surjektive R-lineare Abbildung ¢ : R" — R,
(r1,...,7n) — 7r,. Das Bild von ¢ ist noethersch, und ker(¢) = R"' x {0} = R"!
ist ebenfalls noethersch nach Induktionsannahme. Aus Satz 14.23 folgt dann, dass
R" ebenfalls noethersch ist. O

Nun folgt leicht das fiir uns wesentliche Ergebnis.

14.25. Satz. Sei R ein noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter R-Modul.
Dann ist M noethersch.

Beweis. Sei A = (ay,...,a,) ein endliches Erzeugendensystem von M. Dann ist
¢:R"— M, (ri,...,r)—ria+...+7ra,

eine surjektive R-lineare Abbildung. Nach Prop. 14.24 ist R"™ noethersch. Nach

Satz 14.23 ist dann auch im(¢) = M noethersch. O

Etwas konkreter heifit das:

Jeder Untermodul eines endlich erzeugten Moduls tiber einem noetherschen Ring
ist ebenfalls endlich erzeugt.

Ein weiterer interessanter Satz in diesem Zusammenhang ist der folgende.

14.26. Hilbertscher Basissatz. Sei R ein noetherscher Ring. Dann ist der Po-
lynomring R[x] ebenfalls noethersch.

Beweis. Wir verwenden wieder die Kettenbedingung. Sei also (I,,)n>1 eine aufsteigende
Kette von Idealen von R[z]. Fiir ein Ideal I von R[z| definieren wir

cm(I):{am ‘ f:jzrjgajmj GI} CR;

man iiberzeugt sich leicht davon, dass ¢, (I) ein Ideal von R ist, dass gilt
co(l)Cen(I) Cex(I) ...y, und I CJ = cn(l) Cen(J).
Wir wollen zeigen, dass die Folge von Folgen (¢, (In))mzo)rpo von Idealen von R sta-

tiondr wird (d.h., es gibt ein N, so dass fiir alle n > N gilt, dass ¢, (I,) = ¢ () fiir
alle m > 0). Wenn das so ist, dann gilt auch I,, = I: Die Inklusion Iy C I, gilt nach
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Voraussetzung. Sei f € I,,; wir miissen zeigen, dass f € Iy ist. Wir beweisen das durch
Induktion nach dem Grad von f; fiir f = 0 ist die Behauptung klar. Anderenfalls sei
deg(f) = d und ay der Leitkoeffizient von f. Wegen c4(I,,) = cq4(In) gibt es ein Polynom
g € Iy vom Grad d mit Leitkoeffizient agy. Dann ist f — g € I,, von kleinerem Grad, also
(nach Induktionsannahme), f —g € Iy. Es folgt f = (f —g)+g € In. Also ist die Kette
(In)n>1 stationér.

Es bleibt zu zeigen, dass die Idealfolgen stationéir werden. Zunéchst einmal gilt fiir jedes
n > 1, dass die aufsteigende Folge (¢, (I))m>0 stationdr werden muss (denn R ist
noethersch); sei also M(n) ein Index mit ¢, (In) = cpr(n)(In) fiir alle m > M(n). Dann
ist (¢(Ip))n>1 mit
C(In) = CM(n)(In) - U Cm(In)
m>0

ebenfalls eine aufsteigende Kette von Idealen von R, wird also stationir: Es gibt N,
so dass ¢(I,) = c(In) fiir alle n > N'. Wir setzen M = M (N’). Dann haben wir
cm(In) = epr(Iny) fiir alle m > M, n > N'. Damit werden alle Folgen (¢, (1)), mit
m > M beim selben Index N’ stationiir. AuBerdem wird jede der endlich vielen solchen
Folgen mit m < M bei einem Index N(m) stationér; die Behauptung gilt dann mit
N =max{N'}U{N(m) |0 <m < M}. O

Insbesondere ist jeder Polynomring in endlich vielen Variablen iiber einem Koérper noe-
thersch. Das bedeutet:

Jedes (mdéglicherweise unendliche) System von Polynomgleichungen in n Variablen iber
einem Korper K ist dquivalent zu einem endlichen solchen System.

Denn die Menge der Gleichungen, die aus {fr(z1,...,2,) = 0 | i € I} folgen, besteht
gerade aus allen Gleichungen f = 0 mit f € ({fi | i € I})g[q,,... 2,), und dieses Ideal ist
endlich erzeugt.

Da man sich leicht tiberlegt, dass jeder Faktorring eines noetherschen Rings wieder
noethersch ist, folgt auch:

Jede endlich erzeugte K-Algebra (das sind gerade die Faktorringe von Polynomringen
K[zy,...,x,]) ist noethersch.

Sei nun R ein noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter R-Modul. Wir
wihlen wie im Beweis von Satz 14.25 oben ein endliches Erzeugendensystem

(ay,...,a,). Dann haben wir den Epimorphismus ¢ : R"™ — M wie oben. Da
der Kern von ¢ ein Untermodul von R™ ist, ist ker(¢) ebenfalls endlich erzeugt.
Wir kénnen also ein endliches Erzeugendensystem (b, . .., by,) von ker(¢) wihlen

(mit b; € R"™); dann gilt nach dem Isomorphiesatz 14.20
M= Rn/<b1,b2, ey bm)R = Rn/ 1m(1/J) 5

wo i R™ — R™ (ry,...,Tm) — T1bi+. . .+7yb,, wieder eine R-lineare Abbildung
ist. Wie in der Linearen Algebra kann eine lineare Abbildung R™ — R™ durch eine
Matrix dargestellt werden, indem die (Zeilen-)Vektoren b; in eine m x n-Matrix A
(mit Eintrdgen aus R) verpackt werden.

Wenn wir diese Matrix von links mit einer invertierbaren Matrix (aus GL,,(R))
multiplizieren, &ndern wir zwar die Zeilen von A, aber nicht den von den Zeilen
erzeugten Untermodul im(¢)), denn wir ersetzen lediglich ) durch 1 o & mit einem
Automorphismus a von R™. Wenn wir A von rechts mit einer invertierbaren Ma-
trix (aus GL, (R)) multiplizieren, ersetzen wir die Standardbasis von R"™ durch eine
(beliebige) andere Basis. Aquivalent dazu ist es, dem Epimorphismus ¢ einen Au-
tomorphismus g von R™ voranzustellen, was am Bild M von ¢ aber nichts dndert.
Wir sehen also, dass jede Matrix PAQ mit P € GL,,(R) und @ € GL,(R) den
selben Modul M beschreibt. Dies liefert den Zusammenhang zwischen Satz 14.1
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und dem Problem der Klassifikation endlich erzeugter R-Moduln. Fiir die For-
mulierung des Klassifikationssatzes brauchen wir noch den Begriftf der direkten
Summe von R-Moduln.

14.27. Definition. Sei R ein Ring, und seien M, ..., M, R-Moduln. Die direkte
Summe My & ... & M, = @?:1 M; ist ein R-Modul zusammen mit R-linearen
Abbildungen ¢; : M; — @;_, M; mit folgender universeller Eigenschaft:

Fiir jeden R-Modul M und R-lineare Abbildungen ¢; : M; — M (j = 1,...,n)
gibt es genau eine R-lineare Abbildung ¢ : @, M; — M, so dass ¢ o1; = ¢; gilt
firalle j =1,...,n.

Konkret ldasst sich die direkte Summe endlich vieler Moduln realisieren als das
Produkt M; x --- x M, mit komponentenweise definierter Addition und skalarer
Multiplikation; die Abbildung ¢; schickt m; € M; auf (0,...,0,m;,0,...,0) mit
m; an der j-ten Stelle. Die eindeutig bestimmte Abbildung ¢ in der universellen
Eigenschaft ist gegeben als ¢(my, ..., my,) = ¢1(my) + ... + dn(my).

Esgilt R* =2 R®&R®...®R (n Summanden). Ist e; das jte Standardbasis-Element
von R", dann sieht man leicht:

Rn/<d1€1,d2€2, Ce 7dn€n>R” = R/Rdl D R/Rdg D...D R/Rdn

Man kann die direkte Summe fiir beliebige Familien (M;);e; von R-Moduln definieren
(mit der analogen universellen Eigenschaft). In diesem Fall kann die direkte Summe
P, M; aber nicht als das Produkt der M; realisiert werden (warum nicht?).

14.28. Lemma. Sei R ein Hauptidealring und M = R/Rdy & ... ® R/Rd,, eine
direkte Summe von n zyklischen R-Moduln, wobei d; ¢ R* und dy | dy | ... | dp
gilt (d; = 0 ist erlaubt). Dann kann M wvon n Elementen erzeugt werden, aber
nicht von n — 1 Elementen.

Beweis. Dass M von n Elementen erzeugt werden kann ist klar, denn M ist ein
epimorphes Bild von R" (M = R"/(diey, ... ,dpen)).

Fiir die zweite Behauptung kénnen wir annehmen, dass R kein Korper ist (denn
sonst miissen alle d; = 0 sein, und wir haben den Vektorraum R™). Wir wihlen
ein Primelement von R, das d; teilt. Das ist moglich, da d; keine Einheit ist: Ist
dy # 0, dann hat d; einen Primteiler; sonst wiahlen wir ein beliebiges Primelement
(Primelemente existieren, da R kein Korper ist). Dann gibt es Epimorphismen
R/Rd; — R/Rp, also auch einen Epimorphismus M — (R/Rp)"; R/Rp ist ein
Korper. Ein Erzeugendensystem von (R/Rp)™ als R-Modul ist auch ein Erzeugen-
densystem von (R/Rp)"™ als (R/Rp)-Vektorraum, muss also mindestens n Elemen-
te haben. Wire M von weniger als n Elementen erzeugbar, miisste das auch fiir
M /pM gelten, ein Widerspruch. O

Die Teilbarkeitsbedingung ist wesentlich, wie das Beispiel des Z-Moduls
Z]27 & 7/3Z

zeigt, der von dem einen Element (1 + 2Z,1 + 3Z) erzeugt wird!
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14.29. Klassifikationssatz fiir endlich erzeugte Moduln iiber Hauptideal-
ringen. Sei R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann

gibt es eindeutig bestimmte Zahlen k,r € Z>o und bis auf Assoziierte eindeutig
bestimmte Elemente dy, ... ,d, € R\ {0}, mit dy | ... | dx und dy ¢ R*, so dass

M~ R/Rd; & ...® R/Rd, ® R".

D.h., ein endlich erzeugter R-Modul ist eine direkte Summe endlich vieler zykli-
scher R-Moduln.

Beweis. Die Existenz folgt leicht aus obiger Uberlegung und Satz 14.1: Sei A eine
Matrix, die M wie oben beschreibt. Dann kénnen wir statt A jede dazu dquivalente
Matrix A" = PAQ verwenden; nach Satz 14.1 kénnen wir A" = diag,,, ,,(d1, ..., dy)
withlen. Wir erhalten einen Isomorphismus wie angegeben (mit 7 = n — k), nur
dass der Anfang der Folge dy, ..., d; aus Einheiten bestehen kénnte. Dann gilt fiir
die zugehorigen Summanden aber R/Rd; = R/R = 0; sie konnen also weggelassen
werden.

Zur Eindeutigkeit: n = k + r ist eindeutig bestimmt als minimale Anzahl von
Erzeugenden von M nach Lemma 14.28 Das Ideal Rd; (= 0 fiir k < j < n) ist
charakterisiert als

Rd; = {r € R|rM kann von < n — j Elementen erzeugt werden} .

(Beachte: d - R/Rd" = 0 genau dann, wenn d' | d.) Daher ist auch die Folge der
Ideale
Rdy, Rds, . .., Rdy.,0,....0
1

eindeutig bestimmt, was zur Eindeutigkeitsaussage im Satz dquivalent ist. Il

Als Spezialfall erhalten wir:

14.30. Klassifikationssatz fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen. Sei A
eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann gibt es eindeutig bestimmte positive
ganze Zahlen dy,dy, ... ,dp mit 1 # dy | da | ... | d, und eine Zahlr € Z>q, so dass

AZZ/AWZDL)dZ® ... DL/ Z DL .

A ist genau dann endlich, wenn r = 0 ist; dann ist #A = dids - - - dy.

Beweis. Wir wenden Satz 14.29 auf den Ring R = Z an. Die Endlichkeitsaussage
ist klar; die Aussage iiber die Ordnung #A von A folgt daraus, dass die unterlie-
gende Menge der direkten Summe das Produkt der Mengen Z/d;Z ist. U

Satz 14.30 gibt offenbar die Darstellung einer abelschen Gruppe als direkte Sum-
me der kleinstmdglichen Anzahl zyklischer Gruppen (und analog Satz 14.29 fiir
Moduln iiber Hauptidealringen). Nun kann man die zyklischen Gruppen Z/dZ
aber manchmal als Produkt von mehreren (nichttrivialen) zyklischen Gruppen
schreiben: Nach dem Chinesischen Restsatz 9.9 ist, wenn d = [[\", p{* die Prim-
faktorzerlegung ist,

z/dz. =[] z/p;izZ
=1

als Ringe, was einen Isomorphismus

ZJAL 2 T)pS L ® ... @ L)por T
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der additiven Gruppen induziert. Daraus ergibt sich die Existenzaussage im fol-
genden Satz. Die Eindeutigkeit folgt aus der Eindeutigkeitsaussage in Satz 14.30

14.31. Klassifikationssatz fiir endliche abelsche Gruppen, 2. Version.
Jede endliche abelsche Gruppe A ist eine direkte Summe von endlich vielen zy-
klischen abelschen Gruppen, deren Ordnung eine (echte) Primzahlpotenz ist. Die
Ordnungen der Summanden sind bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmit.

Diese Version des Klassifikationssatzes liefert die Darstellung als direkte Summe
von maximal vielen nichttrivialen zyklischen Gruppen.

Satz 14.31 lasst sich auch fiir Moduln iiber Hauptidealringen formulieren; die For-
mulierung ist aber etwas umsténdlicher.

In diesem Zusammenhang mdchte ich noch einige Begriffe und Tatsachen auffithren, die

manchmal niitzlich sind.

14.32. Definition. Sei R ein Ring und M ein R-Modul.

(1) Ein Element 0 # m € M heifit Torsionselement, wenn es ein Element 0 # r € R
gibt mit rm = 0.

(2) M heifit Torsionsmodul, wenn alle 0 # m € M Torsionselemente sind.

(3) M heifit torsionsfrei, wenn M keine Torsionselemente enthélt.

Eine endlich erzeugte abelsche Gruppe (oder Z-Modul) ist zum Beispiel genau dann eine
Torsionsgruppe, wenn sie endlich ist. Allgemeiner gilt:

14.33. Proposition. Sei R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter R-Modul,
und seien k und r die zu M gehdérigen Zahlen aus Satz 14.29. Dann gilt:

(1) M ist Torsionsmodul genau dann, wenn r = 0.
(2) M ist torsionsfrei genau dann, wenn k = 0.

Beweis. Ubung. O
Insbesondere folgt:

14.34. Proposition. Sei R ein Hauptidealring.

(1) Jeder endlich erzeugte torsionsfreie R-Modul ist frei.
(2) Jeder Untermodul von R™ ist frei.

Beweis. Ubung. O

15. QUADRATISCHE RESTE UND DAS QUADRATISCHE REZIPROZITATSGESETZ

Unser néchstes Ziel ist die Beantwortung der folgenden Frage:

Sei p eine ungerade Primzahl und a € Z. Wie stellt man fest, ob die Kongruenz

2 =g modyp

x
in Z losbar ist?
Die Antwort wird durch das Quadratische Reziprozititsgesetz geliefert.

Zuerst miissen wir aber ein Resultat iiber Untergruppen der multiplikativen Grup-
pe eines Korpers beweisen. Der Vollstindigkeit halber wiederholen wir die Defini-
tion einer Gruppe und geben die Definition, was eine Untergruppe ist.
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15.1. Definition. Eine Gruppe ist ein Quadrupel (G, e, *,1), bestehend aus einer
Menge G, einem Element e € G, einer Verkniipfung * : G x G — G und einer
Abbildung i : G — G, die die folgenden Bedingungen erfiillen:

(1) Vg€ G:e*xg=gxe=g (e ist neutrales Element).

(2) Yg1,92,92 € G : g1 % (g2 * g3) = (g1 * g2) * g3 (Assoziativitit).
(3) Vg € G : gxi(g) =i(g) * g =e (Inverses).

Die Gruppe heifit kommutativ oder abelsch, wenn zuséatzlich gilt:
(4) Vg1,92 € G : g1 * g2 = go * g1 (Kommutativitét).

Abelsche Gruppen werden gerne in der Form (G, 0, +, —) geschrieben. Hiufig ist
fiir beliebige Gruppen auch die Notation (G, 1, -,z + z~1) gebriuchlich. Sind die
weiteren Daten aus dem Kontext klar, sprechen wir einfach von ,,der Gruppe G*.

15.2. Definition. Sei (G, e, *,i) eine Gruppe. Eine Untergruppe von G ist eine
Teilmenge U von G mit folgenden Eigenschaften:

(1) eeU.
(2) Vu,o/ € U :uxu' €U.
(3) YueU:i(u) €U.

(D.h., U enthilt das neutrale Element und ist unter der Verkniipfung und unter
Inversenbildung abgeschlossen.) Es ist dann klar, dass (U, e, *|yxv, i|v) wieder eine
Gruppe ist.

Wir hatten frither bereits fiir jeden Ring R seine Finheitengruppe R* definiert
(das ist die Menge der multiplikativ invertierbaren Elemente von R mit der Mul-
tiplikation von R als Verkniipfung). Ist R ein Kérper K, spricht man auch von
der multiplikativen Gruppe K* von K (dann ist K* = K \ {0} als Menge). Da
die Multiplikation in einem Ko&rper kommutativ ist, ist K> eine abelsche Grup-
pe. Unser erstes Resultat macht eine Aussage iiber endliche Untergruppen dieser
multiplikativen Gruppe.

15.3. Satz. Sei K ein Korper und G C K* eine endliche Untergruppe. Dann ist
G zyklisch (d.h., eine zyklische abelsche Gruppe im Sinn des vorigen Kapitels).

Beweis. Als endliche abelsche Gruppe ist G nach Satz 14.30 isomorph zu einer
direkten Summe Z/d\Z & ... ® Z/dpZ mit positiven ganzen Zahlen d; | ... | dj
und d; > 1. Wir kénnen annehmen, dass G # {1} ist (anderenfalls ist die Aussage
trivialerweise richtig); das bedeutet k& > 1. Zu zeigen ist & = 1. Dazu nehmen
wir das Gegenteil an: £ > 2. Dann ist di ein echter Teiler der Gruppenordnung
#G = d; - - - dy,. Das dj-fache jedes Elements von Z/d1Z& . . .&7Z/diZ ist null (hier
brauchen wir die Teilerbedingung). Ubersetzt auf die multiplikativ geschriebene
Gruppe G bedeutet das g% = 1 fiir alle ¢ € G. Damit sind alle #G > d;, Elemente
von G Nullstellen des Polynoms z% — 1 vom Grad dj,. Das ist ein Widerspruch
zu Folgerung 11.9 (ein Polynom vom Grad n kann in einem Integritéitsbereich
hochstens n verschiedene Nullstellen haben). Also muss k& = 1 sein, und G = Z/d,Z
ist zyklisch. Il

Das bedeutet, dass jede solche Gruppe G die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln
in K sein muss, fiir n = #G. Zum Beispiel sieht man, dass die groite endliche
Untergruppe von R* die Gruppe {£1} ist, und dass die endlichen Untergruppen
von C* alle die Form p, = {z € C | 2" = 1} haben.
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15.4. Bemerkung. Fiir einen Schiefkorper ist die Aussage von Satz 15.3 falsch,
wie die Untergruppe @ = {1, i, -7, £k} der multiplikativen Gruppe des Qua-
ternionenschiefkorpers zeigt: () ist nicht einmal kommutativ! Der Grund dafiir ist,
dass Folgerung 11.9 fiir einen Schiefkérper nicht gilt (alle acht Elemente von @
sind Nullstellen von z% — 1).

15.5. Folgerung. Ist F' ein endlicher Kérper, dann ist seine multiplikative Grup-
pe F* zyklisch.

Beweis. In diesem Fall ist die ganze Gruppe F'* endlich, so dass Satz 15.3 auf sie
angewendet werden kann. U

Wir kennen bereits endliche Korper: Ist p eine Primzahl, dann ist der Faktorring
F, = Z/pZ ein Korper; F, hat p Elemente, also hat die (zyklische) Gruppe F
genau p — 1 Elemente.

15.6. Definition. Sei p eine Primzahl. Eine ganze Zahl a heif3t Primitivwurzel
mod p, wenn die Restklasse [a] € F,, die multiplikative Gruppe ) erzeugt.

Nach Folgerung 15.5 gibt es fiir jede Primzahl p Primitivwurzeln mod p. Die An-
zahl der Restklassen mod p, die aus Primitivwurzeln mod p bestehen, ist gegeben
durch ¢(p—1) (Eulersche ¢-Funktion). Fiir die ersten paar Primzahlen finden wir
folgende Primitivwurzeln zwischen 1 und p — 1:

P 213] 5 7 11
Primitivwurzeln mod p |12 1]2,3]3,5(2,6,7,8

Zum Beispiel ist 3 eine Primitivwurzel mod 7, weil alle Elemente von F> als
Potenzen von [3] geschrieben werden kénnen:

31 =[], B]' =[3], B =9 =1[2], B] =[6], [3]" = [18] = [4], [3]” = [12] = [3]

Dagegen ist 2 keine Primitivwurzel mod 7, denn man erhélt nur drei Elemente als
Potenzen von [2]:

2° =[], @2'=[@, 2=, [2F=[F=0.

In diesem Zusammenhang gibt es die

15.7. Vermutung von Artin (1927). Ista € Z mita # —1 und a kein Quadrat,
dann gibt es unendlich viele Primzahlen p, so dass a eine Primitivwurzel mod p
18t.

(Warum muss man —1 und die Quadrate ausschliefen?)

Diese Vermutung ist immer noch offen. Die besten Ergebnisse sind von der folgen-
den Art:

Es gibt hichstens zwei Primzahlen a, fiir die die Artin-Vermutung nicht gilt.'

Auf der anderen Seite ist die Vermutung aber noch fiir keine einzige konkrete
Zahl a bewiesen!

Ist a eine Primitivwurzel mod p, dann gibt es fiir jede nicht durch p teilbare ganze
Zahl x einen Exponenten k mit z = a* mod p. Da [a] € F) eine (multiplikative)
Gruppe mit p — 1 Elementen erzeugt, gilt a?~! = 1 mod p (,kleiner Satz von
Fermat“). Das bedeutet, dass k nur mod p — 1 eindeutig bestimmt ist.

ID.R. Heath-Brown, Artin’s conjecture for primitive roots, Quart. J. Math. Oxford Ser. 37
(1), 27-38 (1986).
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15.8. Definition. Jedes k € Z (oder auch die Restklasse von k in Z/(p — 1)Z)
wie oben heif3t diskreter Logarithmus mod p von x zur Basis a. Wir schreiben
log, =k oder logy[7] = k;

es muss dabei aus dem Kontext klar sein, modulo welcher Primzahl p man rechnet.

15.9. Definition. Sei p eine ungerade Primzahl (also p > 2) und a eine nicht
durch p teilbare ganze Zahl. Ist die Kongruenz 2? = a mod p in Z l6sbar, dann
heifit a ein quadratischer Rest (QR) mod p. Andernfalls heifit a ein quadratischer
Nichtrest (QNR) mod p.

Fiir beliebiges a € Z definieren wir das Legendre-Symbol wir folgt:

0 fallsp|a

(ﬂ) = 1 falls a quadratischer Rest mod p

b —1 falls a quadratischer Nichtrest mod p

Aus der Definition folgt unmittelbar:

ot = (3)-()

Hier ist eine kleine Tabelle mit den quadratischen Resten bzw. Nichtresten zwi-
schen 1 und p — 1:

p 3] 5 | 7 11 13 17
QR [[1]1,4[1,2,4] 1,3,4,5,9 | 1,3,4,9,10,12 | 1,2,4,8,9,13,15, 16
QNR[[2]2,3]3,5,62,6,7,8,10| 2,5,6,7,8,11 | 3,5,6,7,10, 11,12, 14

Es fallt auf, dass es stets genau so viele quadratische Reste wie Nichtreste gibt.
Das ist kein Zufall, wie das folgende Ergebnis zeigt.

15.10. Satz. Sei p eine ungerade Primzahl und g eine Primitivwurzel mod p.

(1) Ist a € Z, p { a, dann ist a quadratischer Rest mod p genau dann, wenn

. . —1 .
log, a gerade ist. Insbesondere gibt es genau Y5~ Restklassen mod p, die

aus quadratischen Resten bestehen, und genau ’%1 Restklassen mod p, die
aus quadratischen Nichtresten bestehen.

(2) Fira,beZ gilt ) )
()-G)G)

(3) (Euler-Kriterium) Fir a € 7 gilt

(2) = a2 mod p.
p

Bewezs.

(1) Ist @ QR mod p, dann gibt es x € Z mit > = a mod p. Aulerdem ist
r = g™ mod p mit m = log, , also a = 2™ mod p, d.h., log, a = 2m ist
gerade. (Beachte, dass die Aussage ,log, a ist gerade® sinnvoll ist, obwohl
der diskrete Logarithmus nur modulo p — 1 definiert ist, denn p — 1 ist
gerade.)

Ist umgekehrt log,a = 2m gerade, dann folgt analog mit z = g™, dass

22 = a mod p ist; damit ist @ QR mod p.
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(2) Die Aussage ist klar wenn p ein Teiler von a oder b ist (dann sind beide
Seiten null). Wir kénnen also p 4 ab annehmen. In diesem Fall ldsst sich
die Aussage aus Teil (1) schreiben als

a
e — (-1 logga'
()=
Es folgt

(3) Die Aussage ist klar fiir p | a (beide Seiten sind null mod p). Sei also p  a
und k = log, a. Wegen g"~' = 1 mod p gilt ="/ = £1 mod p (denn F,
ist ein Korper; die Gleichung z? = [1] hat also nur die beiden (wegen p # 2
verschiedenen) Losungen [1] und [—1]). Es kann nicht g®~1/2 = 1 mod p
gelten, denn dann konnte [g] keine Gruppe mit p — 1 Elementen erzeugen.
Also gilt ¢?»~1/2 = —1 mod p. Es folgt

(ﬂ) = (-1F = g’%lk — (gk)(p—l)/2 =a? V2 mod p.
U

Daraus konnen wir schon einmal ableiten, wann —1 ein quadratischer Rest mod p
ist und wann nicht.

15.11. Folgerung. Sei p eine ungerade Primzahl. Dann gilt

(—_1)  (—1)e0r2 2 1 falls p=1mod 4,
p —1 falls p = 3 mod 4.

Beweis. Nach Satz 15.10, Teil (3), gilt

<_—1) = (—1)® Y2 mod p.
p

Da beide Seiten den Wert £1 haben und p > 2 ist, folgt Gleichheit. g

Also ist —1 quadratischer Rest mod p genau dann, wenn p = 1 mod 4 ist. Die
Aussage von Folgerung 15.11 wird auch als Erstes Erginzungsgesetz zum Quadra-
tischen Reziprozititsgesetz bezeichnet. Der Grund dafiir wird spéter klar werden.

Wie sieht es damit aus, wann 2 quadratischer Rest mod p ist? Hier ist eine Tabelle
mit Eintragen + fiir ,ja“ und — fiir ,,nein*:

3:—| 5:— 1| T:+

11:— (13 : —
17:+119: — 23 +
29— 131:+

37 : —
41 : 4 |43 . — 47 +

Es dréngt sich folgende Vermutung auf:

2\ _ 1 falls p=1 oder 7 mod 8,
p)  |—1 falls p = 3 oder 5 mod 8.
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Wir werden bald einen Beweis dafiir geben. Erst brauchen wir aber noch einige
Vorbereitungen.

15.12. Definition. Sei R’ ein Ring, R C R’ ein Unterring und A C R’ eine Teil-
menge. Dann bezeichnen wir mit R[A] (im Fall A = {a4, ..., a,} auch R[ay, ..., a,]
geschrieben) den von A diber R erzeugten Unterring von R', also

R[A] = ﬂ{S | S Unterring von R’ mit R C Sund A C S}.

15.13. Lemma. Sei R’ ein Ring, R C R ein Unterring, und a € R'. Dann gilt

Rla] = {f(a) | f € Rlz]}
(wobei R[x] der Polynomring ist).

Beweis. Die rechte Seite ist das Bild des Einsetzungshomomorphismus R[z] — R/,
der x auf a abbildet; diese Menge ist also ein Unterring von R’. Auf der anderen
Seite ist klar, dass jeder R und a enthaltende Unterring von R’ auch alle f(a)
mit Polynomen f € R[z| enthalten muss. Die Menge rechts ist also der kleinste
Unterring von R, der RU {a} enthélt, also definitionsgeméf gleich R[a]. O

Wir haben diese Schreibweise schon frither verwendet, zum Beispiel Z[i] fur die
ganzen gauBschen Zahlen oder Z[v/2]. Diese Ringe sind Spezialfille (fiir R = C,
R=7Zund f =2*+1bzw. f =22 — 2) des folgenden Sachverhalts.

15.14. Lemma. Sei R’ ein Integrititsbereich, R C R’ ein Unterring, und a € R’
eine Nullstelle des normierten Polynoms f € R[x] vom Grad n. Wir nehmen an,
dass [ in K[x] irreduzibel ist, wobei K der Quotientenkirper von R ist. Dann
lassen sich die Elemente von Rla] eindeutig in der Form

2 ~1
ro +ria+rea” + ...+ rp_1a”

schreiben, wobei ro,ry,...,r,—1 € R. Insbesondere gilt (Rla])* N R = R*.

Beweis. Nach Lemma 15.13 haben alle Elemente von R[a] die Form h(a) mit
einem Polynom h € R[z]. Nach Satz 11.8 (Division mit Rest fiir Polynome) gibt
es Polynome ¢,r € R[x] mit h = qf + r und deg(r) <n — 1, also

r=ro4+mT+...+ryqz" L.

Anwenden des Einsetzungshomomorphismus x +— a liefert
h(a) = q(a)f(a) +r(a) =r(a) =ro+ra+... +rp_a™".
Damit ist gezeigt, dass sich jedes Element in der angegebenen Weise schreiben
lasst. Es bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen, d.h. die Injektivitdt der R-linearen
Abbildung
1

¢: R"— Rla], (ro,71,...,"n_1)—>To+ria+...+r,_1a" .

Wir betrachten den Kern von ¢: Sei (rg,...,7,—1) € R" mit ¢(ro,...,7n-1) = 0.
Das bedeutet fiir das Polynom r = rg+rx+...+r, 12" ' € R[], dass r(a) = 0
ist. Wir nehmen jetzt an, dass r # 0 ist und wollen daraus einen Widerspruch
ableiten. Sei K der Quotientenkorper von R, dann ist K[z| ein Hauptidealring,
und wir kénnen r und f auch als Elemente von K[z| auffassen. Da f in K|z]
irreduzibel ist und 0 < deg(r) < deg(f), sind r und f in K[x] teilerfremd, also
gibt es Polynome wuj,v; € K[x] mit wyr + v;f = 1. Durch Multiplikation mit
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einem gemeinsamen Nenner d € R\ {0} erhalten wir u = duy,v = dvy € R[z] und
ur + vf = d. Einsetzen von a liefert den Widerspruch

0=u(a)r(a)+v(a)f(a)=4d.
Also muss r = 0, sein; damit ist ¢ injektiv.

Fiir den Beweis des Zusatzes sei u € (R[a])* N R. Dann gibt es v = r¢ + ma +
...+ rp_1a mit uv = 1. Wir erhalten die Relation

1 =uv = (uro) + (ury)a + ...+ (ur,_1)a™".
Da die Darstellung als R-Linearkombination von 1,a,...,a" ! eindeutig ist, folgt

urg = 1, also u € R*. Die umgekehrte Inklusion ist trivial. O

15.15. Lemma. Sei R ein Ring, der Z enthdlt, und sei p eine Primzahl. Dann
gilt in R:
(ri+r+...+r)P =Y +r5+...+ 72 mod Rp.

Beweis. Es geniigt der Fall n = 2 (n < 2 ist trivial, der allgemeine Fall folgt dann
durch Induktion). Es gilt

p
(r1+m)? = Z (?) Pl =l + (?) Py 4+ (p f 1)7*17*5_1 + b,

j=0
wobei alle Terme aufler dem ersten und letzten durch p teilbar sind, denn die
entsprechenden Binomialkoeffizienten sind durch p teilbar (in (?) = j!(pp—ij)! teilt p
den Zahler, aber nicht den Nenner). Die Behauptung folgt. O
15.16. Bemerkung. Aquivalent kann man Lemma 15.15 auch so formulieren:

Sei R ein Ring und p eine Primzahl, so dass in R gilt p-1 = 0. Dann gilt fiir
T1y.v.yTp in R stets (ri+ ...+ rp)P =10+ ...+ 1P,

Diese Aussage ist (vor allem in den USA) auch als , Freshman’s Dream® bekannt
(Freshman = Studienanfinger), weil sich damit Potenzen von Summen so schén
vereinfachen lassen. Die Implikation 15.16 = 15.15 bekommt man durch Be-
trachtung von R/Rp.

Jetzt kdnnen wir unsere Vermutung beweisen.

15.17. Satz. Ist p eine ungerade Primzahl, dann gilt

2\ _ (—1)®*-D/8 = 1 falls p=1 oder 7 mod 8§,
r) ] -1 falls p=3 oder 5 mod 8.

Beweis. Sei 7 € C eine Zahl mit 7 = —1, und sei R = Z[r]. Dann gilt
(tT+r P =r+2+72=2+73(r"-1) =2
und, fiir n ungerade,

T = (=) ()

3_ -1 5 _

(Denn 7 —771, 7° = —7, etc.) Wir haben dann folgende Kongruenzen mod Rp:

(T+7 W=7 47?7 = (=)D 4 771
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und

Fr Y = ((r D) PRy Z o2 Yy = 2 r+77Y.
(b = (7)) = 2002 (p)<+ )

Durch Multiplikation mit (7 + 77!) ergibt sich

2 2
2(—1)P VB =2 (—> mod Rp,
D

und weil 2 mod p invertierbar ist (p ist ungerade), folgt

2
(=1)@*-D/8 = (5) mod Rp.

Nach Lemma 15.14 (beachte, dass * +1 € Z[x] irreduzibel ist), ist p keine Einheit
in Z[r]. Wegen p ungerade gilt dann auch 2 ¢ Rp. Daher konnen wir aus der
Kongruenz mod Rp oben auf Gleichheit schlieflen. U

Obige Aussage heifit auch das Zweite Ergdinzungsgesetz zum Quadratischen Re-
ziprozititsgesetz. Nachdem wir nun zwei ,, Ergédnzungsgesetze® kennen, stellt sich
natiirlich die Frage, was das Quadratische Reziprozititsgesetz selbst aussagt. Wir
bemerken dafiir zunéchst, dass ein Teil der Aussage der Erginzungsgesetze sich
auch wie folgt formulieren lésst:

e Ob —1 quadratischer Rest oder Nichtrest mod p ist, hdngt nur von p mod 4
ab.

e Ob 2 quadratischer Rest oder Nichtrest mod p ist, hingt nur von p mod 8
ab.

Die Frage, die sich dann stellt, ist, ob sich das verallgemeinern lésst:

e Ob a quadratischer Rest oder Nichtrest mod p ist, hingt nur von p mod N (a)
ab.

Dabei wire noch ein geeigneter Wert fiir N(a) zu bestimmen. Wegen der Multi-
plikativitéit des Legendre-Symbols, geniigt es, Primzahlen a zu betrachten. Wenn
man sich dhnliche Tabellen macht wie oben fiir ¢ = 2, findet man folgende wahr-
scheinliche Werte fiir N(a):

al 3 5] 7 [11]13]17]19]23]
N(a) [12[5]28[44[13[17[76 |92 |

Man konnte also folgende Vermutung formulieren: Fiir eine ungerade Primzahl ¢
gilt

g falls ¢ =1 mod 4,
N(q) = _
4q falls ¢ = 3 mod 4.

Das Quadratische Reziprozititsgesetz zeigt, dass diese Vermutung richtig ist, und

sagt auch noch, wie man (% bestimmen kann. Zuerst noch eine Definition.

15.18. Definition. Sei p eine ungerade Primzahl. Dann sei

. . p falls p =1 mod 4,
Pt = (_1)(13 1)/2p: B
—p falls p = 3 mod 4.

Es gilt dann stets p* = 1 mod 4.
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15.19. Satz (Quadratisches Reziprozititsgesetz). Seien p und q verschiede-
ne ungerade Primzahlen. Dann gilt

(B)-()-rm= )

Das bedeutet: Fir p = 1 mod 4 oder ¢ = 1 mod 4 gilt <%> = <§>. Im anderen
Fall p= g =3 mod 4 gilt dagegen (%) =— <£>.

q

Bevor wir uns iiber einen Beweis Gedanken machen, {iberlegen wir uns, dass daraus
wirklich unsere Vermutung iiber N(q) folgt:

e Ist ¢ = 1 mod 4, dann gilt stets (%) = <§>, und das Symbol <§> héangt
nur von p mod q ab.

e Ist ¢ = 3 mod 4, dann gilt (%) = (=1)=1/2 <§>' Der erste Faktor hingt
nur von p mod 4 ab, der zweite nur von p mod ¢g. Das Produkt héangt also
nur von p mod 4q ab.

Wir werden das Quadratische Reziprozitiatsgesetz als ,QRG® abkiirzen. Mit Hilfe
des QRG und seiner Ergédnzungsgesetze kann man nun Legendre-Symbole, die
groflere Zahlen enthalten, recht bequem auswerten. Zum Beispiel:

()= (%)-(5)- () () ()
T 2 G OO R

(1) - (F)-F) - &) -

Wir wollen das QRG auf dhnliche Weise beweisen wie das Zweite Ergdnzungsge-
setz. Dazu iiberlegen wir noch einmal, was wir dafiir gebraucht haben:

e Finen geeigneten Ring R, in dem p keine Einheit ist;

e Ein Element v € R mit 4% = 2 und 7? = (—=1)®~1/8~ mod Rp.
Wir wollen hier die 2 durch eine Primzahl p (und p durch ¢) ersetzen. Wir brauchen
dann ein v € R mit

e 72 =p* und

o 1= (%) v mod Rgq.
Gaufl (der das QRG als Erster vollstindig bewies und in seinem Leben sieben

verschiedene Beweise dafiir fand) hat diese Elemente v gefunden, deswegen werden
sie heute nach ihm benannt.

15.20. Definition. Sei p eine ungerade Primzahl. Wir setzen ¢ = *™/? € C und
R =17Z[C]. Fiir a € Z heift

p—1 .
] ai
e (5)eren
Jj=0

eine Gaufische Summe (zur Primzahl p). Fiir g; schreiben wir auch einfach g (die
Primzahl p muss aus dem Kontext klar sein) und nennen es die Gaufische Summe.
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15.21. Lemma. Sei p eine ungerade Primzahl, a € Z, und ¢ wie oben.

Es gilt 3% ()-0

Es gilt Zp % =0, falls pta; im anderen Fall ist der Wert p.

Beweis.

(1) Das ist lediglich eine andere Formulierung der Aussage, dass es genauso
viele quadratische Reste wie Nichtreste mod p gibt.

(2) Die Aussage fiir p | a ist klar (dann gilt (* = 1). Es gelte also p { a und
damit ¢(* # 1. Es folgt

p—1 p p—1
PISED SIS PIS
j=0 Jj=1 Jj=0

also (1 — (%) ?;é (% = 0. Wegen (* # 1 folgt die Behauptung.
(3) Fiir p | a folgt die Behauptung aus Teil (1). Es gelte also p 1 a, dann gibt es
a’ € Z mit aa’ = 1 mod p. Aus der Multiplikativitidt des Legendre-Symbols

folgt <%> = (%) Mit j durchlauft auch a’j alle Restklassen mod p, also

erhalten wir
v j B ay\ a\ 24 I\ L a

E O£ QEO (0
= \p — \ p p) = \p p

(4) Wir haben

(p—1)g% = $ 9o = g S (‘Z) <ﬁ) etak
¢ p) \p

0
B p— (ﬁ) P o) § <ﬁ) 0 fallsptj+k
—\P ~\ P p fallsp|j+k

*

(unter Verwendung von (3) und (2)), also g* = (_71) p=7p

0

Wir bemerken noch, dass gilt (P = 1, aber { # 1, also ist ( eine Nullstelle des
Polynoms
P —1
x—1
Diese Polynom ist irreduzibel in Q[z] (sei f das Polynom, dann ist auf f(x+1) =
(x+1)P—1)/x = 2P +pzP~' +.. . +p das Eisenstein-Kriterium anwendbar). Nach
Lemma 15.14 ist also keine Primzahl ¢ eine Einheit in R = Z[(]

=Pl P2 4o+,

Der Beweis ist nun analog wie fiir das Zweite Ergénzungsgesetz.
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Beweis von Satz 15.19. Sei ( = e*/P und R = Z[¢] wie oben. Sei ¢ € R die
GauBsche Summe fiir p. Dann gilt modulo Rgq:

_ (- _ (P
g' = (g2 g = (p1) Vg = (E) g

B ()s

J

und

.

Es folgt <%> g = (%) g mod Rq; nach Multiplikation mit ¢ haben wir dann

(%) p* = (%) p* mod Rq. Da p* mod ¢ invertierbar ist, folgt (%) = <%*> mod

Rq. Da q in R keine Einheit und auflerdem ungerade ist, folgt daraus die Gleichheit
der Symbole. O

15.22. Bemerkung. Ein Nachteil bei der oben angedeuteten Methode, ein Legendre-
Symbol mit Hilfe des QRG und seiner Ergéinzungsgesetze zu berechnen, besteht darin,
dass man die obere Zahl, die in den wihrend der Rechnung angetroffenen Symbolen
auftritt, faktorisieren muss. Das ist aber nicht wirklich n6tig. Dazu erweitert man die
Definition des Legendre-Symbols: Ist n > 0 ungerade mit Primfaktorzerlegung n =
IL; p;", dann definiert man fiir a € Z

€;
(9) =11 <a) .
n i \DPi ’
man nennt das Symbol dann Jacobi-Symbol. Es ist in beiden Argumenten multiplikativ.

Das QRG und die Ergénzungsgesetze gelten dann auch fiir das Jacobi-Symbol:

Seien m und n zwet positive ungerade Zahlen. Dann gilt:

0 () - (3),

Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe.

Damit lasst sich die Faktorisierung (abgesehen vom Abspalten des Vorzeichens und einer
Potenz von 2) bei der Berechnung vermeiden:

887\ | (1009) | (122 (2 ) (61Y (88T
1009/  \ 887 ) \887/) \887 887 ) \ 61
(33 (Sl (28 _ (T
\61) \33) \33) \33
(B (Y (T2 (22
\7) \7) \5) \5)
Was jedoch im allgemeinen nicht mehr stimmt, ist die Implikation
(g>:1 = a QR mod n.

n

Zum Beispiel gilt () = (2) (2) = (=1)(=1) = 1, aber 2 ist kein Quadrat mod 15 (da
kein Quadrat mod 3 und mod 5).
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16. GRUPPEN UND GRUPPENHOMOMORPHISMEN

Wir beginnen nun mit einem neuen Thema: der Gruppentheorie. Was eine Gruppe
ist, wissen wir bereits, und auch den Begriff der Untergruppe haben wir bereits
kennen gelernt. Bevor wir uns weiteren relevanten Begriffen zuwenden, wollen wir
uns erst einmal einige Beispiele von Gruppen ansehen. Eine reichhaltige Quelle
von Gruppen (und einer der Griinde dafiir, dass Gruppen in der Mathematik so
wichtig sind) sind Symmetrie- oder Automorphismengruppen.

Allgemein ist ein Automorphismus eines Objekts X eine Struktur erhaltende Ab-
bildung ¢ : X — X, die invertierbar ist (und so dass die inverse Abbildung
ebenfalls Struktur erhaltend ist). Wir kennen das zum Beispiel von Ringen, Vek-
torrdumen oder R-Moduln. Ist X einfach eine Menge ohne zusétzliche Struktur,
dann ist ein Automorphismus von X nichts anderes als eine Permutation von X,
also eine bijektive Abbildung X — X. Ist X ein topologischer Raum oder ei-
ne differenzierbare Mannigfaltigkeit, dann geht es um Homdomorphismen oder
Diffeomorphismen X — X. In jedem Fall gilt:

16.1. Proposition. Die Menge der Automorphismen von X bildet mit der Kom-
position von Abbildungen als Verkniipfung eine Gruppe.

Diese Gruppe heifit dann die Automorphismengruppe von X, geschrieben Aut(X).

Beweis. ,Morphismen® haben immer die Eigenschaft, dass die Komposition von
zwei Morphismen wieder ein Morphismus ist. Die Assoziativitit der Verkniipfung
ist klar (denn sie gilt allgemein fiir die Komposition von Abbildungen). Die Iden-
titdat idx ist das neutrale Element, der inverse Morphismus (der jeweils existiert,
weil wir Automorphismen betrachten) ist das inverse Element. U

16.2. Beispiele.

(1) Die Permutationen einer Menge X bilden eine Gruppe, die symmetrische
Gruppe S(X).Ist X = {1,2,...,n}, dann schreiben wir auch S, fiir S(X).

(2) Ist V ein Vektorraum tiber einem Korper K, dann heifit die Automorphis-
mengruppe von V (die aus allen invertierbaren K-linearen Abbildungen
V' — V besteht) die allgemeine lineare Gruppe von V', geschrieben GL(V')
(general linear group). Im Spezialfall V' = K" schreiben wir auch GL,,(K);
das ist die Gruppe der invertierbaren n x n-Matrizen mit der Matrizen-
multiplikation als Verkniipfung.

(3) Ist V ein euklidischer Vektorraum, dann erhalten wir als Automorphismen-
gruppe von V' die Gruppe O(V') der orthogonalen Abbildungen. Ist V- =R"
mit dem Standard-Skalarprodukt, dann schreibt man auch O(n) fiir O(V).

(4) Die Untergruppe von O(2), die die Menge der Ecken eines reguléren n-Ecks
mit Zentrum im Ursprung auf sich abbildet, heifit (n-te) Diedergruppe und
wird mit D,, bezeichnet. Sie besteht aus den Drehungen um Vielfache von
27 /n und den Spiegelungen an Ursprungsgeraden durch die Ecken oder
Kantenmittelpunkte des n-Ecks. Man spricht hier auch von der Symme-
triegruppe des reguldaren n-Ecks.

(5) Ist R ein Ring, dann kénnen wir die Automorphismengruppe Aut(R) be-
trachten. Wir hatten zum Beispiel gesehen, dass Aut(Z[i]) aus genau zwei
Elementen besteht.

(6) Auf einer einelementigen Menge gibt es genau eine Struktur als Gruppe.
Eine solche Gruppe heifit trivial. Zum Beispiel sind Sy und S; triviale
Gruppen.
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(7) Wir definieren die Gruppe Z,, fiir n € Z~q als die Menge {0,1,2,...,n —
1} mit der Addition ,modulo n* als Verkniipfung: das Ergebnis ist der
Rest der Summe bei Division durch n. Wir schreiben die Verkniipfung als
Addition.

Wir werden die Gruppenverkniipfung meistens als Multiplikation schreiben, also
g - h oder gh fiir g * h; das neutrale Element wird 1 geschrieben. Die Potenzen
von ¢ sind dann wie iiblich definiert durch

90:1’ gn—i—lzgn‘g7 g—n:(g—l)n‘

Dann gelten die Rechenregeln

mn

g g"  und g™ =(g")",
wie man leicht durch Induktion beweist. Man beachte: Die Regel (gh)™ = g™ - h"

gilt im allgemeinen nicht, sondern nur, wenn zusitzlich gh = hg gilt. (Ubung:
(gh)? = g°h* <= gh = hg)

Analog zur Situation bei Ringen oder R-Moduln gilt:

m+n __ m

16.3. Lemma. Sei G eine Gruppe. Beliebige Durchschnitte (iber nicht-leere Fa-
milien) und aufsteigende Vereinigungen von Untergruppen von G sind wieder Un-
tergruppen von G.

Beweis. Analog zum Beweis von Lemma 14.9. O

Es ist also wieder folgende Definition sinnvoll.

16.4. Definition. Sei G eine Gruppe und A C G eine Teilmenge. Die kleinste
Untergruppe von G, die A enthilt,

(A) = ﬂ{U | U C G Untergruppe mit A C U},

heifit die von A erzeugte Untergruppe von G. Gilt (A) = G, dann heifit A ein Erzeu-
gendensystem von G. Wie iiblich schreiben wir (ay, ..., a,), wenn A = {ay,...,a,}
endlich ist. In diesem Fall heifit G endlich erzeugt. Gilt G = (g) fir ein g € G,
dann heiit G' zyklisch.

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass (A) aus allen Produkten (beliebiger
Lénge) von Elementen von A und ihren Inversen besteht. Insbesondere gilt

(9) ={9" In€Z}.
Zum Beispiel ist Z,, zyklisch, denn die Gruppe wird von 1 erzeugt. Ebenso ist
(die additive Gruppe von) Z zyklisch. Aus den Potenzrechenregeln folgt, dass
eine zyklische Gruppe abelsch ist; die Begriffe ,,zyklische Gruppe® und ,,zyklische
abelsche Gruppe“ (wie frither schon definiert) fallen also zusammen. Damit ist
auch klar, dass die Gruppen Z und Z,, (bis auf Isomorphie) die einzigen zyklischen
Gruppen sind.

Beispiel. Die Diedergruppen D,, sind nicht zyklisch (fiir n > 1); sie sind fiir
n > 2 nicht einmal abelsch, da zwei Spiegelungen an Achsen, die nicht aufeinander
senkrecht stehen, nicht miteinander kommutieren. D,, ist aber von zwei Elementen
erzeugt: D,, = (o,7), wobei ¢ die Drehung um 27 /n und 7 eine Spiegelung ist.
Die n Drehungen in D,, sind dann ¢* mit k = 0,1,...,n — 1; die n Spiegelungen
sind of7 mit ¥ = 0,1,...,n — 1. Es gelten die Relationen ¢” = 1, 72 = 1 und

7o =0 1.
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16.5. Definition. Sei G eine Gruppe. Die Kardinalitdt #G von G heifit die Ord-
nung von G. Fiir ein Element g € G heifit #(g) die Ordnung ord(g) von g. (In
beiden Féllen sprechen wir einfach von ,,unendlicher Ordnung®, wenn die Mengen
nicht endlich sind.)

16.6. Lemma. Sei G eine Gruppe und g € G ein Element. Dann ist
ordg =min{n € Z-o | ¢" =1},

falls die Menge nicht leer ist, anderenfalls hat g unendliche Ordnung.

Beweis. Es ist ord(g) = #(g9) = #{g¢" | n € Z}. AuBerdem gilt
=g —= ¢'=1 = g¥l=1.

Ist g" # 1 fiir alle n > 1, dann sind demnach alle Potenzen ¢ fiir n € Z paarweise
verschieden; damit ist (g) unendlich. Anderenfalls sei m das minimale n > 1 mit
g" = 1. Dann gilt ¢" =1 <= m | n. (Sei n = gm + r mit 0 < r < m, dann ist
g" = (¢g™)?-¢g" = ¢", und nach Wahl von m ist ¢" = 1 genau dann, wenn r = 0
ist.) Es folgt ¢* = ¢¢ <= k =1 mod m. Also hat (g) genau die m verschiedenen
Elemente ¢° = 1,9,4%,...,¢™ !, d.h., ord(g) = m. O

16.7. Beispiele.

(1) Die Ordnung der symmetrischen Gruppe S, ist n!.

(2) Die Ordnung der Diedergruppe D,, ist 2n. Diese Gruppe enthélt (z.B.)
Elemente der Ordnung n und der Ordnung 2.

(3) Ist G eine endliche Gruppe, und g € G ein Element mit ord(g) = #G,
dann ist G = (g) zyklisch.

(4) Ist F ein endlicher Kérper mit #F = ¢, dann gilt (Ubung)

#GLy(F) = (¢ — 1)(¢* —q).

16.8. Definition. Sei G eine Gruppe mit zwei Teilmengen A, B C G. Wir schrei-
ben

AB ={ab|a€ A,b€ B}

fiir das elementweise Produkt der Mengen A und B. Im Fall A = {a} schreiben
wir auch aB, im Fall B = {b} entsprechend Ab.

Eine Untergruppe einer Gruppe G fiihrt zu einer Aufteilung von G in Teilmengen.
Wir schreiben im Folgenden haufig ,U < G* fiir ,,U ist eine Untergruppe von G*“.

16.9. Definition. Sei G eine Gruppe und U < G. Fiir g € G heiit gU die Links-
nebenklasse von g beziiglich U und Ug die Rechtsnebenklasse von g beziiglich U.
Wir schreiben G/U = {gU | g € G} fiir die Menge der Linksnebenklassen bzgl. U
und U\G = {Uyg | g € G} fiir die Menge der Rechtsnebenklassen bzgl. U.
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16.10. Lemma. Sei G eine Gruppe und U < G. Fir Elemente g,h € G sind
dquivalent:

Insbesondere definiert g ~ h <= gU = hU eine Aquivalenzrelation auf G; G /U
ist die Menge der Aquivalenzklassen.

Natiirlich gelten die entsprechenden Aussagen auch fiir Rechtsnebenklassen Ug.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Aquivalenz der ersten drei Aussagen:
hlgelU < FucU:hlg=u
— JucU:g=hu
< gehU
= gU C (hU)U = h(UU) C hU ;
die Implikation ,gU C hU = ¢ € hU* folgt aus g € gU.

Aus (4) folgt (5), und aus (5) folgt gu; = huy mit geeigneten uy,us € U, also
h~'g = u;'uy € U (und damit (1)) und ¢g~*h = u;'u; € U. Nach dem zuerst
Bewiesenen gilt dann auch gU C AU und hU C gU, also gU = hU.

Die Aquivalenz von (4) und (5) besagt, dass die Nebenklassen eine Partition von G
bilden; das ist gleichbedeutend damit, dass das Enthaltensein in der selben Ne-

benklasse eine Aquivalenzrelation definiert. Il
16.11. Lemma. Sei G eine Gruppe und U < G. Dann wird durch x — x~! eine
Bijektion

G/U — U\G, gU — Ug™*
induziert. Insbesondere gilt #(G/U) = #(U\G).
Beweis. Ubung. O

16.12. Definition. Sei G eine Gruppe und U < G eine Untergruppe. Dann heif3t
#(G/U) = #(U\G) der Index (G : U) der Untergruppe U in G.

Der Index kann endlich sein, auch wenn G und U unendlich sind. Zum Beispiel
hat Z die Untergruppe nZ (fiir jedes n € Z~y) vom Index n.

16.13. Lemma. Sei G eine Gruppe, U < G, und seien g, h € G. Dann definiert
x — hg~'-x eine Bijektion gU — hU. Insbesondere gilt, dass alle (Links-)Neben-
klassen bzgl. U die selbe Anzahl von Elementen haben.

Beweis. Die Abbildung schickt gu € gU auf hg™! - gu = hu € hU, ist also wohl-
definiert. Es gibt eine analoge Abbildung z + gh™' -z von hU nach gU; die
Abbildungen sind offensichtlich invers zu einander. O
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16.14. Folgerung (Lagrange). Sei G eine endliche Gruppe und U eine Unter-
gruppe von G. Dann gilt #G = (G : U) - #U. Insbesondere ist #U ein Teiler
von #G.

Beweis. Es gilt #G = ZgUeG/U #gU. Da nach Lemma 16.13 alle Nebenklassen
gU die selbe Kardinalitit #9gU = #U haben, folgt die Behauptung. Il

16.15. Folgerung. Sei G eine endliche Gruppe und g € G. Dann ist ord(g) ein
Teiler der Gruppenordnung #G. Insbesondere gilt g#¢ = 1.

Beweis. Wir wenden Folgerung 16.14 auf U = (g) an. Es gilt dann also #G =
mord(g) mit m € Z. Es folgt g#¢ = (god@)m = 1m = 1. 0

16.16. Bemerkung. Eine Anwendung ist der kleine Satz von Fermat:
Ist p eine Primzahl und a € Z mit pta, dann gilt a?~' = 1 mod p.

Dafiir wenden wir Folgerung 16.15 auf die multiplikative Gruppe F an. Das ldsst
sich verallgemeinern: Anwendung auf die Gruppe (Z/nZ)* der Ordnung ¢(n) (Eu-
lersche ¢-Funktion) liefert:

Ist n € Z~q und a € 7 teilerfremd zu n, dann gilt a®™ = 1 mod n.

Man kann sich jetzt die Frage stellen, welche Teiler der Gruppenordnung als Ord-
nung eines Elements auftreten. Das sind im allgemeinen sicher nicht alle, denn
zum Beispiel folgt aus ord(g) = #G, dass die Gruppe G zyklisch ist. (In diesem
Fall treten tatsichlich alle Teiler von #G als Elementordung auf — Ubung!) Man
kann aber folgende allgemeine Aussage machen.

16.17. Satz (Cauchy). Sei G eine endliche Gruppe und p ein Primteiler von #G.
Dann gibt es in G Elemente der Ordnung p.

Beweis. Der Beweis verwendet einen Trick: Wir betrachten die Menge

M ={(g1,92,---:9p) €G"| g1g2---gp = 1}.

Da das letzte Element g, in so einem Tupel eindeutig durch die ersten p — 1
Elemente bestimmt ist (g, = (g1---gp_1)7"), gilt #M = (#G)P~'; wegen p | #G
ist das eine durch p teilbare Zahl.

Auf der anderen Seite konnen wir M aufteilen in eine Menge

Ml :{(gvga'--ag) ’ (gaga'--ag) GM}

und eine Menge My = M \ M;. Die Elemente von M, kénnen wir zu je p zusam-
menfassen:
(917927-"7gp)7 (927937"'791)791)7 cevy (gpaglagQV'wgp*l)
Diese Elemente sind alle verschieden, denn die Periode der Folge
91,92, - - . >gp>glag27' .. 7gpagla cee

kann nur p oder 1 sein, und M, enthélt genau die Elemente von M nicht, bei
denen die Periode 1 ist. Es folgt, dass # M, durch p teilbar ist. Dann muss aber
auch #M; = #M — #M, durch p teilbar sein. M; enthélt mindestens das Ele-

ment (1,1,...,1); es folgt, dass M; noch mindestens p — 1 > 0 weitere Elemente
enthalten muss. Fiir so ein Element (g, g,...,g) gilt dann aber g # 1 und ¢? = 1,
also ord(g) = p. O

Als néchstes betrachten wir die Struktur erhaltenden Abbildungen von Gruppen.
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16.18. Definition. Seien G, G’ zwei Gruppen. Eine Abbildung ¢ : G — G’ ist
ein Gruppenhomomorphismus (oder auch nur Homomorphismus), wenn fiir alle

g1, 92 € G gilt, dass ¢(g192) = ¢(g1)0(ge) ist.

Wie iiblich nennt man ¢ einen Monomorphismus, Epimorphismus, Isomorphis-
mus, Endomorphismus, Automorphismus, falls ¢ injektiv, ¢ surjektiv, ¢ bijektiv,
G = G, ¢ bijektiv und G = G’ ist. Die Gruppen G und G’ heiflen isomorph, wenn
es einen Isomorphismus G — G’ gibt. Der Kern von ¢ ist definiert als

ker(¢p) ={g € G | ¢(g9) = 1}.

16.19. Bemerkung. Aus ¢(1) = ¢(1%) = ¢(1)? folgt ¢(1) = 1, und aus ¢(1) =
d(gg7') = d(g)p(g™1) folgt ¢(g71) = ¢(g)~!; ein Homomorphismus erhilt also
wirklich die komplette Gruppenstruktur. Man sieht auch leicht, dass fiir einen Iso-
morphismus ¢ die Umkehrabbildung ¢! ebenfalls ein Isomorphismus ist, und dass
die Komposition zweier Gruppenhomomorphismen wieder ein Gruppenhomomor-
phismus ist.

16.20. Lemma. Sei ¢ : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt:

(1) Ist U < G, dann ist ¢(U) < G'. Insbesondere ist das Bild von ¢ eine
Untergruppe von G'.

(2) Ist U < @, dann ist ¢~ (U') < G. Insbesondere ist der Kern von ¢ eine
Untergruppe von G.

(3) ¢ ist genau dann injektiv, wenn ker(¢) trivial ist.

Beweis.

(1) 1=0(1) € ¢(U); mit ) = ¢(uq) und uy = ¢(us) sind auch vjuh, = ¢(ujus)
und (uj) ™' = ¢(ur") in (V).

(2) (1) =1, also ist 1 € ¢~ H(U’). Seien uy,uy € ¢~ (U’), also ¢(uy), p(uz) €
U’, dann gilt auch ¢(ujus) = ¢(u1)d(uz) € U und ¢(uy') = ¢(uy)~t € U’
und damit wyug, u;t € o7 (U).

(3) ,,=“ ist trivial. Fiir die Gegenrichtung sei ker(¢) = {1}. Dann gilt fiir
91,92 € G:

o(g1) = d(g2) = d(g195") = P(g1)B(g2) " = 1
= q195" € ker(¢) = {1}
= g9, =1 = g1 =20.

g

Wir werden im néchsten Abschnitt sehen, dass Kerne von Homomorphismen sogar
spezielle Untergruppen sind.

16.21. Beispiele.

(1) Fiir beliebige Gruppen G und G’ gibt es immer den trivialen Homomor-
phismus G — G, g — 1.

(2) Die Determinante ist multiplikativ. Das bedeutet, dass fiir jeden Korper K
und jede Zahl n € Z~ die Abbildung det : GL,,(K) — K* ein Gruppenho-
momorphismus ist. Der Kern wird SL,,(K) geschrieben und heifit spezielle
lineare Gruppe. Fiir n > 1 ist det ein Epimorphismus.



29

(3) Orthogonale Matrizen haben Determinante £1, also haben wir in diesem
Fall einen Homomorphismus det : O(n) — {£1}. Sein Kern ist SO(n) =
O(n) N SL,(R), die spezielle orthogonale Gruppe. Zum Beispiel besteht
SO(2) gerade aus den Drehungen der Ebene um den Ursprung, wiahrend
O(2) noch zusétzlich die Spiegelungen an Ursprungsgeraden enthélt.

(4) Fiir eine Permutation o € S, sei P(0) € GL,(R) die zugehorige Permutati-
onsmatrix (d.h., der Eintrag in Zeile o(i) und Spalte i ist 1, fiiri = 1,..., n;
alle anderen Eintrige sind 0), so dass gilt P(0)e; = e,(;), wobei ey, ..., e,
die Standardbasis von R™ ist. Dann ist P : S,, = GL,(R) ein Gruppenho-
momorphismus. Das Bild von P liegt in der orthogonalen Gruppe O(n),
denn P(0)" = P(071), also gilt P(c)P(0)" = I,,.

(5) Die Komposition sign = detoP : S,, — {1} ergibt das Signum einer Per-
mutation. Fiir n > 2 ist diese Abbildung surjektiv, denn eine Transposition
(also eine Permutation, die zwei Elemente vertauscht und alle anderen fest
lasst) hat Signum —1. Der Kern dieses Homomorphismus heifit die alternie-
rende Gruppe A,. Die alternierende Gruppe besteht also aus allen geraden
Permutationen (denen mit Signum +1).

(6) Das Legendre-Symbol definiert einen Homomorphismus F — {£1}.

(7) Sei G eine Gruppe und g € G. Dann ist ¢, : G — G, © + gzg~! ein
Automorphismus von G. Solche Automorphismen heiflen innere Automor-
phismen von G die Abbildung ¢, heifit die Konjugation mit g. Wir zeigen,
dass ¢, ein Homomorphismus ist:

co(zy) = g(zy)g ™ = gz(97 9)yg " = gzg™" - gyg~" = cy(x)cy(y).

Offensichtlich ist ¢,-: die zu ¢, inverse Abbildung, also ist ¢, sogar ein
Isomorphismus. ¢, ist die Identitéit idg genau dann, wenn grg~! = x, also
gr = zg gilt fiir alle x € G. Das bedeutet gerade, dass g ein Element des
Zentrums

Z(G) =49 € G| gxr = xg fiir alle x € G}

von G ist. Zum Beispiel hat eine abelsche Gruppe keine inneren Automor-
phismen aufler der Identitét.

(8) Ist G eine Gruppe und g € G, dann ist Z — G, n — ¢" ein Homomor-
phismus. Sei Kern ist trivial, falls ¢ unendliche Ordnung hat, sonst ist der
Kern ord(g)Z.

(9) exp : (R,4) — (R*,:) ist ein Monomorphismus mit Bild
R ={z eR|z >0}

(10) exp : (C,+) — (C*,-) ist ein Epimorphismus mit Kern 27iZ.

17. NORMALTEILER UND FAKTORGRUPPEN

Wie in anderen Situationen auch, wiirden wir gerne auf der Menge G/U eine
Gruppenstruktur definieren, so dass die kanonische Abbildung G — G/U ein
Homomorphismus wird. Dazu miissten wir definieren gU - ¢U = (g¢’)U. Hier
ergibt sich aber ein Problem: Diese Verkniipfung ist nicht immer wohldefiniert.
Wenn wir ¢ = 1 nehmen, dann ist jedes u € U ein anderer Repréasentant von
gU = U, also sollte ug’ € ¢'U sein fiir alle u € U. Das bedeutet Ug’ = ¢'U, also
dass Links- und Rechtsnebenklassen iibereinstimmen. Dies ist jedoch nicht immer
der Fall (man finde ein Beispiel fiir G = S3). Daher fiihrt man einen neuen Begriff
ein.
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17.1. Definition. Sei G eine Gruppe, U < G. Dann heifit U ein Normalteiler
von G oder normal in G, wenn fiir alle g € G gilt gU = Ug. Man schreibt dann
U<dG.

Aquivalent dazu ist gUg~' = U oder auch nur gUg~' C U fiir alle ¢ € G. Nor-
malteiler sind also Untergruppen, die von allen Konjugationsabbildungen ¢, als
Menge fest gelassen werden.

17.2. Beispiele.

(1) In einer abelschen Gruppe ist jede Untergruppe ein Normalteiler.

(2) Ist G eine Gruppe und U < G mit (G : U) = 2, dann ist U ein Normalteiler.
(Denn fiir gU bzw. Ug gibt es nur die beiden Moglichkeiten U und G \ U;
aus gU NUg # () folgt also gU = Ug.) Zum Beispiel ist A,, ein Normalteiler
von S,.

(3) Sei g € G mit ord(g) = 2. Dann ist (g) = {1, g} genau dann ein Normal-
teiler von G, wenn g € Z(@G) ist. Zum Beispiel sind die Untergruppen der
Ordnung 2 von S5 keine Normalteiler.

(4) In jeder Gruppe sind die trivialen Untergruppe {1} und G Normalteiler.

17.3. Lemma. Sei ¢ : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus.

(1) Ist N' < G, dann ist auch ¢~*(N') <« G. Insbesondere ist ker(¢) ein Nor-
malteiler von G.
(2) Ist ¢ surjektiv und N <G, dann gilt auch ¢p(N)<G'.

Bewezs.

(1) Wir wissen bereits, dass ¢~!(N’) eine Untergruppe von G ist. AuBerdem
gilt fiir g € G

99 (N")g™ C ¢~ (d(g)N'd(g)™") C ¢~ (V).

(2) Wir wissen bereits, dass ¢(N) eine Untergruppe von G’ ist. Da ¢ surjektiv
ist, ldsst sich jedes ¢’ € G schreiben als ¢(g) mit g € G. Damit gilt dann

JON)(g) " = d9)d(N)d(g™") = d(gNg™") = &(N).
O

Wie schon angedeutet, haben Normalteiler N < G die Eigenschaft, dass man auf
der Menge G//N ein natiirlicher Weise eine Gruppenstruktur definieren kann.

17.4. Satz und Definition. Se: G eine Gruppe und N ein Normalteiler von G.
Dann definiert gN - hN = (¢N)(hN) = (gh)N eine Gruppenstruktur auf G/N, so
dass die kanonische Abbildung ¢ : G — G/N, g — gN, ein Homomorphismus ist.

Die Gruppe G/N heifit die Faktorgruppe (oder Quotientengruppe) von G nach
(oder modulo) N; ¢ heiBt kanonischer Epimorphismus.

Beweis. Wegen der Assoziativitat der Verkniipfung, und weil N Normalteiler ist,
gilt (¢N)(hN) = g(Nh)N = g(hN)N = (gh)(NN) = (gh)N; damit ist auch klar,
dass diese Verkniipfung wohldefiniert ist und dass ¢(gh) = ¢(g)p(h) gilt. Letzteres,
zusammen mit der Surjektivitit von ¢, erzwingt die Giiltigkeit der Gruppenaxiome
fir G/N. O
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Wir sehen also, dass die Normalteiler von N genau die Kerne von Gruppenhomo-
morphismen mit Definitionsbereich G sind. Das ist vergleichbar mit der Situation
bei Ringen, wo die Kerne genau die Ideale sind (und nicht etwa die Unterringe).

Wir haben den iiblichen Homomorphiesatz.

17.5. Homomorphiesatz fiir Gruppen. Sei ¢ : G — G’ ein Gruppenhomo-
morphismus. Dann induziert ¢ einen Isomorphismus

¢:G/ker(¢) — im(¢),  gker(d) — o(g).

Insbesondere gilt (G : ker(¢)) = #im(¢). Fir jeden Normalteiler N <« G mit
N C ker(¢) erhalten wie einen induzierten Homomorphismus G/N — G’ mit
Bild im(¢).

Beweis. Wir zeigen zuerst die letzte Aussage: ¢n : G/N — G', gN — ¢(g) ist
wohldefiniert, denn fiir ¢' = gn mit n € N gilt ¢(¢') = ¢(gn) = ¢(g9)p(n) = ¢(g),
da ¢|y = 1. AuBerdem ist ¢ ein Homomorphismus, denn

on((gN)(AN)) = on((gh)N) = é(gh) = ¢(9)¢(h) = dn(gN)dn(hN).
Es ist auch klar, dass im(¢n) = im(¢) ist. Fiir N = K := ker(¢) erhalten wir b

es bleibt zu zeigen, dass ¢ injektiv ist. Es gilt

P(gK)=1 <= ¢(g)=1 <<= g€ K <— gK =K,

also besteht der Kern von ¢ nur aus dem Element K. O

Beispiele. Eine typische Anwendung des Satzes ist die Berechnung der Ordnung
von ker(¢), denn es gilt (wenn G endlich ist)

#G #G
# ker(¢) = = — :
=G k() ~ #imio)
Zum Beispiel ist #A, = %' fir n > 2, denn A, ist der Kern des surjektiven
Homomorphismus sign : S,, — {£1}. Analog findet man

51(x,) = £ WD) ey = g+ ),

denn SLy(IF,) = ker(det : GLa(F,) — F)Y), und det ist in diesem Fall surjektiv.

17.6. Definition. Eine Gruppe G heifit einfach, wenn G nicht trivial ist und aufler
den trivialen Normalteilern {1} und G keine Normalteiler hat.

Anders gesagt: Jedes epimorphe Bild von G (also jede Faktorgruppe G/N) ist
entweder trivial oder (mittels des Epimorphismus) isomorph zu G. Es gibt also
kein , vereinfachtes Abbild*“ der Gruppe, daher der Name.

Bemerkung. In der Literatur wird nicht immer gefordert, dass G nicht trivial ist
(z.B. [I1]). Im Hinblick auf die unten beschriebene ,, Zerlegung* einer Gruppe in einfache
Gruppen ist diese Forderung aber sinnvoll, analog dazu, dass man von einer Primzahl
verlangt, # 1 zu sein.

In gewisser Weise spielen einfache Gruppen fiir die Gruppentheorie eine dhnliche
Rolle wie Primzahlen fiir die multiplikative Theorie der ganzen Zahlen. Wenn G et-
wa eine nichttriviale endliche Gruppe ist, dann ist G entweder einfach, oder G hat
einen nichttrivialen Normalteiler N. In diesem Fall kann man G aus N und G/N
,zusammensetzen“ (allerdings gibt es bei gegebenen Gruppen N und G/N im all-
gemeinen mehrere Moglichkeiten, wie man daraus eine Gruppe zusammenbauen
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kann, insofern ist die Situation deutlich komplizierter als bei den ganzen Zah-
len); N und G/N lassen sich weiter zerlegen, bis man bei einfachen Gruppen an-
kommt. Man kann zeigen, dass die einfachen Gruppen, die man bekommt, bis auf
[somorphie eindeutig bestimmt sind, unabhéngig davon, wie man diesen Prozess
durchfithrt — das ist das Analogon zum Satz iiber die eindeutige Primfaktorzer-
legung.

Fiir endliche abelsche Gruppen ist die Klassifikation der einfachen Gruppen recht
iibersichtlich.

17.7. Proposition. FEine endliche abelsche Gruppe ist genau dann einfach, wenn
thre Ordnung eine Primzahl ist.

Beweis. Sei A eine einfache endliche abelsche Gruppe. Dann ist A nicht trivial, also
hat #A einen Primteiler p. Nach dem Satz von Cauchy 16.17 hat A ein Element a
der Ordnung p und damit eine Untergruppe (a) der Ordnung p. In einer abelschen
Gruppe ist jede Untergruppe ein Normalteiler; da A einfach ist, muss (a) = A
sein, und es gilt #A = p.

Ist umgekehrt p eine Primzahl und A eine abelsche Gruppe mit #A = p, dann
gilt fiir jeden Normalteiler (= Untergruppe) N von A, dass #N ein Teiler von p
ist (Satz von Lagrange 16.14), also ist # N = 1 und damit N = {1} oder #N =p
und damit N = A. O

Damit haben wir bereits eine unendliche Familie von endlichen einfachen Grup-
pen kennen gelernt. Die Klassifikation dieser Gruppen wurde in den 1980er Jahren
vollendet; der Beweis verteilt sich auf viele Tausend Seiten und eine grofie Zahl
mathematischer Arbeiten. Das Resultat ist, dass es 18 unendliche Familien endli-
cher einfacher Gruppen gibt und dazu noch 26 sogenannte , sporadische einfache
Gruppen®. Die grofite dieser Gruppen ist das manchmal so genannte ,, Monster®;
diese Gruppe hat eine Ordnung von

246,320 .59 . 76.112.13%.17-19-23-29-31-41-47-59-71
= 8080 17424 79451 28758 86459 90496 17107 57005 75436 0000 00000 .

Eine weitere Familie von einfachen Gruppen sind die alternierenden Gruppen:

17.8. Satz. Fliir jedes n > 5 ist die alternierende Gruppe A, einfach.

Auch die Aj ist einfach, da sie abelsch ist und Ordnung 3 hat. Dagegen hat die A4
einen nichttrivialen Normalteiler der Ordnung 4 (Ubung).

Beweis. Der Beweis ist an sich nicht schwer, aber leider haben wir dafiir keine
Zeit. Siehe zum Beispiel [[<)\, §9.3.2].

Ganz kurze Skizze: Man zeigt zuerst, dass alle Dreierzyklen in A,, zueinander konjugiert
sind (d.h., sind o1, 09 € A, Dreierzyklen, dann gibt es 7 € A, mit 701771 = 03). Dann
zeigt man, dass ein Normalteiler N # {1} von A,, einen Dreierzykel enthalten muss.
Es folgt, dass N alle Dreierzyklen enthélt. Da man auch leicht zeigen kann, dass die

Dreierzyklen die A,, erzeugen, folgt N = A,,. Il

Die As (mit #As; = 60) ist die kleinste nicht-abelsche einfache Gruppe.

Die anderen unendlichen Familien sind ,,Gruppen vom Lie-Typ“. Eine davon erhilt man
wie folgt:
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Zu jeder Primzahlpotenz q = p® gibt es einen (bis auf Isomorphie eindeutigen) Kérper
F, mit ¢ Elementen. Wir kénnen dann die Gruppe SL,(F,) betrachten. Ihr Zentrum
besteht aus den skalaren Matrizen Al,, mit \™ = 1 und ist ein Normalteiler. Der Quotient
PSL,,(F,) := SL,(F,)/Z(SL,,(F,)) ist einfach, aufler fiir sehr kleine Werte von n und g.
Zum Beispiel ist die PSLa(FF7) der Ordnung 168 die zweitkleinste nicht-abelsche einfache
Gruppe.

18. OPERATIONEN VON GRUPPEN AUF MENGEN

Gruppen sind nicht nur an sich wichtig, weil sie interessante algebraische Struktu-
ren darstellen, sondern auch, weil sie hédufig auch noch ,etwas tun“. Die anfangs
als Beispiel erwahnten Automorphismen- und Symmetriegruppen eines Objekts X
zum Beispiel haben bereits per definitionem die Eigenschaft, dass ihre Elemente
Abbildungen X — X sind, also mit den Elementen von X etwas tun. Dies kann
man etwas allgemeiner fassen und gelangt dann zum Konzept der Operation einer
Gruppe auf einer Menge (oder einer Struktur).

18.1. Definition. Sei G eine Gruppe und X eine Menge. Eine Operation (von
links) von G auf X ist eine Abbildung m : G x X — X, so dass fur alle z € X
und ¢,¢" € G gilt

m(l,z) =x und m(gg’,x) = m(g,m(q,x)).

Meistens schreibt man ¢ - x (oder auch nur gz) fiir m(g, x), dann lauten die Be-
dingungen 1 -z =z und g¢' -z =g - (¢ - x).

Analog kann man Operationen von rechts als Abbildungen X x G — X definieren.

Eine Operation m von G auf X ist das selbe wie ein Gruppenhomomorphismus
w: G — S(X) von G in die symmetrische Gruppe von X, in dem Sinne, dass
m +— (g = (z — m(g,2))) und p — ((g,2) — (u(g))(x)) zueinander inver-
se Abbildungen sind (Ubung). Ist X eine Menge mit Struktur (zum Beispiel ein
Vektorraum, ein Ring, eine Gruppe, ein topologischer Raum . .. ) und ist das Bild
von p enthalten in der entsprechenden Automorphismengruppe, dann sagt man,
G operiere auf dem Vektorraum, Ring, der Gruppe, dem topologischen Raum X,
oder GG operiere auf X durch lineare Abbildungen, Ringautomorphismen, Grup-
penautomorphismen, Homoéomorphismen.

18.2. Definition. Eine Gruppe G operiere auf einer Menge X. Fiir x € X heifit
Gr={g-z|geG}CX

die Bahn oder der Orbit von z (unter G). Die Kardinalitédt #(G - x) heifit auch
Linge der Bahn. Die Operation heifit transitiv, wenn G -z = X gilt (fiir alle
x € X). z heift Fizpunkt von g € G, wenn ¢ - x = x ist; x heiflt Fizpunkt der
Operation, wenn G - x = {z} ist (wenn also z Fixpunkt von jedem ¢ € G ist). Die
Menge der Fixpunkte der Operation ist

XC={reX|g-v=unfiralegecG}.
Die Untergruppe (!)
Go={9€eGlg-z=2} <G
heifit der Stabilisator oder die Standgruppe von x.

Die Relation z ~q y <= z € G-y ist eine Aquivalenzrelation auf X, deren
Aquivalenzklassen gerade die Bahnen sind. Wir bezeichnen mit

G\X ={G-z|z€X)
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die Menge der Aquivalenzklassen (X/G im Falle einer Operation von rechts).

18.3. Beispiel. Sei G eine Gruppe und U < G eine Untergruppe. Dann operiert
U auf G durch Translation: u - g = ug (oder g - u = gu) fir v € U und g €
G. Die Bahnen der Operation von links sind gerade die Rechtsnebenklassen, die
Bahnen der Operation von rechts sind die Linksnebenklassen beziiglich U. Die
Quotientenmenge U\G bzw. G /U entspricht unserer fritheren Definition.

Dass hier Links und Rechts nicht so recht zusammenpassen wollen, ist vielleicht
etwas verwirrend, wird aber dadurch ausgeglichen, dass (G in natiirlicher Weise von
links auf der Menge der Linksnebenklassen operiert, siehe das néchste Beispiel.

18.4. Beispiel. Sei GG eine Gruppe und U < G eine Untergruppe. Dann operiert
G auf G/U via g-¢g'U = (gg')U. Wir erhalten also einen Gruppenhomomorphismus
G — S(G/U). Ist U eine Untergruppe von endlichem Index n, dann kann man
S(G/U) mit der symmetrischen Gruppe S, identifizieren.

Der Kern des Homomorphismus G — S(G/U) besteht aus allen g € G, so dass
fir alle h € G gilt ghU = hU, oder dquivalent g € hUh™!. Der Kern ist also
MNhee RUR™!, der groBte in U enthaltene Normalteiler von G. Ist dieser trivial
(z.B. wenn U = {1}), dann hat man G als eine Untergruppe in die symmetrische
Gruppe S(G/U) eingebettet. Insbesondere sieht man (Satz von Cayley):

Jede endliche Gruppe der Ordnung n ist isomorph zu einer (transitiven) Unter-
gruppe von S,.

Man kann diese Art der Operation auch ausnutzen, um das Folgende zu zeigen.
Dies ist eine Verallgemeinerung der Aussage, dass eine Untergruppe vom Index 2
immer ein Normalteiler ist.

18.5. Proposition. Sei G eine endliche Gruppe und p der kleinste Primteiler
von #G. Ist U < G eine Untergruppe vom Index p, dann ist U ein Normalteiler.

Beweis. Die Operation von G auf G/U liefert einen Homomorphismus G — S,,.
Sein Kern ist ein echter Normalteiler von G (denn G permutiert ja die Nebenklas-
sen wirklich), dessen Index ein Teiler von #5, = p! sein muss (nach dem Homo-
morphiesatz 17.5). Da p der kleinste Primteiler von #G ist, gilt ggT(#G, p!) = p,
also ist der Index p. Der Kern ist auBlerdem in U enthalten, da U der Stabili-
sator von U € G/U ist (der Kern ist der Durchschnitt aller Stabilisatoren). Es
bleibt nur die Moglichkeit, dass der Kern gleich U ist, also ist U (als Kern eines
Homomorphismus) ein Normalteiler. g

18.6. Beispiel. Sei G eine Gruppe, dann operiert G auf sich selbst durch Grup-
penautomorphismen via g — ¢, also g - = gzg~'. (Operation ,durch Konjuga-
tion“.) Die Bahnen dieser Operation heifilen die Konjugationsklassen von G. Der
Kern des Homomorphismus G — Aut(G), g — ¢, ist gerade das Zentrum Z(G),
wie wir schon frither gesehen haben. Der Stabilisator von x € G unter dieser
Operation heifit der Zentralisator Ce(z) von x in G.

Auf analoge Weise operiert G auf der Menge aller Untergruppen von G (von fe-
ster Ordnung oder festem Index) via g - U = gUg~'. Die Bahnen heifien wieder
Konjugationsklassen (von Untergruppen). Eine Untergruppe U ist genau dann ein
Fixpunkt dieser Operation, wenn U ein Normalteiler ist. Der Stabilisator von U
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unter dieser Operation heifit der Normalisator Ng(U) von U in G. U ist ein Nor-
malteiler in Ng(U), und Ng(U) ist die grofite Untergruppe von G mit dieser
Eigenschaft (Ubung).

Dieses Beispiel wird uns noch beschéftigen.

Zuerst aber beweisen wir eine einfache, aber grundlegende Tatsache.

18.7. Lemma. Die Gruppe G operiere auf der Menge X, und v € X sei ein
Element. Dann ist die Abbildung

G/G, — G- x, 9gG— g x
(wohldefiniert und) eine Bijektion. Insbesondere gelten die Relationen

#(G-2)=(G:G,) und #G, #(G - x) = #G.

Beweis. Wir zeigen, dass die Abbildung wohldefiniert ist: Es gelte ¢G, = ¢'G,,
also g =¢’hmit h € G,. Dannist g-x =¢gh-x=¢ - (h-z)=¢ -z, weill h-z =x
ist.

Die Abbildung ist offensichtlich surjektiv. Seien jetzt ¢G,, ¢'G, € G/G, mit g-x =

g @ Dannfolgt x=1-2=(g7"g)-a=9g"(g-2) =g (¢ 2)=(97'9) z,
also ist ¢g71¢’ € G, und damit ¢G, = ¢'G,; die Abbildung ist also auch injektiv.

Die angegebenen Relationen erhélt man durch Vergleich der Kardinalitdten und
mit dem Satz von Lagrange. O

Der Zusammenhang zwischen den Stabilisatoren verschiedener Elemente von X in
der selben Bahn wird durch folgendes Lemma hergestellt.

18.8. Lemma. Die Gruppe G operiere auf der Menge X, es seix € X und g € G.
Dann gilt Gy = gGrg™".
Beweis. Fiir h € G gilt

h-(g-x)=¢g-x <> g'hg-r=2 < g 'hge G, <= hcgG,g . O

18.9. Folgerung (Bahnengleichung). Die endliche Gruppe G operiere auf der
endlichen Menge X. Dann gilt

#X = #X + > (G:G,).
G-2€G\ X, #(G-x)>2
Dabei sind alle Terme in der Summe Teiler der Ordnung von G.

Man kann das so interpretieren, dass in der Summe x iiber ein Reprdsentanten-
system der Bahnen in X \ X¢ lauft. Nach Lemma 18.8 hiingt der Index (G : G,)
nicht vom gewihlten Repréasentanten der Bahn G - x ab.

Beweis. Wir schreiben #X als Summe aller Kardinalitdten #(G - ) der Bah-
nen. Die Bahnen der Linge 1 ergeben gerade die Fixpunkte X¢; fiir die iibrigen
verwenden wir die Relation #(G - z) = (G : G,) aus Lemma 18.7. O

Diese harmlos erscheinende Relation hat interessante Anwendungen.

18.10. Definition. Sei p eine Primzahl. Eine endliche Gruppe G heifit eine p-
Gruppe, wenn G nicht trivial ist und die Gruppenordnung eine Potenz von p ist.
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18.11. Folgerung. Sei G eine p-Gruppe, die auf der endlichen Menge X operiert.

(1) Ist p kein Teiler von #X, dann hat G Fizpunkte in X.
(2) Ist p ein Teiler von #X, und ist X # (), dann ist # X > p.

Beweis. Ist U < G eine Untergruppe mit U # G, dann muss der Index (G : U)
ein Vielfaches von p sein. Aus der Relation in Folgerung 18.9 ergibt sich also die

Kongruenz #X = #X% mod p. Daraus folgen sofort die beiden Behauptungen.
O

18.12. Beispiel. Wir betrachten noch einmal den Beweis des Satzes 16.17 von
Cauchy. Dort war p eine Primzahl und G eine endliche Gruppe mit p | #G. Die
zyklische Gruppe Z, operiert auf G” durch , Rotation“: Der Erzeuger bewirkt die
Permutation

(917927"‘7917) — (927g3a"'7gp7gl) .

Diese Operation kann auf die Teilmenge X der p-Tupel mit g;g2--- g, = 1 einge-
schrankt werden. Diese Menge X hat durch p teilbare Kardinalitdt, und es gibt
jedenfalls den Fixpunkt (1,1,...,1) € X, also gibt es noch weitere Fixpunkte.

18.13. Beispiel. Als weiteres Beispiel hier ein Beweis des kleinen Satzes von Fer-
mat: a? = a mod p fiir Primzahlen p und ganze Zahlen a. Wir beweisen das
hier fir @ > 0 (was natiirlich reicht). Dazu lassen wir die zyklische Gruppe Z,
wie eben durch ,Rotation“ auf der Menge X = {1,2,...,a}? operieren. Fix-
punkte sind wie eben die Tupel, die p-mal das selbe Element enthalten, also gilt
a’ = #X = #X% = a mod p.

Es ergibt sich auch eine interessante Strukturaussage iiber p-Gruppen.

18.14. Folgerung. Sei G eine p-Gruppe. Dann ist das Zentrum Z(G) nicht tri-
vial. Insbesondere ist eine p-Gruppe nur dann einfach, wenn sie Ordnung p hat.

Beweis. Wir betrachten die Operation von GG durch Konjugation auf sich selbst.
Dann ist #X = #G durch p teilbar, und 1 ist ein Fixpunkt, also hat die Menge
der Fixpunkte mindestens p Elemente. Die Fixpunktmenge ist aber gerade das
Zentrum Z(G). Da Z(G) <G, gilt Z(G) = G, wenn G einfach ist. Dann ist G aber
abelsch, muss also Ordnung p haben, siehe Prop. 17.7. U

18.15. Folgerung. Sei p eine Primzahl. Jede Gruppe der Ordnung p? ist abelsch.

Beweis. Sei G eine Gruppe mit #G = p®. Nach Folgerung 18.14 ist Z(G) nicht
trivial, also gilt #Z(G) = p oder #Z(G) = p?. Im zweiten Fall ist Z(G) = G, also
G abelsch. Im ersten Fall sei a € G\ Z(G). Dann ist die von a und Z(G) erzeugte
Untergruppe von G abelsch (denn a kommutiert mit den Elementen von Z(G))
und echt grofler als Z(G), muss also ganz G sein. Damit ist G wieder als abelsch
nachgewiesen (was in diesem Fall ein Widerspruch ist, da wir Z(G) # G ange-
nommen hatten). O
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19. DIE SATZE VON SYLOW

Wir werden jetzt Operationen einer endlichen Gruppe auf verschiedenen aus die-
ser Gruppe konstruierten Mengen benutzen, um einige wichtige Aussagen {iber
ihre Struktur zu beweisen. Und zwar geht es um die Existenz und Eigenschaf-
ten von Untergruppen von Primzahlpotenzordnung. Ist d ein beliebiger Teiler der
Gruppenordnung, dann muss es nicht unbedingt eine Untergruppe der Ordnung d
geben (z.B. hat die alternierende Gruppe A, der Ordnung 12 keine Untergruppe
der Ordnung 6). Ist d aber eine Primzahlpotenz, dann kann man die Existenz (und
mehr) beweisen.

Sei also jetzt G eine endliche Gruppe, p ein Primteiler von #G und e > 1 mit
p° | #G. T sei die Menge, deren Elemente alle Teilmengen M C G mit #M = p°
sind. Auf T operiert G’ durch Translation von links: g- M = gM = {gm | m € M}.

Die interessierenden Bahnen sind jetzt nicht die Fixpunkte, aber insoweit damit
verwandt, als es die Bahnen sind, deren Elemente die groiten Stabilisatoren haben:

19.1. Lemma. Sei M € T, und sei Gy = {g € G | gM = M} der Stabilisator
von M. Dann gilt:

(1) M ist disjunkte Vereinigung von Rechtsnebenklassen bzgl. G .

(2) #Gwm | p°.

(3) M ist eine Rechtsnebenklasse bzgl. einer Untergruppe von G genau dann,
wenn Gy Ordnung p® hat. In diesem Fuall sind alle Mengen gM in der
Bahn von M Rechtsnebenklassen einer Untergruppe.

(4) Jede Bahn, deren Elemente Rechtsnebenklassen sind, enthdlt genau eine
Untergruppe von G.

Bewezs.

(1) Der Stabilisator G operiert auf M durch Translation von links; M zerfallt
also in Bahnen beziiglich dieser Operation, und das sind gerade die Rechts-
nebenklassen von Gy.

(2) Da die Rechtsnebenklassen von G, alle die selbe Méchtigkeit #G , haben,
folgt aus Teil (1), dass #G ein Teiler von #M = p° sein muss.

(3) Gilt #Gyr = p°, dann ist M eine Rechtsnebenklasse bzgl. Gy nach Teil (1),
denn die Anzahl der Rechtsnebenklassen bzgl G, ist gegeben durch #’gM.
Gilt umgekehrt M = Ug mit einer Untergruppe U < G, dann ist U C G}y,
und es folgt mit Teil (2) p® = #M = #U | #Gy | p°, also #Gyr = p°.
Hat der Stabilisator Gj; von M Ordnung p¢, dann gilt das auch fiir den
Stabilisator Gy = gG g~ " jeder anderen Menge gM in der Bahn von M.

(4) Die Bahn enthalte die Rechtsnebenklasse Ug bzgl. der Untergruppe U,
Dann enthilt die Bahn die Untergruppe U’ = ¢ 'Ug < G. Die Bahn
besteht dann genau aus den Linksnebenklassen von U’; U’ selbst ist die
einzige Linksnebenklasse, die eine Untergruppe ist. U

Wir schreiben #G = kp®. Wir wenden die Bahnengleichung 18.9 auf die Operation

von G auf T an:
k e
() er-se o
p jeJ
wobei (Mj);es ein Repriasentantensystem der Bahnen ist. Die Indizes (G : Gy, )
sind alle von der Form kp’/ (mit f < e), und es folgt (unter Verwendung von
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Lemma 19.1)

kp* : e e
(pé):k@qjej\#GM,:p}+paG»:Jd#ﬂstl#Uzp}+maGD
mit einer ganzen Zahl ¢(G). Ist G die zyklische Gruppe der Ordnung kp®, dann
gibt es genau eine Untergruppe der Ordnung p°, also gilt

(kpe> = (1t pU(Zaye))

pe
Wir setzen das oben ein und teilen durch k; das liefert
#{U<G|#U =p°} =1mod p.

Wir haben also folgenden Satz bewiesen, der den Satz von Cauchy verallgemeinert.

19.2. Satz (Frobenius). Sei G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl und p®
ein Teiler von #G. Dann ist die Anzahl der Untergruppen von G der Ordnung p°
von der Form 1+ {p mit { € Z>(. Insbesondere gibt es stets solche Untergruppen.

19.3. Definition. Sei G eine endliche Gruppe und p ein Primteiler von #G. Eine
Untergruppe U < G heif3t p-Untergruppe von G, wenn #U = p€ ist mit e > 1. U
heifit p-Sylowgruppe von G, wenn e maximal ist, also wenn #G = kp® mit p { k.

Der Satz von Frobenius sagt also, dass es zu jeder moglichen Ordnung auch (min-
destens) eine p-Untergruppe gibt; insbesondere gibt es stets wenigstens eine p-
Sylowgruppe. Wir zeigen jetzt eine schérfere Aussage.

19.4. Satz (Sylow). Sei G eine endliche Gruppe, p ein Primteiler von #G, S
eine p-Sylowgruppe von G und U < G eine p-Untergruppe. Dann gibt es g € G,
so dass U C gSg~ . Insbesondere sind je zwei p-Sylowgruppen von G zueinander
kongjugiert, und S ist ein Normalteiler von G genau dann, wenn S die einzige
p-Sylowgruppe von G 1ist.

Beweis. Diesmal lassen wir G (und damit U) auf der Menge G/S = {¢S | g € G}
der Linksnebenklassen von S durch Linkstranslation operieren: h - ¢S = (hg)S.
Weil S eine p-Sylowgruppe von G ist, ist #(G/S) = #G/#S nicht durch p teilbar.
Es muss also mindestens eine Bahn unter der Operation von U geben, deren Lénge
nicht durch p teilbar ist. Sei ¢S ein Element einer solchen Bahn. Der Stabilisator
von ¢S in G ist gSg~!, der Stabilisator in U also U’ = U N ¢S¢g~'. Die Linge
der Bahn stimmt mit dem Index (U : U’) iiberein. Da die Lénge der Bahn nicht
durch p teilbar ist, der Index aber eine Potenz von p sein muss, folgt (U : U’) =1
und damit U’ = U, also U C gSg~!.

Wenden wir das Ergebnis auf eine weitere p-Sylowgruppe S’ von G an, dann
folgt S C gSg~! fiir ein geeignetes g € G; da beide Seiten die selbe Ordnung
haben, muss Gleichheit gelten, also sind S und S’ zueinander konjugiert. Die
Konjugationsklasse von S besteht also genau aus den p-Sylowgruppen von G.
Eine Untergruppe ist Normalteiler genau dann, wenn sie das einzige Element in
ihrer Konjugationsklasse ist; das zeigt die letzte Aussage im Satz. U

Als letzte Aussage der ,,Sdtze von Sylow“ haben wir noch Einschrinkungen fiir
die mogliche Anzahl der p-Sylowgruppen.
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19.5. Satz (Sylow). Sei G eine endliche Gruppe, p ein Primteiler von #G. Sei
#G = kp® mit pt k. Dann gilt fir die Anzahl s, der p-Sylowgruppen von G:

s, = 1 mod p und s, | k.

Beweis. Die erste Aussage s, = 1 mod p ist ein Spezialfall des Satzes von Fro-
benius 19.2. Fiir die zweite Aussage betrachten wir die Operation von G durch
Konjugation auf der Menge der p-Sylowgruppen von G: ¢g - S = ¢Sg~!. Nach
Satz 19.4 ist die Operation transitiv. Die Anzahl s, ist also gleich der Lange der
(einzigen) Bahn und muss demnach ein Teiler von #G sein. Da nach der ersten
Aussage p kein Teiler von s, ist, folgt s, | k. O

Man kann die zweite Aussage auch direkt ohne Riickgriff auf die erste beweisen,

indem man bemerkt, dass der Stabilisator Ng(.S) von S unter der Operation durch
Konjugation S enthilt. Es folgt s, = (G : Ng(9)) | (G: S) = k.

Man kann die Sétze von Sylow dazu benutzen, Strukturaussagen iiber endliche
Gruppen zu gewinnen und zum Beispiel die Gruppen vorgegebener Ordnung bis
auf Isomorphie zu klassifizieren. Wir werden dazu gleich ein Beispiel betrachten.
Vorher brauchen wir noch eine Hilfsaussage.

19.6. Lemma. Sei G eine Gruppe, und seien N und N’ zwei Normalteiler von G
mit N NN’ = {1}. Dann gilt fir allen € N und n’ € N', dass nn’ =n'n.

Beweis. Wir betrachten den Kommutator [n,n'] = nn'n~'n’~". Es gilt
[n,n] = (n/nn'~" € (AMN'n )N’ = N'N'= N’ und
n,n] =n(n'n 0"y e NW'Nn'™") = NN = N,

also [n,n'] € NON' = {1} und damit nn'n"'n'~" = 1. Multiplikation mit n'n von
rechts liefert nn' = n'n. O

Wir erinnern uns an die Definition des direkten Produkts von Gruppen (Defi-
nition 9.11): Sind Gy, G, ..., G, Gruppen, dann wird das cartesische Produkt
G1 X Gy X -+ X G, eine Gruppe, wenn man die Verkniipfung komponentenweise
definiert. Sind die Gruppen abelsch, dann ist das direkte Produkt isomorph zur
direkten Summe (vgl. Definition 14.27).

19.7. Proposition. Sei G eine endliche Gruppe mit #G = p°qf mit Primzahlen
p # q und e, f > 1. G besitze genau eine p-Sylowgruppe S, und genau eine gq-
Sylowgruppe S,. Dann ist ¢ : S, x S; = G, (s,5") > ss' ein Isomorphismus.

Beweis. Nach Satz 19.4 sind S, und S, Normalteiler von G. Da die Ordnungen
von S, und S, teilerfremd sind, muss S, NS, = {1} gelten. Nach Lemma 19.6 gilt
also ss’ = s's fiir alle s € S, und s’ € S,. Daraus folgt, dass ¢ ein Gruppenhomo-
morphismus ist, denn fiir sq, 59 € S,, 57, 55 € 5, gilt

(51, 51) (52, 55)) = 152, 515) = (s152)(s5755) = (5157)(5255) = b(s1, 51)d(s2, 55).

Der Kern von ¢ ist trivial, denn aus ss' = 1 folgt s = s ' € S, NS, = {1}, also
(s,s") = (1,1). Es folgt, dass ¢ injektiv ist. Da beide Seiten die selbe Méchtigkeit
haben, muss ¢ auch surjektiv sein. U
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Man kann das verallgemeinern:

Sei G eine endliche Gruppe. Gibt es zu jedem Primteiler p von #G genau eine p-
Sylowgruppe S, von G, dann ist G isomorph zum direkten Produkt der Gruppen S,.
(Beweis als Ubung.)

Es folgt das versprochene Anwendungsbeispiel fiir die Séatze von Sylow.

19.8. Proposition. Seien p < q Primzahlen, so dass p 1 ¢ — 1. Dann ist jede
Gruppe G mit #G = pq zyklisch.

Beweis. Seien s, und s, die Anzahlen der p- und ¢-Sylowgruppen von G. Nach
Satz 19.5 gilt dann s, | ¢ und s, = 1 mod p. Da ¢ # 1 mod p, ist s, = 1 die
einzige Moglichkeit. Ebenso gilt s, | p und s, = 1 mod ¢; wegen ¢ > p muss
sq = 1 sein. Nach Proposition 19.7 ist G isomorph zum Produkt seiner p- und
seiner g-Sylowgruppe. Diese Gruppen sind zyklisch (da von Primzahlordnung),
also insbesondere abelsch, ihr Produkt stimmt also mit ihrer direkten Summe
iiberein; nach dem Chinesischen Restsatz ist die direkte Summe isomorph zur
zyklischen Gruppe Z,,. U

Man kann die Gruppen der Ordnung pq ganz allgemein klassifizieren. Dazu braucht
man aber die Konstruktion des semidirekten Produkts. Wir werden uns das evtl.
in der ,, Vertiefung der Algebra“ noch genauer ansehen. Hier betrachten wir einen
einfachen Spezialfall.

19.9. Proposition. Sei p eine ungerade Primzahl und G eine Gruppe der Ord-
nung 2p. Dann ist G entweder zyklisch oder isomorph zur Diedergruppe D,,.

Beweis. G hat eine p-Sylowgruppe N, die ein Normalteiler ist (denn sie hat In-
dex 2 in G} alternativ kann man auch Satz 19.5 verwenden: s, | 2 und s, = 1 mod p
implizieren s, = 1). Die Anzahl der 2-Sylowgruppen ist nach Satz 19.5 entweder
1 oder p. Im ersten Fall ist G zyklisch, das sieht man wie im Beweis von Propo-
sition 19.8. Im anderen Fall sei n € N ein Erzeuger von N (N ist zyklisch der
Ordnung p) und g € G ein Element der Ordnung 2. Dann muss gn # ng gel-
ten, denn sonst wire die 2-Sylowgruppe (g) von G ein Normalteiler. Es ist also
gng = gng~' = n* mit k # 1 mod p. Andererseits gilt

n = (g*)n(g*)"" = glgng g~ = gn"g~" = (gng~
und damit £* = 1 mod p. Da F, ein Kérper ist, muss k¥ = £1 mod p sein. Der Fall
k =1 ist ausgeschlossen, also folgt

1 1)I<: _ (nkz)k _ nk2

gng=gng~ =n"".
Wir erhalten einen Isomorphismus G — D), indem wir g auf eine der Spiegelungen
und n auf die Drehung um 27 /p abbilden. O

Damit sind die Gruppen G mit #G < 15, #G # 8,12 bis auf Isomorphie klassifi-
ziert:

e Fiir #G =1 gibt es nur die triviale Gruppe.

o Fiir #G = p prim (also #G € {2,3,5,7,11,13}) gibt es nur die zyklische
Gruppe Z,.

e Fiir #G = p? mit p € {2,3} muss G abelsch sein (siehe Folgerung 18.15),
also ist entweder G = Z,2 zyklisch, oder G = Z, x Z,. Die fiir p = 2
auftretende Gruppe Zo X Zo = Dy heifdt die Kleinsche Vierergruppe.
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o Fir #G = 2p mit p € {3,5,7} gilt nach Proposition 19.9, dass entweder
G = Zy, zyklisch ist, oder G = D, ist isomorph zur Diedergruppe D,. Im
Fall p = 3 gilt D3 = S3; somit ist die symmetrische Gruppe S3 die kleinste
nicht-abelsche Gruppe.

e Fiir #G = 15 gilt nach Proposition 19.8, dass G zyklisch ist.

Die Klassifikation der Gruppen G der Ordnung 8 ist etwas komplizierter. Ist G
abelsch, dann gibt es die drei Moglichkeiten

Gg28, GgZ2><Z4 und GgZQXZQXZQ
(vergleiche den Klassifikationssatz 14.30).

Ist G nicht abelsch, dann wissen wir, dass das Zentrum Z(G) nicht trivial ist
(Folgerung 18.14) und dass Z(G) # G gilt. Wire #Z(G) = 4, dann wiirde wie im
Beweis von Proposition 19.9 folgen, dass G doch abelsch wére; dieser Fall kann
also nicht eintreten. Es folgt Z(G) = {1, z} mit einem 1 # z € G.

G muss Elemente der Ordnung 4 enthalten (denn eine Gruppe, deren nichttriviale
Elemente alle Ordnung 2 haben, ist abelsch — Ubung). Sei ¢ € G ein solches
Element. Dann muss gelten Z(G) C (g), also g> = z, denn sonst wire nach Lem-
ma 19.6 G abelsch. Jetzt gibt es zwei Moglichkeiten. Die erste ist, dass ein Element
von G\ (g) Ordnung 2 hat. Sei h ein solches Element. Da (g) ein Normalteiler ist,
gilt hgh = hgh™ = ¢g*'. Es kann nicht hgh™! = g sein, da dann G abelsch wire.
Also ist hgh™! = ¢g~!, und G ist isomorph zur Diedergruppe D,. In diesem Fall
haben dann alle Elemente von G\ (g) die Ordnung 2.

Die andere Moglichkeit ist, dass alle Elemente von G'\ (¢g) die Ordnung 4 haben. Es
gibt dann insgesamt sechs Elemente g der Ordnung 4, und g2 ist stets das einzige
Element der Ordnung 2, ndmlich z. Wenn wir —1 := z schreiben und Erzeuger von
zwei verschiedenen Untergruppen der Ordnung 4 mit ¢ und j bezeichnen, dann gilt
i? = j2 = —1. Das Element k = ij muss ebenfalls Ordnung 4 haben und kann nicht
in (i) oder (j) liegen. Fiir ji gilt das gleiche; auflerdem muss ji von ij verschieden
sein (denn sonst wire G = (i, j) abelsch). Das einzig verbleibende Element fiir ji
ist dann —k := (—1)k = k~'. Wir sehen, dass G isomorph zur Quaternionengruppe

Q ={x1,+i,+j, £k} C H*
1st.

Es gibt also insgesamt fiinf verschiedene Isomorphietypen von Gruppen der Ord-
nung 8, ndmlich die drei abelschen und dazu D, und Q.

Auch fiir ungerade Primzahlen p gilt, dass es drei abelsche und zwei nicht-abelsche
Isomorphietypen von Gruppen der Ordnung p* gibt. Diese beiden nicht-abelschen
Gruppen haben aber eine andere Struktur als D, und @); der Beweis ist daher
etwas anders (Bonus-Aufgabe).

Man kann die Séatze von Sylow auch benutzen, um zum Beispiel die Gruppen der
Ordnung 12 zu klassifizieren (siehe etwa [I'1, S. 127]). Neben den beiden Typen
Zyo und Zy X Zg von abelschen Gruppen gibt es drei Typen von nicht-abelschen
Gruppen, namlich die Diedergruppe Dg, die alternierende Gruppe A, und eine
weitere Gruppe G = {(a, b) mit ord(a) = 3, ord(b) = 4, bab™! = a™ .

Im allgemeinen kann die Klassifikation der Gruppen der Ordnung n allerdings
recht kompliziert werden, besonders wenn n durch eine hohe Zweierpotenz teilbar
ist.
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20. KORPERERWEITERUNGEN
Im letzten Abschnitt dieser Vorlesung werden wir Korpererweiterungen studieren.

20.1. Definition. Sei K ein Korper. Ein Teilkorper (oder Unterkorper) von K
ist ein Unterring k& C K, der ein Korper ist (d.h., so dass fiir alle a € £\ {0}
auch a™' € k ist). In diesem Fall heiit k¥ C K (auch K/k geschrieben) eine

Korpererweiterung (engl. field extension) von k.

Ist L ein weiterer Teilkorper von K mit £ C L C K, dann heiflit L ein Zwi-
schenkorper (engl. intermediate field) der Korpererweiterung k C K.

Zum Beispiel sind Q € R, R C C, Q(i) C C Korpererweiterungen. Q(i) und R
sind Zwischenkorper von Q C C.

20.2. Bemerkung. Ein Homomorphismus ¢ : K — L zwischen Korpern ist das
selbe wie ein Ringhomomorphismus. Man beachte, dass ein Kérperhomomorphis-
mus stets injektiv ist: Der Kern von ¢ ist ein Ideal von K, muss also entweder
trivial sein oder ganz K. Der zweite Fall ist wegen ¢(1) = 1 # 0 nicht moglich.
Man identifiziert daher haufig K mit seinem Bild unter der Einbettung ¢ und
erhélt eine Korpererweiterung K = ¢(K) C L.

Man sieht ganz genauso wie bei Unterringen oder Untergruppen, dass beliebige
Durchschnitte (und aufsteigende Vereinigungen) von Teilkérpern wieder Teilkorper
sind. Wir kénnen also wieder folgende Definition formulieren:

20.3. Definition. Sei & C K eine Korpererweiterung und A C K eine Teilmenge.
Wir schreiben

k(A) = ﬂ{k C L C K | L Teilkérper von K mit A C L}

fiir den kleinsten Teilkérper von K, der £ und A enthélt. Man sagt auch, k(A)
entstehe durch (Kdrper-)Adjunktion von A zu k. Ist A = {ay, ..., a,} endlich, dann
schreiben wir wie tiblich k(ay, ..., a,). Gilt K = k(a) fiir geeignetes a € K, dann
heifit die Korpererweiterung k& C K einfach, und a heiit ein primitives Element
der Korpererweiterung.

Sind ki, ky C K zwei Teilkorper, dann schreibt man auch kqk, fiir den Teilkorper
k1(k2) = ko(k1) und nennt ihn das Kompositum von ki und k.

Man vergleiche die Definition von k[A] als dem kleinsten Unterring von K, der k
und A enthélt. In diesem Fall spricht man auch von Ringadjunktion von A zu k.
Man kann k(A) mit dem Quotientenkorper von k[A] identifizieren.

Wir hatten schon Beispiele wie Q(i) oder Q(v/2) gesehen. Ein anderes Beispiel ist
C = R(1), C ist also eine einfache Erweiterung von R.

20.4. Definition. Man kann auch den Durchschnitt aller Teilkérper eines Korpers
K betrachten. Dies ist offenbar der kleinste Korper, der in K enthalten ist und
heifit der Primkérper von K.

Bevor wir uns ansehen, wie diese Primkorper aussehen konnen, fithren wir einen
weiteren Begriff ein. Wir erinnern uns daran, dass es fiir jeden Ring R einen
eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus ¢r : Z — R gibt (denn 1z muss
auf 1r abgebildet werden; alles andere ergibt sich daraus). Der Kern von ¢g ist
ein Ideal von Z, kann also als ker(¢r) = nZ mit n € Z>( geschrieben werden.
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20.5. Definition. Sei R ein Ring. Der nichtnegative Erzeuger des Ideals ker(¢g)
von Z heifit die Charakteristik von R, char(R).

20.6. Lemma. Ist R ein Integrititsbereich (z.B. ein Korper), dann ist char(R)
entweder null oder eine Primzahl.

Beweis. Wir miissen den Fall ausschlieBen, dass n = char(R) > 0 eine zusammen-
gesetzte Zahl ist. Sei in diesem Fall n = nins eine nichttriviale Faktorisierung.

Dann gilt ¢r(n1), ¢r(n2) # 0, aber ¢r(ni)Pr(ng) = Ppr(ning) = ¢r(n) = 0, also
hat R Nullteiler; ein Widerspruch. U

20.7. Lemma. Sei K ein Korper. Gilt char(K) = 0, dann ist der Primkérper
von K isomorph zu Q; insbesondere ist K unendlich. Anderenfalls ist char(K) = p
eine Primzahl, und der Primkorper von K ist isomorph zu IF,.

Ein Korper der Charakteristik p kann endlich sein (wie etwa F, selbst), kann
aber auch unendlich sein (wie etwa der Quotientenkérper F,(X) des Polynom-
rings IF,[X]).

Beweis. Sei P der Primkorper von K. Da jeder Teilkérper von K die 1 von K
enthdlt, muss im(¢x) C P gelten. Im Fall char(K) = 0 ist ¢x injektiv, also
ist im(¢x) = Z. Nach der Definition des Quotientenkorpers (Satz 10.1) gibt es
eine Fortsetzung von ¢k zu einem Homomorphismus ¢x : Q — P C K. Als
Homomorphismus zwischen Koérpern ist (51( injektiv, und sein Bild ist ein in P
enthaltener Teilkérper von K; es folgt P = 1m(q~§K) =~ Q.

Im Fall char(K) = p > 0 ist ker(¢x) = pZ, also ist im(¢x) = Z/pZ = F, bereits
ein Korper, und es folgt P = im(¢). O

Wir kommen jetzt zu einer einfachen Beobachtung, die fiir die Koérpertheorie je-
doch sehr wichtig ist, weil sie eine Verbindung zur Linearen Algebra aufzeigt.

Sei k C K eine Korpererweiterung. Indem wir die Multiplikation von K auf
k x K einschrianken, erhalten wir eine skalare Multiplikation von k£ auf K. Aus
den Koérperaxiomen folgt dann sofort, dass K ein k- Vektorraum ist. Zum Beispiel
ist C ein zweidimensionaler R-Vektorraum, oder R ist ein unendlichdimensionaler
Q-Vektorraum (denn jeder endlichdimensionale Q-Vektorraum ist abzéhlbar). Das
ermoglicht die folgende Definition.

20.8. Definition. Sei k C K eine Korpererweiterung. Dann heifit die Dimension
von K als k-Vektorraum,

K : k| =dim K € {1,2,3,...,00},

der Grad der Korpererweiterung k C K oder auch der Kérpergrad von K iiber k.
Ist [K : k] < 0o, dann heifit die Kérpererweiterung k C K endlich, sonst unendlich.
Im Falle [K : k] = 2 heifit die Korpererweiterung auch quadratisch, im Falle
K : k| = 3 kubisch.

20.9. Beispiele. Es ist [C: R] =2 und [R : Q] = co. Ist F' ein endlicher Kérper,
dann ist char(F') = p eine Primzahl (nach Lemma 20.7), und #F = p™ mit einem
n > 1, denn F ist ein n-dimensionaler Vektorraum iiber IF,,. Wir werden spéater un-
tersuchen, ob es zu jeder Primzahlpotenz p™ auch einen Korper mit p™ Elementen
gibt.
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20.10. Lemma. Sei k C L C K ein Zwischenkorper. Dann gilt
[K k| =[K:L]-[L:k|

(mit der iblichen Rechenregeln-oo =o00-n =o0 firn e {1,2,3,...,00}).

Beweis. Ist einer der Grade [K : L] oder [L : k] unendlich, dann gilt das auch fiir
[K : k], denn K enthélt dann eine unendliche Menge iiber &k (oder sogar iiber L)
linear unabhéingiger Elemente. Wir kénnen also annehmen, dass n = [K : L] und
m = [L : k] beide endlich sind. Wir wéhlen Basen {z1,...,x,,} von L iiber k und
{y1,...,yn} von K iiber L. Dann ist B = {z;y; | 1 < i < m,1 < j < n} eine
Basis von K iiber k: B ist ein Erzeugendensystem, denn jedes o € K kann in der
Form a = 2?21 a;y; mit a; € L geschrieben werden, und jedes a; kann wiederum
als a; = > bjjx; mit b;; € k geschrieben werden, also ist o = Z” bijxiy;. B
ist auch k-linear unabhéngig, denn aus Zij bijz;y; = 0 mit b;; € k folgt zunéchst
wegen der linearen Unabhéngigkeit der y; iiber L, dass ), b;;z; = 0 sein muss fiir
alle 1 < 7 < n, und dann wegen der linearen Unabhéngigkeit der x; iiber k, dass
alle bij = 0 sind.

Es folgt [K : k] =dimy K = #B =nm =K : L]-[L: k]. O

20.11. Folgerung. Sei k C L C K ein Zwischenkérper und [K : k] < oo. Dann
ist [L : k] ein Teiler von [K : k], und L = k gilt genau dann, wenn [K : L] = [K : k|
18t.

Beweis. Die erste Aussage folgt unmittelbar aus Lemma 20.10. Die zweite ergibt
sichaus L=k <= [L:k|=1 < [K:L]=[K k] O

20.12. Lemma. Seik C K eine Korpererweiterung mit Zwischenkérpern Ly und Lo.
Dann gilt:

(1) [LlLQ . Ll] S [LQ . k]

(2) [L1Ly : k] < [Ly : k]-[Ls : k]. Ist die rechte Seite endlich und gilt Gleichheit,
dann folgt Ly N Ly = k.

(3) Sind [Ly : k] und [Le : k| endlich und teilerfremd, dann gilt Gleichheit
in (2).

Die Umkehrung in Teil (2) gilt nicht.

Beweis. Sei [Ly : k] = n < oo und by = 1,by,...,b, eine k-Basis von L. Sei
M = (b,...,by)r, C K. Es ist klar, dass M in L Ly enthalten ist und sowohl L,
als auch Ly enthélt. Wir zeigen, dass M ein Korper ist, dann folgt M = Ly L.
Zunichst ist klar, dass M unter Addition und Subtraktion abgeschlossen ist und
0 und 1 enthélt. Da alle Produkte b;b; € Lo wieder als (k-)Linearkombinationen
der b; geschrieben werden konnen, ist M auch unter der Multiplikation abgeschlos-
sen, also jedenfalls ein Unterring von K. Sei 0 # a € M. Dann ist die Abbildung
mg : M — M, x — ax, Li-linear und injektiv. Da M ein endlichdimensionaler
L1-Vektorraum ist, muss m, auch surjektiv sein, also gibt es x € M mit ax = 1;
damit ist a= € M.

Der Rest des Beweises ist eine Ubungsaufgabe. O
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21. ALGEBRAISCHE ELEMENTE UND ERWEITERUNGEN
Wir kommen nun zu einer wichtigen Begriffsbildung in der Kérpertheorie.

21.1. Definition. Sei k C K eine Korpererweiterung.

(1) Ein Element a € K heifit algebraisch iiber k, wenn es ein normiertes Poly-
nom f € k[X] gibt mit f(a) = 0. Ist a nicht algebraisch iiber k, dann heifit
a transzendent dber k. Im Fall £k = Q und K = R oder C spricht man von
algebraischen bzw. transzendenten Zahlen.

(2) Die Korpererweiterung k C K heifit algebraisch und K heiit algebraisch
tber k, wenn alle Elemente von K {iber k algebraisch sind. Anderenfalls
heifit die Korpererweiterung transzendent.

(3) k heit algebraisch abgeschlossen in K, wenn jedes Element von K, das
iiber k algebraisch ist, bereits in k liegt. In diesem Fall heifit die Koérperer-
weiterung k C K auch rein transzendent.

(4) Ein Koérper k heifit algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nicht konstante
Polynom f € k[X] eine Nullstelle in k hat.

Durch Induktion folgt leicht, dass iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper k
jedes Polynom in Linearfaktoren zerfillt. Daraus folgt wiederum, dass k in jedem
Erweiterungskorper algebraisch abgeschlossen ist.

21.2. Beispiele.

(1) Die Zahlen v/2, i, /2 sind algebraisch als Nullstellen von X2 —2, X2 41,
X3 —2. Ebenso sind alle Zahlen der Form ¢ = > mit ¢ € Q algebraisch,
denn ist ¢ = a/b mit a,b € Z, dann ist ¢ Nullstelle von X° — 1.

(2) Die Zahlen e und 7 sind transzendent (Hermite 1873, Lindemann 1882).
Demgegentiiber ist unbekannt, ob e + 7 und e - 7 beide transzendent sind.
(Sie konnen jedenfalls nicht beide algebraisch sein — warum?)

(3) C ist algebraisch iiber R, denn jede (echt) komplexe Zahl z = a + bi ist
Nullstelle des reellen Polynoms X? — 2aX + a? + b%. Insbesondere ist R
nicht algebraisch abgeschlossen.

(4) Der Korper C ist algebraisch abgeschlossen. Da R und C unter anderem
durch topologische Eigenschaften definiert sind, kann es dafiir keinen rein
algebraischen Beweis geben. Der einfachste Beweis kann mit Hilfsmitteln
der Funktionentheorie gefithrt werden (Satz von Liouville).

Ist £ C K eine Korpererweiterung und a € K, dann gibt es einen eindeutig
bestimmten Ringhomomorphismus

¢o k[ X] — K mit ¢yl = idg und ¢, (X) = a,

vergleiche Satz 11.2 (universelle Eigenschaft des Polynomrings). Es ist dies der
Einsetzungshomomorphismus f +— f(a), und es gilt k[a] = im(¢p,), sieche Lem-
ma 15.13. Wir haben dann folgende Charakterisierung.

21.3. Satz. Seik C K eine Korpererweiterung und a € K. Sei ¢, wie oben. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) a ist algebraisch tber k.
O 1St nicht injektiv.

(2)
(3) Kla] = k(a).
(4)

k C k(a) ist eine endliche Korpererweiterung.
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In diesem Fall ist ker(¢q) = (f)r;x] mit einem eindeutig bestimmten normierten
irreduziblen Polynom f € k[X], und es gilt [k(a) : k] = deg(f).

Beweis. ,,(1)=(2)“: Ist a algebraisch iiber k, dann gibt es ein normiertes Polynom
h € k[X] mit h(a) = 0. Dann ist 0 # h € ker(¢,), also ist ¢, nicht injektiv.

»(2)=(3)“: Ist ¢, nicht injektiv, dann ist der Kern ker(¢,) ein von null verschie-
denes Ideal von k[X]. Da k[X] ein Hauptidealring ist (vgl. 11.10), ist ker(¢,) =
(f)kx) mit einem Polynom f # 0, das bis auf Multiplikation mit einem Ele-
ment aus £* eindeutig bestimmt ist. Fordern wir zusétzlich, dass f normiert ist,
dann ist f eindeutig bestimmt. Nach dem Homomorphiesatz fiir Ringe 7.14 ist
kla] = im(¢.) = k[X]/(f)rx)- Da kla] C K ein Integrititsbereich ist, ist f ein
Primelement und damit irreduzibel. Damit ist das von f erzeugte Ideal maximal,
also ist k[a] sogar ein Korper und damit gleich k(a) (vgl. 7.21).

»(3)=(4)“: Gilt kla] = k(a), dann ist im(¢p,) ein Korper, also ist ker(¢,) ein
maximales Ideal und damit nicht das Nullideal; es gilt also ker(¢,) = (f)x[x] mit

einem normierten Polynom f. Sei n = deg(f). Dann ist 1,a,a?,...,a" ! eine Basis
von kfa] = k(a): Sei b € kla] und h € k[X] ein Urbild von b unter ¢,. Dann gibt
es q,r € k[X] mit deg(r) < nund h = ¢f + r, also ist

b=h(a)=q(a)f(a) +r(a) =7r(a) € (1,a,a®,...,a" ).

Ist r(a) =ro+ria+ ...+ rp_1a™t =0 mit r; € k, dann ist das zugehdorige Poly-
nom 7 im Kern von ¢,, also durch f teilbar. Wegen deg(r) < n = deg(f) ist das
nur fiir »r = 0 moglich. Damit ist gezeigt, dass 1,a,...,a" ! ein linear unabh#ngi-
ges Erzeugendensystem des k-Vektorraums k|a] ist. Insbesondere ist k(a) = k[a]
eine endliche Erweiterung von k, und [k(a) : k] = n = deg(f).

»(4)=(1)*: Ist k C k(a) eine endliche Korpererweiterung, dann miissen die unend-
lich vielen Elemente 1,a,a?, ... € k(a) iiber k linear abhingig sein. Es gibt also
eine Relation

ho—i—hla—i—hgaQ—l—...—i—hna":O

mit h; € k und h,, # 0. Nach Skalieren kénnen wir annehmen, dass h,, = 1 ist.
Dann ist a eine Nullstelle des normierten Polynoms

h=X"4+hy X" P+ X2+ X + hy € k[X],
also ist a algebraisch {iber k. O
Man sieht, dass Algebraizitit eine Endlichkeitsbedingung ist (vyie zum Beispiel
auch Kompaktheit in der Topologie): Aus dem Beweis folgt die Aquivalenz

a algebraisch <= dimy k[a] < co.

Das in Satz 21.3 auftretende Polynom f hat einen Namen:

21.4. Definition. Sei £k C K eine Korpererweiterung und a € K algebraisch
iiber k. Dann heifit das Polynom f in Satz 21.3 das Minimalpolynom von a iiber k,
und der Grad [k(a) : k] = deg(f) heifit der Grad von a iiber k.

Es gilt dann fiir Polynome h € k[X], dass h(a) = 0 ist genau dann, wenn h ein
Vielfaches von f ist.

Satz 21.3 hat einige wichtige Konsequenzen.
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21.5. Folgerung. Sei k C K eine Korpererweiterung, und sei a € K. Ist a Null-
stelle eines normierten irreduziblen Polynoms f € k[X], dann ist f das Mini-
malpolynom von a. Insbesondere gilt [k(a) : k| = deg(f), und a ist algebraisch
tiber k.

Beweis. Da a Nullstelle eines normierten Polynoms mit Koeffizienten in k ist, ist a
algebraisch iiber k. Sei m € k[X| das Minimalpolynom von a iiber k. Aus f(a) =0
folgt m | f, und da f irreduzibel und normiert ist, muss f = m gelten. Die Aussage
iiber den Grad von a iiber k war Teil von Satz 21.3. U

Zum Beispiel ist [Q(v/5) : Q] = 7, weil v/5 Nullstelle des (nach Eisenstein) irredu-
ziblen Polynoms X7 — 5 ist.

21.6. Folgerung. Sei k C K eine Korpererweiterung. Sind a,b € K algebraisch
iber k, dann sind auch a £b, ab und (falls b # 0) a/b algebraisch tiber k. Insbe-
sondere ist die Menge aller iiber k algebraischen Elemente von K ein Kdrper.

Dieser Teilkorper von K heifit der algebraische Abschluss von k in K.

Beweis. Sind a und b algebraisch tiber k, dann gilt [k(a) : k], [k(b) : k] < oo nach
Satz 21.3. Aus Lemma 20.12 ergibt sich, dass dann k(a,b) ebenfalls eine endliche
Erweiterung von k ist. Da a +b, ab und a/b Elemente von k(a, b) sind, miissen die
von ihnen erzeugten Korpererweiterungen von k ebenfalls endlich sein. Wiederum
nach Satz 21.3 miissen diese Elemente algebraisch iiber k sein. U

Das bedeutet also, dass, wenn a und b Nullstellen von normierten Polynomen
iiber k sind, dies auch fiir a £+ b, ab und a/b gilt. Wie man aus den Minimalpoly-
nomen von a und b geeignete Polynome fiir a + b usw. bestimmen kann, ist eine
andere Frage. Eine Moglichkeit dafiir liefert die Resultante von zwei Polynomen
(das ist eine gewisse aus den Koeffizienten der Polynome gebildete Determinante).
Néheres dazu gibt es in der Finfihrung in die Computeralgebra.

21.7. Beispiel. Fiir jedes n € Z>; sind cos 27“ und sin 27” algebraisch. Denn es ist
¢, = e*™/" € C algebraisch (als Nullstelle von X" —1), also ist cos 2% = 1(¢,+(, )
algebraisch. Weil ¢+ = (4 ebenfalls algebraisch ist, ist auch Sin%7r = %(Cn -

algebraisch.

Sei K, = Q(cos %) C Q(¢n). Fiir n > 2 gilt [Q(¢,) : K, = 2, denn ¢, ist
Nullstelle des Polynoms X? — 2cos %WX +1 € K,[X], und Q(¢,) # K,, denn
K, C R, wéhrend (, echt komplex ist. Man kann zeigen (wir tun das in der
, Vertiefung der Algebra®“), dass [Q((,) : Q] = ¢(n) ist (Eulersche ¢-Funktion);
es folgt [K, : Q] = 3p(n). Fiir n = 7 und n = 9 ist p(n) = 6, also haben die

Minimalpolynome von cos 27” und cos %” beide den Grad 3.

21.8. Folgerung. Jede endliche Korpererweiterung k C K ist algebraisch.

Beweis. Ist a € K, dann ist k(a) C K endlich tiber k, also ist @ nach Satz 21.3
algebraisch iiber k. O
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21.9. Beispiel. Die Umkehrung von Folgerung 21.8 gilt nicht: Sei A der alge-
braische Abschluss von QQ in C. Dann ist A eine algebraische Erweiterung von Q
von unendlichem Grad. Das kann man zum Beispiel so sehen: Fiir jedes n > 1
ist das Polynom X" — 2 € Q[X] irreduzibel (Eisenstein-Kriterium 12.10). Es gilt
Q(¥2) c ANR C A, alsoauch n = [Q(¥/2) : Q] < [ANR: Q] < [A: Q.
Der Korper A besteht aus allen algebraischen komplexen Zahlen. Dass er selbst
algebraisch abgeschlossen ist, folgt aus dem folgenden Ergebnis.

21.10. Satz (Transitivitit der Algebraizitit). Seien k C L C K Kdérperer-
weiterungen. Dann ist K algebraisch diber k genau dann, wenn sowohl L algebra-
1sch iiber k als auch K algebraisch tiber L ist.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass & C K algebraisch ist. Dann ist jedes
Element a € K algebraisch iiber k, also ist nach Satz 21.3 [k(a) : k] < oo. Es folgt
[L(a) : L] < [k(a) : k] < oo, also ist L C K algebraisch. Wahlt man a € L, folgt
auch, dass k C L algebraisch ist.

Seien jetzt £ C L und L C K algebraisch, und sei a € K. Da a nach Annahme
algebraisch ist tiber L, gibt es ein normiertes irreduzibles Polynom h € L[X]
mit h(a) = 0 und [L(a) : L] = deg(h) =: n. Seien hg,hq,...,h,—1 € L die
Koeffizienten von h (ohne h, = 1). Da k C L algebraisch ist, gilt mit Satz 21.3
und wiederholter Anwendung von Lemma 20.12, dass L' = k(hg, hq,...,hy 1)
tiber k endlich ist. Wegen h € L'[X] gilt immer noch [L'(a) : L' = n < co. Es
folgt
[k(a): k] < [L'(a): k] =[L'(a): L'l - [L": k] < 00,

also ist a algebraisch {iber k. O

21.11. Folgerung. Sei k C K eine Kdrpererweiterung, sei K ein algebraisch ab-
geschlossener Kérper, und sei k C K der algebraische Abschluss von k in K. Dann
ist k ebenfalls algebraisch abgeschlossen.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass jedes nicht konstante Polynom f € k[X] eine
Nullstelle in k hat. Da K algebraisch abgeschlossen ist, hat f jedenfalls eine Null-
stelle a € K. Als Nullstelle eines Polynoms in k[X] ist a algebraisch {iber k. Nach
Satz 21.10 ist a dann auch algebraisch iiber k, also liegt a in k. Il

21.12. Bemerkung. Ist k ein Kérper und k£ C K eine algebraische Korpererwei-
terung, so dass K algebraisch abgeschlossen ist, dann heifit K ein algebraischer
Abschluss von k. Man kann zeigen, dass es fiir jeden Koérper einen algebraischen
Abschluss gibt, und dass dieser bis auf Isomorphismus ,,iiber k£* eindeutig bestimmt
ist, siehe zum Beispiel [I'1, § II1.2.5] oder [K)M, § 23].

Wir sehen jedenfalls, dass der in Beispiel 21.9 eingefithrte Kérper A der algebrai-
schen Zahlen ein algebraischer Abschluss von Q ist.

22. ZERFALLUNGSKORPER

Bisher haben wir stets , bereits vorhandene® Koérpererweiterungen k£ C K betrach-
tet und (zum Beispiel) Elemente von K studiert. Man kann sich jedoch auch fragen,
ob es zu gegebenem Korper k eine Kérpererweiterung mit bestimmten gewiinsch-
ten Eigenschaften gibt (etwa eine, die Nullstellen gewisser Polynome enthélt) und
wie man eine solche gegebenenfalls konstruiert. Der Beweis von Satz 21.3 weist
dazu den Weg.
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22.1. Satz. Sei k ein Korper, und sei f € k[X]| normiert und irreduzibel. Dann
gibt es eine Korpererweiterung k C K mit [K : k] = deg(f), so dass f in K eine
Nullstelle hat.

Diese Korpererweiterung kann konstruiert werden als K = k[ X]/{f)rx)-

Beweis. Wir definieren K = k[X]/(f)rx) wie angegeben. Weil f irreduzibel ist, ist
(f)kx) ein maximales Ideal im Hauptidealring k[X]; deshalb ist K ein Kérper. Die
Aussage [K : k] = deg(f) folgt wie im Beweis von Satz 21.3. Wir schreiben den
kanonischen Epimorphismus k[X] — K als h + [h]. Sei a = [X] das Bild von X
in K, dann gilt f(a) = f([X]) = [f] = [0], also hat f in K eine Nullstelle. O

Man sieht hieran wieder die Machtigkeit algebraischer Konstruktionen, die es ei-
nem erlaubt, sich algebraische Strukturen fast ,nach Wunsch® zu basteln.

Fiir den Vergleich von Koérpererweiterungen, in denen ein gegebenes irreduzibles
Polynom eine Nullstelle hat, ist folgende Aussage niitzlich.

22.2. Satz. Sei k ein Korper, und sei f € k[X] normiert und irreduzibel. Sei
k C K eine Korpererweiterung und a € K mit f(a) = 0 und K = k(a) (zum
Beispiel wie in Satz 22.1 mit a = [X|). Weiterhin sei L ein weiterer Korper,
¢k — L ein Homomorphismus und b € L eine Nullstelle von f, wobei f € L[X]
durch Anwendung von ¢ auf die Koeffizienten von f entsteht. Dann gibt es einen
eindeutig bestimmten Homomorphismus ¢ : K — L mit ¢|, = ¢ und ¢(a) = b.

Beweis. Der durch X — a € K gegebene Einsetzungshomomorphismus ¢, ist
surjektiv. Wir betrachten folgendes Diagramm:

Nach der universellen Eigenschaft des Polynomrings gibt es genau einen Ringho-

momorphismus ¢, : k[X] — L mit ¢yr = ¢ und ¢,(X) = b. Da ¢p(f) = f(b) =0
ist, gilt ker(¢p) O (f)k[x]- Also induziert ¢, einen eindeutig bestimmten Homo-

morphismus gE mit den gewiinschten Eigenschaften. Il

Als Beispiel sei erwédhnt, dass man mit diesem Ergebnis leicht sehen kann, dass
Q(v2) und Q(w+v/2) mit w = e*™/3 isomorph sind (obwohl der erste Korper in R
enthalten ist und der zweite nicht). Dazu wenden wir Satz 22.2 an mit k = Q,
f=X>-2 K=QW2),a=+v2, L=0Qwv?2),b=wy2und ¢: Q — Q(wv/2).
Da ¢ auf Q die Identitét ist, ist hier f = f. Wir erhalten einen Homomorphismus
¢ : Q(V2) = Q(wv/2). Da ¢ eine injektive Q-lineare Abbildung zwischen Q-
Vektorrdumen gleicher endlicher Dimension (hier 3) ist, muss ¢ auch bijektiv und
damit ein Isomorphismus sein.
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22.3. Zusatz. In der Situation von Satz 22.2 gibt es genau #{b € L | f(b) = 0}
Homomorphismen ¢ : K — L mit ¢l = ¢.

Beweis. Fiir jedes solche ¢ muss gelten f(é(a)) = é(f(a)) = &(O) = 0, a muss
also auf eine Nullstelle von f in L abgebildet werden. Nach dem Satz gibt es zu
jeder solchen Nullstelle genau ein passendes ¢. O

Durch Iteration der Konstruktion von Satz 22.1 kénnen wir erreichen, dass ein
gegebenes Polynom in Linearfaktoren zerfallt.

22.4. Definition. Sei k ein Korper und f € k[X] ein normiertes Polynom. Ist
k C K eine Korpererweiterung, so dass f in K[X] in Linearfaktoren zerféllt und K
iiber k von den Nullstellen von f erzeugt wird, dann heifit K ein Zerfillungskorper
von f iiber k.

22.5. Satz. Sei k ein Korper und f € k[X] ein normiertes Polynom. Dann gibt
es einen Zerfillungskorper K von f dber k. Es gilt [K : k] < deg(f)!.

Ist K' ein weiterer Zerfdllungskérper von f iiber k, dann gibt es einen Isomor-
phismus ¢ : K — K’ mit 1|, = idy.

Wegen der Eindeutigkeit bis auf Isomorphie spricht man auch gerne von ,,dem*®
Zerfallungskorper von f iiber k.

Beweis. Der Existenzbeweis geht durch Induktion iiber den Grad n von f (jeweils
gleichzeitig fiir alle Korper k). Im Fall n = 0 ist nichts zu zeigen, denn K = k ist
der einzige Zerfallungskorper. Sei also n > 0. Wir schreiben f = gh mit einem nor-
mierten irreduziblen Polynom ¢ € k[X]. Nach Satz 22.1 gibt es eine Korpererwei-
terung k C k' = k(a), so dass wir in k[ X]| die Zerlegung g = (X —a)g; haben. Das
Polynom f; = g1h € K'[X] hat Grad n — 1. Nach Induktionsannahme gibt es einen
Zerfallungskorper K von f; iiber k. Dann ist K auch ein Zerfallungskorper von f
itber k, denn die Nullstellen von f, ndmlich a und die Nullstellen von f;, liegen
alle in K, und K wird iiber & = k(a) von den Nullstellen von f; erzeugt, also wird
K iiber k von den Nullstellen von f erzeugt. Ebenso haben wir [K : k'] < (n—1)!
also [K 1 k| =[K K] -[K:k]<(n—1)!-n=nl

Zur Eindeutigkeit: Seien K und K’ zwei Zerfallungskorper von f iiber k. Wir
zeigen, dass es einen Homomorphismus ¢ : K — K’ gibt mit ¢|;, = id;. Dann
folgt ebenso, dass es einen Homomorphismus ¢’ : K’ — K gibt mit ¢'[;, = idy. Als
Homomorphismen zwischen Koérpern sind ¢ und ¢’ injektiv. Also sind auch die
Kompositionen ¢’ o1 : K — K und ¢ o/ : K/ — K’ injektiv und k-linear. Da
K und K’ endlich-dimensionale k-Vektorrdume sind, sind sowohl ' o ¢ als auch
1 0 9’ bijektiv. Dann muss v ein Isomorphismus sein.

Der Homomorphismus v wird schrittweise konstruiert. Sei ¢) schon auf dem Zwi-
schenkorper L von k C K definiert (zu Beginn ist L = k); wir haben also
Y+ L — K’ mit ¢|, = idg. Wir faktorisieren f in L[X] in normierte irredu-
zible Faktoren. Sind diese alle linear, dann muss L = K sein, und wir sind fertig.
Anderenfalls sei h ein irreduzibler Faktor vom Grad > 2. Sei h € K’'[X] das Po-
lynom, das durch Anwendung von ¢, auf die Koeffizienten von h entsteht. Sei a
eine Nullstelle von A in K und b eine Nullstelle von A in K’, und sei L' = L(a).
Dann gibt es nach Satz 22.2 eine (eindeutig bestimmte) Fortsetzung ¢y, : L' — K’
von ¢, mit Y (a) =b. Da L' # L, gilt [L' : k] > [L : k]. Weil [K : k] endlich ist,
miissen wir nach endlich vielen Schritten L = K erreichen. U
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Man kann sich vorstellen, dass man durch ,,unendliche Iteration“ der Konstruktion
von Zerfallungskorpern einen algebraischen Abschluss von k erzeugen kann. Die
technischen Details dieser Konstruktion sind allerdings recht kompliziert.

22.6. Bemerkung. Aus dem Zusatz 22.3 folgt im Fall, dass f keine mehrfachen Null-
stellen (in K') hat, dass es genau [K : k] = [K’ : k] Isomorphismen ¢ : K — K’ mit
Y| = idy, gibt. (Im Beweis oben gibt es beim Schritt von L zu L' genau [L' : L] Méglich-
keiten, den Homomorphismus fortzusetzen; die Behauptung folgt durch Induktion.) Man
kann das auf K’ = K anwenden und erhilt die Aussage, dass die Korpererweiterung
k C K genau [K : k] Automorphismen hat (das sind Koérperautomorphismen von K,
die auf & die Identitét induzieren). Das ist die maximal mogliche Anzahl. Korpererwei-
terungen mit der Eigenschaft, dass sie diese Maximalzahl an Automorphismen haben,
heiflen Galois-Erweiterungen; wir werden sie in der , Vertiefung der Algebra“ genauer
studieren.

23. ENDLICHE KORPER

Wir wollen uns jetzt etwas ausfiihrlicher mit endlichen Kérpern beschéftigen. End-
liche Korper sind einerseits innerhalb der Mathematik wichtige Objekte, spielen
andererseits aber auch fiir Anwendungen etwa in der Codierungstheorie und der
Kryptographie eine grofie Rolle.

Wir wiederholen erst einmal kurz, was wir bereits iiber endliche Korper wissen.

23.1. Erinnerung. Sei F' ein endlicher Korper.

(1) Fir jede Primzahl p ist F, = Z/pZ ein Korper mit p Elementen.
(2) char(F) = p ist eine Pmmzahl und F enthdlt (eine Kopie von) F,,.
(3) #F =p® mite > 1.

(4) In F gilt (x 4+ y)? = 2 + 4P (und (zy)? = xPy?).

(5) Die multiplikative Gruppe F* von F' ist zyklisch.

Die vorletzte Aussage legt folgende Definition nahe:

23.2. Definition. Sei F' ein Korper der Charakteristik p > 0. Dann ist ¢p : F' —
F, x +— xP, ein Endomorphismus von F'; ¢ heifit der Frobenius-Endomorphismus
von F. Ist F endlich, dann ist ¢y ein Automorphismus von F' und heifit dem
entsprechend der Frobenius-Automorphismus von F.

(Dass ¢ ein Ringhomomorphismus ist, folgt aus (z +y)? = a? + y? (,Freshman’s
Dream“). Als Homomorphismus zwischen Koérpern ist ¢p injektiv. Ist F' endlich,
muss ¢p : F' — F dann sogar bijektiv sein.)

Wir bezeichnen die Iterierten von ¢p mit ¢%, also ¢% = idp und ¢ = ¢ o ¢

23.3. Lemma. Sei F' ein endlicher Korper der Charakteristik p, #F = p®. Dann
st ¢% = idp, und fiir jeden Teiler f von e ist die Teilmenge

Ki={reF|¢hx)=a}CF

ein Teilkorper von F mit p Elementen. Jeder Teilkorper von F hat die Form K f
fuir einen Teiler f von e.
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Beweis. Die multiplikative Gruppe F* von F hat p¢ — 1 Elemente, also gilt fiir
alle z € F*, dass 27 ~! = 1 ist. Daraus folgt 27" = z, also ¢%(z) = idp(z) fiir alle
x € F. (Vergleiche den kleinen Satz von Fermat, das ist der Spezialfall ' = F,.)

Sei jetzt f ein Teiler von e. Dann ist Ky ein Teilkoérper von F' — das gilt fiir die
Menge der Fixpunkte jedes Koérperautomorphismus (Ubung). Da alle Elemente
von K die Gleichung ' —x =0 erfiillen, muss #K; < p/ sein. Es gilt p/ —1 | p°—1
(denn mit e = fgist p° —1 = (pf)9 —1 = 19 — 1 = Omod p/ — 1); daraus
folgt XP' =1 — 1 | X?*~1 — 1, also ist auch X?’ — X ein Teiler von X*" — X im
Polynomring F[X]. Da X?° — X p° verschiedene Nullstellen in F hat, muss auch
X?" — 1 p/ verschiedene Nullstellen in F' haben, also ist #K > p/.

Sei schliefllich K C F ein Teilkérper. Dann gilt #K = p/ mit geeignetem f; wegen
f-[F: K] =emuss f ein Teiler von e sein. Die erste Aussage dieses Lemmas zeigt
dann, dass qbf( = gb?] K die Identitét von K ist. Das bedeutet K C Ky, und weil
beide Seiten die gleiche Anzahl von Elementen haben, muss K = K gelten. [

Wir haben uns jetzt zwar schon einmal einen Uberblick iiber die Teilkdrper eines
endlichen Korpers verschafft, aber wir wissen immer noch nicht, ob es auch zu jeder
Primzahlpotenz p® einen endlichen Korper mit p¢ Elementen gibt. (Aus dem eben
bewiesenen Lemma folgt nur, dass mit dem Exponenten e auch jeder Teiler von e
vorkommen muss.) Um diese Frage zu beantworten, verwenden wir die Existenz
von Zerfallungskorpern und lassen uns von der Beschreibung der Teilkorper in
Lemma 23.3 inspirieren.

23.4. Satz. Sei F' ein endlicher Korper mit #F = q = p®, und sei n > 1. Dann
gibt es eine Korpererweiterung F C F' mit [F' . F| = n. Jeder solche Kérper ist
ein Zerfillungskorper von X7 — X iiber F'; insbesondere sind alle solche Korperer-

weiterungen von F isomorph (d.h., es gibt einen Isomorphismus, der auf F die
Identitdt ist).

Beweis. Die zweite Aussage sagt uns, wie wir einen geeigneten Korper F” finden
kénnen: Sei F ein Zerfallungskorper von f = X9 — X iiber F', der nach Satz 22.5
existiert. Dann ist F’ von endlichem Grad iiber F', also ebenfalls endlich. Die
Menge der Fixpunkte von ¢%' bildet nach dem Beweis von Lemma 23.3 einen
Teilkorper F” von F'. Diese Fixpunkte sind gerade die Nullstellen von f in F’
(beachte: ¢" = p). Da F’ Zerfallungskorper von f ist, zerfillt f in F'[X] in
Linearfaktoren. Da f/ = p®"X?"~! — 1 = —1 niemals verschwindet, hat f in F’
q" = p verschiedene Nullstellen. Es folgt #F’ = ¢". Da alle Nullstellen von f
schon in F’ liegen, muss F” = F” sein (denn F” ist von diesen Nullstellen erzeugt).

O

23.5. Folgerung. Sei p eine Primzahl und e > 1. Dann gibt es Korper F' mit
#F = p°. Jeder solche Kérper ist ein Zerfillungskirper von X?P° — X idiber F;
insbesondere sind alle Kérper mat p¢ Elementen isomorph.

Beweis. Wir wenden Satz 23.4 auf F' = [F,, an. U

Man schreibt daher gerne IF, fiir ,,den” Korper mit ¢ = p® Elementen.
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23.6. Lemma. Sei k C K eine Korpererweiterung mit K endlich. Dann ist diese
Erweiterung einfach (d.h., es gibt o« € K mit K = k(«)).

Beweis. Die Gruppe K* ist zyklisch; sei a € K* ein Erzeuger. Dann ist K =
{0} u{a"|0<n<#K —1}, also gilt K = k(«). O

Aus Satz 23.4 und Lemma 23.6 konnen wir nun Schliisse iiber die Existenz von
irreduziblen Polynomen vorgegebenen Grades iiber einem endlichen Kérper ziehen.

23.7. Proposition. Sei F' ein endlicher Korper und n > 1. Dann gibt es minde-
stens ein normiertes irreduzibles Polynom f € F[X]| vom Grad n.

Beweis. Sei ¢ = #F = p°. Nach Satz 23.4 gibt es eine Korpererweiterung F’
von F' vom Grad n, nach Lemma 23.3 hat F’ einen Teilkérper mit ¢ Elementen,
und wieder nach Satz 23.4 ist dieser Teilkorper zu F' isomorph. Wir kénnen also
F' als Erweiterung von F' vom Grad n betrachten. Nach Lemma 23.6 ist F” eine
einfache Erweiterung von F. Sei a € F” ein primitives Element (also F' = F(a)),
und sei f € F[X] das Minimalpolynom von «. Dann gilt deg(f) = [F(«) : F] =
[F': F] =n, und f ist irreduzibel und normiert. O

Man kann diese Aussage noch verfeinern, indem man die Anzahl der normierten
irreduziblen Polynome vom Grad n betrachtet. Dazu beweisen wir erst noch zwei
vorbereitende Aussagen.

23.8. Lemma. Sei I ein endlicher Korper, ¢ = p* = #F, und f € F[X] normiert
und irreduzibel mit deg(f) = n. Sei F' eine Kdrpererweiterung von F vom Grad n.
Dann hat f in F' eine Nullstelle o, und in F'[X] gilt

f=(X—-a)(X—a)(X —aT)--- (X —a? ).

Insbesondere ist F' ein Zerfdllungskérper von f iber F.

Beweis. Nach Satz 22.1 gibt es eine Korpererweiterung F” von F vom Grad n,
in der f eine Nullstelle hat. Nach Satz 23.4 sind also F’ und F” isomorph als
Korpererweiterungen von F. Es folgt, dass f in F” eine Nullstelle a hat. Sei jetzt
B € F' irgend eine Nullstelle von f. Dann gilt

0= ¢%(0) = ¢% (f(8)) = f(¢5(8)) = f(B7),

denn ¢%, ist nach Lemma 23.3 auf F’, also auf den Koeffizienten von f, die Identitét.

Also ist auch 7 eine Nullstelle von f. Induktiv erhalten wir also, dass alle 4" fiir
k=0,1,2,... Nullstellen von f sind.

Da die Abbildung ¢% : x +— x? bijektiv und F’ endlich ist, muss die Folge
(o, a%,a? . ..) von Beginn an periodisch sein. Da % nach Lemma 23.3 die Iden-
titdt auf I ist, ist die Periodenlinge ein Teiler von n. Wire sie ein echter Tei-
ler m von n, dann wire o in der Fixpunktmenge von ¢%" enthalten, also in einer
Korpererweiterung vom Grad m von F. Das wére aber ein Widerspruch dazu,
dass das Minimalpolynom von « Grad n hat, vergleiche Folgerung 21.5. Also ist
die Periodenlénge n, und damit sind die ersten n Glieder der Folge paarweise
verschieden. Da diese n Elemente allesamt Nullstellen von f sind, miissen es alle
Nullstellen von f sein, und die behauptete Faktorisierung folgt. O
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23.9. Lemma. Sei F' ein endlicher Korper, g = #F und n > 1. Dann gilt
X" -x=][r
f

in F[X], wobei das Produkt tiber alle normierten irreduziblen Polynome f € F[X]
mit deg(f) | n lduft.

Beweis. Wir haben bereits gesehen, dass h = X" — X insgesamt ¢" verschiedene
Nullstellen in F’ hat, wobei F’ der Zerfillungskorper von h iiber F ist. Auflerdem
gilt [F" : F| = n. Da alle Elemente von F’ Nullstellen von h sind, gilt in F'[X] die
Faktorisierung
h=X"-X=]][(X-0a).
acF’

Sei w € F'. Dann ist [F(«) : F] ein Teiler von n, also ist der Grad des Minimal-
polynoms f von « ein Teiler von n. Damit ist f ein Faktor im Produkt auf der
rechten Seite. Dieses Argument zeigt, dass jede Nullstelle von h auch Nullstelle
des Produkts ist, also teilt A das Produkt. Sei jetzt umgekehrt f € F[X] ein nor-
miertes irreduzibles Polynom mit m = deg(f) | n. Es gibt einen Zwischenkorper
F C K C F' mit [K : F] = m. Nach Lemma 23.8 ist K ein Zerféllungskorper
von f iiber F', also zerféllt f auch iiber F” in Linearfaktoren. Das zeigt, dass f
ein Teiler von h ist. Da verschiedene normierte irreduzible Polynome teilerfremd
sind, folgt, dass das Produkt auf der rechten Seite ein Teiler von A ist. Da beide
Seiten normiert sind und sich gegenseitig teilen, miissen sie gleich sein. U

Aus dieser Faktorisierung kénnen wir nun leicht folgende Rekursion herleiten.

23.10. Satz. Sei F' ein endlicher Korper mit #F = q. Wir schreiben a,(q) fir
die Anzahl der normierten irreduziblen Polynome vom Grad n in F[X]. Dann gilt

fir allen > 1
> kar(g) =q".
kln

Beweis. Die linke Seite ergibt den Grad des Produkts auf der rechten Seite der
Formel in Lemma 23.9, die rechte Seite ist der Grad des Polynoms X" — X auf
der linken Seite. U

23.11. Beispiele. Fiir kleine Grade n erhalten wir:

ai(q) =q

az(q) = w =3(¢* — q)

as(q) = @ =3(¢° —q)

ailg) = L2220 =@ 4 )

4
Fiir ¢ = 2 haben wir also a1(2) = 2, a2(2) = 1, a3(2) = 2, a4(2) = 3, vergleiche die
Tabelle von irreduziblen Polynomen iiber Fy in 12.8.

Es gibt eine allgemeine Formel fiir a,(¢q). Dafiir brauchen wir noch eine Definition
und ein Lemma.
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23.12. Definition. Die Mdbiusfunktion u : Z~o — {—1,0, 1} ist definiert durch

(n) (—1)% falls n = pyps - - - pr mit paarweise verschiedenen Primzahlen p;,
n) =
. 0 falls n nicht quadratfrei.

Aus der Definition ergibt sich, dass aus m L n die Beziehung pu(mn) = u(m)u(n)
folgt.

23.13. Lemma. Sei R ein Ring, und seien (a,)n>1 und (by,),>1 zwei Folgen von
Elementen von R. Dann gilt

Vnzlzz:ak:bn — VnZl:Zu(%)bk:an.

Beweis. Wir zeigen zunéchst
1 firn=1,
Donk) =
™ irn > 1.

Der Fall n = 1 ist klar. Sei also n > 1 und p ein Primteiler von n; sei n = mp® mit
p 1 m. Dann sind die Teiler von n gegeben durch k& = Ip/ mit [ [m und 0 < f <e,
und wir haben

S oulk) =323 ulp”) =D p)up’)

kln llm f=0 llm f=0

= (> 1) (X n") = (Zu ))1-1)=0.
llm f=0
Fiir die Implikation ,,=“ setzen wir die Definition von b,, ein:

ZM bk—ZM )Y a= ZWZM(%)

k|n kln Ik lin llk|n
= E ap § p(m) = ay,
ln m|F

(wir benutzen, dass die n/k genau die Teiler von n/l durchlaufen). Der Beweis
von ,,<=" ist dhnlich. Il

23.14. Folgerung. FEs gilt

=g

k|n
Beweis. Anwendung von Lemma 23.13 auf a,, := na,(q) und b, := ¢". U

Zum Beispiel gilt
agq) = (" —* = +q).

Es gibt also ag(2) = 9 verschiedene irreduzible Polynome vom Grad 6 iiber Fs.
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24. KONSTRUKTIONEN MIT ZIRKEL UND LINEAL

In diesem letzten Abschnitt werden wir sehen, dass sich die Theorie der Korperer-
weiterungen auf ein geometrisches Problem anwenden lasst; man kann sie ndmlich
dazu benutzen, um zu entscheiden, ob gewisse Konstruktionen mit Zirkel und
Lineal moglich sind oder nicht.

Dazu erinnern wir uns daran, was bei einer ,, Konstruktion mit Zirkel und Lineal
erlaubt ist. Wir beginnen mit einer Menge S gegebener Punkte in der Ebene. Wir
konnen dann schrittweise weitere Punkte und dazu Geraden und Kreise konstru-
ieren:

e Die Gerade durch zwei (verschiedene) bereits konstruierte Punkte.

e Der Kreis um einen bereits konstruierten Punkt mit Radius gleich dem
Abstand zweier bereits konstruierter Punkte.

e Die Schnittpunkte von bereits konstruierten Geraden und Kreisen (wenn
es endlich viele sind).

Als ersten Schritt zur ,, Algebraisierung® fithren wir (kartesische) Koordinaten der
Ebene ein. Wenn wir davon ausgehen, dass wir mit mindestens zwei gegebenen
Punkten starten, konnen wir die Koordinaten so wéhlen, dass einer der Punkte
der Ursprung und ein anderer der Punkt (1, 0) auf der z-Achse ist, dass also S die
Punkte (0,0) und (1, 0) enthilt.

Wir iiberlegen jetzt, wie sich die Konstruktion von Punkten algebraisch nieder-
schliagt. Eine erste Beobachtung ist, dass sich ein Punkt (z,y) genau dann ausge-
hend von S konstruieren lisst, wenn das fiir die Punkte (z,0) und (y,0) gilt. Wir
kénnen also ohne Einschrénkung annehmen, dass S = S’ x {0} ist mit einer Teil-
menge S’ C R (bestehend aus den z- und y-Koordinaten der Punkte aus S). Wir
nennen dann eine reelle Zahl o konstruierbar aus S’, wenn sich (a,0) ausgehend
von S = 5" x {0} konstruieren ldsst. Im Folgenden schreiben wir der Einfachheit
halber S fiir die Menge S’. Wir sagen, « sei konstruierbar, wenn « aus {0, 1}
konstruierbar ist.

24.1. Proposition. Sei a € R aus S C R (mit 0,1 € S) konstruierbar. Dann
kann o als Ausdruck in den Elementen von S geschrieben werden, der nur die
vier Grundrechenarten und Quadratwurzeln enthdlt.

Formaler ausgedriickt: Es gibt einen Kdrperturm
QS =K¢CK,CKyC...CcK,CR

mit a € K, und [K,, : Kn_1] = 2 fir alle m = 1,....n. Insbesondere ist «
algebraisch iber Q(S), und [Q(S, «) : Q(S)] ist eine Zweierpotenz.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass die Koordinaten der Schnittpunkte von Geraden
und/oder Kreisen, die durch bereits konstruierte Punkte P; definiert sind, sich in
der geforderten Weise durch die Koordinaten (z;,y;) der P; ausdriicken lassen. Die
Aussage folgt dann durch Induktion iiber die Anzahl der Konstruktionsschritte.
Wir miissen drei Fiélle betrachten:

(1) Schnitt zweier Geraden. Die Geraden seien die Geraden durch die Punkte
P; und P, und durch die Punkte P; und P,. Ein Punkt P = (z,y) liegt
auf der Geraden durch P, und P, genau dann, wenn

1 9 T

det |yi v y | =0,
1 1 1
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und analog fiir die Gerade durch P; und Pj. Dies ergibt ein lineares Glei-
chungssystem fiir  und y, dessen (eindeutige, denn die Geraden sind ver-
schieden) Losung durch rationale Ausdriicke in den Koeffizienten gegeben
ist. Diese Koeffizienten sind wiederum Polynome in den z; und y;. Somit
sind die Koordinaten des Schnittpunkts mittels der vier Grundrechenarten
aus den Koordinaten der P; zu berechnen.

(2) Schnitt von Gerade und Kreis. Die Gerade sei durch P; und P gegeben, der
Kreis habe Mittelpunkt P; und Radius |PyPs|. Wir erhalten das folgende
Gleichungssystem:

(11 —y2)x — (21 — 22)y + T1y2 — 221 =0
(z — 953)2 + (y — y3)2 — (w4 — 955)2 — (ya — y5)2 =0
Es hat die Form
ax+by+c=2+y*+dr+ey+ f=0,

wobei a,b,c,d, e, f rationale Ausdriicke in den Koordinaten der P; sind.
Wir kénnen die erste Gleichung nach x oder y auflosen (denn a und b
konnen nicht beide null sein) und dann in die zweite einsetzen. Das liefert
eine quadratische Gleichung in y oder x, deren Losungen (soweit existent)
sich nach der bekannten Losungsformel fiir quadratische Gleichungen durch
rationale Ausdriicke und das Ziehen einer (reellen) Quadratwurzel erhalten
lassen.
(3) Schnitt zweier Kreise. Wir erhalten zwei Gleichungen der Form

Py dartbyte=a +yi+dr+by+Jd=0.

Wir konnen annehmen, dass die Kreise nicht konzentrisch sind (sonst
gibt es keinen Schnittpunkt, oder die Kreise sind identisch); das bedeu-
tet (a,b) # (a/,'). Durch Subtraktion erhalten wir die lineare Gleichung

(a—ad)x+b=0)y+c—=0.

Den resultierenden Fall (eine lineare und eine quadratische Gleichung) ha-
ben wir aber bereits behandelt.

Sei K der von den bisher konstruierten Zahlen erzeugte Unterkorper von R. Zu
Beginn der Konstruktion ist X = Q(S). Rationale Operationen ergeben wieder
Elemente von K. Wenn wir eine Quadratwurzel ziehen, dann adjungieren wir eine
Nullstelle von X2 — 3 fiir ein Element 3 € K. Der resultierende Kérper K’ = K(f3)
ist entweder gleich K (wenn f ein Quadrat in K ist) oder hat Grad 2 iiber K. So
erhalten wir schrittweise den Turm von quadratischen Erweiterungen, so dass der
letzte Korper das Element o enthélt.

Da Q(S,a) C K,, und
(K, :Q(9)] =[Ky: Ko| - [Ky: K]+ [K, : Kpq] =2" < 00

ist, folgt, dass « als Element einer endlichen Kérpererweiterung von Q(S) iiber Q(S)
algebraisch ist. Auerdem gilt [Q(S,«) : Q(9)] | [K, : Q(S)] = 2", also ist der
Grad von Q(S, «) iiber Q(S) eine Zweierpotenz. O

Damit konnen wir bereits die Unlosbarkeit mehrerer klassischer Probleme zeigen.
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24.2. Folgerung (Wiirfelverdopplung). Die Zahl </2 ist nicht konstruierbar.

Beweis. X3—2 € Q[X] ist irreduzibel nach Eisenstein, also ist [Q(+/2) : Q] = 3 und
damit keine Zweierpotenz. Nach Proposition 24.1 ist v/2 also nicht konstruierbar.

O

Dahinter steht das sogenannte , Delische Problem* der Wiirfelverdopplung. Der
Name geht auf eine Legende zuriick: Die Insel Delos wurde von einer Pestepidemie
heimgesucht. In ihrer Verzweiflung befragten die Bewohner das Orakel von Delphi.
Die Auskunft war, dass die Epidemie enden wiirde, wenn sie den wiirfelférmigen
Altar im Tempel des Apollon im Volumen verdoppelten. Die antiken Mathemati-
ker interpretierten das so, dass die Seitenldnge eines Wiirfels mit dem doppelten
Volumen mit Zirkel und Lineal konstruiert werden sollte. Das Verhéltnis der Sei-
tenléingen ist gerade +/2. Besonders hilfreich kann der Orakelspruch also nicht
gewesen sein. . .

Wir sagen, ein Winkel ¢ ist konstruierbar, wenn sein Cosinus (oder sein Sinus, bei-
des ist dquivalent) konstruierbar ist. Durch Errichten des Lots auf die z-Achse im
Punkt (cos ¢, 0) und Schneiden mit dem Einheitskreis kann man leicht eine Gerade
durch den Ursprung konstruieren, die mit der x-Achse den Winkel ¢ einschliefit.

Offenbar ist ein reguléres n-Eck genau dann konstruierbar, wenn der Winkel 27”
konstruierbar ist.

24.3. Folgerung (Neuneck). Der Winkel % (das entspricht 40°) ist nicht kon-
struierbar. Also ist das requldre Neuneck nicht konstruierbar.

Beweis. Sei ( = €*™/% = cos & + isin Z. Dann ist (* eine primitive dritte Ein-
heitswurzel, also gilt (6 + 34+ 1= (*)?+*+1=0. Sei a =+ (' =2cos Z.
Dann gilt

o’ =3a+1=(C+3C+3C+¢7) =3¢+ +1=C(C+C+1)=0.

Das Polynom f = X?—3X+1 ist irreduzibel, denn es hat keine rationale Nullstelle
(nur £1 kdmen in Frage). Es folgt [Q(«) : Q] = deg(f) = 3. Nach Proposition 24.1
27

ist also o (und damit natiirlich auch a/2 = cos %) nicht konstruierbar. O

Da der Winkel %” sehr leicht konstruierbar ist, folgt daraus auch:

24.4. Folgerung (Winkeldreiteilung). Es gibt keine allgemeine Konstruktion
miat Zirkel und Lineal, die einen Winkel in drei gleiche Teile teilt.

Genauer heifit das: Es gilt nicht, dass fiir beliebige ¢ die Zahl cos £ aus {0, 1, cos ¢}
konstruierbar ist.

Beweis. Wegen cos ¥ = —1% miisste cos 2 (aus {0,1}) konstruierbar sein, was

aber nach Folgerung 24.3 nicht der Fall ist. U
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24.5. Folgerung (Regulidres p-Eck). Sei p eine ungerade Primzahl. Dann ist
das requldre p-Eck hochstens dann konstruierbar, wenn p eine Fermatsche Prim-
zahl ist, also p = 22" + 1 fiir ein m > 0.

Beweis. Die p-te Einheitswurzel ¢ = e2™/? ist Nullstelle von f = XP~!1 4+ XP~2 4
...+ X + 1, und f ist irreduzibel (Eisenstein fir f(X + 1), sieche 12.11). Es gilt
[Q(¢) : Q(cos 27“)] = 2 (Beispiel nach Folgerung 21.6). Wenn das reguldre p-Eck
konstruierbar ist, dann muss [Q(cos 2;”) : Q] eine Zweierpotenz sein, und damit ist
auch
p—1=[QC): Q =2[Qcos ) : Q]

eine Zweierpotenz. p hat also die Form 2"+ 1. Wenn n = kl ist mit £ > 1 ungerade,
dann ist

2"+ 1= +1=2 + 1)) = 2) 2+ =24+ 1)

keine Primzahl. Also ist n = 2™ selbst eine Zweierpotenz. U

Zum Beispiel kann man keine reguléren 7-, 11- oder 13-Ecke konstruieren. Umge-
kehrt kann man zeigen, dass regulire p-Ecke fiir Fermatsche Primzahlen p tatséch-
lich konstruierbar sind (Gaufl 1796). Fiir p = 3 und p = 5 ist das seit der Antike
bekannt. GauB fand 1796 eine Konstruktion fiir das regulidre 17-Eck (mit neun-
zehn Jahren!) — daran erinnert ein siebzehnzackiger Stern an seinem Denkmal
in Braunschweig. Richelot gab 1832 eine Konstruktion des reguldren 257-Ecks an.
,Im Jahr 1894 fand Johann Gustav Hermes nach mehr als zehnjahriger Anstren-
gung eine Konstruktionsvorschrift fiir das regelméfige 65537-Eck und beschrieb
diese in einem Manuskript von mehr als 200 Seiten, welches sich heute in einem
speziell dafiir angefertigten Koffer in der Mathematischen Bibliothek der Univer-
sitdt Gottingen befindet.“ (Wikipedia zum 65537-Eck)

Weitere Fermatsche Primzahlen sind nicht bekannt. (Fermat hatte einmal behaup-
tet, alle Zahlen 22" +1 seien prim. Schon Euler zeigte, dass 232 +1 durch 641 teilbar
ist.)

Die Unmoglichkeit eines anderen klassischen Problems zeigt die néchste Folgerung.

24.6. Folgerung (Quadratur des Kreises). Die Zahl \/7 ist nicht konstruier-
bar.

Beweis. Wire /7 konstruierbar, dann wire /7 und damit auch 7 nach Proposi-
tion 24.1 algebraisch. 7 ist aber transzendent. O

Fiir die ,,Quadratur des Kreises“ wird verlangt, zu einem Kreis mit gegebenem
Radius (den wir ohne Einschrénkung = 1 annehmen kénnen) die Seitenlénge eines
Quadrats mit dem gleichen Fléacheninhalt zu konstruieren. Diese Seitenlénge ist
gerade /7, also ist eine Konstruktion mit Zirkel und Lineal nicht moglich.

Wenn man zeigen will, dass gewisse Konstruktionen mdglich sind, dann braucht
man eine Umkehrung von Proposition 24.1. Tatséchlich ist es so, dass die vier
Grundrechenarten und das Ziehen von Quadratwurzel durch Konstruktionen mit
Zirkel und Lineal ausgefithrt werden konnen. Fiir Addition und Subtraktion ist
das klar. Fiir Multiplikation und Division verwendet man den Strahlensatz. Fiir
Quadratwurzeln konstruiert man einen Kreis mit Durchmesser 1 4+ x und trégt 1
auf dem Durchmesser ab. Das Lot in diesem Punkt trifft den Kreis im Abstand
V/x, wie man mit dem Satz des Pythagoras, angewandt auf die drei entstehenden
rechtwinkligen Dreiecke, leicht nachrechnet. Daraus ergibt sich:
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24.7. Satz. Sei S C R (mit 0,1 € S). Dann ist « € R genau dann aus S kon-
struterbar, wenn es einen Kdérperturm

Q) =KyCcKyCKyC...CK,CR
gibt, so dass o € K, und [K, : K1) =2 fiir allem =1,....n.

Die Konstruierbarkeit des reguléren Siebzehnecks folgt dann zum Beispiel aus der
Formel von Gauf}

—1 4+ V17 +1/2(17 — V17) +2\/17+3\/1_— \ 2017 — V17) — 24/2(17 + V17)

fiir 16 cos ?—’7’

Im néchsten Semester werden wir eine Charakterisierung konstruierbarer Zahlen
mit Hilfe der Galoistheorie kennen lernen. Daraus ergibt sich dann zum Beispiel
die Aussage, dass das reguldre n-Eck genau dann konstruierbar ist, wenn ¢(n)
(Eulersche ¢-Funktion) eine Zweierpotenz ist. Das bedeutet, dass n = 2¥p; -+ - p,,
ist, wo p1,...,pmn verschiedene Fermatsche Primzahlen sind.
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