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Diese Vorlesung ist eine Vertiefungsvorlesung aus dem Bereich ,, Algebra/Zahlen-
theorie/Diskrete Mathematik®. Sie kann im sowohl im Bachelor- als auch im Ma-
sterstudiengang Mathematik gehort werden.

Einige Abschnitte in diesem Skript sind kleiner gedruckt. Dabei handelt es sich meistens um

erginzende Bemerkungen zur Vorlesung, die nicht zum eigentlichen Stoff gehoren, die Sie aber
vielleicht trotzdem interessant finden.

In der Bildschirmversion des Skripts finden sich hin und wieder Links wie dieser
hier (er zeigt auf meine Homepage). Die meisten davon verweisen auf Wikipedia-
Eintrdge von Mathematikern.

Fiir die Zwecke dieser Vorlesung ist Null eine natiirliche Zahl:
N=1{0,1,2,3,...};
gelegentlich werden wir die Schreibweise
N, ={1,2,3,...}

fiir die Menge der positiven natiirlichen (oder ganzen) Zahlen verwenden. Meistens
werden wir zur Vermeidung von Unklarheiten aber Zs, und Z fiir diese Mengen
schreiben. Wie iiblich steht Z fiir den Ring der ganzen Zahlen, Q fiir den Korper
der rationalen Zahlen, R fiir den Kérper der reellen Zahlen und C fiir den Kérper
der komplexen Zahlen. Auflerdem steht A C B fiir die nicht notwendig strikte
Inklusion (A = B ist also erlaubt); fiir die strikte Inklusion schreiben wir A C B.
Wir schreiben a L b, um auszudriicken, dass die ganzen Zahlen a und b teilerfremd
sind (dass also ggT(a,b) = 1 ist).


http://www.mathe2.uni-bayreuth.de/stoll/
http://www.mathe2.uni-bayreuth.de/stoll/
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1. EINLEITUNG UND BEISPIELE

Was sind ,,Diophantische Gleichungen“? Hier ist eine Definition.

1.1. Definition. Eine diophantische Gleichung ist eine algebraische Gleichung
iber Z (in mehreren Variablen), die in ganzen oder rationalen Zahlen gelost wer-

den soll. %

Eine algebraische Gleichung tiber Z ist dabei eine Gleichung der Form
F($1,$2,...,$n) = O,

wo F € Z[zy,xs,...,x,] ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten ist.

Das Wesentliche an dieser Definition ist nicht die Form der Gleichung, sondern die
Tatsache, dass ganze oder rationale Losungen gesucht werden. Was von beiden die
interessante Frage ist, hdngt vom jeweiligen Problem ab.

Man kann die Definition ausweiten auf Systeme von Gleichungen, die gleichzeitig

erfiillt werden sollen. (Da fiir rationale Zahlen z, ..., x,, die Gleichung x? + ...+
r2 =0 nur die Lésung x1 = ... = x,,, = 0 hat, ist jedes System
Fl(Il,...,.Tn) =...= Fm(xl,...,xn) =0

dquivalent zu einer einzigen Gleichung
Fi(zy,...,2)2 + ...+ Fplay,...,2,)> =0;
das ist also keine wirkliche Verallgemeinerung.)

Manchmal betrachtet man auch Gleichungen, in denen ein oder mehrere Exponen-
ten als (positive ganzzahlige) Variable auftreten. Solche Gleichungen heiflen auch
exponentielle diophantische Gleichungen.

Die Namensgebung erfolgte zu Ehren von Diophant(os) von Alexandria. Man weif3
recht wenig {iber ihn selbst. Einigermafien sicher kann man sein Schaffen zwischen
150 vor und 350 nach Christus datieren; Experten halten es fiir wahrscheinlich,
dass es sich im 3. Jahrhundert n. Chr. abgespielt hat. Es gibt eine Rétsel Aufgabe,
die sich auf sein Alter bezieht und aus einer Sammlung stammt, die um 500 ent-
standen ist (Ubersetzung von Norbert Schappacher, Losung als Ubungsaufgabe):

Hier dies Grabmal deckt Diophantos’ sterbliche Hiille,

Und in des Trefflichen Kunst zeigt es sein Alter dir an.

Knabe zu sein, gewéhrt” ihm der Gott ein Sechstel des Lebens,
Und ein Zwolftel der Zeit ward er ein Jiingling genannt.

Noch ein Siebentel schwand, da fand er des Lebens Geféahrtin,
Und fiinf Jahre darauf ward ihm ein liebliches Kind.

Halb nur hatte der Sohn des Vaters Alter vollendet,

Als ihn plétzlich der Tod seinem Erzeuger entriss.

Noch vier Jahre betrauert’ er ihn im schmerzlichen Kummer.
Und nun sage das Ziel, welches er selber erreicht!

Jedoch sind einige von seinen Schriften iiberliefert. Sein Hauptwerk ist die Arith-
metika, von deren urspriinglich 13 Biichern sechs oder vielleicht auch zehn erhalten
sind. Dort beschéftigt er sich mit der Losung von Gleichungen in rationalen Zah-
len; es ist die erste bekannte systematische Behandlung des Themas. Zu diesem
Zweck fiihrt er auch als einer der Ersten symbolische Bezeichnungen fiir eine Un-
bestimmte und ihre Potenzen ein.

DEF
Diophantische
Gleichung


https://de.wikipedia.org/wiki/Diophantos_von_Alexandria
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biographies/Diophantus.html
https://de.wikipedia.org/wiki/Norbert_Schappacher
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Die erste brauchbare Ubersetzung (ins Lateinische) und Kommentierung des grie-
chischen Textes, die auch allgemein erhéltlich war, wurde von Bachet im Jahr 1621
veroffentlicht. Fermat besafl ein Exemplar dieser Ausgabe und wurde dadurch
zu eigenen Forschungen angeregt — der Beginn der neuzeitlichen Beschéftigung
mit unserem Thema. In diesem Buch befand sich auch die berithmt-beriichtigte
Randnotiz mit der Fermatschen Vermutung, die Fermats Sohn (mit den anderen
Randbemerkungen) in seine Ausgabe der Arithmetika mit aufnahm.

Hier ist eine (recht willkiirliche) Auswahl an Beispielen von diophantischen Glei-
chungen.

(1)

aX +bY =c¢

Hier sind a,b, ¢ € Z gegeben und wir suchen nach Losungen X,Y € Z (ratio-
nale Losungen gibt es immer, aufler wenn @ = b =0 und ¢ # 0 ist).

Diese einfache lineare Gleichung ist genau dann lésbar, wenn der gg'T von a
und b ein Teiler von c¢ ist. Ist (29, yo) eine Losung, dann sind alle Losungen
von der Form (zg + tV',yy — ta’) mit ¢ € 7Z, wobei ¢’ = a/ggT(a,b) und
b =1b/geT(a,b).

X2 +Y?= 22

mit X,Y,Z € Z (oder auch Q, das macht keinen groflen Unterschied). Diese
Gleichung ist homogen (d.h., jeder Term hat denselben Gesamtgrad, hier 2);
deswegen konnen wir Losungen skalieren, d.h., alle Variablen mit einem Faktor
durchmultiplizieren. Abgesehen von der trivialen Losung X =Y = Z = 0,
die einen hier nicht interessiert, sind dann alle (ganzzahligen oder rationalen)
Losungen Vielfache einer primitiven ganzzahligen Losung, das ist eine Losung
mit ggT(X,Y, Z) = 1.

Wir werden gleich sehen, dass man alle primitiven Losungen in einer einfa-
chen parametrischen Form beschreiben kann. Wegen des Zusammenhangs mit
dem Satz von Pythagoras iiber rechtwinklige Dreiecke heiflen Losungen dieser
Gleichung auch pythagoreische Tripel.

Xn 4 Yn = 7"

Diese Gleichung ist wieder homogen, sodass man sich auf primitive ganzzahli-
ge Losungen beschrinken kann. Das ist die beriihmte Fermatsche Gleichung:
Fermat behauptete in einer Bemerkung, die er an den Rand seines Exemplars
von Bachets Diophant-Ubersetzung schrieb, dass diese Gleichung fiir n > 3
keine Losungen in positiven ganzen Zahlen habe (womit Losungen wie (1,0, 1)
ausgeschlossen sind). Er habe dafiir einen ,,wundervollen Beweis“ entdeckt, der
Rand sei aber zu klein dafiir. Fermat hat die Aussage fiir n = 4 tatséchlich be-
wiesen (einen Beweis werden wir bald sehen), moglicherweise auch fiir n = 3.
Experten sind sich ziemlich einig, dass Fermats ,,Beweis®“ fiir den allgemeinen
Fall keiner war und Fermat das auch schnell bemerkt hat: er hat diese Behaup-
tung (fiir n > 5) zum Beispiel nie in seinen Briefen an andere Mathematiker
erwahnt.

Die Suche nach einem Beweis dieser ,Fermatschen Vermutung“ hat in den
nachfolgenden Jahrhunderten einen umfangreichen Schatz an mathematischen
Entwicklungen hervorgebracht, bis hin zu Wiles’” Beweis der Modularitéitsver-
mutung fiir Elliptische Kurven. Leider gibt es immer noch viele eher unbedarfte
Amateure, die glauben, Fermats urspriinglichen (falschen!) Beweis gefunden
zu haben. ..


https://de.wikipedia.org/wiki/Claude_Gaspard_Bachet_de_M%C3%A9ziriac
https://de.wikipedia.org/wiki/Pierre_de_Fermat
https://de.wikipedia.org/wiki/Andrew_Wiles
https://de.wikipedia.org/wiki/Modularit%C3%A4tssatz
https://de.wikipedia.org/wiki/Modularit%C3%A4tssatz
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XI+ X3+ X4+ X7=m

Hier ist m € Z>( gegeben, und wir suchen ganzzahlige Losungen. D.h., wir fra-
gen, welche natiirlichen Zahlen man als Summe von vier Quadraten schreiben
kann.

Diophant ahnte, Fermat wusste und Lagrange bewies, dass das immer moglich
ist. Wir werden spéter einen Beweis davon sehen.

X2 —409Y2 =1

Wir fragen nach nichttrivialen (Y # 0) ganzzahligen Losungen. Gleichungen
dieser Form (wo statt 409 eine beliebige positive ganze Zahl stehen kann, die
kein Quadrat ist) nennt man Pellsche Gleichungen. Die Bezeichnung geht auf
Euler zuriick und beruht auf einer Verwechslung — Pell hatte mit dieser Art
von Gleichungen absolut nichts zu tun.

Wir werden spiter sehen, dass es stets Losungen gibt, und dass sie sich aus
einer ,,Fundamentallosung” erzeugen lassen. Fiir die Beispielgleichung ist die
kleinste Losung

X =25052977273002427986049, Y = 1238789998 647 218582 160 ..
X24+Y2=02, X2422=V2% Y24+Z2=W?2 X24+Y%4+22=T"2

Wir suchen nach nichttrivialen (oBdA positiven) rationalen Losungen. Das ist
ein Beispiel fiir ein System diophantischer Gleichungen. Es beschreibt einen
Quader, dessen Seiten (X, Y, Z), Flachen- (U, V, W) und Raumdiagonalen (T')
sdmtlich rationale Lénge haben. Es ist keine Losung bekannt, aber auch nicht
bewiesen, dass es keine gibt: ein offenes Problem! Wenn man eine der Bedin-
gungen weglésst (also eine Seite, eine Flichendiagonale oder die Raumdiago-
nale irrationale Liange haben darf), dann gibt es Losungen.

Y? = X3+ 7823

Hier interessieren uns rationale Losungen (ganzzahlige gibt es nicht). Die Glei-
chung beschreibt eine Flliptische Kurve; solche Kurven haben allgemeiner
Gleichungen der Form Y? = X3 + aX + b. Dazu gibt es eine extrem reich-
haltige Theorie (mit der man mehrere Jahre an Vorlesungen fiillen kann).
Unter anderem spielen sie eine wesentliche Rolle im Beweis der Fermatschen
Vermutung.

In unserem Fall kann man zeigen, dass alle Losungen von einer Grundlosung
erzeugt werden; sie lautet

X - 2263582143321421502100209233517777

119816734100955612
v — 186398152584623305624837551485596770028144776655756
119816734100955613
und wurde von mir im Jahr 2002 entdeckt.
X +Yy?P =27

Das ist eine verallgemeinerte Fermatsche Gleichung. Aus nicht ganz so offen-
sichtlichen, aber sehr guten Griinden fragt man auch hier nach primitiven, also
teilerfremden, ganzzahligen Losungen.

Betrachtet man allgemeiner X? + Y% = Z", dann ist bekannt, dass es unend-
lich viele Losungen gibt (die jedoch in endlich viele parametrisierte Familien
zerfallen), falls x := 1/p+ 1/q+ 1/r > 1 ist, und endlich viele, falls y <1 ist


https://de.wikipedia.org/wiki/Joseph-Louis_Lagrange
https://de.wikipedia.org/wiki/Pellsche_Gleichung
https://de.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
https://de.wikipedia.org/wiki/John_Pell
https://de.wikipedia.org/wiki/Elliptische_Kurve
https://de.wikipedia.org/wiki/Fermatsche_Vermutung
https://de.wikipedia.org/wiki/Fermatsche_Vermutung
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(der Fall y = 1 ist dabei klassisch und wurde von Fermat und Euler erledigt,
siehe Abschnitt 2 fur den Fall (p,q,r) = (4,4,2)).

Fiir die Beispielgleichung habe ich zusammen mit zwei Kollegen gezeigt, dass
die Liste der bekannten Losungen

(£1,-1,0), (£1,0,1), +(0,1,1), (£3,-2,1), (&£71,-17,2),
(£2213459, 1414, 65), (+15312283,9262,113),  (+21063928, —76271,17)

vollstéindig ist." Wenn eine diophantische Gleichung nur endlich viele Lésungen
hat, sind diese oft relativ leicht zu finden. Die Schwierigkeit besteht darin zu
beweisen, dass es keine anderen gibt!

Y X

9) (2) = (5) (oder 60Y (Y — 1) = X(X — 1)(X —2)(X = 3)(X —4))
Wir suchen ganzzahlige Losungen. Solche Gleichungen lassen sich im Prinzip
16sen, und inzwischen gibt es sogar praktikable Algorithmen.” Die Losungen
der Beispielgleichung mit X > 4 sind

(5,-1), (5,2), (6,=3), (6,4), (7,-6), (7,7),
(15,—=77), (15,78), (19,—152), (19,153).
Wieder ist die Schwierigkeit der Beweis, dass dies alle Losungen sind.
(10) X2+ 7=2"

Wir suchen Losungen mit X € Z und n € Zs(. Diese Gleichung wurde von
Ramanujan vorgeschlagen und von Nagell zuerst vollstdndig gelost. Dies ist
ein Beispiel einer Gleichung mit einem variablen Exponenten.

Thre Losungen sind gegeben durch n € {3,4,5,7,15}.

Bevor wir gleich zu ein paar klassischen Beweisen kommen, méchte ich erst noch
ein negatives Resultat erwihnen, das uns sagt, dass wir nicht zu viel erwarten
konnen.

Der beriihmte Mathematiker David Hilbert hatte in einem berithmten Vortrag auf
dem Internationalen Mathematikerkongress in Jahr 1900 eine Liste von 23 Pro-
blemen genannt, deren Losung seiner Meinung nach die Mathematik im 20. Jahr-
hundert voran bringen sollte. Eines davon, das Zehnte Hilbert-Problem, fragte
nach einem Verfahren (heute wiirde man sagen, Algorithmus), das fiir jedes ge-
gebene Polynom F € Z[Xj,...,X,] Auskunft dariiber gibt, ob die Gleichung
F(Xy,...,X,) =0 ganzzahlige Losungen hat oder nicht. Es dauerte bis 1970, als
schlieBlich Yuri Matiyasevich, aufbauend auf wesentlicher Vorarbeit von Putnam,
Davis und Julia Robinson, beweisen konnte, dass ein solcher Algorithmus nicht
existiert.’

So ein Beweis war erst moglich, nachdem der Begriff der Berechenbarkeit theo-
retisch gefasst und ausreichend verstanden war. Die Beweisidee ist, sehr knapp
gefasst, wie folgt. Zunéchst einmal sieht man leicht (Ubung), dass die gegebene

IB. Poonen, E.F. Schaefer, M. Stoll: Twists of X (7) and primitive solutions to x> + y* = 27,
Duke Math. J. 137 (2007), 103-158.

2Y. Bugeaud, M. Mignotte, S. Siksek, M. Stoll, Sz. Tengely: Integral points on hyperelliptic
curves, Algebra & Number Theory 2, No. 8 (2008), 859-885.

3Yuri V. Matiyasevich: Hilbert’s tenth problem, Foundations of Computing Series, MIT Press,
Cambridge, MA, 1993.
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https://de.wikipedia.org/wiki/Datei:Hilary_Putnam.jpg
https://de.wikipedia.org/wiki/Commons:GNU_Free_Documentation_License,_version_1.2
https://de.wikipedia.org/wiki/Commons:GNU_Free_Documentation_License,_version_1.2
https://de.wikipedia.org/wiki/S._Ramanujan
https://de.wikipedia.org/wiki/Trygve_Nagell
https://de.wikipedia.org/wiki/David_Hilbert
https://de.wikipedia.org/wiki/Hilbertsche_Probleme#Hilberts_zehntes_Problem
https://de.wikipedia.org/wiki/Juri_Wladimirowitsch_Matijassewitsch
https://de.wikipedia.org/wiki/Hilary_Putnam
https://de.wikipedia.org/wiki/Martin_Davis
https://de.wikipedia.org/wiki/Julia_Robinson
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Formulierung des Problems dquivalent zu einer Formulierung ist, in der ganzzah-
lige Losungen durch Losungen in natiirlichen Zahlen (also in N = Zs) ersetzt
werden. Eine diophantische Menge D ist gegeben durch

D={aeN|3xy,...,x, €N: Fla,xq,...,2,) =0}

fiir ein geeignetes Polynom F' € Z|xg, 1, ..., x,]. Eine rekursiv aufzihlbare Menge
ist die Menge aller a € N, fiir die ein geeigneter Algorithmus bei Eingabe von a
schlieBlich anhilt. Es ist leicht zu sehen (Ubung), dass jede diophantische Menge
auch rekursiv aufzéhlbar ist. Was Matiyasevich eigentlich beweist, ist, dass die
Umkehrung ebenfalls gilt: Jede rekursiv aufzéhlbare Menge ist diophantisch. Da
man in der Logik zeigen kann, dass es rekursiv aufzéhlbare Mengen gibt, die
nicht entscheidbar sind (d.h., es gibt keinen Algorithmus, der fiir ein gegebenes
a € N entscheidet, ob a in der Menge liegt oder nicht), folgt, dass es ein Polynom
F wie oben gibt, sodass man fiir gegebenes a € N nicht entscheiden kann, ob
F(a,z1,...,x,) = 0 eine Losung in natiirlichen (oder, fiir ein anderes F', in ganzen)
Zahlen hat.
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2. APPETITHAPPEN

Bevor wir uns dem systematischen Studium einiger Arten von diophantischen
Gleichungen zuwenden, mdéchte ich Thnen vollsténdige Losungen von zwei solchen
Gleichungen vorfithren. Die erste ist die Gleichung der pythagoreischen Tripel,

X?+Y?:=27%.
Wir wollen ihre primitiven ganzzahligen Losungen bestimmen.

Zuerst iiberlegen wir uns, welche der Variablen gerade bzw. ungerade Werte anneh-
men konnen. Zunéchst einmal kénnen nicht alle gerade sein, denn wir suchen nach
teilerfremden Losungen. Damit die Gleichung ,,modulo 2“ aufgeht, miissen dann
zwei der Variablen ungerade sein, die andere gerade. Es ist jedoch nicht moglich,
dass X und Y beide ungerade sind, denn dann ist die linke Seite durch 2, aber nicht
durch 4 teilbar (X? und Y? lassen beide den Rest 1 bei Division durch 4), kann
also kein Quadrat sein. Also ist jedenfalls Z ungerade, und wir kénnen (bis auf
eventuelles Vertauschen von X und Y') annehmen, dass X gerade und Y ungerade
ist.

Fiir den nachsten Schritt brauchen wir ein Hilfsresultat.

2.1. Lemma. Sinda,b, c ganze Zahlen mit a und b teilerfremd und sodass ab = c?

ist, dann gibt es (teilerfremde) ganze Zahlen u und v, sodass entweder
a=u?, b=v* and c=uww

oder
a=—u?, b=—v?> and c¢=uv

qgilt.

Beweis. Wir nehmen erst einmal an, dass ¢ # 0 ist. Wir betrachten die Primfak-
torzerlegungen von a und b. Sei p eine Primzahl, die (z.B.) a teilt. Da a und b
teilerfremd sind, kann p dann nicht auch b teilen. p kommt also genau so oft in a
vor, wie in der rechten Seite ¢?, also ist der Exponent von p in a gerade. Da jede
Primzahl mit einem geraden Exponenten in a vorkommt, gibt es u € Z, sodass
a = +u? ist. Ebenso gibt es v € Z mit b = £v%. Da ab = ¢ > 0 ist, miissen die
Vorzeichen gleich sein. Aulerdem folgt ¢ = tuwv, und wir kénnen falls nétig (z.B.)
das Vorzeichen von u &ndern, um ¢ = uv zu erhalten.

Wenn ¢ = 0 ist, dann ist a = +1, b = 0, oder umgekehrt, und das Ergebnis stimmt
ebenfalls (mit u = 1, v = 0, oder umgekehrt). Q

Wir schreiben nun unsere Gleichung in der Form
X2=72-Y?’=(Z-Y)Z+Y).

Beide Faktoren auf der rechten Seite sind gerade, also gibt es U,V € Z mit 2U =
Z —Y und 2V = Z +Y. Auflerdem konnen wir X = 2W setzen (denn X ist
gerade). Jeder gemeinsame Teiler von U und V muss auch ein gemeinsamer Teiler
von Y =V —U und Z =V + U sein, und damit wére er auch ein Teiler von X.
Nachdem wir voraussetzen, dass X,Y, Z teilerfremd sind, folgt, dass U und V
teilerfremd sind.

Nach dem Lemma gibt es also S, T € Z mit
U=S5% V=T W=S8T oder U=-5 V=-T° W=8T.

LEMMA

ab = 2
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Im ersten Fall ergibt sich
X=28T, Y=T*-5% Z=T°+52%,
im zweiten Fall
X =2TS, Y=8-T° Z=—(S*+1T7).

Beachte noch, dass S und T teilerfremd sind und verschiedene Paritit haben (d.h.,
eines ist gerade, das andere ungerade), denn S?+7? = 47 ist ungerade. Wir haben
bewiesen:

2.2. Satz. Die primitiven pythagoreischen Tripel mit X gerade und Z > 0 haben
die Form
X =25T, Y=5>-T% Z=5*+1T2

mit S, T € Z teilerfremd und von verschiedener Paritdt.

Es ist klar, dass jedes solche Tripel tatsdachlich ein primitives pythagoreisches Tripel
ist.

Ich werde jetzt fiir diesen Satz noch einen zweiten ,geometrischen“ Beweis (im
Gegensatz zum gerade gegebenen , algebraischen“ Beweis) geben. Dazu stellen wir
erst einmal fest, dass eine nichttriviale Losung stets Z # 0 hat. Wir konnen die
Gleichung also durch Z? teilen und erhalten

2’ +yt =1 mit r = X/Z und y =Y/Z.
Wir wollen jetzt die rationalen Losungen dieser Gleichung bestimmen; daraus

ergeben sich die primitiven Losungen der urspriinglichen Gleichung (mit Z > 0)
durch Multiplikation mit dem Hauptnenner Z von x und y.

Die Geometrie kommt dadurch ins Spiel, dass y

wir uns die reellen Losungen von z2 + 3% = 1 T

durch die Punkte des Einheitskreises veranschau- P
lichen kénnen. Die rationalen Losungen entspre-

chen dann den Punkten mit rationalen Koordi- R t

naten, den so genannten rationalen Punkten des
Einheitskreises. Vier davon sind offensichtlich,
némlich (z,y) = (£1,0) und (x,y) = (0, £1). Sei
Py = (—1,0) einer davon. Wenn P = (z,y) # Fy
ein weiterer rationaler Punkt ist, dann hat die
Gerade durch Py und P rationale Steigung t = x%l Wir bekommen also alle
rationalen Punkte # F,, indem wir Geraden mit rationaler Steigung durch F, legen
und den zweiten Schnittpunkt mit dem Einheitskreis betrachten. Dieser zweite
Schnittpunkt ist tatséchlich stets rational, was daran liegt, dass er durch eine
quadratische Gleichung mit rationalen Koeffizienten bestimmt ist, deren andere
Losung ebenfalls rational ist:

Die Gleichung der Geraden durch Fy mit Steigung ¢ ist
y=t(z+1).
Wir setzen die rechte Seite fiir y in die Kreisgleichung ein:
0=2’+y’—1=2>-14++1)’=(+1)(z -1+ +1)).
Fiir den zweiten Schnittpunkt ist x # —1, also bekommen wir

1—¢2 Ho 4 1) 2t
r=—7 =t(z = .
1+ Y 1+ 2

SATZ
pythagoreische
Tripel
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Diese ,rationale Parametrisierung des Einheitskreises® liefert alle rationalen Lo-
sungen von z? + 3> = 1 mit Ausnahme von Py. Wir kénnen uns Py als durch
den Grenzwert fiir ¢ — oo gegeben vorstellen; tatséchlich briauchten wir in unse-
rer Konstruktion eine Gerade, die den Kreis in Fy ,,zweimal®“ schneidet, also die
Tangente. Diese Tangente in F, ist aber senkrecht, hat also Steigung oo.

Um zu primitiven Lésungen von X? 4+ Y? = Z2 zuriickzukommen, miissen wir
unsere Ausdriicke fiir x und y als gekiirzte Briiche schreiben. Dazu schreiben wir
zunédchst ¢ = U/V als gekiirzten Bruch, das liefert dann
_VE-U? 22UV
“veiyoz YT yvrgype
(Hier ist jetzt Py wieder enthalten, wenn wir U = 1, V' = 0 erlauben.) Dabei ist
der Bruch fiir z gekiirzt, falls U und V' verschiedene Paritdt haben. Im anderen
Fall (U und V beide ungerade) haben Z#hler und Nenner den ggT 2, und das gilt
dann auch fiir den Bruch fiir y. Im ersten Fall erhalten wir also
X=V-U? Y=20V, Z=V*+U"

mit U und V teilerfremd und von verschiedener Paritét. Im zweiten Fall schreiben
wir V 4+ U = 2R, V — U = 2S5 mit ganzen Zahlen R und S; dann sind
_ 2RS _ R*-5?
TRt VT Ry
gekiirzte Briiche, und wir erhalten das primitive pythagoreische Tripel

X =2RS, Y =R*- 5%, Z=R*+5%.

Wir erhalten also wieder Satz 2.2, diesmal beide Versionen (X gerade bzw. Y
gerade).

X

i

Unser Vorgehen hier ist {ibrigens recht nahe an dem, was Diophant macht (aller-
dings rein algebraisch): Wir reduzieren den Grad der Gleichung, sodass sie linear
wird.

Die rationale Parametrisierung des Einheitskreises hat noch andere Anwendungen.
Sie driickt sin & und cos a rational durch ¢ = tan § aus und kann beispielsweise be-
nutzt werden, um Integrale iiber rationale Ausdriicke in sin z und cos z in Integrale
iiber rationale Funktionen in ¢ umzuformen, die sich dann berechnen lassen.

Als weiteren Appetithappen mochte ich jetzt den Beweis von Fermat vorfiithren,
dass

X'+vt=2°
keine ganzzahligen Losungen mit X,Y, Z # 0 hat. Daraus folgt natiirlich sofort,
dass auch

Xt +vt=2"
nicht in positiven ganzen Zahlen 16sbar ist.

Wir stellen zunéchst fest, dass wir nur Losungen mit paarweise teilerfremden X, Y,
Z beriicksichtigen miissen. Denn ist etwa p eine Primzahl, die zwei der Variablen
teilt, dann teilt p auch die dritte, und wir erhalten eine kleinere Losung, indem
wir X durch X/p, Y durch Y/p und Z durch Z/p* ersetzen (Z muss durch p?
teilbar sein, denn beide Seiten der Gleichung sind durch p* teilbar). Wir kénnen
so fortfahren, bis X, Y und Z paarweise teilerfremd sind.

Die geniale Idee von Fermat war, ausgehend von einer (primitiven) Losung mit
X,Y,Z > 0 eine weitere kleinere (d.h. mit kleinerem Z) solche Losung zu konstru-
ieren. Da es keine unendlichen absteigenden Folgen natiirlicher Zahlen gibt, fiihrt

P. de Fermat
1607-1665


https://de.wikipedia.org/wiki/Pierre_de_Fermat
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das auf einen Widerspruch. Fermat nannte dieses Prinzip den unendlichen Abstieg
(descente infinie).

Sei also (X, Y, Z) eine primitive Lésung mit X,Y, Z > 0. Damit bilden X2, Y und
Z ein primitives pythagoreisches Tripel. Wir konnen annehmen, dass X gerade ist;
dann gibt es nach Satz 2.2 teilerfremde ganze Zahlen R und S von verschiedener
Paritét, sodass

X?*=2RS, Y’=R’-5*  Z=R+S5.
Wir kénnen annehmen, dass R und .S positiv sind. Da Y ungerade ist, folgt aus der
zweiten Gleichung, dass S gerade sein muss. Wir schreiben S = 27 und X = 2W,
dann erhalten wir
W? = RT
mit R und T teilerfremd. Nach Lemma 2.1 gibt es U,V > 0 und teilerfremd, so
dass
R=1U?, T=V?,
also S = 2V? und damit
Y2 =U*—4v*.
AuBerdem ist U < U2 =R < R?> < Z.
Wir sehen, dass Y, 2V2? und U? ebenfalls ein primitives pythagoreisches Tripel
bilden. Es gibt demnach teilerfremde ganze Zahlen P, > 0 mit

Y = P?—Q?, 2V2 =2PQ, U?=P?+Q*.

Auf die mittlere Gleichung kénnen wir wiederum Lemma 2.1 anwenden und finden
teilerfremde ganze Zahlen A, B > 0, sodass

P=A?> und Q=B’.

In die dritte Gleichung eingesetzt, erhalten wir

A+ B'=U".
Also ist (A, B, U) eine weitere primitive Losung von X*+Y* = Z2 mit A, B,U > 0
und U < Z. Es folgt:
2.3. Satz. Die einzigen primitiven ganzzahligen Losungen von

X' +vt=2°
sind gegeben durch X =0,Y =41, Z =41 und X =41, Y =0, Z = £1.
Wihrend des Beweises haben wir gesehen, dass eine nichttriviale Losung von Y? =

U* — 4V* eine nichttriviale Losung von X*+Y* = Z? ergibt. Wir haben also auch
die folgende Aussage gezeigt.

2.4. Satz. Die einzigen primitiven ganzzahligen Losungen von
Xt -4yt =72
sind gegeben durch X = +1,Y =0, Z = +1.

SATZ
Yipyt=22
SATZ
Yioayt=272
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3. DAS QUADRATISCHE REZIPROZITATSGESETZ

Der Chinesische Restsatz und der Euklidische Algorithmus erlauben uns, lineare
Kongruenzen oder Systeme von Kongruenzen zu losen. Der néchste Schritt fithrt
uns zu quadratischen Kongruenzen.

3.1. Definition. Seien p eine ungerade Primzahl und a € Z kein Vielfaches von p.

Dann heifit a ein quadratischer Rest mod p, wenn die Kongruenz z?> = a mod p
Losungen hat. Andernfalls heifit a quadratischer Nichtrest mod p. &

3.2. Beispiel.

p | qu. Reste | qu. Nichtreste

3 1 2

) 1,4 2,3

7 1,2,4 3,5,6

11]1,3,4,5,9| 2,6,7,8,10 L)

Sei g eine Primitivwurzel mod p (d.h., die Restklasse g € F, von g erzeugt die
multiplikative Gruppe F)); dann ist jedes a mit p { a kongruent zu g" mod p fiir
ein k € Z, das mod p— 1 eindeutig bestimmt ist; insbesondere ist die Paritét von k
eindeutig bestimmt, da p — 1 gerade ist. Wir schreiben k = log;a € Z/(p — 1)Z.

3.3. Satz. Seien p eine ungerade Primzahl und a € Z mit p { a; sei weiter g eine
Primitivwurzel mod p. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) a ist quadratischer Rest mod p.
(2) log, a ist gerade.
(3) a?=Y/2 = 1 mod p (Euler-Kriterium,).

Beweis. Sei a = ¢g" mod p mit k = log, a. Ist k = 21 gerade, dann ist a = 2% mod p
fir x = ¢, also ist a quadratischer Rest mod p. Wenn a quadratischer Rest ist,
also a = 2? mod p fiir ein € Z, dann ist a® /2 = zP~' = 1 mod p nach
dem kleinen Satz von Fermat. Ist schlieBlich a?~1/?2 = 1 mod p, dann haben wir
¢"®*=D/2 = 1 mod p, und da ¢ eine Primitivwurzel ist, bedeutet das, dass p — 1
den Exponenten k(p — 1)/2 teilt, woraus wiederum folgt, dass k gerade ist.

Wir haben also (2) = (1) = (3) = (2) und damit die Aquivalenz der drei Aussagen
gezeigt. d

Daraus sehen wir bereits, dass es genau (p — 1)/2 quadratische Restklassen und
(p — 1)/2 quadratische Nichtrestklassen mod p gibt.

3.4. Folgerung. Mit den Notationen von Satz 3.5 gilt
a quad. Nichtrest mod p <= log;a ist ungerade <= a? V2 = _1modp.
Beweis. Es ist nur noch zu zeigen, dass a?"Y/2 = 4+1 mod p ist (falls p 1 a).

Sei b = a2, Dann ist b> = @' = 1 modp, also (b — 1)(b+ 1) = 0 im
Kérper F,. Es muss also einer der Faktoren verschwinden, und damit ist b = 1
oder b = —1 mod p. u

DEF
quadratischer
(Nicht)Rest

BSP
quadratische
(Nicht)Reste

SATZ
Euler-
Kriterium

FOLG
Kriterium
fiir
Nichtrest
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3.5. Definition. Wir definieren das Legendre-Symbol fiir eine ungerade Prim-
zahl p und a € Z durch

a 1 wenn p{a und a quadratischer Rest mod p ist,
(—) =< —1 wenn p{a und a quadratischer Nichtrest mod p ist,
p 0 wenn p | a.
: a b
Es gilt dann (—) = <—), falls @ = b mod p. &
p p

Aus dem Euler-Kriterium folgt, dass sich (%) effizient berechnen lisst: Die Potenz a?~1/2 € F,,

lasst sich mit O((logp)®) Bitoperationen berechnen (O(logp) Multiplikationen in F,, um die
Potenz durch sukzessives Quadrieren zu berechnen; eine Multiplikation l&sst sich in O((log p)2)
Bitoperationen oder schneller erledigen).

Es ist eine ganz andere Sache, tatsichlich eine Quadratwurzel von a mod p zu finden (also
r € Z mit 22 = a mod p), wenn a ein quadratischer Rest mod p ist. Es gibt probabilistische
Algorithmen, die polynomiale erwartete Laufzeit haben, aber keinen effizienten deterministischen
Algorithmus.*

3.6. Folgerung. Die Anzahl der Lisungen von X? = a inF, ist genau 1+ <2> .
p

Beweis. Ist a = 0, dann gibt es genau eine Losung X = 0, und (%) = 0.
Ist a # 0 ein Quadrat in F,, dann gibt es genau zwei Losungen (die sich nur um
das Vorzeichen unterscheiden), und (%) =1

Ist @ kein Quadrat in F,, dann gibt es keine Losung, und <%> =—1. a

3.7. Folgerung. Seip eine ungerade Primzahl, a € Z. Dann gilt

(E) =a®P Y2 mod p,
p

und der Wert des Legendre-Symbols ist durch diese Kongruenz eindeutig bestimmd.

Beweis. Wenn p | a, dann sind beide Seiten null mod p. In den anderen beiden
Fillen folgt die Kongruenz aus Satz 3.3 und Folgerung 3.4. Die Eindeutigkeitsaus-
sage folgt daraus, dass das Legendre-Symbol nur die Werte —1,0, 1 annimmt, die
mod p alle verschieden sind (denn p > 3). a

3.8. Satz. Seien p eine ungerade Primzahl und a,b € Z. Dann gilt
(5)-G)G)
p p) \p/)
Beweis. Nach Folgerung 3.7 gilt

(2) ( 9) = q-D/20-D/2 Z ()02 = (a_b) mod p.
p) \p p

Wie oben folgt Gleichheit, da die moglichen Werte —1,0, 1 der linken und rechten
Seite mod p verschieden sind. a

http://en.wikipedia.org/wiki/Quadratic_residue#tComplexity_of_finding_square_roots

DEF
Legendre-
Symbol

FOLG
Anzahl
Quadrat-
wurzeln
von a

FOLG
Legendre
durch
Euler

SATZ
Legendre-
Symbol ist
multiplikativ
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Insbesondere ist das Produkt von zwei quadratischen Nichtresten mod p ein qua-
dratischer Rest mod p.

Die wesentliche Aussage von Satz 3.8 lédsst sich auch folgendermaflen ausdriicken:
Die Abbildung

o B a
Fy — {£1}, ar— <E>
ist ein Gruppenhomomorphismus. Da es stets quadratische Nichtreste gibt (z.B.
ist jede Primitivwurzel mod p ein quadratischer Nichtrest), ist dieser Homomor-

phismus surjektiv; sein Kern besteht gerade aus den Quadraten in F ;.

a

3.9. Beispiel. Wir kénnen <5) mit Hilfe der Primfaktorzerlegung von a faktori-

sieren. Sei a = i?eqfl q{Q e q,{’“ mit paarweise verschiedenen ungeraden Primzah-
len g;. Dann ergibt sich

O-GIOCIE -6

Im Folgenden werden wir uns der Frage zuwenden, wie man die verschiedenen
Faktoren in dieser Zerlegung berechnen kann.

Der einfachste Fall ist ¢ = —1.

3.10. Satz. Seip eine ungerade Primzahl. Dann ist

(—1) _ (1) = {1 wenn p = 1 mod 4,

p —1 wenn p =3 mod 4.

Beweis. Nach Folgerung 3.7 gilt

—1
<) = (—1)®""Y2 mod p.
p

Da beide Seiten 41 sind, folgt Gleichheit. a

Wenn p = 1 mod 4 ist, dann gibt es also eine Quadratwurzel aus —1 mod p. Man
kann eine solche sogar hinschreiben. Sei p = 2m + 1. Dann gilt

(ml)? = (<1712 (=m) -+ (=2) - (=)
= (<) 1 2eme (A1) (p— 1)
=(-1)™(p—-1D!'=(-=1)"" mod p.

Hier haben wir im letzten Schritt die Wilsonsche Kongruenz (p—1)! = —1 mod p
benutzt. Diese beweist man, indem man in der Fakultét jeden Faktor mit seinem
Inversen mod p zusammenfasst. Die einzigen ungepaarten Faktoren sind dann 1
und —1.

Wir sehen also, dass (m!)?> = —1 mod p ist, wenn m gerade, also p = 1 mod 4 ist.

Allerdings lésst sich m! mod p nicht effizient berechnen, sodass diese Formel fiir
praktische Zwecke nutzlos ist.

Im anderen Fall, fiir p = 3 mod 4, ist (m!)? = 1 mod p, also m! = +1 mod p. Man kann sich
fragen, wovon das Vorzeichen abhéngt. Es stellt sich heraus, dass das Vorzeichen fiir p > 3

dadurch bestimmt ist, ob die Klassenzahl von Q(y/—p) kongruent zu 1 oder zu 3 mod 4 ist. Im
ersten Fall ist m! = —1, im zweiten Fall = 1 mod p.

BSP
Legendre-
Symbol und
Primfaktor-
zerlegung

SATZ
Erstes
Erganzungs-
gesetz

zum QRG
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Der néachste Schritt betrifft a = 2. Hier ist eine kleine Tabelle:

p |1 3 5 7|9 11 13 15|17 19 21 23|25 27 29 31
(%) - - 4| - - + - + - +

Das Ergebnis ldsst vermuten, dass <§>

gelten (%) =1 fiir p =1 oder 7 mod 8 und <%> = —1 fiir p = 3 oder 5 mod 8.

nur von p mod 8 abhéngt, und zwar sollte

Um so eine Aussage zu beweisen, miissen wir das Legendre-Symbol auf andere
Weise ausdriicken. Dies wird durch das folgende Resultat von Gauf} geleistet.

3.11. Lemma. Seip eine ungerade Primzahl. Sei weiter S C Z eine Teilmenge
mit #S = (p—1)/2, sodass {0} USU—S ein vollstindiges Reprdsentantensystem
mod p ist. (Zum Beispiel konnen wir S = {1,2,...,(p—1)/2} nehmen.) Dann gilt

fira € Z mit pta:
a L
) = (=1 #{SGS‘(LSE*S}.
(5) -

Hierbei bezeichnet S = {5 | s € S} die Menge der durch Elemente von S reprisen-
tierten Restklassen mod p.

Der quadratische Restcharakter von a héngt also davon ab, wie viele der Reste
in S bei Multiplikation mit a ,,die Seite wechseln*.

Beweis. Fiir alle s € S gibt es eindeutig bestimmte t(s) € S und e(s) € {£1}
mit as = £(s)t(s) mod p. Dann ist S 3 s — t(s) € S eine Permutation von S: Es
geniigt, die Injektivitidt zu zeigen. Seien also s, s’ € S mit ¢(s) = t(s’). Dann ist
as = £as’ mod p, also (da a mod p invertierbar ist) s = +s mod p. Das ist auf
Grund der Wahl von S nur moglich, wenn s = ¢'.

Modulo p haben wir dann

(%) [Is=a""2]]s

seS seS

~ [1(as)
= [](=(s)t(s))

seS

= Ha(s) HS

ses ses

= (—1)#lseSlels)=—1} H S.

ses
Da p das Produkt [[, g s nicht teilt, folgt

(5

und daraus die behauptete Gleichheit (beide Seiten sind £1). a

= (_1>#{seS|a(s):—1} _ (_1)#{seS\ﬁe—S} modp,

Wenn wir in diesem Lemma a = —1 setzen, bekommen wir wieder Satz 3.10.

Wir koénnen jetzt unsere Vermutung iiber (%) beweisen.

LEMMA
Lemma von
GauB tber
quadratische
Reste

C.F. GauB
(1777-1855)
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3.12. Satz. Seip eine ungerade Primzahl. Dann gilt SATZ
Zweites
2 2 1 wenn p=-+1mod 8 .
il R AN (s SV p ) E .
(p) (=1) { —1 wenn p=+3 mod 8. rganztings
gesetz
zum QRG

Beweis. Wir verwenden Lemma 3.11 mit

p—1
52{1,2,3,...,—}.
2

Wir miissen die Elemente von S abzihlen, die (mod p) aulerhalb von S landen,
wenn sie verdoppelt werden. Fiir s € S gilt das genau dann, wenn 2s > (p—1)/2,
also wenn (p —1)/4 < s < (p — 1)/2 ist. Die Anzahl dieser Elemente ist dann
genau

p—1 {p —1 J
2 4 1
Die folgende Tabelle bestimmt n(p) fiir die verschiedenen Restklassen mod 8.

p | np) (%)
Sk+1| 2k | +1
8k+3|2k+1| —1
8k+5|2k+1| —1
8k+7|2k+2| +1 Q

n(p) =

Wie sieht es nun mit (,%) aus, wenn ¢ eine feste ungerade Primzahl ist und wir p

varileren lassen?

Wenn wir dhnlich wie eben fiir a = 2 die Werte fiir ¢ = 3 und fiir a = 5 tabellieren,
dann konnen wir Folgendes vermuten:

3\ _ 1 fiirp=+4+1lmod12, |
p) | —1 firp=4+5mod12; [ | _

9\ _ 1 fiir p=41mod5, _(]3)

p) | -1 firp=4+2mod5. [  \5/°
Fiir grofere ¢ erhalten wir dhnliche Muster: Wenn ¢ = 1 mod 4 ist, dann héngt das
Ergebnis nur von p mod ¢ ab, und wenn ¢ = 3 mod 4 ist, dann héngt das Ergebnis

nur von p mod 4q ab. Beide Félle konnen im folgenden Resultat zusammengefasst
werden, das zuerst von Gaufl im Jahr 1796 bewiesen wurde.

(§) fiir p = 1 mod 4,
(%) fiir p = —1 mod 4;

3.13. Satz. Wenn p und q verschiedene ungerade Primzahlen sind, dann guilt SATZ
N Lo Quadratisches
(2) — <p_> — (_1)%% (1_9) Reziprozitits-
p q q gesetz
(IZ) falls p=1mod 4 oder ¢ =1 mod 4,
q
(5)
q
D=2y d.h., p* = p fir p=1mod 4 und p* = —p fiir

falls p = —1 mod 4 und ¢ = —1 mod 4.

Hier setzen wir p* = (—
p = —1mod 4.
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g-1 .

i P

/"'//
/gyg

g+1 /.'(,"/7

4 //,‘//""/

//"/,.'//'):9
P
Pz
-
1 1 p+1 p-1
4 2

ABBILDUNG 1. Skizze zum Beweis von Satz 3.13. Hier ist p = 47,
q=29mitm=11,n="7.

Beweis. Wir stiitzen uns wieder auf das Lemma 3.11 von Gaufl. Da wir es mit
zwei Legendre-Symbolen zu tun haben, brauchen wir zwei Mengen

1 1
S—{Lz,...,pT} und T—{1,2,...,QT}.

Seim = #{s €S |gse€ —S} (mod p) und n = #{t € T | pt € =T} (mod q).

Dann haben wir
<%> <§> = (—1)"(=1)" = (1)

Wir miissen also die Paritat von m -+ n bestimmen.

Wenn ¢s = —s' mod p fiir ein ¢ € S, dann gibt es ein eindeutig bestimmtes ¢t € Z
mit pt —qs = s € S, also 0 < pt —qs < (p— 1)/2. Diese Zahl ¢t muss in T sein,
denn

p—1 qg+1
<
) 2 p 2 )

also t < (¢4 1)/2, und weil ¢ ungerade ist, heiBft das ¢ < (¢ — 1)/2. Damit ist

—1
pt >qs >0 und ptng—FqSS(CI—i-l

m = #{(3 t)ESXT‘O<pt—qs<p2l}.
Auf die gleiche Weise sehen wir, dass
n:#{(s t)ESxT‘——1<pt—qs<O}
ist. Da pt —¢s fiir s € S, t € T niemals verschwindet, ergibt sich m+n = #X mit
X:{(s t)ESXT‘——1<pt—qs<pTl}.

Diese Menge X ist symmetrisch zum Mittelpunkt des Rechtecks |1 [ ]

1,
Punktspiegelung an (pzl, qzl) tiberfiihrt (s,t) in (s',t') = (p;rl - q“ —1),u

qg+1 p+1 P —q
pt’—QS’ZP(T—t> q( 5 8)27—(1?75—(18)

qT].
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Also gilt

-1 -1
pt—qsng@pt'—qs’Z—qT und

-1
pt—qu—qT — pt'—qslng,

d.h. (¢,t') € X < (s,t) € X. Dader einzige Fixpunkt der Punktspiegelung der

Punkt ( ’%1, %) ist und dieser Punkt genau dann in X liegt, wenn er ganzzahlige

Koordinaten hat, sehen wir, dass

1 1
#X ist ungerade <= ]%, % €7 <= p=—1mod4 und ¢ = —1 mod 4.
Damit ist der Satz bewiesen. d

3.14. Beispiel. Wir kénnen das Quadratische Reziprozitéitsgesetz dazu benut-
zen, Legendre-Symbole auf die folgende Weise zu berechnen:

(5)-(2)-(3)- (8- () ) ()
@@

Der Nachteil dabei ist, dass wir die Zahlen, die in den Zwischenschritten auftau-
chen, faktorisieren miissen, was sehr aufwendig werden kann.

Um dieses Problem zu umgehen, verallgemeinern wir das Legendre-Symbol, indem
wir beliebige ungerade Zahlen anstelle nur ungerade Primzahlen im ,, Nenner® zu-
lassen.

3.15. Definition. Sei a € Z, und sei n € Z ungerade mit Primfaktorzerlegung
(&

n = +pi'ps? ... pi*. Wir definieren das Jacobi-Symbol durch

(4 -11(2)" 3

j=1

Das Jacobi-Symbol hat folgende Eigenschaften, die die entsprechenden Eigenschaf-
ten des Legendre-Symbols verallgemeinern:

(1) (%) = 0 genau dann, wenn ged(a,n) # 1.

(2) Wenn a = b mod n, dann <ﬁ) = (9>

@ (5) = ()

(3" <i> = (ﬁ) <ﬁ)' (Das folgt unmittelbar aus der Definition.)

mn m n

(4) (ﬁ) =1 wenn a L n und a ein Quadrat mod n ist.
n

BSP
Legendre-

Symbol
durch QRG

DEF
Jacobi-
Symbol

C.G.J. Jacobi
(1804-1851)
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Implikation nicht. Beispielsweise ist (%) = 1, aber 2 ist kein Quadrat mod 15

Warnung. Wenn 7 nicht prim ist, gilt im allgemeinen die Umkehrung der letzten 2
(denn 2 ist kein Quadrat mod 3 oder mod 5).

Die wichtigste Eigenschaft des Jacobi-Symbols ist jedoch, dass das Quadratische
Reziprozitéitsgesetz und seine Ergédnzungsgesetze giiltig bleiben.

3.16. Satz. Seien m,n € Z positiv und ungerade. Dann gilt SATZ
QRG fiir das

-1 net :

(1) (—> =(=1)=. Jacobi-

n Symbol

Beweis. Dazu iiberlegen wir zuerst, dass n — (—=1)®D/2 und n — (—=1)*-D/8
als Abbildungen von 1 4 2Z nach {+£1} multiplikativ sind. Da der Wert nur von
n mod 4 bzw. n mod 8 abhéngt, ist das eine endliche Verifikation. Ebenso priift
man nach, dass (m,n) — (—1)=D"=1/4 multiplikativ in beiden Argumenten ist.
Alternativ konnen wir so vorgehen:

nn'—1 n—-1 n'—-1 (n—-1)n"—1)

— — = 27
2 2 2 2 < 2%

da n und n’ beide ungerade sind. Ebenso ist
(nn/)>—=1 n*—1 @)P—-1_(@*—=1)((n)*-1)

c 27.
8 8 8 8
Damit folgt
(1) = (1) - (=1)*F  und

nn')2_— n2_ n/)2_
e G
Daher sind in den obigen Aussagen jeweils beide Seiten multiplikativ in m und n,

wir konnen sie also auf den Fall von Primzahlen reduzieren, wo wir die bereits
bekannten Sétze 3.10, 3.12 und 3.13 erhalten. a

3.17. Beispiel. Wir wiederholen die Berechnung von (%): BSP

67 109 49 2\ /21 67 4 Verwendung
) ===y = Z2) = [ —)=-D({=)=—-(=)=-1 des Jacobi-
109 67 67 67 ) \ 67 21 21 Symbols

Man sieht, dass man auf diese Weise Legendre-Symbole (oder Jacobi-Symbole)
im wesentlichen genauso berechnen kann wie den ggT. Der einzige Unterschied
besteht darin, dass man Faktoren 2 herausziehen und extra verarzten muss. &

Das Euler-Kriterium 3.7 gilt fiir das Jacobi-Symbol nicht. Eulers Verallgemeine- c

rung des kleinen Satzes von Fermat sagt, dass a?™ = 1 mod n ist fiir alle n,a € Z
mit n > 1 und a L n. Dabei bezeichnet p(n) = #{a € Z |0 < a < n,a L n} die
Eulersche phi-Funktion. Zum Beispiel gilt

a?1%/2 =1 mod 15
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fiir alle @ mit a 1 15, obwohl das Jacobi-Symbol (1%) auch den Wert —1 annimmt
(z.B. fir a = 7).

Die Erwartung, dass a("~1/2 = (%) mod n gelten kénnte, ist “noch falscher”. Dies lasst sich
jedoch dazu verwenden, um zu zeigen, dass n keine Primzahl ist. Dazu wahlen wir zufillig ein
a € {2,3,...,n — 2} und iiberpriifen, ob die obige Kongruenz erfiillt ist (beide Seiten kénnen
effizient mod n berechnet werden). Wenn das nicht der Fall ist, dann kann n keine Primzahl sein.

Dies ergibt den sogenannten Solovay-Strassen-Primzahltest.

Mit dem Jacobi-Symbol ldsst sich folgendes Ergebnis (das man auch fiir das
Legendre-Symbol formulieren kann, wenn man es auf Primzahlen n einschrankt)
elegant beweisen.

3.18. Satz. Seia € Z\{0}. Dann hingt der Wert von (%) (fiir n > 0 ungerade)
nur von n mod 4a ab.

Beweis. Wir schreiben a = € - 2° - m mit m ungerade, m > 0, und € = +1. Dann

gilt nach Satz 3.16
-
O ()

= (e(—1)(m=D/2) /2 pyey P D/ (g) ‘

m

Der erste Faktor hingt hochstens von n mod 4 ab. Wenn der zweite Faktor nicht
trivial ist, dann ist e > 0, also 2m | a, und der zweite Faktor hingt nur von
n mod 8 ab. Der dritte Faktor schliellich h&dngt nur von n mod m ab. Insgesamt
ist (%) bestimmt durch

e n mod m, falls a = 4% - m/ mit m’ = 1 mod 4;
e n.mod 4m, falls a = 4% - m’ mit m’ = 3 mod 4;

e . mod 8m, falls a = 4% - m’ mit m’ = 2 mod 4.

In jedem Fall gilt, dass m, 4m oder 8m ein Teiler von 4a ist. u

Wir wollen einmal sehen, wie man das Quadratische Reziprozitidtsgesetz dazu be-
nutzen kann, die Unlosbarkeit einer diophantischen Gleichung zu beweisen. Die
folgende Gleichung wurde von Lind® und Reichardt® untersucht.

3.19. Satz. Die Gleichung X* — 17Y* =2 Z? hat keine primitiven ganzzahligen
Lésungen.

Man kann zeigen, dass diese Gleichung Losungen in R hat (klar), und dass es
immer primitive Losungen mod n gibt fiir alle n > 1. ((z,y,2) € Z? ist eine
primitive Losung mod n, wenn z* — 17y* = 222 mod n und ggT(z,y, z,n) = 1 ist.)
Man braucht also bessere Methoden als z.B. Reduktion modulo n, um diesen Satz
zu beweisen.

5Carl-Erik Lind: Untersuchungen tber die rationalen Punkte der ebenen kubischen Kurven
vom Geschlecht Fins, Uppsala: Diss. 97 S. (1940).

6Hans Reichardt: Einige im Kleinen tberall losbare, im Grossen unldsbare diophantische Glei-
chungen, J. reine angew. Math. 184 (1942), 12-18.

SATZ
= (7)
ist periodisch

SATZ
Satz von
Lind und
Reichardt
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Beweis. Sei (X,Y,Z) eine primitive Losung, und sei p ein ungerader Primteiler
von Z. (Da 17 keine vierte Potenz in Q ist, kann Z nicht null sein.) Ware p = 17,
dann wiirde 17 auch X und dann Y teilen, was nicht geht. p ist kein Teiler von X
oder Y (denn ged(X,Y,Z) = 1). Modulo p bekommen wir nun die Kongruenz
X* = 17Y*; das zeigt, dass 17 quadratischer Rest mod p ist. Es folgt nach dem

QRG 3.13, dass
L —1 =1
17 P '

AuBlerdem gilt nach den beiden Ergénzungsgesetzen 3.10 und 3.12 noch

(5)-6)-

Da Z ein Produkt von Potenzen von —1, 2 und seinen ungeraden Primteilern ist,
folgt, dass Z ein quadratischer Rest mod 17 sein muss. Es gibt also W € Z mit
Z = W? mod 17. Damit bekommen wir die Kongruenz

X*=2W*mod 17

mit W # 0 mod 17. Wir kénnen also mit einem Inversen von W* mod 17 multi-
plizieren und erhalten

U* =2 mod 17
fiir geeignetes U € Z. Diese Kongruenz hat aber keine Losung (die Quadratwurzeln
aus 2 mod 17 sind +6, und das sind keine quadratischen Reste mod 17). a
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4. DER GITTERPUNKTSATZ VON MINKOWSKI

In diesem Abschnitt stellen wir ein Hilfsmittel bereit, mit dem sich viele inter-
essante Resultate auf recht elegante Weise beweisen lassen. Die Grundidee dieses
Prinzips sagt, dass jede ,hinreichend grofie“ konvexe und zentralsymmetrische
Teilmenge des R™ einen von 0 verschiedenen Punkt mit ganzzahligen Koordinaten
enthalten muss. Dies ist die Aussage des Gitterpunktsatzes von Minkowski, den
wir in diesem Abschnitt beweisen werden.

Zuerst fithren wir aber den Begriff eines Gitters ein als Verallgemeinerung von
Zm C R™.

4.1. Definition. Ein Gitter A C R" ist die Menge der ganzzahligen Linearkom-
binationen einer Basis vq,...,v, von R". Insbesondere ist A dann eine additive
Untergruppe von R™. Die Menge

F— {th/uj |0 <t; <1 fiir alle /}

j=1

heifit eine Grundmasche des Gitters A, und A(A) = vol(F) = |det(vy,...,vy,)
heiflt das Kovolumen von A. &

Beachte, dass viele verschiedene Basen dasselbe Gitter erzeugen. Die Grundma-
sche F' hingt von der gewahlten Basis ab, wihrend das Kovolumen nur von A
abhéngt, da die Basiswechselmatrix A aus GL,(Z) kommen muss (d.h., sowohl A
als auch A~ haben ganzzahlige Eintrige) und somit ihre Determinante +1 ist.

Die wichtigste Eigenschaft von F' ist, dass jeder Vektor v € R" eindeutig geschrie-
ben werden kann als v = A 4+ w mit A € A und w € F. Anders gesagt ist R" die
disjunkte Vereinigung aller Translate F'+ A von F' um Gittervektoren A € A.

F .

ABBILDUNG 2. Beispiel eines Gitters mit zwei Grundmaschen

DEF

Gitter
Grundmasche
Kovolumen
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4.2. Beispiel. Das Standardbeispiel eines Gitters im R™ ist A = Z" C R".
Es wird von der Standardbasis e;,...,e, von R" erzeugt und hat Kovolumen
A(Z") = 1.

In gewisser Weise ist dies das einzige Beispiel. Ist namlich A = Zvy+- - -+Zv,, C R"
irgendein Gitter, dann ist A das Bild von Z" unter der invertierbaren linearen

Abbildung T': R™ — R", die die Standardbasis eq,...,e, auf vq,...,v, abbildet.
Das Kovolumen ist dann A(A) = | det(7")]. L]

4.3. Satz. Sei A C R"™ ein Gitter und sei ' C A eine Untergruppe von endlichem
Index m. Dann ist A" ebenfalls ein Gitter, und es gilt A(A") = m A(A).

Beweis. Wir haben A = 7Z" als abelsche Gruppen. Nach dem Struktursatz fiir
endlich erzeugte abelsche Gruppen gibt es einen Isomorphismus ¢: A — Z", der

A auf a1Z x --- X a,Z abbildet mit geeigneten nichtnegativen ganzen Zahlen
ai,...,a,. Da der Index von A" in A endlich ist, sind die a; sogar positiv, und
ai---a, = m. Sei vy,...,v, die Basis von A, die unter ¢ auf die Standardbasis

abgebildet wird. Dann ist A’ = Zajv, + - - - + Za,v,, C R™, woran wir sehen, dass
A’ ein Gitter ist. Aulerdem gilt

A(N) = |det(avy, ..., apvn)| = a1+ a, | det(ve, ... v,) =mAA). QA

Dieser Satz gibt uns eine einfache Moglichkeit, Gitter zu konstruieren. In den
Anwendungen werden wir uns héufig auf diese Konstruktion stiitzen.

BSP
Standard-
gitter

SATZ
Untergitter

4.4. Folgerung. Sei ¢: Z" — M ein surjektiver Gruppenhomomorphismus auf FOLG
eine endliche Gruppe M. Dann ist der Kern von ¢ ein Gitter A C Z™ C R™ mit ker(Z"™ — M)

Kovolumen A(A) = #M.

Beweis. Es gilt Z™/ ker ¢ = M, also ist A = ker ¢ eine Untergruppe des Gitters Z"
von endlichem Index (Z™ : A) = #M. Die Behauptung folgt dann aus Satz 4.3
und aus A(Z") = 1. Qa

Jetzt konnen wir den Satz von Minkowski formulieren und beweisen.

4.5. Satz. Sei A C R" ein Gitter, und sei S C R" eine (zentral)symmetrische
(S = =8) und konvexe Teilmenge, sodass vol(S) > 2"A(A) gilt. Dann enthdlt S
einen von Null verschiedenen Gitterpunkt aus A.

Beweis. Wir beweisen zunéchst, dass X = %S mit einem seiner Translate X + A
um ein Element 0 # A € A nichtleeren Durchschnitt hat. Das ist eine Folge davon,
dass vol(X) > vol(F) ist, sodass die ganzen Translate von X , nicht genug Platz
haben“, um disjunkt zu sein.

Sei dazu F' eine Grundmasche von A. Wir setzen fiir A € A
Xa=Fn(X+\).
R™ ist die disjunkte Vereinigung der /' — A mit A € A: R* =[], (¥ — ). Es folgt
X=][&xnE-N)=JJ((x+0nF) =) =]]E-N.

AEA AEA AEA

SATZ
Gitterpunkt-
satz von
Minkowski

H. Minkowski
(1864-1909)

K \
N

\
|

|
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ABBILDUNG 3. Skizze zum Beweis von Satz 4.5

Damit ergibt sich (unter Verwendung der Voraussetzung vol(S) > 2"A(A))
ZVOI(X)\) = ZVOI(X,\ —A) =vol(X) =2""vol(S) > A(A) = vol(F) .
AEA AeA

Auf der anderen Seite gilt nach Definition

UXA CF.
AEA

Wairen die X paarweise disjunkt, dann wiirde daraus

Z vol(X) < vol(F)

AEA

folgen, im Widerspruch zu dem gerade Gezeigten. Also muss es A\, € A geben
mit A # g und X, N X, # 0. Wir verschieben um —zx und erhalten

XNX+A=p) D (X =) N (Xn—p) #0.
(In der Skizze ist = 0.)

Seinun x € X N (X +X—pu). Dann ist 22 € 2X = S und 2z —2(A—p) € 2X = S.
Da S symmetrisch ist, haben wir auch 2(A — ) — 2z € S. Da S aulerdem konvex
ist, muss der Mittelpunkt der Strecke, die 2z und 2(A — p) — 2z verbindet, ebenfalls
in S sein. Dieser Mittelpunkt ist aber gerade A — p € A\ {0}. Damit ist der Satz
bewiesen. Q

Alle drei Bedingungen an .S in Satz 4.5 sind tatséchlich notwendig. Sei zum Beispiel
A =7". Wihlen wir S als den offenen n-dimensionalen Wiirfel mit Seitenldnge 2
und Zentrum im Ursprung, dann ist vol(S) = 2" = 2"A(A), aber dennoch ist
SNA = {0}. Man kann die strikte Ungleichung vol(S) > 2"A(A) abschwéchen zu
vol(S) > 2"A(A), wenn man zusétzlich voraussetzt, dass S kompakt ist (was fir
den offenen Wiirfel natiirlich nicht gilt), siche unten.

Es ist auch nicht schwer, Gegenbeispiele zu finden, bei denen S nicht symmetrisch
oder nicht konvex ist.
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4.6. Satz. Sei A C R"™ ein Gitter und sei S C R™ eine symmetrische, konvexe SATZ

und kompakte Teilmenge, sodass vol(S) > 2"A(A) gilt. Dann enthdlt S einen von  Gitterpunkt-

Null verschiedenen Gitterpunkt aus A. satz,
Variante

Beweis. Fiir t € Ry sei tS = {tx | x € S}. Dann ist vol(tS) = t" vol(S), und fiir

t > 1 erfiillt .S die Voraussetzungen in Satz 4.5. Fiir jedes m > 1 gibt es also einen

Gitterpunkt 0 # x,,, € (1 + £)S N A. Weil mit S auch 25 kompakt und A C R"

diskret ist, gibt es nur endlich viele Punkte in 25 N A. Es muss demnach einer

dieser Punkte unendlich oft als z,, vorkommen. Sei z ein solcher Punkt. Dann ist

x#0,z € Aund (1+ %)_% € S fiir unendlich viele m. Da S abgeschlossen ist,

folgt & = limy, 5oo(1+ =)'z € S. Qa
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5. SUMMEN VON ZWEI UND VIER QUADRATEN

In diesem Abschnitt werden wir die Frage beantworten, welche natiirlichen Zah-
len als Summe von (hochstens) zwei bzw. vier Quadratzahlen geschrieben werden
konnen.

Wir betrachten zunéchst Summen von zwei Quadraten. Sei
N = {2 +¢* | x,y € Z}
={0,1,2,4,5,8,9,10,13,16, 17, 18, 20, 25, 26, 29, 32, 34, 36, 37,40, . .. } .

Offensichtlich sind alle Quadratzahlen in 5. Fast ebenso klar ist, dass alle Zahlen
n = 3 mod 4 fehlen, denn ein Quadrat ist stets = 0 oder 1 mod 4, eine Summe
von zwei Quadraten kann also niemals = 3 mod 4 sein. Auflerdem hat >, noch die
folgende wichtige Eigenschaft:

5.1. Lemma. X, ist multiplikativ abgeschlossen: m,n € X9 =—> mn € Y.

Beweis. Wir verifizieren folgende Gleichheit:

(2% 4+ y*) (u® +v?) = (zu F yv)? + (vv £ yu)?. Q

Eine Moglichkeit, diese Formel zu interpretieren, verwendet komplexe Zahlen:
v +yi* =2 +y* und |aBf* = |af?|8]7.

Wegen dieser multiplikativen Struktur von s liegt es nahe, sich anzusehen, welche
Primzahlen in Y5 liegen. Wir haben schon gesehen, dass p ¢ ¥ ist fiir Primzahlen
p = 3 mod 4. Auf der anderen Seite ist natiirlich 2 € 5, und die Aufzdhlung der
Elemente von Y5 oben lasst vermuten, dass alle Primzahlen p = 1 mod 4 ebenfalls
in Y5 sind. Dies ist tatsachlich der Fall.

5.2. Satz. Ist p=1mod 4 eine Primzahl, dann ist p € 3.

Erster Beweis. Dieser erste Beweis beruht auf der Abstiegsmethode von Fermat.

Wir wissen nach Satz 3.10, dass —1 ein quadratischer Rest mod p ist. Also gibt
esa €7, k>1mit a*>+ 1 = kp. Wir kénnen |a| < (p — 1)/2 wiihlen, dann gilt
k<p/4<p.
Sei jetzt £ > 1 minimal, sodass es z,y € Z gibt mit 22 +y? = kp. Wir miissen zei-
gen, dass k = 1 ist. Nehmen wir also £ > 1 an. Es gibt u = x mod k, v = —y mod k
mit |ul, [v] < k/2. Dann ist u? + v? = 22 + y* = 0 mod k, also

u? + v = kE'
mit 0 < k' < k/2 < k. Nun kann %" nicht null sein, sonst wire u = v = 0 und
damit k | z,y, also k? | kp, was nicht geht, denn k { p (es ist 1 < k < p). Also ist
1 <k < k. Nun gilt

xu—yvzx2+y250modk, v +yu = xy —yr = 0 mod k
und (zu — yv)? + (xv + yu)? = (2% + y*) (u* + v?) = k* k'p. Wir setzen
x,_xu—yv , TV A yu
N k ’ N k ’

dann wird (2/)* 4+ (v')*> = K'p mit 1 < k¥’ < k, im Widerspruch zur Minimalitéit
von k. Also ist £ > 1 nicht moglich, und wir miissen £ = 1 haben. a

LEMMA
22 ist
mult. abg.

SATZ
2-[J-Satz
fir Primzahlen
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Die Idee in diesem Beweis ist die folgende. Sei & = x + yz mit |{[*> = kp. Wir
konstruieren 7 = u + vé mit n = £ mod k (im Ring Z[4]) und |n|?> = kk’. Dann
wird &én = [£> = Omod k, es ist also &n = k€' mit ¢ € Z[i], und wir haben
(€' = [&nl*/k* = K'p.

Jetzt wollen wir den Satz von Minkowski benutzen, um einen zweiten Beweis von
Satz 5.2 zu geben.

Zweiter Beweis. Fiir den Satz von Minkowski 4.5 brauchen wir ein Gitter A und
eine Menge S C R". Da wir es mit zwei Variablen zu tun haben, ist n = 2. Wir
werden das Gitter dazu benutzen, um sicherzustellen, dass x? + y? ein Vielfaches
von p ist, und wir werden S verwenden, um zu erreichen, dass 22 + y* so klein ist,
dass 22 + y? = p die einzig verbleibende Mdoglichkeit ist.

Um das Gitter zu konstruieren, beginnen wir wieder mit der Tatsache, dass —1
quadratischer Rest mod p ist. Sei also a € Z mit a®> +1 = 0 mod p. Wir definieren

¢:Z2—>Fpa (Jf,y)f—)j}—dg,

dann ist ¢ ein surjektiver Gruppenhomomorphismus auf die endliche (additive)
Gruppe F,. Nach Folgerung 4.4 ist dann A = ker¢ ein Gitter mit Kovolumen
A(A) = #F, = p. Sei jetzt (z,y) € A. Dann gilt © = ay mod p, also

2+ = (ay)® +y° = (a® + 1)y =0 mod p,
also ist 22 + y? durch p teilbar.

Fiir S nehmen wir die offene Kreisscheibe vom Radius y/2p um den Ursprung.
Dann gilt fiir (x,y) € S, dass 2% + y? < 2p ist. Offensichtlich ist S symmetrisch
und konvex. Auflerdem ist

vol(S) = 27mp > 4p = 2°A(A),

sodass wir Satz 4.5 anwenden kénnen. Der Satz liefert uns (0,0) # (z,y) € SNA.
Es folgt, dass 2% + y? ein Vielfaches von p ist mit 0 < 22 + y? < 2p, also muss
p=a*+1y? € Xy sein. a

In der , Einfiihrung in die Zahlentheorie und algebraische Strukturen® haben wir
dafiir noch einen anderen Beweis gesehen, der darauf basiert, dass Z[4] ein euklidi-
scher Ring ist. (Tatséchlich beruht unser Abstiegsbeweis im Grunde auf derselben
Eigenschaft von Z|z].)

Aus dem, was wir bisher bewiesen haben, folgt bereits eine Richtung des folgenden
Ergebnisses, das die Elemente von X, charakterisiert.

5.3. Satz. Fine positive ganze Zahl n kann genau dann als Summe zweier Qua-
drate geschrieben werden, wenn jede Primzahl p = 3 mod 4 in der Primfaktorzer-
legung von n mit geradem FExponenten auftritt.

Beweis. Wenn n die angegebene Form hat, dann ist n = p; - - - p,m? mit Primzah-
len p; = 2 oder p; = 1 mod 4. Wir wissen, dass alle Faktoren in ¥, sind (klar fiir 2
und fiir m?, eben bewiesen fiir p = 1 mod 4), also ist wegen der multiplikativen
Abgeschlossenheit von ¥y auch n € Y.

Fiir die Gegenrichtung nehmen wir an, dass n € ¥, ist und dass wir bereits wissen,
dass alle m € ¥y mit m < n die angegebene Form haben. Sei p = 3 mod 4 ein
Primteiler von n. Wir kénnen (wegen n € 3) n = 2+ y* schreiben. Dann muss p

SATZ
2-[J-Satz
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sowohl = als auch y teilen: Angenommen, p teilt etwa x nicht. Dann gibt es a € Z

mit az = 1 mod p, und nach Multiplikation mit a? folgt aus 0 = n = 2% +y? mod p
—1= -1+ (ax)* + (ay)* = (ay)* mod p.

Damit wére —1 ein quadratischer Rest mod p, was aber wegen p = 3 mod 4
nach Satz 3.10 nicht sein kann. Also war die Annahme falsch, und p muss =z
und y teilen. Dann ist aber p? ein Teiler von n. Wir schreiben n = p?m. Es ist
m = (z/p)? + (y/p)* ebenfalls Summe von zwei Quadraten, also wissen wir nach
unserer Induktionsannahme, dass m die angegebene Form hat. Dann hat aber auch
n diese Form. a

Als néchstes wollen wir uns der Frage zuwenden, welche natiirlichen Zahlen Sum-
men von wvier Quadraten sind. Wenn man etwas herumexperimentiert, wird man
feststellen, dass das anscheinend immer moglich ist. Sei also

2 2., .2 2
Ypa=A{ai+ a5+ a5+ | x1,20,23,24 €L} .

Euler hat 1748 folgendes Analogon von Lemma 5.1 bewiesen:

5.4. Lemma. > ist multiplikativ abgeschlossen.

Beweis. Man iiberzeugt sich davon, dass Folgendes gilt:
(a®> + b+ &+ d*)(A* + B> + C* + D?)
= (aA —bB — cC — dD)* + (aB + bA + ¢D — dC)?
+ (aC + ¢A — bD + dB)* + (aD + dA + bC — cB)*. Q

In der gleichen Weise, wie die Multiplikationsformel fiir Summen zweier Quadrate
mit den komplexen Zahlen zusammenhéngt, hat diese Formel fiir vier Quadrate
mit den Quaternionen zu tun. Sie wurden von Hamilton entdeckt und sind wie
folgt definiert: H ist eine R-Algebra. Als R-Vektorraum ist

H={a+bi+cj+dk|abcdeR},

damit ist die Addition in H definiert. Die Multiplikation ist durch folgende Regeln
festgelegt:

iP=j52=k*= -1,
ij=k, ji=—k, jk=1, kj=—1i, ki=j, ik=—7.
Man sieht, dass H nicht kommutativ ist.

Zu einer Quaternion o = a+bt+cj +dk definiert man die konjugierte Quaternion
als @ = a — bt — ¢j — dk. Dann priift man nach, dass

N(a) = aa = aa =a* + b* + & + d&*
ist. Da a8 = Ba gilt, folgt
N(aB) = aBaB = apfa = aN(8)a = aaN(8) = N(a)N(B).
Dabei haben wir benutzt, dass N(3) € R ist und daher mit allen Quaternionen

kommutiert. Diese Multiplikationsformel fiir die ,,Norm*“ N ergibt die Formel aus
Lemma 5.4, wenn man sie ausschreibt.

Da N(a) = a? + b* + @ + d? ist, gilt N(«) # 0 fiir @ # 0. Demnach ist

a = N(a)'a

L. Euler
(1707-1783)

LEMMA
24 ist
mult. abg.

W.R. Hamilton
(1805-1865)
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ein Inverses von a@ # 0: H ist ein Schiefkorper. Mehr Informationen zu den Qua-
ternionen gibt es in [Z, § 7].

Um zu beweisen, dass alle positiven ganzen Zahlen in >, sind, geniigt es also zu
zeigen, dass alle Primzahlen in ¥4 sind. Als Startpunkt brauchen wir folgendes
Resultat.

5.5. Lemma. Seip eine ungerade Primzahl und seien a, b, c € Z keine Vielfachen
von p. Dann gibt es u,v € Z mit

a = bu®+ cv* mod p.

Beweis. Wir miissen in F, die Gleichung a—bu? = ¢v? 16sen; hierbei sind @, b, & # 0.

Wir wissen, dass es genau (p + 1)/2 Quadrate in F,, gibt (null und die (p — 1)/2
quadratischen Restklassen). Beide Seiten der Gleichung kénnen also unabhéngig
voneinander jeweils (p + 1)/2 verschiedene Werte annehmen. Da F, aber nur
p<(p+1)/2+ (p+1)/2 Elemente hat, kénnen diese beiden Wertemengen nicht
disjunkt sein. Es muss also u, v € Z geben, sodass beide Seiten gleich werden. O

Insbesondere sehen wir, dass die Kongruenz u? +v?+1 = 0 mod p stets 16sbar ist.

5.6. Satz.
Sei p eine Primzahl. Dann ist p Summe von vier Quadraten ganzer Zahlen.

Wir werden wieder zwei Beweise geben.

Erster Beweis. Die Aussage ist klar fiir p = 2. Sei also p ungerade. Dann gibt
es nach Lemma 5.5 ganze Zahlen w,v mit (oBdA) |ul|, |v] < (p — 1)/2, sodass
02+ 12 +u? +v% = kp ist mit 0 < k < p. Wir kénnen also jedenfalls ein Vielfaches
von p als Summe von vier Quadraten schreiben. Sei nun £ > 1 minimal, sodass
es a,b,c,d € Z gibt mit a® + b* + ¢ + d*> = kp. Wir miissen zeigen, dass k = 1
ist. Also nehmen wir £ > 1 an. Analog wie im Beweis des Zwei-Quadrate-Satzes
betrachten wir die konjugierte Quaternion mod k: Wir wihlen A, B, C, D € Z mit
AL 1B, |C, [D] < k/2 und

A=a, = —b, = —c, = —dmod k.

Es gilt dann jedenfalls A%+ B*4C?+ D? < 4(k/2)* = k?. Wenn wir hier Gleichheit
haben, dann muss k = 2m gerade sein, und es muss A, B, C, D = +m gelten. Das
hei3t dann aber auch, dass a, b, ¢,d = m mod 2m sind; damit wéren a, b, ¢, d alle
durch m teilbar: a = ma’, b = mb/', ¢ = mdc’, d = md' mit d,V,,d ungerade.
Dann wére

kp — a2 4 b2 4 C2 + d2 _ TTL2((CL/)2 4 (b/>2 4 (C/)2 4 (d/)2)
durch k? = 4m? teilbar (denn (a')?, (V)% ()2, (d')> = 1 mod 4), was aber nicht

geht, da k wegen 1 < k < p kein Teiler von p ist. Ahnlich sieht man, dass A, B, C, D
nicht alle null sein kénnen. In jedem Fall ist

A+ B4+ D=4+ A+ P =0mod k.
Also ist A2+ B2+ C? + D?> = kk' mit 1 < k' < k. Nun ist
Ek'p = (a* + b + & + d®)(A* + B* + C* + D?)
= (aA —bB — ¢C — dD)* + (aB + bA + ¢D — dC)?
+ (aC + cA —bD + dB)* + (aD + dA +bC — cB)?.

LEMMA
a = bu® + cv?
mod p

SATZ
4-[1-Satz
fir Primzahlen
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Man priift nach, dass alle vier Klammern im letzten Ausdruck durch k teilbar
sind. Wir konnen sie also jeweils durch k teilen und erhalten eine Darstellung von
k'p als Summe von vier Quadraten, im Widerspruch zur Minimalitit von k.  Q

Nun der Beweis mit Hilfe des Gitterpunktsatzes:

Zweiter Beweis. Wir miissen wieder ein geeignetes Gitter A und eine Menge S
konstruieren, diesmal im R*. Die Wahl von S ist ziemlich klar:

S = {(x1, 2, 73, 74) € R* | 23 + 25 + 23 + 27 < 2p}.
Um das Volumen von S zu berechnen, ist es niitzlich, die Volumenformel fiir die
n-dimensionale Einheitskugel zu kennen:

7Tn/2

(dabei gilt wie iiblich (%)l = 2 (24)1; auBerdem ist noch (—1)! = /7). Fiir

n = 4 ergibt sich vol(B*) = 72/2, also ist vol(S) = 72(2p)?/2 = 272p*.

vol(B") =

Daran kann man schon schen, dass das Gitter A Kovolumen p? haben sollte.
Wir sollten also einen Homomorphismus ¢: Z* — T finden, sodass fiir alle
(21, T2, 3, 14) € ker ¢ gilt, dass 27 + x3 + 23 + x5 durch p teilbar ist.

Seien dazu wieder u,v € Z mit u? + v? + 1 = 0 mod p. Wir definieren
¢: L' — F2, (21,22, T3, 14) — (Ty — UTy + VT4, Ty — UTy — VT1) .
Ist (21, 29,3, 24) € A := ker ¢, dann gilt mod p:

o+ 23+ 2h + 2 = 27+ (uxy — vxy)? + (v +vz)? + 0]

= (1+u?+0*) (22 +23) =0,

also ist p ein Teiler von x? + 23 + 2% + x3. Es ist klar, dass ¢ surjektiv ist, also ist
A(A) = p?. Nun gilt vol(S) = 2r2p? > 16p* = 21A(A), also gibt es

(0,0,0,0) # (x1, 29, x3,24) € SNA,

und wie im Beweis des Zwei-Quadrate-Satzes folgt dann 23 + 23+ 22 +23 =p. Q

Damit folgt der Vier-Quadrate-Satz, dessen erster bekannter Beweis von Lagrange
1770 erbracht wurde.

5.7. Folgerung. Jede nichinegative ganze Zahl ist Summe von vier Quadratzah-
len.

Jetzt ist es natiirlich eine naheliegende Frage, wie es mit Summen von drei Qua-
draten aussieht. Dazu bemerken wir zunéchst Folgendes.

J.-L. Lagrange
(1736-1813)

FOLG
4-0-Satz


https://de.wikipedia.org/wiki/Joseph-Louis_Lagrange
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5.8. Lemma. Ist m von der Form 48(81 + 7) (mit k,l > 0), dann ist m nicht
Summe von drei Quadratzahlen.

Beweis. Zuerst iiberlegen wir, dass fiir m > 1 mit 4m auch m Summe von drei
Quadraten ist: Gilt 4m = 22 + 23 + 23, dann ist 27 + 23 + 22 = 0 mod 4, und das
ist nur moglich, wenn x1, z9, 3 alle gerade sind. Dann ist aber

m = (21/2)° + (22/2)* + (23/2)*
ebenfalls Summe von drei Quadraten

Es geniigt also zu zeigen, dass m = 8k + 7 nicht Summe von drei Quadraten sein
kann. Das folgt nun aber aus einer Betrachtung modulo 8: Ein Quadrat ist stets
= 0,1 oder 4 mod 8; damit kann die Summe dreier Quadrate nicht = 7 mod 8
sein. a

Tatséichlich ist das die einzige Einschrankung, wie von Legendre 1797 oder 1798
gezeigt wurde. Allerdings scheint es umstritten zu sein, ob sein Beweis vollstandig
war. In jedem Fall gab Gaufl 1801 einen Beweis des Satzes.

5.9. Satz. Fine ganze Zahl m > 0 ist genau dann Summe dreier Quadratzahlen,
wenn m nicht in der Form m = 4%(8] + 7) geschrieben werden kann.

Wir kénnen das jetzt noch nicht beweisen, aber wir kénnen den Satz wenigstens
auf eine schwéchere Aussage reduzieren.

5.10. Lemma. Ist m € Z Summe dreier Quadrate rationaler Zahlen, so ist m
auch Summe dreier Quadrate ganzer Zahlen.

Beweis. (Siehe [Sch, S.198f].) Sei m = z§ + 23 + a3 mit z1, 79,23 € Q. Wir
konnen annehmen, dass der Hauptnenner ¢ von 1, 9, 3 minimal gewéhlt ist. Wir
miissen ¢ = 1 zeigen, also nehmen wir ¢ > 1 an. Seien ¥y, ys, y3 die zu xq, 9, 3
nichstgelegenen ganzen Zahlen (mit willkiirlicher Auswahl, wenn es zwei Moglich-
keiten gibt). Wir schreiben © = (x1, 29, 23) und y = (y1,y2,y3) und verwenden
(z,y) = 2191 + T2Ys + w3ys fir das Skalarprodukt. Wir schreiben |z| = \/(x, z)
fiir die euklidische Linge eines Vektors. Es gilt dann 0 < |z — y|*> < 3/4 < 1.
Auflerdem ist
d=clx —y|* =cm—2cx,y) +clyl*cZ.
Der Punkt
2<$, T — y>
|z —yl?

/|2

1
T =+ (y — ) = S ((ly[* = m) c& +2(em — (cz, y)) y)
erfiillt ebenfalls |'|* = m (&’ ist der zweite Schnittpunkt der Geraden durch x
und y mit der Kugeloberfliche ||*> = m) und hat einen Nenner, der ¢ < c teilt.
Das zeigt, dass ¢ nicht minimal war, und ergibt den gesuchten Widerspruch. U

Es bleibt also noch zu zeigen, dass m, wenn es nicht die Form 4%(8/ + 7) hat,
als Summe von drei Quadraten rationaler Zahlen geschrieben werden kann. Das
folgt aus dem Hasse-Prinzip fiir quadratische Formen, das wir in Abschnitt 8
besprechen werden.

Hier ist noch eine nette Konsequenz des Drei-Quadrate-Satzes. Eine Dreieckszahl
ist eine ganze Zahl der Form n(n+1)/2, also eine Zahl aus der Folge 0, 1, 3, 6, 10, 15,
21,28, ....

LEMMA
m # O+0+0

]

A.-M. Legendre
(1752-1833)

SATZ
3-0J-Satz

LEMMA
Reduktion
auf Lsg. in Q


https://de.wikipedia.org/wiki/Adrien-Marie_Legendre
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5.11. Satz. Jede nichtnegative ganze Zahl ist Summe dreier Dreieckszahlen.

Beweis. Sei m > 0 eine ganze Zahl. Dann ist nach dem Drei-Quadrate-Satz 5.9
8m + 3 = 22 + y? + 2% als Summe dreier Quadrate darstellbar. Dabei miissen
x,y, z ungerade sein (Betrachtung mod 4). Wir schreiben z = 2u+ 1, y = 2v + 1,
z = 2w + 1. Es folgt

m = é((Qu—i— 1) — 1) +é((2v+1)2 -1) +%((2w+1)2 —1)
_ u(u2+ 1) N v(v;l) N w(w2+ 1) . 0

Eine weitere Folgerung ist:

5.12. Folgerung. Sei f(z,y,z) = 2> +y* + 2> + 2z € Z[z,y,2]. Fiir v,y,2 € Z
gilt dann f(z,y,z) > 0, und jede nichtnegative ganze Zahl n kann in der Form
n = f(z,y,z) mit v,y,z € Z geschrieben werden.

Beweis. Ubung. u

Ein Grund dafiir, dass der Drei-Quadrate-Satz schwieriger ist als der Zwei- oder
der Vier-Quadrate-Satz, liegt darin, dass die Menge
E3 = {$2+y2+22 ‘ r,y,z € Z}

keine multiplikative Struktur besitzt wie ¥y und 4. (Zum Beispiel sind 3 und 5
in X3, 3-5 = 15 jedoch nicht.)

Es gibt eine analoge Identitéit wie in Lemma 5.1 und in Lemma 5.4 fiir acht Qua-
drate. (Dahinter steckt die Algebra der Octonionen oder Oktaven, deren Multi-
plikation nur noch eine schwéchere Bedingung als die Assoziativitat erfiillt. Siehe
zum Beispiel [Z, §9].) Hurwitz hat 1898 bewiesen, dass es solche Identitdten nur
fiir Summen von 1, 2, 4 oder 8 Quadraten geben kann. Siehe [Z, § 10].

Man kann sich auch fragen, wie viele Moglichkeiten es gibt, eine gegebene natiirli-
che Zahl m als Summe von zwei oder vier Quadraten zu schreiben. Datfiir gibt es
die folgenden Formeln:

Ry(m) = #{(x,y) € Z* | &* +y* =m} =4 x(d)
dlm
Ry(m) = #{(w1, 19,13, 14) €Z* | 23 + 23+ 22 + 22 =m} =8 Z d
d|m,4td
Die Summen laufen jeweils iiber die positiven Teiler von m, und
0 falls d gerade,
x(d) = 1 falls d =1 mod 4,
—1 falls d = 3 mod 4.

Eine andere natiirliche Frage ist die folgende (Waring 1770):

Gibt es fiir jedes k > 1 eine Zahl g(k), sodass jede natirliche Zahl Summe von
hochstens g(k) k-ten Potenzen natirlicher Zahlen ist?

SATZ
n=NA+A+A

FOLG
Lo = f(Z?)


https://en.wikipedia.org/wiki/Degen%27s_eight-square_identity
https://de.wikipedia.org/wiki/Oktave_(Mathematik)
https://de.wikipedia.org/wiki/Adolf_Hurwitz
https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Jacobi_(Zahlentheorie)
https://de.wikipedia.org/wiki/Quadratsummen-Funktion
https://de.wikipedia.org/wiki/Waringsches_Problem
https://de.wikipedia.org/wiki/Edward_Waring
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Der Vier-Quadrate-Satz sagt, dass ¢g(2) = 4 ist. Waring vermutete ¢(3) = 9 und
g(4) = 19. Hilbert bewies 1909, dass Warings Frage eine positive Antwort hat.
Euler vermutete bereits, dass

a0 =2+ |(3)] -2

fiir alle k£ gilt. (In jedem Fall gilt hier ,>*, da dies die Maximalzahl von k-ten
Potenzen ist, die man fiir die Zahlen bis 3* — 1 braucht.) Heute ist bekannt, dass

R DRI

gilt, was vermutungsweise immer der Fall ist. In jedem Fall kann es nur endlich
viele Ausnahmen geben (und man hétte dann ebenfalls eine Formel fiir g(k)).

Weit schwieriger ist die Frage, was die kleinste Zahl G(k) ist, sodass jede hin-
reichend groffe natiirliche Zahl Summe von G(k) k-ten Potenzen ist. Die einzigen
bekannten Werte sind G(2) = 4 und G(4) = 16; sonst gibt es nur untere und obere
Schranken, wie zum Beispiel 4 < G/(3) < 7 (mit der Vermutung G(3) = 4).



§6. Ternidre quadratische Formen 34

6. TERNARE QUADRATISCHE FORMEN

Wir haben bereits einige Beispiele von quadratischen Formen gesehen. Wir erin-
nern uns an die Definition (vgl. Lineare Algebra II, §23):

6.1. Definition. Eine quadratische Form (iiber Z) in n Variablen ist ein homo-
genes Polynom vom Grad 2 in n Variablen mit ganzzahligen Koeffizienten. (Man
kann quadratische Formen iiber beliebigen Ringen betrachten.)

Ist n =2,3,4, ..., sospricht man auch von bindren, terndren, quaterndren, . . .qua-
dratischen Formen. Binédre quadratische Formen haben also die Form

Q(z,y) = az® + by + cy® mit a, b, c € Z.
Ternére quadratische Formen sehen so aus:
Q(z,y,2) =azx®> + by’ +c22 +day+eyz + f 2w
mit a,b,c,d, e, f € Z. &

Im vorigen Abschnitt ging es um Darstellungen von Zahlen durch die quadrati-
schen Formen x? + y? und z? + 23 + 23 + 3. Eine andere Frage, die man stellen
kann, ist, ob eine gegebene quadratische Form eine nichttriviale Nullstelle hat.
Im Falle einer ternéren quadratischen Form Q(z,vy, z) wére die Frage also, ob es
(0,0,0) # (x,y, z) € Z? gibt mit Q(x,y,2) = 0. Damit werden wir uns im Folgen-
den beschéftigen.

Fiir bindre quadratische Formen ist das keine besonders interessante Frage: Die
Existenz einer nichttrivialen Nullstelle ist dazu dquivalent, dass die Form in ein
Produkt von zwei Linearformen zerfillt, was genau dann der Fall ist, wenn die
Diskriminante b* — 4ac ein Quadrat ist. Fiir ternire Formen ergibt sich aber ein
durchaus interessantes Problem.

Wir bemerken, dass wir immer annehmen kénnen, dass eine (nichttriviale) Losung
von Q(z,y,z) = 0 primitiv ist, d.h. ggT(z,y,z) = 1 erfiillt, denn wir kénnen
etwaige gemeinsame Teiler immer abdividieren.

6.2. Definition. FEine quadratische Form () in n Variablen kann auch durch
eine symmetrische Matrix My beschrieben werden (mit ganzzahligen Diagonal-
eintriigen und evtl. halbganzen sonstigen Eintriigen), sodass Q(z) = z Mgz " gilt.
(x = (z1,...,x,) als Zeilenvektor.) Dann nennen wir

det Q = det(Mp)
die Determinante von (), und
disc @ = (—1)<72‘L>4L’”‘/2J det @

heifit die Diskriminante von @; die Diskriminante ist immer eine ganze Zahl.
(Die Potenz von 4 in der Definition von disc(Q)) dient dazu, die Diskriminante
ganzzahlig zu machen.)

Zum Beispiel ist
disc(a2® + bzy + cy?) = b* — 4dac

und

disc(a2z® +by* +c2®> +day+eyz + fzx) = —4abc — def + ae* + bf* + cd*.

DEF
quadratische
Form

DEF
Determinante,
Diskriminante
einer qu. Form
(nicht-)
ausgeartet
singular


http://www.mathe2.uni-bayreuth.de/stoll/teaching/LineareAlgebraII-SS2017/Skript-LineareAlgebraII-pub-screen.pdf
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Eine quadratische Form @ ist nicht-ausgeartet, wenn disc () # 0 ist, sonst ist sie
ausgeartet oder singuldr. Wenn () singulér ist, dann gibt es eine lineare Substi-
tution der Variablen, die () in eine quadratische Form in weniger Variablen als
vorher transformiert. (Wéhle dazu ein primitives Element des Kerns von M, als
einen der neuen Basisvektoren.) &

Etwas Geometrie.

Ternére quadratische Formen entsprechen Kegelschnitten in der Ebene. Wenn wir
etwa nach reellen Losungen von Q(x,y,2) = 0 mit (z.B.) z # 0 suchen, dann
kénnen wir die Gleichung durch 2? teilen und ¢ = x/z, n = y/z setzen; wir
erhalten dann Q(§,n,1) = 0; das ist die Gleichung eines Kegelschnitts. (Wenn wir
in der projektiven Ebene arbeiten, dann brauchen wir die Punkte mit z = 0 nicht
auszuschlieBen: Sie kommen auf der unendlich fernen Geraden zu liegen.) Primitive
ganzzahlige Losungen von Q(z,y,z) = 0 entsprechen dann rationalen Punkten
(Punkten mit rationalen Koordinaten) auf dem Kegelschnitt. Dabei entsprechen
jeweils die zwei primitiven ganzzahligen Losungen (z,y, z) und (—z, —y, —z) dem
rationalen Punkt (z/z,y/z).

Zum Beispiel (wir haben das bereits ganz am Anfang gesehen) gehort zur quadrati-
schen Form Q(z,y, 2) = 2%+y*—2? der Einheitskreis, und die primitiven Lésungen
(in diesem Fall sind das die primitiven pythagoreischen Tripel) entsprechen den
rationalen Punkten auf dem Einheitskreis (es gibt keine Losungen mit z = 0). Wir
haben gesehen, wie man ausgehend von dem rationalen Punkt (—1,0) alle Punkte
parametrisieren kann, indem man den zweiten Schnittpunkt von Geraden durch
den gewéhlten Punkt mit dem Kegelschnitt betrachtet. Die gleiche Konstruktion
funktioniert mit jedem nicht-ausgearteten Kegelschnitt.

6.3. Satz. Sei Q(z,y,z) eine nicht-ausgeartete terndre quadratische Form, und
sei (o, Yo, 20) eine primitive Lisung von Q(x,y,z) = 0. Dann gibt es bindre qua-
dratische Formen R,, R, und R, sodass bis auf Multiplikation mit einem gemein-
samen (rationalen) Faktor alle ganzzahligen Lisungen von Q(x,y,z) = 0 gegeben
sind durch

(Rx(u, v), Ry(u,v), R,(u, v))

mit ganzen Zahlen u und v.

Beweis. Wir geben hier einen , algebraischen® Beweis. Man kann auch einen , geo-
metrischen“ Beweis geben analog zu dem fiir die pythagoreischen Tripel. Unser
Beweis hier hat den Vorteil, eine ,,minimale* Parametrisierung zu liefern, d.h. eine
mit | disc(R,)|, | disc(R,)], | disc(R,)| so klein wie mdoglich.

Wir betrachten erst einmal den Fall Q = y? — xz. Dann koénnen wir
R.(u,v) =v*, R,(u,v)=wv, R.(u,v)=01
wéhlen. (Siehe Lemma 2.1.)
Als Néchstes nehmen wir an, dass (xg, 4o, 20) = (1,0, 0) ist. Dann ist
Qz,y,2) =by* +c2 +day+eyz+ f 2z
(ohne z2-Term). Wenn wir

r=bX+eY+cZ, y=—dX—fY, z=-dY —fZ

SATZ
Parametri-
sierung
von Kegel-
schnitten
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setzen, dann wird Q(z,y, z) = — disc(Q)(Y? — X Z), wie man leicht nachpriift. Da
disc(Q) # 0 ist, folgt mit dem zuerst betrachteten Spezialfall, dass

Ry(u,v) =bu +euv+cv?, Ry(u,v)=—du’—fuww, R.(u,v)=—duw—fv’
geeignete bindre Formen sind.

Jetzt betrachten wir den allgemeinen Fall. Da ggT (0, yo, 20) = 1 ist, gibt es eine
invertierbare ganzzahlige Matrix 7" mit det(7) = 1 (also T" € SL(3,Z)), sodass
(2o Yo 20) = (1 00)7T ist (d.h. (zo yo 20) ist die erste Zeile von T'). Wir setzen

(ryz)= "y )T
und Q'(2/,y/,2") = Q(z,y,2) (also Mg = TMgT"); dann ist
Q/(la 07 0) = Q(ﬂfm Yo, ZO) =0.

Nach dem gerade betrachteten Fall gibt es binére quadratische Formen R, R, , R’,
die die Losungen von @ = 0 parametrisieren. Dann sind

(R: Ry R.) = (R, R; R)T

die gesuchten bindren quadratischen Formen fiir (). a

6.4. Folgerung. Ist Q(x,y,z) eine nicht-ausgeartete terndre quadratische Form, FOLG
sodass Q = 0 eine nichttriviale Losung hat, dann gibt es eine ganzzahlige lineare Normalform

Substitution (x y z) = (XY Z)T mit det(T) = disc(Q), sodass |6sbarer
Q(z,y, z) = disc(Q)(Y? — X Z) ternarer
qu. Formen
qilt.

Beweis. Das folgt aus dem vorigen Beweis. Man beachte, dass im Fall Q(1,0,0) =0
die Transformationsmatrix

b —d 0
T=1|e —f —d
c 0 —f

die Gleichung det(T) = bf* + cd* — def = disc(Q) erfiillt. Im allgemeinen Fall
andern sich die Diskriminante der quadratischen Form und die Determinante der
Transformationsmatrix nicht. u

6.5. Beispiel. Fiir Q(z,y,2) = 22 + 3*> — 2% und die Ausgangslosung (—1,0,1) BSP

kénnen wir die Matrix 7" im Beweis von Satz 6.3 wihlen als pyth.
-1 0 1 Tripel
T=10 -1 0}
0 0 1
damit ist v = —2/, y = —¢/, z =2’ + 2’ und

QY. 2) = Q(—a', =y, 2’ + 2) = (y)* = (¢)? = 22'2".
Die quadratischen Formen fiir @)’ sind

Rl (uv) =v’—v*, R, (u,v)=2uv, R.(uv)=20".
Fiir die urspriingliche Form ) bekommen wir dann

R, (u,v) = =R (u,v) = v? — u?
R,(u,v) = —R, (u,v) = —2uv
R.(u,v) = R (u,v) +R. (u,v) = u? + v?
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Das ist, bis aufs Vorzeichen, wieder genau die bekannte Parametrisierung der py-
thagoreischen Tripel. &

Wir sehen also, dass wir leicht alle Losungen finden kénnen, wenn wir erst ein-
mal eine kennen. Es bleiben noch zwei Fragen zu beantworten: Wie kénnen wir
feststellen, ob es eine Losung gibt? Und wie kénnen wir, wenn es eine gibt, eine
Losung finden?

Dabei ist es hilfreich, sich darauf beschranken zu konnen, nur ,,diagonale” Formen
der speziellen Gestalt

Q(z,y,2) = ax® + by* + cz*

zu betrachten. Dazu brauchen wir einen Aquivalenzbegriff fiir quadratische For-
men.

6.6. Definition. Seien @), Q' zwei quadratische Formen in derselben Zahl n von
Variablen. Wir nennen ) und @’ dquivalent, wenn

/
Q'(x1, 9, ..., xy) = AQ(anx1 + a9 + - -+ + a1,Ty,
A21T1 + A22T9 + +* - + A2, Ty,
An1T1 + Ap2X2 + -+ annxn)

ist mit A € Q* und einer Matrix

@11 A12 - A1
Q21 Ag2 -+  dap

T = _ o ) € GL(n,Q).
Ap1 QAp2 - Apn

Fiir die zugehorigen symmetrischen Matrizen bedeutet das Mg = AT MgT;
insbesondere folgt disc(Q') = A"det(T)?disc(Q), sodass @' genau dann nicht-
ausgeartet ist, wenn das fiir @ gilt. Es ist klar, dass wir eine Aquivalenzrelation
definiert haben. O

Ist = (21,...,x,) eine nichttriviale rationale Losung von Q(xy, s, ..., x,) =0,
dann ist ©' = x(T"")~! eine nichttriviale Losung von Q'(zy, s, ...,z,) = 0, und
ist «’ eine nichttriviale Losung von Q' (1, 29, ..., ,) = 0, dann ist £ = «'T"" eine
nichttriviale Losung von Q(x1,zs,...,z,) = 0. Da die Existenz einer primitiven
ganzzahligen Losung zur Existenz einer nichttrivialen rationalen Losung dquivalent
ist, haben wir das folgende Resultat gezeigt:

6.7. Lemma. Sind Q und Q' dquivalente quadratische Formen und hat Q = 0
eine primitive ganzzahlige Losung, so hat auch Q' = 0 eine primitive ganzzahlige
Lésung, und umgekehrt.

Folgerung 6.4 lasst sich dann auch so formulieren: Eine nicht-ausgeartete ternére
quadratische Form @ ist genau dann Aquivalent zu y? — zz, wenn es nichttriviale
ganzzahlige Losungen von () = 0 gibt.

DEF
Aquivalenz
von

qu. Formen

LEMMA
Losbarkeit
von aquiv.
Formen
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Bemerkung. Wenn man sich fiir die Werte einer quadratischen Form fiir ganz-
zahlige Argumente interessiert statt fiir ihre Nullstellen, dann muss man einen ein-
geschrinkteren Aquivalenzbegriff verwenden: Skalieren ist nicht erlaubt (A = 1),
und die Matrix 7" muss sogar in GL(n,Z) sein. Unter dieser Voraussetzung sind
die Wertemengen von ) und @’ gleich.

Jetzt zeigen wir, dass wir jede quadratische Form , diagonalisieren“ kénnen. (Das
wurde fiir quadratische Formen iiber beliebigen Kérpern der Charakteristik # 2
auch in der Linearen Algebra II gezeigt.)

6.8. Satz. Sei Q) eine quadratische Form in n Variablen. Dann ist ) dquivalent
zu einer diagonalen quadratischen Form, d.h., einer Form der Gestalt

/ 2 2 2
Q'(x1,..., 1) = a1x] + agxs + -+ + apx; .
Q st genau dann nicht-ausgeartet, wenn ay, . ..,a, # 0 sind.

Beweis. Wir beweisen zunéchst die letzte Aussage. @ ist genau dann nicht-aus-
geartet, wenn die Diagonalform nicht-ausgeartet ist. Die Determinante der Dia-
gonalform ist aqas - - - a,, also ist die Diagonalform genau dann nicht-ausgeartet,
wenn ay, ..., a, 7 0 ist.

Die Methode fiir den Beweis ist sukzessives quadratisches Frgénzen. Der Beweis wird durch
Induktion nach n gefiihrt. Der Fall n = 1 ist trivial, denn dann ist Q(z1) = az? bereits diagonal.

Sei also n > 2. Wenn @ nicht von x; abhéngt, dann folgt die Behauptung direkt aus der
Induktionsannahme (wobei a; = 0 ist). Im anderen Fall nehmen wir erst einmal an, dass der
Koeffizient von x? in @ nicht null ist. In diesem Beweis lassen wir rationale (statt nur ganzzahlige)
Koeffizienten zu; am Ende kénnen wir die Nenner wieder wegmultiplizieren. Dann kénnen wir
erst einmal @ durch den Koeffizienten von 27 teilen. Danach sieht @ so aus:

Q(x1,x2,...,2n) = l“% + boxixo + byziz3 + - - + byxix, + Qi(z2,. .., )

Hier ist ()1 eine quadratische Form in n — 1 Variablen. Wir ersetzen jetzt x; durch x; — %(bgl‘g +
-+ byx,), dann bekommen wir

Q' (x1,20,. .., 1n) = 25 + Q) (20,...,2,).

Nach Induktionsannahme gibt es eine invertierbare lineare Substitution der Variablen xs, ..., xy,,
die Q] diagonalisiert. Anwendung auf Q" liefert

" 2 2 2 2
Q" (x1,x9,...,2,) = ] + Qx5 + Q325 + - -+ + Qp; .

Durch Multiplikation mit dem Hauptnenner der rationalen Zahlen «; bekommen wir eine dia-
gonale quadratische Form mit ganzzahligen Koeffizienten.

Wir miissen uns noch davon iiberzeugen, dass wir ) immer so transformieren kénnen, dass der
Koeffizient von 27 nicht verschwindet. Sei also der Koeffizient von z? in @ gleich null. Weil Q
von x; abhéingt, gibt es jedenfalls einen Index 2 < j < n, sodass der Koeflizient von z;x; nicht
verschwindet. Sei also

Q(z1,22,...,2T,) = ax17; +b:17? +...

mit a # 0, wobei die Punkte fiir Terme stehen, die ein x; mit k ¢ {1,j} enthalten. Sei ¢ € Q*
mit a + bc # 0. Wenn wir ; durch z; + cxy ersetzen, erhalten wir eine quadratische Form, in
der der Koeffizient von 2?7 gegeben ist durch ac + bc? # 0. d

SATZ

qu. Formen
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6.9. Beispiel. Sei Q(z,y,z) = xy+yz+zz. Um @ nach dem Verfahren im obigen BSP
Beweis zu diagonalisieren, miissen wir erst einmal einen Term mit 22 erzeugen. Diagona-
Dazu ersetzen wir y durch y + x und erhalten lisierung

Qi(z,y,2) =x(y+z)+ (y+2)2+ 20 = 2> + 2y + 212 + y2.
Jetzt ersetzen wir  durch z — %y — 2z (quadratische Ergénzung); das ergibt
Qa(7,y,2) =" — (zy+2)° +yz =2 — Jy° — 2"

Da das Ergebnis ganzzahlige Koeffizienten haben soll, ersetzen wir noch y durch 2y
und erhalten die diagonale Form

Q'(x,y,z) = 12 - y2 - 22 .
Die Matrix T ist hier

100\ /1 —5 -1\ /100 1 -1 -1
T=(1120 0 1 0 020)=1(1 1 -1},
0 01 0 O 1 0 01 0 0 1
dh, Q(z,y,2) =Q(r—y—z,2+y—z,2). s

In praktischen Anwendungen, wenn wir tatsdchlich Losungen berechnen wollen,
ist es meistens keine gute Idee, die gegebene Form zu diagonalisieren. Es werden
dabei ndmlich zunédchst Nenner eingefiihrt, die dann am Ende wieder eliminiert
werden miissen, wodurch die Diskriminante mit Faktoren multipliziert wird, die
wir schlecht kontrollieren konnen. Da man zur Berechnung einer Losung die Dis-
kriminante faktorisieren muss, kann das sehr nachteilig sein. Fiir theoretische Un-
tersuchungen spielt dieser Gesichtspunkt allerdings keine Rolle. Auflerdem werden
wir auch einen Algorithmus angeben, der ohne Diagonalisierung auskommt, sodass
wir in der Praxis das angesprochene Problem umgehen kénnen.

Wir werden jetzt also erst einmal annehmen, die zu untersuchende ternire qua-
dratische Form sei diagonal:

Q(z,y, 2) = ax® + by* + c2*.

Wir konnen natiirlich annehmen, dass ggT(a,b,c) = 1 ist (sonst teilen wir die
Form durch den ggT von a, b, ¢). Wenn einer der Koeffizienten, sagen wir a, durch
ein Quadrat d* (mit d > 1) teilbar ist, dann kénnen wir z ersetzen durch z/d; das
hat den Effekt, dass a durch a/d? ersetzt wird. Wir kénnen also auch annehmen,
dass a, b und ¢ quadratfrei sind. (Um das festzustellen bzw. zu erreichen, miissen
wir die Koeffizienten allerdings faktorisieren!)

Wenn jetzt zwei der Koeflizienten, sagen wir b und ¢, einen gemeinsamen Primtei-
ler p haben, dann muss in jeder ganzzahligen Losung x durch p teilbar sein. Wir
ersetzen x durch pz und teilen die Form durch p; dadurch wird aus (a, b, c) das
neue Koeffiziententripel (pa, b/p, ¢/p) mit kleinerem Absolutbetrag des Produkts.
Wir konnen einen solchen Schritt also nur endlich oft durchfiihren, und danach
miissen die Koeffizienten paarweise teilerfremd sein. (Hierfiir ist eine Faktorisie-
rung nicht nétig, denn wir kénnen statt mit p auch mit dem ggT von a und b
arbeiten.)

Wir kénnen also annehmen, dass a, b, ¢ quadratfrei und paarweise teilerfremd sind.
Das ist dquivalent dazu, dass das Produkt abc quadratfrei ist. Wir halten das fest:



§6. Ternidre quadratische Formen 40

6.10. Lemma. Jede nicht-ausgeartete terndre quadratische Form st dquivalent
2u einer Diagonalform az? + by? + c2%, in der a,b,c paarweise teilerfremd und
quadratfrei sind.

Durch Betrachtung der reellen Losbarkeit und der Losbarkeit modulo Poten-
zen von Primzahlen erhalten wir die folgenden notwendigen Bedingungen fiir die
Losbarkeit einer ternédren quadratischen Form:

6.11. Lemma. Sei abc quadratfrei und sei (xo,yo, 20) eine primitive ganzzahlige
Lisung von ax?+by*+cz? = 0. Dann sind az?, by? und cz? paarweise teilerfremd,
und es miissen folgende Bedingungen an a,b, c erfillt sein:

(1) a, b und ¢ haben nicht alle dasselbe Vorzeichen.

(2) Wenn abc ungerade ist, dann sind a, b und ¢ nicht alle zueinander kongruent
mod 4.

(3) Wenn a gerade ist, dann ist entweder b+ c =0 oder a+ b+ c=0 mod 8.
(4) Wenn b gerade ist, dann ist entweder a + ¢ =0 oder a + b+ ¢ =0 mod 8.
(5) Wenn ¢ gerade ist, dann ist entweder a +b =0 oder a4+ b+ c =0 mod 8.
(6)

1.

Wenn p ein ungerader Primteiler von a ist, dann ist <_Tbc>

1.

(7) Wenn p ein ungerader Primteiler von b ist, dann ist (%‘l)

(8) Wenn p ein ungerader Primteiler von c ist, dann ist (‘T"b> =1.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass az?, by2, cz2 paarweise teilerfremd sind. Wir
nehmen an, dass eine Primzahl p zwei der Terme teilt, und leiten daraus einen
Widerspruch ab. Es muss p dann auch den dritten Term teilen. Da a, b, ¢ paarweise
teilerfremd sind, kann p hochstens einen der Koeffizienten teilen. Dann muss p
mindestens zwei der Zahlen xg, 1o und z teilen. Da p? keinen der Koeffizienten
teilt, miisste dann auch die dritte der Zahlen durch p teilbar sein, im Widerspruch
zu ggT (2o, Yo, 20) = 1.

Aussage (1) ist klar: Hitten a, b, ¢ dasselbe Vorzeichen, dann wire ax? + by? + 2>
immer positiv oder immer negativ. Zum Beweis von (2) und (3-5) beachten wir,
dass von den drei Termen ax3, by2, cz2 genau zwei ungerade sein miissen. Wenn abc
ungerade ist, liefert das die Bedingung a+b = 0 oder b+c = 0 oder a+c = 0 mod 4;
das ist Aussage (2). Wenn zum Beispiel a gerade ist, dann miissen y, und zj
ungerade sein; xg kann gerade oder ungerade sein. Betrachtung modulo 8 liefert
dann Aussage (3).

Zum Beweis von (6) ((7) und (8) werden ebenso bewiesen) beachten wir, dass
yo und zp nicht durch p teilbar sein kénnen. Wir haben by2 + czZ = 0 mod p,
also (byg)* = —bc - 22 mod p, und weil zy mod p invertierbar ist, muss —bc ein
quadratischer Rest mod p sein. a

Fiir ungerade Primzahlen p, die keinen der Koeffizienten teilen, erhalten wir keine
Bedingungen, denn nach Lemma 5.5 gibt es immer nichttriviale Losungen mod p.

Um diese notwendigen Bedingungen zu iiberpriifen (und iibrigens auch, um die
,Normalform* mit abc quadratfrei herzustellen), miissen wir die Koeffizienten a,
b, ¢ faktorisieren. Man kann zeigen, dass es nicht einfacher gehen kann: wenn man

LEMMA
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fiir Los-
barkeit
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Nullstellen diagonaler ternérer quadratischer Formen berechnen kann, dann kann
man das dazu benutzen, ganze Zahlen zu faktorisieren.

Es stellt sich heraus, dass diese notwendigen Bedingungen sogar schon hinreichend
sind, wie Legendre 1785 gezeigt hat.

6.12. Satz. SeiQ(x,vy,2) = ax?+by?+ cz? mit abc quadratfrei. Wenn a, b, ¢ die
Bedingungen in 6.11 erfillen, dann gibt es eine primitive ganzzahlige Lésung von

Q(x,y,z) =0.

Beweis. Wir geben hier einen Beweis mithilfe des Gitterpunktsatzes 4.5. Wir
miissen also wieder ein geeignetes Gitter A und eine passende symmetrische und
konvexe Menge S konstruieren.

Zuerst das Gitter. Sei D = |abc|. Wir wollen ein Gitter A C Z* konstruieren mit
Kovolumen A(A) < 2D, sodass fiir (z,y,2) € A gilt, dass 2D den Wert Q(z,vy, 2)
teilt. Nach Voraussetzung gibt es fiir jeden Primteiler p von a ein u, € Z mit
bug + ¢ = O0mod p (auch fir p = 2, dann ist die Aussage trivial). Nach dem
Chinesischen Restsatz gibt es dann v € Z mit v = u, mod p fiir alle p | a; daraus
folgt bu? + ¢ = 0 mod a. Entsprechend gibt es v, w € Z mit cv? +a = 0 mod b und
aw? + b = 0 mod ¢. Wir brauchen noch ein wenig Information mod 2. Falls abc
ungerade ist, setzen wir ¢o(x,y,2) = T+ y+ z € Z/2Z. Falls a gerade ist, miissen
b und ¢ beide ungerade sein. Wir schreiben b + ¢ = 2m und setzen ¢o(z,y,2) =
T+ my € Z/27. Falls b oder ¢ gerade sind, verfahren wir analog. Wir definieren
jetzt

A={(x,y,2) € Z° | y = uz mod a, z = vz mod b, v = wy mod ¢, ¢s(z,y,2) =0}
= ker((w,y, 2) = (§ — 02,2 — 07,7 — wy, ¢2(2,y, 2))
€ Z)aZ x LJVL x L)L x LJ2T) .

Damit ist klar, dass A C R? ein Gitter ist mit A(A) < 2|abe] = 2D (es ist
nicht schwer zu sehen, dass tatséchlich A(A) = 2D ist). Wir miissen noch die
Teilbarkeitsaussage beweisen. Sei also (x,y, z) € A. Dann gilt

az® + by + ¢z = b(uz)* + c2* = (bu* + ¢)z* = 0mod a
az® +by* + ¢z = az® + c(vz)? = (w? + a)r* = 0 mod b
az® + by? + cz* = a(wy)?® + by* = (aw® + b)y* = 0 mod c.
Da a, b, ¢ paarweise teilerfremd sind, folgt jedenfalls schon D | Q(x,y, z). Wenn
abc ungerade ist, gilt zuséatzlich
ar’ + by’ + =2 +y+2=0mod2.

Wenn (z.B.) a gerade ist, dann ist a = 2 mod 4, und wir haben y = uz = z mod 2
(u muss ungerade sein). Es folgt y*> = 2? mod 4, und mit b + ¢ = 2m dann

az® + by’ 4+ cz* = 22° + (b+ ¢)y’ = 2(z + my) = 0 mod 4,

weil ¢o(z,y,2) = T+ my = 0 € Z/2Z ist. In beiden Fillen ergibt sich sogar
2D | Q(x,y, z), wie behauptet.

Nach Voraussetzung haben die Koeffizienten a, b, ¢ nicht alle dasselbe Vorzeichen.
Sei etwa das Vorzeichen von ¢ anders als das von a und b. Dann nehmen wir als
Menge S den elliptischen Zylinder

S ={(z,y,2) € R®: |a|z® + |b]y* < 2D und |c|z* < 2D} .
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Wir berechnen

vol(S) = 2D 2 2D _ 4v2rDVD = 421D > 16D > 8A(A).

Viel ™ e VD

Also gibt es nach Satz 4.5 ein (0,0,0) # (z,y,2) € SN A. Dann ist
Q(z,y, 2)] = |(|ala® + [bly*) — |e|z*| < 2D,

denn beide Terme der Differenz liegen im Intervall [0, 2D[. AuBerdem ist Q(z, vy, 2)
eine ganze Zahl, die durch 2D teilbar ist. Beides zusammen erzwingt Q(z, vy, z) = 0.
Wir haben also eine nichttriviale ganzzahlige Losung gefunden, und damit gibt es
auch eine primitive ganzzahlige Losung. d

Wir haben im Beweis die Bedingung mod 4 (fiir abc ungerade) bzw. mod 8 (fiir
abc gerade) nicht benutzt. Der Beweis zeigt also, dass diese Bedingung aus den
anderen folgt.

Es gibt eine Variante des Beweises, die diese Bedingung verwendet, um ein Gitter
mit Kovolumen 4D zu konstruieren, fiir dessen Elemente 4D | Q(z, vy, z) gilt. Fiir
die Menge S kann man dann das Ellipsoid |a|z? + [b|y* + |c|2? < 4D nehmen (fiir
unseren Beweis wire das Ellipsoid mit 2D statt 4D zu klein). Das zeigt, dass man
in diesem Fall die Vorzeichenbedingung nicht braucht: Sie folgt aus den anderen
Bedingungen!

Hier zeigt sich ein allgemeineres Phdanomen: Man kann die Bedingung an einer
»Stelle* (das heiBt entweder die reelle Bedingung an die Vorzeichen oder die Be-
dingung, dass es Losungen modulo Potenzen einer bestimmten Primzahl p geben
muss) weglassen, und der Satz ist immer noch richtig. Diese Aussage ist dquivalent
zum Quadratischen Reziprozititsgesetz; wir werden sie in Abschnitt 8 beweisen.

Es gibt auch einen Beweis mit der Abstiegsmethode, siehe z.B. [IR, §17.3].

6.13. Folgerung. Wenn ax?® + by? + cz® = 0 (mit abc quadratfrei) eine nichttri-
viale ganzzahlige Losung hat, dann gibt es eine Losung (z,y, z) mit

16
max{la| 2%, b y*, |c| 22} < —|abe| < 1,62114 [abe],
7T

oder dquivalent dazu,

4 4 4
ol < —/loel, ol < = Vleal, 12l < = v/fad]

Esist 4/m < 1,27324.

Beweis. Mit 2|abc| anstelle von 13|abe| folgt das aus dem Beweis von Satz 6.12.
Der Beweis funktioniert noch, wenn wir fiir S den abgeschlossenen elliptischen
Zylinder

S' = {(x,y,2) € R : |a|z® + [bly* < 2D und |c[z* < 3D}
nehmen; es gilt ndmlich

2D 4 2vD
vol(S") =7 vD = 16D > 8A(A).

Viab] ™ \/]c]
Dabei verwenden wir die Variante des Satzes von Minkowski fiir kompakte Men-
gen S (Satz 4.6). Das ergibt die angegebene Schranke fiir z; die Schranken fiir =
und y folgen dann aus |a|z? + |b]y? = |c|z?. (Die Beweisvariante mit dem Ellipsoid
liefert eine schlechtere Schranke.) a

FOLG
Schranke
fiir Losung
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Tatséchlich gilt sogar die folgende stéarkere Abschéitzung. Sie wurde von L. Holzer
gezeigt.”

6.14. Satz. Wenn az* + by? + cz®> = 0 (mit abc quadratfrei) eine nichttriviale
ganzzahlige Losung hat, dann gibt es eine Losung (x,y, z) mit

max{|a] a2, b|y? , |e] 22} < |abe]
oder dquivalent dazu,

lz] < /bl |yl < V/leal, |z < V/]ab|.

Sei zum Beispiel a,b > 0 und ¢ < 0. Um den Satz zu beweisen, geht man von
ciner Losung mit |z| > v/ab aus und zeigt dann, dass man cine andere finden
kann (als Schnittpunkt einer geeigneten Geraden durch die gegebene Losung mit
dem Kegelschnitt, der der quadratischen Form entspricht), die kleineres |z| hat.
Das zeigt, dass die Losung mit kleinstem |z| die angegebene Schranke erfiillt; die
Schranken fiir |z| und |y| folgen dann.

Der Satz von Holzer (oder auch schon Folgerung 6.13) lésst sich in einen Algorith-
mus zum Losen von ax?+by?+cz? = 0 iibersetzen: Man suche in dem angegebenen
Bereich. Entweder man findet eine Losung, oder die Gleichung hat keine. Aller-
dings ist die GroBle des Suchraums ezponentiell in der Ldnge der Eingabe (die
ist O(log|abcl)), daher ist dieses Verfahren fiir die Praxis im allgemeinen nicht
brauchbar.

Wir werden jetzt Satz 6.12 auf beliebige ternédre quadratische Formen verallgemei-
nern.

6.15. Satz. Sei Q(x,y,z) eine nicht-ausgeartete terndre quadratische Form. Wir
setzen D = |disc(Q)|. Wenn es ein primitives Tripel (xq,yo,20) € Z3 gibt mit
Q(x0,Y0,20) = 0 mod D?, dann hat Q(x,y,z) = 0 eine nichttriviale ganzzahlige
Lésung.

Man beachte, dass wir hier die reelle Losbarkeit als Bedingung weglassen. Das
entspricht der ,Ellipsoid-Variante® im Beweis von Satz 6.12.

Bevor wir mit dem Beweis von Satz 6.15 beginnen, formulieren wir ein Lemma.

6.16. Lemma. Seien Q(x,y,z), D und (xq,yo,20) wie in Satz 6.15. Dann gibt

es ein Gitter A C Z% mit Kovolumen A(A) = D und sodass Q(z,y, z) =0 mod D
gilt fir alle (x,y,2) € A.

Beweis. Sei A € GL(3,7). Dann kénnen wir @ durch AQ und zy = (z0, 0, 20)
durch &y A~ ersetzen, wobei 4Q(x) = Q(x A) ist (also ist die symmetrische Matrix
von 4Q) gegeben durch AMgAT). Wenn wir fiir 4Q) beweisen, dass es ein passendes
Gitter 4A gibt, dann ist A = 4A- A = {z A | £ € AA} ein geeignetes Gitter fiir Q.
Beachte hierfiir , dass disc(4Q) = disc(Q) det(A)? = disc(Q) ist.

Wir beweisen das Lemma durch Induktion iiber D. Im Fall D =1 tut es A = Z3.
Wir kénnen also D > 1 annehmen. Dann hat D einen Primteiler p. Wir behandeln
zunéchst den Fall, dass p ungerade ist. Die Determinante von 2Mg ist £2D, also
durch p teilbar. Deswegen hat die Matrix, die aus 20 entsteht, indem wir ihre
Eintrdge modulo p reduzieren, einen nichttrivialen Kern. Wir koénnen also ein

L. Holzer: Minimal solutions of Diophantine equations, Canadian J. Math. 2 (1950), 238-244
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primitives Tripel (z1,y1,21) € Z? finden mit (x1,y1, 21)2Mg = (0,0, 0) mod p. Sei

A € GL(3,Z) mit erster Zeile (z, 91, z1). Dann hat 4Q die folgende Form:
AQ(z,y,2) =pax® +by® +c2? +pday + eyz + pf 2z

mit a,b,c,d, e, f € Z. Sei (x4, s, 25) = (To, Y0, 20) - A~' die zugehorige primitive

Losung mod D2

1. Fall: p teilt y, und z{. Dann kann p kein Teiler von xj, sein, und

= AQ(%a Yo, 20) = pa (IE))Q mod p?,

also muss a durch p teilbar sein. Die Form
1 T
Q/<l’, Y, Z) - ]? AQ<x7py7pz) - AQ (]_)7 Y, Z)

ist ganzzahlig, und D’ = | disc(Q’)] = D/p* < D. Das primitive Tripel
" 1/ 1 / y(/) Z6
(l’,y,Z):<CC,—,—>
0> Y0 %0 0

liefert eine Losung von Q'(x,y, z) = 0 mod (D’)%. Wir kénnen also die Induktions-
annahme auf )" anwenden und erhalten ein Gitter A’ fiir (. Dann ist

AN = {(z,py,p2) | (2,y,2) € '}
ein Gitter fiir 4Q (beachte 4Q(z, py, pz) = p*Q’(z,y, z) und A(*A) = p*A(N)),
und A = 4A - A ist das gesuchte Gitter fiir Q.

2. Fall: p teilt y, oder z{ nicht. Dann gilt p 1 g = ggT(y, 2,). Wir kénnen eine
Matrix

1 0 0
B=10 w/9 =/9]| € GL(3,Z)
0 = *

finden; dann ist (), yp, 24) - B~ = (5, 9,0). Es ist 2(4Q) = P4Q und
BAQ(z,y,2) = pax® +pb y* + ¢ 22+ pd xy + ¢ yz + pf zx,
denn PAQ(x), g,0) = 0 mod p. Die Form

Q (.9, 2) = %BA@@,y,pz)

ist ganzzahlig, und D’ = |disc(Q')| = D/p < D. Das primitive Tripel

(:Eg, y(,)/7 Z(,)/) = (%» 9,0)
liefert eine Lésung von Q'(z,y, 2) = 0 mod (D')?. Wir kiénnen also die Induktions-
annahme auf ()’ anwenden und erhalten ein Gitter A’ fiir Q. Dann ist

PAN = {(2,9,p2) | (2,y,2) € A'}

ein Gitter fiir 24Q (beachte 2AQ(x,y,pz) = pQ'(z,y, 2z) und A(PAA) = pA(N)),
und A = BAAN - BA ist das gesuchte Gitter fiir Q.
Wenn p = 2 ist, dann gibt es fiir @ mod 2 nach geeigneter Transformation mit
einer Matrix A € GL(3,Z) folgende Félle (Ubungsaufgabe):

AQ(x,y,2) =0, 2% wzy oder 2’4 zy+y* mod?2.
Wir setzen wieder (z(, v}, 20) = (o, Yo, 20) - AL
Wenn 4Q = 0 ist, dann konnen wir einfach 4Q durch Q" = 4Q/2 ersetzen und die
Induktionsannahme anwenden. Fiir das Gitter nehmen wir A = 2A’” - A. Beachte,
dass D' = |disc(Q')| = D/8, A(A) = 8A(A) und 4Q(2x,2y,22) = 8Q'(z,v, 2)
gilt.
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Wenn 4Q = 22 ist, dann muss zj, gerade sein. Die Form Q'(z,y, 2) = 4Q(2x,y, 2) /2
ist ganzzahlig, hat kleineres D' = D/2 und die primitive Losung (x(/2, v, 2)
mod (D')% Wir wenden die Induktionsannahme auf ' an und schliefen wie im
2. Fall fiir p ungerade.

Wenn 4Q = zy ist, dann muss ), oder g, gerade sein. Wenn z.B. 2, gerade ist,
konnen wir wie eben Q'(r,y,2) = 2Q(2x,y, 2) /2 setzen; im anderen Fall verwen-
den wir Q'(x,y,2) = 4Q(x, 2y, 2)/2; das ist ebenfalls analog zum 2. Fall oben.

Wenn schlieBlich 4Q = 2% + xy + y? ist, dann miissen x{, und y}, beide gerade sein;
damit ist z{, ungerade. Wenn wir

AQ(z,y,2) = Qa4+ 1) y* + (2b+ 1) y* + 2c 2> + (2d + 1) wy + 2eyz + 2f 2
schreiben, dann wird 4Q(z{, ), 24) = 2¢ mod 4. Es folgt, dass ¢ gerade ist. Damit
ist D durch 4 teilbar, Q'(z,y,2) = “Q(x,y,2/2) ist ganzzahlig mit primitiver

Losung (4/2,vh/2, 25) mod (D')?, und D' = D/4 < D. Wir schliefien analog zum
1. Fall fiir ungerades p. u

Aus dem Beweis folgt iibrigens, dass es geniigt, eine primitive Losung mod DN
zu haben, wobei N das Produkt der Primteiler von D ist.

Mithilfe des eben konstruierten Gitters konnen wir jetzt Satz 6.15 analog zum
,, Ellipsoid-Beweis* von Satz 6.12 beweisen.

Beweis von Satz 6.15. Sei A ein Gitter wie in Lemma 6.16. Nach Satz 6.8 gibt es
eine Matrix A € GL(3,Q), sodass 4Q(z,y, 2) = az? + By* + 22 (mit a, 8,7 € Q)
diagonal ist. Wir setzen A’ = A+ A~!; dann ist A’ ein Gitter im R?® mit Kovolumen

A(A') = A(A)/|det(A)|. Weiter definieren wir
S={(z,y,2) €R*: |al2” + |Bly* + |7|* < D}
Es gilt |aBy| = |det(1Q)| = | det(A)|?D/4. Damit ergibt sich

47 D3/? 8t D A(N)
vol(§) = — ——— = — > 27 = 2°A(N),
(%) 3 V/]aBy| 3 | det(A)] | det(A)| ()

und wir konnen den Gitterpunktsatz 4.5 anwenden. Er liefert uns einen Punkt
(0,0,0) # (2, ¢/, 2") € N nS. Wir setzen (z,y,2) = (2/,y,7') - A, dann folgt

(x7y7 Z) # (O?O7 O)? (x7y7 Z) E A?
Q(,y,2)| = Q' ¢/, )| < lal(@)* + |BI(y')* + |(2)* < D.

Aus (z,y,2z) € A folgt Q(z,y,2) € DZ; wegen |Q(z,y,z)| < D muss dann also
Q(z,y,z) = 0 sein. a

Die Konstruktion des Gitters A im Beweis von Lemma 6.16 fithrt zu einem Algo-
rithmus zur Berechnung von A. Wir miissen dazu die Primfaktoren von D kennen.
Wir kénnen dabei die Losung mod D? jeweils in jedem Rekursionsschritt berech-
nen; dabei geniigt es fiir p ungerade, Quadratwurzeln mod p berechnen zu kénnen.
Wenn weder der 1. noch der 2. Fall anwendbar sind, bedeutet das die Unlosbarkeit
der Gleichung @ = 0.

Auch der Gitterpunktsatz ldsst sich algorithmisch nutzen. Wir definieren die po-
sitiv definite quadratische Form

QF(w,y,2) =lol(@)* +[BI(Y)* + W) mit (a9, 2) = (2,9,2) - A7
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Es gibt effiziente Algorithmen, mit denen man (0,0,0) # (z,y,2) € A mit mi-
nimalem Q% (z,y, z) finden kann. Der Gitterpunktsatz sagt, dass fiir ein solches
(x,y,2) dann |Q(z,y, 2)| < QT (x,y,2) < D gilt; es folgt Q(z,y, z) = 0.

Eine detailliert ausgearbeitete Variante dieser Methode findet man in einer Arbeit
von Denis Simon.®
6.17. Beispiel. Wir betrachten

Q(z,y, z) = 98348727 + 92527y + 3090322 — 603321y — 1069462 + 3486702 .

Fiir diese Form ist D = 7. Wir berechnen also die Matrix 2Mg reduziert mod 7;
wir erhalten

220
2Mog=1(2 2 0] mod 7.
00 3
Der Kern ist eindimensional und wird erzeugt von (1, —1,0). Wir wihlen
1 -1 0
A=10 1 0] ;
0 0 1

dann ist
AQ(z,y,2) =2+ (—2+y)* =222 + 2x(—x +y) = y* — 22 mod 7.

Eine nichttriviale Losung mod 7 ist gegeben durch (y, z) = (1,2). Wir sind also
im 2. Fall und wéhlen

B =

L V)

0
1
0
t

= O O =

A=7-(1,0,0)BA+Z-(0,1,0)BA+Z-(0,0,7)BA
(1,-1,0)+Z-(0,1,2) + Z - (0,0, 7).

—~

Die Form Q'(x,y, z) = BAQ(x,y,72)/7 hat D’ =1, also A’ = Z*. Das liefert uns

Z
Z

Die Matrix
1 0 0
T = | 201107 655658 0
—1502 9762 25365

diagonalisiert (); wir haben
TQ(x,y, 2) = 983487x% + 19402559365y — 2536527 .

Wir setzen also
2
Q" (x,y,2) = 983487 (2")? + 19402559365(y/)? + 25365(2')? = Q(z,y, 2) + %f

und finden ein nichttriviales Element von A mit minimalem Q*. Ein geeignetes
Computeralgebrasystem liefert uns (x, y, 2) = (8, —45, —123); dies ist die gesuchte
Losung.

Wenn wir statt dessen auf die diagonalisierte Form 7'() den Beweis des Satzes 6.12
von Legendre anwenden wollten, erhielten wir zunéchst die Form

845522 + 21y* — 32782922

8D. Simon: Solving quadratic equations using reduced unimodular quadratic forms,
Math. Comp. 74 (2005), 1531-1543

BSP
Losung von

Q(xag,z) =0
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mit paarweise teilerfremden Koeffizienten, die wir dann noch faktorisieren miissen.
Hier ist das noch nicht problematisch: 8455 = 5-19 -89, 21 = 3 -7, und 327829
ist prim. Man kann aber schon erkennen, dass man bei noch etwas gréfleren Ko-
effizienten der urspriinglichen Form schnell Zahlen bekommt, die man nicht mehr
ohne weiteres faktorisieren kann, und dann steckt man fest. Beachte, dass die neu
aufgetretenen Primzahlen 3, 5, 19, 89 und 327829 mit der urspriinglichen Diskri-
minante 7 nichts zu tun haben! &

Beispiele wie das eben behandelte, wo die Form grofle Koeffizienten, aber kleine
Diskriminante hat, treten iibrigens in manchen Anwendungen recht héufig auf.
In solchen Fillen ist es sehr viel effizienter, direkt mit der gegebenen Form zu
arbeiten, als sie zuerst zu diagonalisieren.
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7. p-ADISCHE ZAHLEN

Wir haben gesehen, dass eine diophantische Gleichung nur dann (primitive) ganz-
zahlige Losungen haben kann, wenn sie (primitive) Losungen modulo m hat fiir
jedes m > 2. Nach dem Chinesischen Restsatz ist dies dquivalent dazu, dass es
Losungen modulo jeder Primzahlpotenz p™ gibt. Wir haben auch die Losbarkeit
in reellen Zahlen als weitere notwendige Bedingung betrachtet. Die reellen Zahlen
haben den Vorteil, dass sie einen Korper bilden. Demgegeniiber haben die Ringe
Z/p"Z zwar die schone Eigenschaft, endlich zu sein, sie sind jedoch fiir n > 2 nicht
einmal mehr Integritétsbereiche und deshalb zum Rechnen nicht so praktisch. Es
wére also wiinschenswert, eine Struktur zur Verfiigung zu haben, die ein Korper
oder ein Integritdtsbereich ist und auBerdem Aussagen modulo p™ fiir alle n zu
formulieren erlaubt. Dies kann erreicht werden, indem man in geeigneter Weise
zu einer Art algebraischem Grenzwert fiir n — oo iibergeht. Man erhélt dann
den Ring Z, der ganzen p-adischen Zahlen, der ein Integritétsbereich ist, und
den Korper Q, der p-adischen Zahlen als seinen Quotientenkorper. Die Existenz
(primitiver) ganzzahliger Losungen mod p" fiir alle n wird dann dquivalent zur
Existenz einer (primitiven) Losung in Z,.

Als Beispiel betrachten wir Losungen der Gleichung 22 + 7 = 0 modulo Potenzen
von 2. In der Tabelle in Abbildung 4 sind die Losungen fiir n < 6 aufgelistet.

mod2': z=1

mod2?: z=1,3

mod 28: x=1,3,57
mod 2*: x=3,511,13
mod 2°: 1z =5,11,21,27
mod 2°: 2 =11,21,43,53

ABBILDUNG 4. Losungen von 22 + 7 = 0 mod 2".

Es ist nicht schwer, sich davon zu iiberzeugen, dass es fiir n > 3 stets vier Losun-
gen mod 2" gibt (Ubung). Das wire nicht méglich, wenn Z/2"Z ein Korper wiire,
denn in einem Korper (oder Integritétsbereich) kann eine quadratische Gleichung
hochstens zwei Losungen haben. Auf der anderen Seite sind jeweils zwei der vier
Losungen in einem gewissen Sinn keine ,,richtigen® Losungen, denn sie lassen sich
nicht zu Losungen mod 2""!  hochheben“. Wenn wir jetzt ,,zum Grenzwert iiber-
gehen“ und nur Losungen betrachten, die sich beliebig weit hochheben lassen,
dann bleiben zwei Losungen iibrig, wie wir das erwarten wiirden (Ubung).

7.1. Definition. Sei p eine Primzahl. Der Ring Z, der ganzen p-adischen Zahlen
ist

o
Zyp = {(an +p"Z)p>1 | an = apy1 mod p" fiir alle n > 1} C H Z/p"Z.
n=1
Dabei sind Addition und Multiplikation komponentenweise definiert. Es ist klar,
dass Z, (als Unterring des Produktrings oben rechts) tatsdchlich ein (kommutati-
ver) Ring (mit 1) ist. O

DEF
p-adische
Zahlen
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Es gibt eine kanonische Einbettung Z — Z,, die gegeben ist durch
a+— (a,a,a,...)=(a+pZ,a+p°Z,a+p°Z,...).
Dies ist ein Ringhomomorphismus.

Die Elemente von Z, nach dieser Definition sind also gerade die Folgen
(ay + pZ,ay + p*Z,as + p°Z, ... ,ap + "7, ... ),

die ,, kompatibel“ sind in dem Sinn, dass a,+; = a, mod p" fiir jedes n gilt. Im
Beispiel oben erhalten wir etwa

(142Z,1+ 2°Z,5 + 2°Z,5 + 2*Z,21 + 2°7,53 + 2°Z, ...) € Z,
als eine 2-adische Zahl, deren Quadrat —7 ist.

Wir brauchen noch mehr Informationen iiber die Struktur von Z,.

7.2. Satz. Z, ist ein Integrititsbereich. Das einzige mazimale Ideal ist pZ,, und SATZ
alle von null verschiedenen Ideale haben die Form p"Z, fir ein n > 0. (Z, ist Eigenschaften

also insbesondere ein Hauptidealring und damit faktoriell.) Die Einheitengruppe von Z,
ist Ly = Ty \ DZp.

Bewezs.

(a) pZ, ist ein maximales Ideal: Wir zeigen, dass Z,/pZ, = Z/pZ ist; die Behaup-
tung folgt dann, weil Z/pZ = F, ein Korper ist. Die Abbildung

¢: Zyp > (a1 + pZ,ay + p*Z,...) — a1 + pZ € Z/pZ
ist ein Ringhomomorphismus und surjektiv, denn die zusammengesetzte Ab-
bildung
7 — Ly — L/pZ
ist surjektiv. Es ist klar, dass pZ, C ker ¢ ist. Sei jetzt (a1 +pZ, as+p*Z,...) €
ker ¢. Dann ist a; durch p teilbar. Wegen der Kompatibilitdt der Folge sind

dann alle a,, durch p teilbar: a, = pb,. Aus der Kompatibilitit der a, folgt
byy1 = b, mod p"~t. AuBlerdem ist pb, 1 = a,+1 = a, mod p". Daher gilt

(a1 +pZ,6L2 +p2Z,a3 —f‘ng, .. ) =p- (bg —i—pZ, bg +p2Z,b4 —l—p3Z, .. ) S pr.
Also gilt auch ker ¢ C pZ,. Nach dem Isomorphiesatz fiir Ringhomomorphis-

men folgt
Zy|pLy = Ly ker ¢ = im ¢ = Z/pZ .

(b) Es ist klar, dass Z) C Z, \ pZ, ist (ein Element eines maximalen Ideals kann
keine Einheit sein). Wir miissen die umgekehrte Inklusion zeigen. Sei also
u € Zy \ pZ,. Wir schreiben u = (uy + pZ, us + p*Z, . .. ); dann ist u,, L p, also
gibt es v, mit u,v, = 1 mod p", und v,, ist mod p” eindeutig bestimmt.
Da w11 = u, mod p" ist, muss dann auch v,.; = v, mod p” sein. Damit ist
dann v = (vy + pZ,vg + p*Z,...) € Z, und u - v = 1.

(c) Es folgt, dass pZ, das einzige maximale Ideal ist. Ware nédmlich m ein weiteres
maximales Ideal, dann wire m \ pZ, # (. Nach (b) wiirde das bedeuten, dass
m eine Einheit enthélt, also wiare m = Z, und damit kein maximales Ideal.

(d) Es gilt ,5,p"Z, = {0}, denn @ = (a1, ay,...) € p"Z, bedeutet a; = 0 fiir
7 <n.
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(e) Fiir a € Z, \ {0} gibt es n > 0 und u € Z, sodass a = up™ ist: Aus (d) folgt,
dass es ein n > 0 gibt, sodass a € p"Z, \ p"*'Z, ist. Dann ist ¢ = up” mit
u € Ly \ pLy = 1.
Beachte: Dies ist die Primfaktorzerlegung in Z,, (mit der einzigen Primzahl p).

(f) Sei jetzt I C Z, ein von null verschiedenes Ideal. Aus (d) folgt wieder, dass
es ein n > 0 gibt mit I C p"Z,, aber I ¢ p"*1Z,. Es gibt also ein a € I der
Form a = up" mit u € Z;. Weil u invertierbar ist, ist auch p" = uta €l Es
folgt p"Z, C I, also I = p"Z,.

(g) Z, ist ein Integrititsbereich: Seien a,b € Z, mit ab = 0. Wir schreiben
a=(a,+pZ,ay +p°Z,...) und b= (b + pZ, by +p*Z,...).
Wir kénnen @ # 0 annehmen. Dann ist a = up’ mit geeigneten N > 0,

u € ). Es folgt p"Vb = 0. Fiir die Komponenten von b bedeutet das p™ b,y =
0 mod p™V*" und damit b, = by, = 0 mod p" fiir allen > 1, alsob=0. Q

Ein Hauptidealring mit genau einem maximalen Ideal (das nicht das Nullideal ist)
wird ein diskreter Bewertungsring genannt. Solche Ringe haben analoge Eigen-
schaften wie die Ringe Z,.

Die Aussage in Teil (e) des Beweises von Satz 7.2 motiviert folgende Definition.

7.3. Definition. Fiir a = (a1, as,...) € Z, definieren wir die p-adische Bewer-
tung als

vp(a) =max({0}U{n>1|a,=0}),
wenn a # 0, und v,(0) = oo. Fiir 0 # a € Z, gilt dann a = up®@ mit u € Ly -
Diese Bewertung setzt die p-adische Bewertung v, auf Z fort; die Schreibweise ist
also gerechtfertigt.

Wir definieren auerdem den p-adischen Absolutbetrag durch
0], =0, lal, =p~"@ fiir a # 0. O

Wie jeden Integritdtsbereich kénnen wir auch Z, in einen (minimalen) Kérper
einbetten.

7.4. Definition. Der Korper Q, der p-adischen Zahlen ist der Quotientenkoérper
von Zy,. &

Wie sehen die Elemente von Q, aus? Seien a,b € Z, \ {0}; dann konnen wir
schreiben a = up™, b = vp" mit Einheiten v und v und m = vy(a), n = v,(b).
Dann ist a/b = (uv~!)p™ ". Es geniigt also, p zu invertieren, um von Z, zu Q, zu
kommen: Q, = Z,[1/p].

Wir sehen auch, dass man die p-adische Bewertung und den p-adischen Absolut-
betrag auf Q,, fortsetzen kann (so wie wir das frither schon mit Z und Q gemacht
haben):

vp(a/b) = vy(a) —vy(b) und |a/bl, = |al,/[b], .

vp(a/b) kann jetzt natiirlich eine beliebige ganze Zahl sein (oder 0o). Es gilt wieder
fir alle a € Q;, dass

a = upvp(a’)

ist mit u € Z;f.

DEF
p-adische
Bewertung

p-adischer
Absolutbetrag

DEF
Korper Q,
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Der p-adische Absolutbetrag hat Eigenschaften, die wir vom gewohnlichen Abso-
lutbetrag (auf R oder C) kennen.

7.5. Lemma. Fir alle a,b € Q, gilt
(1) (Multiplikativitat) —|ab|, = |al, |, ;
(2) (Dreiecksungleichung) |a + b|, < max{|al,, |b|,} < |al, + |b|, -

Beweis. Die Aussagen sind klar, wenn a = 0 oder b = 0 ist. Seien also a und b
von null verschieden. Dann ist a = up’@ und b = vp®® mit u,v € Z, und

damit ab = wvp* @) Wegen uv € ZX folgt v,(ab) = v,(a) + v,(b), also auch
|abl, = |al, [b],.
Sei jetzt ohne Einschréankung v,(a) < v,(b). Dann haben wir

0+ b = (u+ vp®-m(@) (@

Da der erste Faktor in Z, ist, folgt v,(a + b) > v,(a) und damit wiederum die
Behauptung. d

Die Dreiecksungleichung gilt hier in einer verschérften Form, die auch ultrametri-
sche Dreiecksungleichung heifit.

Aus dem Beweis ergibt sich, dass im Fall |a|, # ||, sogar |a+b|, = max{|a|,, |b|,}
gilt (denn dann ist u + vpUr®—ve(@) ¢ Z). Das folgt auch direkt aus der ultrame-
trischen Dreiecksungleichung.

Wir kénnen also (wie mit dem gewohnlichen Absolutbetrag) eine Metrik auf Z,
und auf Q, definieren durch

d(a,b) =|a—1bl,.

Beziiglich dieser Metrik ist dann zum Beispiel Z, die abgeschlossene Einheitskugel
in Q, (dennes gilt a€Z, < v,(a) >0 < la|, <1).

7.6. Satz. Der metrische Raum (Z,,d) ist kompakt. Q, ist ein lokal-kompakter
Korper und damit vollstandig.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass jede Folge (a,) in Z, einen Hiufungspunkt hat.

Dazu schreiben wir wie in Def. 7.1 a, = (ag),ag), ov) € Ilh>1 Z/p™Z. Da es

fiir die erste Komponente a') nur endlich viele Moglichkeiten gibt, muss einer

der moglichen Werte unendlich oft vorkommen. Sei a™) ein solcher Wert. Es gibt

dann unendlich viele n > 1 mit ag) = a. Fiir ag) gibt es ebenfalls nur endlich
viele Moglichkeiten, also gibt es einen Wert a®, sodass fiir unendlich viele n gilt
ag) = oW und a7(12) = a@. Offenbar konnen wir dieses Verfahren fortsetzen und

bekommen eine Folge (a(V),a®,...) € [1,,51Z/p™Z, sodass es fiir jedes k > 1

jeweils unendlich viele n gibt mit a™ = o fiir alle 1 < m < k. Es folgt, dass die

Folge der a™ kompatibel ist, d.h., es ist a = (a™V),a®,...) € Z,. Wir definieren
nun rekursiv ng = 1, und

ny = min{n > n,_; | a™ = a'™ fiir alle 1 <m < k}
fiir £ > 1. Nach Konstruktion ist die Folge (nj) wohldefiniert, und es gilt
|ank o a|P < p_k :

Also konvergiert die Teilfolge (an, )k>1 gegen a € Z,,.

LEMMA
Eigenschaften
des p-adischen
Absolutbetrags

SATZ
Ly, ist
kompakt
Q, ist

vollstandig
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Fiir die zweite Aussage bemerken wir, dass Z, = {a € Q, | |a|, < p} auch offen
in Q, ist. Fiir jedes a € Q, ist dann a+Z,, eine kompakte Umgebung von a in Q,. Ist
nun (a,) eine Cauchy-Folge in Q,, dann liegen (fiir n grofl genug, aber tatséchlich
fiir alle n) die Glieder in einer kompakten Teilmenge, also gibt es eine konvergente
Teilfolge. Eine Cauchy-Folge mit einer konvergenten Teilfolge muss aber schon
selbst konvergieren. Ein lokal-kompakter Korper ist also vollstandig. a

Ein anderer (und weniger konstruktiver) Beweis der Kompaktheit von Z, kann wie folgt gefiihrt
werden:

(1) Die Topologie auf Z, stimmt mit der von [[, -, Z/p"Z induzierten Teilraumtopologie iibe-
rein, wobei das Produkt die Produkttopologie beziiglich der diskreten Topologie auf jedem
Faktor tréagt.

(2) Endliche diskrete Rédume sind kompakt, also ist [], ~; Z/p"Z nach dem Satz von Tychonoff
kompakt. B

(3) Zyp ist in [[,~, Z/p"7Z abgeschlossen, also als abgeschlossene Teilmenge eines kompakten
Raums ebenfalls kompakt.

7.7. Satz. Z liegt dicht in Z,, und Q liegt dicht in Q,. Insbesondere ist Q, die
Vervollstindigung von Q beziiglich der durch |-|, gegebenen Metrik.

Beweis. Sei a = (aW,a?,...) € Z,. Dann kénnen wir fiir jedes n > 1 die
Restklasse o™ € Z/p"Z durch eine ganze Zahl a,, reprisentieren. Es gilt dann
la — an|, < p~". Es gibt also eine Folge ganzer Zahlen, die gegen a konvergiert.

Sei nun a € Q,. Dann gibt es m > 0, sodass p™a € Z, ist. Sei (b,) eine Folge
ganzer Zahlen, die in Z, gegen p™a konvergiert. Wegen

la—p "bulp = [p7"(P"a = ba)lp = p"|p™a — bal,
folgt, dass (b,/p™) gegen a konvergiert.

Damit erfiillt Q, die Bedingungen, um die Vervollsténdigung von Q beziiglich ||,
zu sein: Q, ist vollsténdig beziiglich |-|,, und Q C Q, ist dicht. a

Wir sehen also, dass die p-adischen Korper Q,, eine sehr &hnliche Rolle spielen wie
die reellen Zahlen R, die ja die Vervollstdndigung von Q beziiglich des gewdhnli-
chen Absolutbetrags |-| sind.

7.8. Definition. Sei K ein Korper. Ein Absolutbetrag |-| auf K ist eine Funktion
K > 2 — |z| € R5( mit folgenden Eigenschaften:

(1) Vee K: |z| =0 < 2 =0,

(2) (Multiplikativitat) Vz,y € K: |zy| = |z| |y],

(3) (Dreiecksungleichung) Vz,y € K: |x +y| < |z| + |y|. &

Man kann zeigen, dass bis auf eine natiirliche Aquivalenz die p-adischen Absolutbe-
triage |-|, und der gewohnliche Absolutbetrag |-|o := |-| die einzigen nichttrivialen
Absolutbetriage auf Q sind. (Der triviale Absolutbetrag ist |z| = 1 fiir alle x # 0.)
Das kommt auch in der folgenden Relation zum Ausdruck.

SATZ
7 dicht in Z,

DEF
Absolutbetrag
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7.9. Satz. Fir alle a € Q* gilt

IT lal.=1.

v=p,0

Das Produkt lduft dabei tiber alle Primzahlen p und oo.

Beweis. Zuerst miissen wir uns davon iiberzeugen, dass das unendliche Produkt
auf der linken Seite wohldefiniert ist. Das liegt daran, dass nur endlich viele Prim-
zahlen im Z#hler und im Nenner von a vorkommen; fiir alle anderen p ist |a|, = 1.
Also sind nur endlich viele Faktoren von 1 verschieden.

Alle Absolutbetriage sind multiplikativ, und jedes a € Q* ist ein Produkt von
Potenzen (mit moglicherweise negativen Exponenten) von —1 und Primzahlen. Es

geniigt also, die Félle « = —1 und a = p zu betrachten. Fiir a = —1 ist |a|, = 1 fiir
alle v (das gilt fiir jeden Absolutbetrag auf jedem Korper). Fiir a = p ist |a]s = p
und |al, = p~'; alle anderen Faktoren sind 1. a

Es ist ein allgemeines Prinzip in der Zahlentheorie, das oft sehr niitzlich ist, alle
Vervollstandigungen von QQ gleichberechtigt zu betrachten.

Bemerkung. Die Definition der p-adischen Zahlen in Def. 7.1 entspricht der Kon-
struktion der reellen Zahlen durch Intervallschachtelungen: Die n-te Komponente
in der Folge fixiert die Restklasse mod p™ und schrankt die p-adische Zahl damit
auf ein kompaktes , Intervall* vom Durchmesser p~" ein.

Die starke ultrametrische Dreiecksungleichung

la + b‘p < max{‘ahm |b|p}

hat ungewohnte Konsequenzen. Wir haben bereits gesehen, dass Z in der p-
adischen Metrik beschrdinkt ist: |a|, < 1 fiir a € Z (oder sogar a € Z,). Insbe-
sondere gilt das vom Arbeiten mit R her gewohnte Archimedische Prinzip nicht,
demzufolge es zu jedem Element o des betrachteten Korpers eine ganze Zahl a
geben sollte mit |a| > |a|. Man spricht deshalb auch von nicht-archimedischen
Korpern.

Eine Interpretation der starken Dreiecksungleichung ist, dass sich ,, Rundungsfeh-
ler” nicht verstdrken konnen, wenn man p-adische Zahlen addiert. Das bedeutet,
dass sich numerische Rechnungen sehr viel besser kontrollieren lassen, als wenn
man reelle Ndherungen verwendet. Das ist in vielen Féllen sehr niitzlich.

Das folgende Lemma illustriert die Wirkung der starken Dreiecksungleichung.
7.10. Lemma.

(1) Pine Rethe Y " a, mit a,, € Q, konvergiert genau dann in Q,, wenn (a,)
eine Nullfolge in Q, ist.

(2) Jede Reihe Y 7, cop™ mit ¢, € Zy, konvergiert in Z,.
(3) Jedes a € Z, hat eine eindeutige Darstellung der Form

o0
a= § cnp"”
n=0

mit ¢, € {0,1,...,p— 1} fir allen > 0.

SATZ
Produktformel
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Bewezs.

(1) Eine unendliche Reihe kann nur dann konvergieren, wenn ihre Glieder eine
Nullfolge bilden (Beweis wie fiir R). Sei also umgekehrt (a,) eine Nullfolge
in Q,, und sei m € Z. Dann ist |a,|, < p~™ fir n > N,,. Aus der starken
Dreiecksungleichung folgt, dass

v+k
‘Zan‘ <max{lal, |[v<n<v+k}<p™
p

n=v

gilt fiir v > N,,, und k& > 0. Das zeigt, dass die Folge der Partialsummen eine
Cauchy-Folge ist; nach Satz 7.6 konvergiert die Reihe also.

(2) Es ist |c,p™|, = |enlpp™™ < p7", also bilden die Glieder der Reihe eine Null-
folge. Nach Teil (1) konvergiert die Reihe dann.

(3) Ubungsaufgabe. a

Die Aussage von Teil (3) kann als p-adisches Analogon der Dezimalbruchentwick-
lung in R interpretiert werden.

7.11. Beispiel. In jedem Koérper K mit Absolutbetrag |-| gilt, dass fiir |z]| < 1
die geometrische Reihe > 7 2™ konvergiert, und zwar gegen 1/(1 — z):

N—-1
1 1 1—a N 1 N
~N " = - = = —0 fir N —
‘1—.7; ;%x ’1—:1; 1—x‘ ‘1—:5‘ T o >
In Q, gilt zum Beispiel mit z = p also
1
l+p+p’+p*+- = —. L
L-p

Fiir uns war die urspriingliche Motivation, die p-adischen Zahlen einzufiihren,
dass wir zu einem besseren Versténdnis von Kongruenzen mod p™ fiir alle n (bei
fester Primzahl p) gelangen wollten. Dieser Zusammenhang wird im folgenden Satz
formuliert.

7.12. Satz. Sei F' € Z[Xy,...,Xk] ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten,
und sei p eine Primzahl.

(1) Vo > 13z, ..., 25) €ZF: p™ | Fwy, ..., 2)
= El(xl,...,xk)EZ£:F(wl,...,mk):().
(2) Wenn F homogen ist, gilt
Vo > 13(21,...,2) € ZF\ (pZ)F: p™ | F(xy,. .., 78)
= El(a:l,...,xk)EZ’;\(pr)k:F(a:l,...,:zzk):O
= El(xh...,:pk)e(@];\{()}:F(xl,...,xk):().

Beweis.

BSP
geometrische
Reihe

SATZ
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(1) Wenn (1, ...,x;) € Zj eine Losung ist, dann ist das Tupel (", 2™) der

n-ten Komponenten der ganzen p-adischen Zahlen z; eine Losung in Z/p"Z.
Wir kénnen xgn) durch eine ganze Zahl x; reprasentieren; dann folgt, dass
F(z),...,x}) durch p" teilbar ist.
Die Gegenrichtung ist die eigentlich interessante Aussage. Sei fiir n > 1 das
Tupel (2., 2\") € ZF so gewihlt, dass p" | F(z\™, ... 2") gilt. Da
mit Z, auch Z kompakt ist, gibt es eine Teilfolge, die in Z¥ konvergiert;
(x1,...,x) sei der Grenzwert. Da F' als Polynom stetig ist (das folgt aus den
Eigenschaften eines Absolutbetrages), gilt

F(zy,...,x;) = lim F(mgn”), . .x,(gn'”)) =0,

m—0o0

denn |F(x§"), . ,x,(gn))|p < p~™. Dabei ist (n,,), eine Teilfolge der Indizes,

sodass (2" ... 2" in Z} konvergiert.

(2) Die erste Aquivalenz wird wie in (1) gezeigt (und gilt auch ganz allgemein).
Dazu beachte man, dass ZF \ (pZ,)* ebenfalls kompakt ist, denn (pZ,)"* ist
offen.

Die Richtung ,, = der zweiten Aquivalenz ist trivial. Zum Beweis der anderen
Richtung sei (z1, ..., zx) € Qp\{0} mit F(xy,..., ;) = 0, und F sei homogen
vom Grad d. Da nicht alle z; verschwinden, ist v = min{v,(z;) | 1 < j < k}
eine wohldefinierte ganze Zahl. Wir setzen y; = p~"z,; dann ist

Up(y;) = vp(x;) —v >0 mit Gleichheit fiir wenigstens ein j.

Das bedeutet gerade, dass (y1,...,y) € Zk \ (pZ,)" ist. AuBerdem gilt

Fyr, ..., ye) = F(p ™ x1,...,p "xx) :p*dvF(m,...,xk) =0. a

7.13. Folgerung. Sei F € Zlxy,...,xx] ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizi-
enten. Dann sind dquivalent:

(i) Fiir jedes n > 1 gibt es (x1,...,x) € ZF mit F(xy,...,2;) = 0 mod n.
(i) Fir jede Primzahl p gibt es (x1,...,x) € Z) mit F(xy, ..., x) = 0.

Wenn F' homogen ist, dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Fiir jedes n > 1 gibt es (x1,...,xx) € ZF mit F(xy,...,zx) = 0 mod n und
geT(zy,...,2,n) = 1.
(i) Fir jede Primzahl p gibt es (x1,...,x,) € Qp\ {0} mit F(zy,...,x) = 0.

Beweis. Nach dem Chinesischen Restsatz sind die ersten Aussagen jeweils dqui-
valent zu der gleichen Aussage mit n eingeschrinkt auf Primzahlpotenzen. Nach
Satz 7.12 ist fiir jede feste Primzahl p die erste Aussage fiir alle n = p™ dquivalent
zur zweiten Aussage fiir p. a

Zur Vereinheitlichung der Schreibweise setzen wir Q. = R (analog zu | | = | ]).

Das néichste Resultat ist eines der wichtigsten in der Theorie der p-adischen Zahlen.
Es erlaubt uns namlich, die Existenz einer Losung in Z, auf ein endliches Problem
zu reduzieren.

FOLG
Losbarkeit

in allen Z,
VS.
Losbarkeit
mod jedem n
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7.14. Satz. Sei f € Z[x] (oder auch in Zy[z]), und sei a € F, mit f(a) =0 und SATZ

f'(a) # 0. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes o € Z, mit f(o) =0 und & = a
(in Zyp/pZy =Tp).

Die Voraussetzung kann auch so formuliert werden: Es gibt ein a € Z, sodass
f(a) =0 mod p und f’(a) # 0 mod p gelten. Es ist dann o = a mod p.

Die Ableitung f’ wird formal entsprechend den Ableitungsregeln gebildet:
f=cux"+ - Feart+c = f=nc " -+
Es gilt dann

fly) = f(z) + (y —2)f' () + (y — 2)°g(z, y)
mit einem Polynom g € Z[z,y] (oder Z,[z, y]).

Beweis. Die Idee fiir den Beweis kommt (vielleicht etwas {iberraschend) vom New-
ton-Verfahren.

Zuerst bemerken wir, dass fiir alle @ € Z, mit @ = a gilt f(a) = 0 mod p und
flla) £0 modp (genauer gilt f'(a) = f'(a)). Insbesondere ist f'(a) € Z, denn
[f' ()], =

Sei jetzt ag € Zp beliebig mit ag = a. Wir definieren rekursiv

Qpy1 = Qp — f/(an)ilf(an) :
Ein einfaches Induktionsargument zeigt fiir alle n > 0, dass f(a,,) = 0 mod p gilt;
damit ist ap1 = @, = g mod p und auch f'(a,) € Z,. Die so definierte Folge
(a,) konvergiert in Z,. Sei namlich g € Z,[z, y|] das Polynom mit

f) = f@)+ (y—x)f'(x) + (y — 2)°g(z.y),
dann gilt

flang) = flan) + (ni1 — an) f'(@n) + (a1 — an)’g(an, anga)
= f,(an>_2f(an)2g(am i) -
Das zeigt
[f(ans)lp = |f () lg(an, ania)lp < [f ()] -

Da |f(a)|, < 1 ist, gilt f(a,,) — 0 fiir n — oo. Aus der Definition von (ay,)
folgt dann, dass auch «, 1 — o, gegen null geht. Nach Lemma 7.10 konvergiert
demnach die Reihe Y 7 (a,41 — @,); das heiBit aber gerade, dass die Folge (ov,)
konvergiert. Sei o = lim,, ., «v,, der Grenzwert. Da f als Polynom stetig ist, folgt

fla) = lim f(an) =0.

Es bleibt die Eindeutigkeit von « zu zeigen. Sei also o eine weitere Nullstelle
von f mit @ = a. Dann gilt

0= f(a') = fla) = (o’ —a)(f'(a) + (&’ — a)g(a,a)).

Da |f'(a)|, =1, |6/ —al, < 1 und |g(a, )], <1 gilt, kann der zweite Faktor nicht
verschwinden. Es folgt also o/ = a. a

Der Beweis ist konstruktiv: Er sagt uns, wie wir a mit beliebig vorgegebener
p-adischer Genauigkeit bestimmen konnen.

Das folgende Resultat zeigt die Niitzlichkeit des Henselschen Lemmas.

Henselsches
Lemma

K. Hensel
(1861-1941)
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7.15. Lemma. Sei p eine ungerade Primzahl und sei a € Z, mit p { a. a ist
genau dann ein Quadrat in Z,, wenn a ein quadratischer Rest mod p ist.

Wenn a € Zy ungerade (also mit 2 1 a) ist, dann ist a genau dann ein Quadrat
m Lo, wenn a = 1 mod 8 ist.

Beweis. Es ist klar, dass ein Quadrat in Z, insbesondere ein Quadrat mod p (bzw.
mod 8 fiir p = 2) sein muss. Fiir die Gegenrichtung sei zunéchst p ungerade. Wir
betrachten f(x) = 2* —a. Wenn a ein quadratischer Rest mod p ist, dann gibt es
s € F, mit f(s) = 0. AuBlerdem ist f’(s) = 2s # 0. Nach Satz 7.14 gibt es also
(genau) ein o € Z, mit (6 = s und) o% = a.

Im Fall p = 2 miissen wir etwas anders vorgehen, da die Ableitung von 2% — a

immer gerade ist. Wir schreiben a = 84 + 1 mit A € Z, und betrachten jetzt
f(z) =22* + x — A. Dann ist f(A) = 2A? gerade und f'(A) = 4A + 1 ungerade.
Wir kénnen also wieder Satz 7.14 anwenden: f hat eine Nullstelle o € Z5. Es folgt
(4a+1)* —a=8f(a) =0. a

Das zeigt zum Beispiel, dass —7 ein Quadrat in Z, ist.

Allgemeiner haben wir folgendes Resultat iiber Quadrate in Q,.

7.16. Lemma. Seia € Q); dann ist a = p"u mit u € Z; und n = vy(a). a ist
genau dann ein Quadrat in Q,, wenn n gerade ist und w ein Quadrat in Z, ist.

Beweis. Dass die Bedingung hinreichend ist, ist klar. Ist umgekehrt a = b%, dann
muss n = v,(a) = 2v,(b) gerade sein, und u = (b/p"/?)? € Z ist ein Quadrat in Q.
Es ist aber v,(b/p™/?) = 0, also ist u das Quadrat eines Elements von Z,. a

Als eine weitere Folgerung sehen wir, dass die (p — 1)-ten Einheitswurzeln in Z,
enthalten sind.

7.17. Folgerung. Seip eine Primzahl. Dann hat 2! — 1 in Z, genau (p — 1)
verschiedene Nullstellen.

Beweis. Nach dem kleinen Satz von Fermat gilt a?~! = 1 fiir jedes a € ). Sei
f(x) =aP~t — 1, dann gilt also fiir jedes 0 # a € F,, dass

J@=0 wd  fla)=(p-1)a"? = 0" #0

ist. Nach Satz 7.14 folgt, dass es genau eine Nullstelle o € Z,, von f gibt mit & = a.
Das zeigt, dass es mindestens (p — 1) verschiedene Nullstellen in Z, gibt. Auf der
anderen Seite kann ein Polynom vom Grad (p — 1) im Integritétsbereich Z, aber
auch nicht mehr als (p — 1) verschiedene Nullstellen besitzen. Qa

LEMMA
Quadrate
in Z,
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Quadrate

in Q,

FOLG
Einheits-
wurzeln in Z,



§8. Der Satz von Hasse und das Normrestsymbol 58

8. DER SATZ VON HASSE UND DAS NORMRESTSYMBOL

Wir wollen jetzt das, was wir iiber p-adische Zahlen gelernt haben, auf quadratische
Formen anwenden.

Zum Beispiel sehen wir, dass die notwendigen Bedingungen 6.11 fiir die nichttri-
viale Losbarkeit von az?® + by? + cz? = 0 (mit abc quadratfrei) die nichttriviale
Losbarkeit in R (das ist einfach Bedingung (1)) und in allen Q, impliziert. Ist
etwa p ungerade mit p | a, dann sagt Bedingung (6), dass es 9,z € F gibt
mit by* 4+ ¢z? = 0. Sei z € Z, ein Reprisentant von z. Dann hat das Polynom
f(X) = bX2+c2? € Z,[X] eine einfache Nullstelle ¢ in F,, (denn f(y) = 2by # 0),
also gibt es nach Satz 7.14 eine Nullstelle in Z,. Alternativ konnen wir mit Lem-
ma 7.15 argumentieren, dass —bc ein Quadrat in Z, sein muss und daraus eine
Losung in Z, konstruieren. Falls p ungerade ist und abc nicht teilt, dann gibt es
eine Losung mod p nach Lemma 5.5, und wir konnen wie eben verfahren (wobei
wir die Variable im Polynom so wéhlen, dass die Nullstelle mod p nicht bei null
liegt). Im Fall p = 2 konnen wir erreichen, dass wir Quadratwurzeln aus Zahlen
ziehen miissen, die = 1 mod 8 sind, was nach Lemma 7.15 in Zy immer moglich
ist.

Man beachte, dass wir den Satz von Legendre in dieser Uberlegung nicht benutzt
haben. Natiirlich kann man auch argumentieren, dass es nach dem Satz von Le-
gendre sogar eine nichttriviale ganzzahlige Losung geben muss, die dann auch eine
reelle bzw. eine p-adische Losung ist. Der Punkt ist, dass wir unabhéngig von
Resultaten iiber Losungen in Z oder in Q mit endlichem Aufwand entscheiden
konnen, ob es reelle und p-adische Losungen (fiir alle Primzahlen p) gibt. Dies
gilt auch noch in sehr viel allgemeineren Situationen, wo es kein dem Satz von
Legendre vergleichbares Resultat gibt.

In jedem Fall sehen wir, dass der Satz von Legendre 6.12 und auch seine allgemei-
nere Form in Satz 6.15 zu folgender Aussage dquivalent sind.

8.1. Satz. SeiQ(x,y,z) eine nicht-ausgeartete ternire quadratische Form. Dann
sind dquivalent:

(1) Q(x,y,z) =0 hat eine primitive ganzzahlige Lisung.
(2) Q(z,y, z) = 0 hat eine nichttriviale Losung in R und in Q,, fir jede Primzahl p.

Hierbei kann in der zweiten Aussage entweder auf die Lisbarkeit in R oder auf die
Léasbarkeit in Qq verzichtet werden.

Beweis. Zunéchst einmal ist klar, dass beide Aussagen wahr bzw. falsch bleiben,
wenn wir () durch eine dquivalente Form Q' ersetzen. Es geniigt also, sich auf
diagonale Formen Q = ax? + by? + cz? mit abc quadratfrei zu beschrinken.

Die Implikation (1) = (2) ist trivial. Die umgekehrte Implikation folgt aus dem
Satz von Legendre 6.12, und der Zusatz aus den beiden Beweisvarianten, die ent-
weder die 2-adische oder die reelle Losbarkeit nicht verwenden. a

Dieses Ergebnis wird das Hasse-Prinzip oder das Lokal-Global-Prinzip fiir ternére
quadratische Formen genannt. Es besagt, dass die Existenz ,lokaler* Losungen
(in R und in Q, fiir alle p) die Existenz ,globaler Losungen (in Q) zur Folge hat.

SATZ
Hasse-Prinzip
fiir ternare
qu. Formen

H. Hasse
(1898-1979)
© MFO
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Die Aussage gilt allgemeiner fiir quadratische Formen in beliebig vielen Variablen;
wir werden das spéter sehen.

Das Lokal-Global-Prinzip gilt keineswegs immer. Ein beriihmtes Gegenbeispiel” ist
die Gleichung

3% +49y°+52°=0.
Man kann (relativ leicht) zeigen, dass sie nichttriviale reelle und p-adische Lésun-
gen hat (fiir alle Primzahlen p), aber (das ist schwieriger) keine nichttriviale ra-
tionale Losung.

Da wir die folgende Uberlegung mehrfach verwenden werden, formulieren wir sie
als ein Lemma.

8.2. Lemma. Sei Q(xy,...,7,) = a17? + -+ + a,z2 eine nicht-ausgeartete dia- LEMMA
gonale quadratische Form. Wenn p eine ungerade Primzahl ist und mindestens hinr. Bed.
drei der Koeffizienten a; p-adische Einheiten sind, dann hat QQ = 0 nichttriviale fir p-adische
Lésungen in Q,. Losbarkeit

Beweis. Wir konnen (eventuell nach Vertauschen der Variablen) annehmen, dass
a1, as und az p-adische Einheiten, also nicht durch p teilbare ganze Zahlen sind.
Nach Lemma 5.5 gibt es dann u,v € Z mit a; = —asu® — a3v® mod p. Dann ist
(in Z,) (—agu® — azv?)/a; = 1 mod p; nach Lemma 7.15 ist also

(—apu® — azv?)/a; = t* fiir ein t € Z,.

Damit ist (x1,...,2,) = (t,u,v,0,...,0) eine nichttriviale Lésung von @ = 0. Q

Wir wollen jetzt das Phénomen, dass man eine der lokalen Bedingungen in Satz 8.1
weglassen kann, genauer untersuchen. Dazu fithren wir das Normrestsymbol ein.
Es kodiert die reelle bzw. p-adische Losbarkeit ternédrer quadratischer Formen.

Wir hatten gesehen, dass jede nicht-ausgeartete ternédre quadratische Form zu
einer Diagonalform ax?+by?+ c2? (mit abc # 0) dquivalent ist. Diese ist wiederum
Aquivalent zu (—ac)z? + (—bc)y* — 2% (multipliziere mit —c und ersetze z durch
z/c). Wir konnen uns also auf Formen der Gestalt ax?® + by? — z* beschrinken.

8.3. Definition. Seien a,b € Q*. Fiir eine Primzahl p setzen wir DEF
b Normrest-
a?
(7) =1, symbol
p

falls a 2? 4+ by? = 2? eine nichttriviale Losung in @, hat. Andernfalls setzen wir

(a];b) o
() =1

falls es eine nichttriviale reelle Losung gibt, andernfalls

(21

Das Symbol (“Tb) heilt (quadratisches) Hilbertsches Normrestsymbol oder kiirzer
Normrestsymbol oder Hilbertsymbol. & D. Hilbert
(1862-1943)

In dhnlicher Weise definieren wir

9E.S. Selmer: The Diophantine equation ax®+by® +cz® = 0, Acta Math. 85 (1951), 203-362.
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Satz 8.1 sagt dann, dass a 2% +by? = 22 genau dann eine nichttriviale Losung in Q
hat, wenn

b
(a;) =1 ist fir alle ,,Stellen v = p, v = oo.
v

Wir wollen jetzt den Wert des Normrestsymbols bestimmen. Wir beginnen mit
dem einfachsten Fall.

8.4. Lemma. Fira,be Q* gilt

(a;b>:—1 <~ a<0undb<0.
00

Insbesondere ist das Symbol (%) in beiden Argumenten multiplikativ.

Beweis. Das ist klar. a
Fiir die anderen Fille ist folgende Eigenschaft niitzlich.

8.5. Lemma. Fiira,b,c € Q* und jede ,Stelle“ v gilt
<ab, ac> B <ab,—bc>
v B v '

Beweis. Die Formen abz?+ acy? — 22 und abxz? — bey? — 22 sind #quivalent (mul-
tipliziere mit —ab, skaliere x und y, sodass die Quadrate in den Koeffizienten
verschwinden, und vertausche = und z). a

Eine weitere einfache Beobachtung ist, dass

(as, bt) _ <a;b> ist, wenn s und ¢ Quadrate in Q, sind,

v v
und natiirlich ist das Symbol symmetrisch:

(a,b) B <b,a>
v/ \w/’
8.6. Lemma. Seien p eine ungerade Primzahl und uy,uy € Q* NZ;. Dann gilt
(ul,u2> (Uﬁ% U2> (UQ) <U1P, u2p> (—U1U2)
=1, — ) == und = .
p p p p p

Das Symbol <“Tf’) ist in beiden Argumenten multiplikativ.

Beweis. Die Gleichung w22 4-uy? = 22 hat nach Lemma 8.2 stets eine nichttriviale
in Q,.

Wenn u, ein quadratischer Rest mod p ist, dann gibt es nach Lemma 7.15 eine
Quadratwurzel s von uy in Z,; damit ist (x,y,2) = (0,1,s) eine nichttriviale
Losung von u;pz? +usy? = z2. Gibt es umgekehrt eine nichttriviale Losung in Q,,
dann gibt es auch eine primitive Losung in Z, (hier heifit ,,primitiv®, dass nicht
alle Variablen durch p teilbar sind). In einer primitiven Losung kann p nicht y
und z teilen; Reduktion mod p zeigt dann, dass us ein quadratischer Rest mod p
sein muss.

Die dritte Formel folgt aus Lemma 8.5 und der zweiten Formel.

Die Multiplikativitat priift man fiir die verschiedenen Félle nach; beachte, dass
Potenzen von p? in den Argumenten ignoriert werden kénnen. a

LEMMA
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Der komplizierteste Fall ist v = 2.

8.7. Lemma. Seien uy,us € Q* NZ5. Dann gilt LEMMA
Uy, U wp—1 ug—1 21, Us w21 1y Normrest-
( 5 ) =(-1)"z "=, < 5 ) =(=1)"s (=1)"z =7, symbol fiir
. =2
2 2 u2u?— w1 —1 uo— p
( U1,2 U2> _ (_1) 182 1(_1) 12 1 22 1 ‘

Das Symbol (“—b) ist in beiden Argumenten multiplikativ.

Beweis. Da wir u; und us mit beliebigen rationalen Zahlen multiplizieren kénnen,
die Quadrate in Q9 sind, geniigt es, die Falle u; = £1,£3 zu betrachten. In
jedem Fall sieht man, dass man entweder mithilfe von Lemma 7.15 eine Losung
konstruieren kann, oder dass man einen Widerspruch mod 8 erhélt, entsprechend
dem behaupteten Wert des Symbols.

Die Multiplikativitdt kann man wiederum fallweise nachpriifen. a

Um zu verstehen, woher der Name ,, Normrestsymbol“ kommt, schreiben wir die
Gleichung az? + by? = 2% um als 2% — az? = by?. Wenn es nichttriviale Losungen
gibt, dann gibt es auch eine Losung mit y = 1 (siche Lemma 8.11 unten). Es gibt
dann also X,Y € Q, mit X? —aY? =0 (mit (z,y,2) = (¥, 1, X).

Wenn a kein Quadrat in Q, ist, dann ist die linke Seite X2 —aY? gerade die Norm
des Elements X + Yy/a in der Korpererweiterung Q, C Q,(1/a). Ganz allgemein
definiert man die Norm fiir eine endliche Kérpererweiterung K C L wie folgt. Zu
jedem o € L hat man die Abbildung m,: L — L, z +— ax; diese Abbildung ist
K-linear (sogar L-linear). Man setzt dann

Npg: L — K, o det(mg)

(die Determinante ist iiber K zu verstehen). Dann gilt Np k(o) =0 <= a =0
(denn anderenfalls ist m,, invertierbar) und

Np/k(af) = det(mag) = det(mq 0o mg) = det(my) det(mg) = Np k() Nk (6);

die Norm ist also multiplikativ und ergibt somit einen Gruppenhomomorphismus
Npjk: L* — K*. Insbesondere ist die Menge Ny /x(L*) aller Normen in K eine
Untergruppe.

Fiir die quadratische Erweiterung Q, C Q,(y/a) ist eine Q,-Basis gegeben durch
(1,+/a). Wenn wir fiir &« = 2 + y/a die Abbildung m, in dieser Basis ausdriicken,
sehen wir, dass

2

Tr a
Nypjk(x+yva) = Y= a? —ay?

Yy T

ist. Das Symbol (aTb) hat also genau dann den Wert 1, wenn (a ein Quadrat in Q,
oder) b eine Norm dieser Korpererweiterung ist. Da die Normen eine Untergrup-
pe N, von Q) bilden, folgt

(S0 er (M) er = (U)o

(B =n ()= = ()

(Diese Eigenschaften des Normrestsymbols kann man iibrigens verwenden, um die
Bestimmung der Werte bei v = 2 etwas zu vereinfachen.)
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Die fiir die Multiplikativitdt des Normrestsymbols noch fehlende Aussage

)= (B)-n = ()

ist dann dquivalent dazu, dass die Normgruppe N, Index 2 in Q, hat. In jedem Fall
sehen wir, dass es zum Nachweis der Multiplikativitat geniigt, nur diesen letzten
Fall zu betrachten.

Die Aussage, dass der Index der Normuntergruppe in diesem Fall immer 2 ist,
ist ein Spezialfall eines allgemeineren Resultats der sogenannten ,lokalen Klas-
senkorpertheorie.

Wir kommen jetzt zum Hauptergebnis iiber das Normrestsymbol.

8.8. Satz. Seien a,b € Q*. Dann ist fiir alle bis auf endlich viele Primzahlen p

a,b
(7) =1
und wir haben die Produktformel
a,b
IT(57) =1
V=p,00

(Dabei lauft v iber alle Primzahlen und co.)

Die Produktformel besagt, dass es immer eine (endliche und) gerade Anzahl von
Stellen v gibt, sodass ax? + by? = 22 keine nichttrivialen Losungen in Q, hat.

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass a und b quadratfreie ganze Zahlen sind (denn

wir konnen a und b mit Quadraten rationaler Zahlen multiplizieren, ohne den
Wert der Symbole zu verdndern). Nach Lemma 8.6 ist dann (%’) = 1 fiir alle
ungeraden Primzahlen p, die weder a noch b teilen. Das zeigt die erste Behauptung.
Insbesondere ist das Produkt definiert.

Wir haben gesehen, dass alle Symbole im Produkt symmetrisch und in beiden
Argumenten multiplikativ sind. Daher geniigt es, folgende Félle zu betrachten:

(av b) = (_17 _1>7 (_172>7 (—1,]7), (272)7 (2,}?), (pap>7 (p,Q)~
Dabei sind p und ¢ verschiedene ungerade Primzahlen. Wegen
a,a\  (—1l,a
()= (=)
reduzieren sich die Fille (a,b) = (2,2) und (p, p) auf (a,b) = (—1,2) und (-1, p).
Fiir die verbleibenden Fille ergibt sich die folgende Tabelle (alle anderen Symbole

sind 1):
@ ()] (%) )
(=1,—-1) || -1 ~1 +1 +1
(—1,2) +1 +1 +1 +1
(-Lp) | +1 | (== | (&) | +
2p) | +1 | (D (@) | 41
(pg) | +1 [0 (D) | (®)

SATZ
Produktformel
fiir das
Normrest-
symbol
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Wir sehen, dass die Produktformel genau zum Quadratischen Reziprozitiatsge-
setz 3.13 und seinen beiden Ergédnzungsgesetzen 3.10 und 3.12 dquivalent ist. U

Die Produktformel fiir das Normrestsymbol ist also nur eine andere Moglichkeit,
das Quadratische Reziprozitiatsgesetz samt Ergénzungsgesetzen zu formulieren. In
gewisser Weise ist die Produktformel schoner, da sie eine einzige einfache Aussage
darstellt anstelle von drei verschiedenen.

Die Produktformel fiir das Normrestsymbol fiithrt zu folgender Verbesserung von
Satz 8.1.

8.9. Satz. SeiQ(x,y,z) eine nicht-ausgeartete ternire quadratische Form. Dann
sind dquivalent:

(1) Q(x,y,z) =0 hat eine primitive ganzzahlige Lisung.

(2) Q(z,y,z) = 0 hat eine nichttriviale Losung in Q, fir alle bis auf eventuell
eine Stelle v (v = p Primzahl oder v = c0).

Beweis. Wir kénnen @ durch eine #quivalente Form der Gestalt az?® + by? — 22
ersetzen. Die Implikation ,(1) = (2)“ ist wieder trivial. Fiir die Gegenrichtung
treffe (2) zu. Aus der Produktformel 8.8 folgt dann, dass es tatséchlich nichttriviale
Losungen in Q, fiir alle v geben muss. Aussage (1) folgt dann aus Satz 8.1. QO

Wir wollen jetzt das Hasse-Prinzip auf quadratische Formen in beliebig vielen
Variablen verallgemeinern. Der entscheidende Schritt ist der von drei zu vier Va-
riablen; hierfiir brauchen wir den berithmten Satz von Dirichlet {iber Primzahlen
in Restklassen (,arithmetischen Progressionen®).

8.10. Satz. Sein > 1 und a € Z mit a L n. Dann gibt es unendlich viele
Primzahlen p mit p = a mod n.

Es ist klar, dass die Voraussetzung a | n notwendig ist, denn anderenfalls kann
es hochstens eine Primzahl = a mod n geben.

Beweis. Der Beweis wird mit analytischen Hilfsmitteln (Dirichletschen L-Funktio-
nen) gefiihrt. Nachlesen kann man einen Beweis etwa in [IR, Ch. 16] oder [Sch,
Kap. §]. a

Man kann die Aussage von Satz 8.10 so formulieren:

Hat [ = nx + a € Zlz| die Figenschaft, dass nicht simtliche Werte f(m) € Z fiir m € Z durch
eine feste Primzahl p teilbar sind, dann ist f(m) eine Primzahl fiir unendlich viele m € 7.

(Die Voraussetzung ist dquivalent zu a L n.) Die ,H-Vermutung“ von Schinzel verallgemeinert
das zu folgender Aussage:

Sind fi,..., fr € Z[x] irreduzible Polynome mit positiven Leitkoeffizienten und mit der Eigen-
schaft, dass micht alle Produkte fi(m)--- fx(m) fir m € Z durch eine feste Primzahl p teilbar
sind, dann gibt es unendlich viele m € Z, sodass alle Werte fi(m),..., fx(m) Primzahlen sind.

Allerdings ist Satz 8.10 nach wie vor der einzige Fall, in dem diese Vermutung bewiesen werden
konnte. Zum Beispiel ist immer noch unbekannt, ob m? + 1 unendlich oft eine Primzahl ist!

Wir brauchen noch eine Hilfsaussage.

SATZ
Hasse-Prinzip
fiir ternare
qu. Formen:
Verbesserung
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P.G.L. Dirichlet
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8.11. Lemma. SeiQ(z1,x,...,x,) eine nicht-ausgeartete quadratische Form in
n Variablen. Wenn @ = 0 nichttriviale Losungen in Q (bzw. Q,) hat, dann gibt
es auch Losungen in Q (bzw. Q,) mit x,, = 1.

Bewers. Eine nicht-ausgeartete quadratische Form in einer Variablen hat die Form
az? mit a # 0, hat also keine nichttrivialen Nullstellen. Wir konnen also n > 2
voraussetzen. Sei K = Q oder K = Q, der betrachtete Korper.

Es geniigt zu zeigen, dass es eine Losung mit x,, # 0 gibt (dann kénnen wir die
Losung durch x,, teilen). Sei (&1, ...,&,-1,0) eine Losung. Seien n,...,1,-1 € K;
dann ist

Q& +tn, .t a1, t) = t(L(ny, - 01, 1) + Q01,1 L)1)

wobei L eine Linearform ist. (L ist y — @ -2Mg-y"; hier ist = (&;,...,&,-1,0).)
Wire L(ny, ..., 1mn—1,1) = 0 fiir alle Wahlen der 7;, dann wére  im Kern von Mg;
das hiefle aber det(Mg) = 0, und @ wére ausgeartet, im Widerspruch zur Vor-
aussetzung. Es gibt also n1,...,1m,-1 € Q mit L(n,...,m,-1,1) # 0. Gilt dann
Q(m,--,Mn-1,1) = 0, so haben wir eine Losung mit z,, = 1 gefunden. An-
derenfalls setzen wir t = —L(ny,...,0,-1,1)/Q(m, ..., Mu_1,1) # 0; dann ist
(&1 4ty ... &1 +tny_1,t) eine Losung mit z,, # 0. Q

Dieser Beweis hat einen geometrischen Hintergrund: Wir betrachten Geraden
durch die gegebene Losung und zeigen, dass es eine Gerade gibt, deren zweiter
Schnittpunkt mit der Quadrik ¢ = 0 die Bedingung x,, # 0 erfiillt.

Wir konnen jetzt das Hasse-Prinzip fiir quadratische Formen in vier Variablen
beweisen.

8.12. Satz. Sei Q(w1,x,x3,14) €ine nicht-ausgeartete quadratische Form in vier
Variablen. Dann sind dquivalent:

(1) @ =0 hat eine primitive ganzzahlige Losung.

(2) @ = 0 hat eine nichttriviale Losung in Q, fir alle Stellen v (v = p Primzahl
oder v = 00).

Beweis. Esist nur ,(2) = (1)“ zu zeigen. Beide Aussagen bleiben wahr oder falsch,
wenn wir zu einer dquivalenten quadratischen Form {ibergehen. Wir kénnen also
ohne Einschrinkung annehmen, dass Q = a12% + axx3 — azzi — asxi diagonal ist
mit quadratfreien und teilerfremden ganzen Zahlen a4, .. ., as. Da die Koeffizienten
nicht alle dasselbe Vorzeichen haben kénnen (reelle Losbarkeit), konnen wir (nach
eventueller Permutation der Variablen) annehmen, dass a;,az > 0 sind.

Fiir jede Primzahl p, die D := 2ajasa3a4 teilt, gibt es nach Annahme einen ge-
meinsamen Wert u, € Q, von a;z3 + a3 und azz3 + a4x?. Dabei konnen wir
(21, x2), (23, 24) # (0,0) annehmen. (Denn ist z.B. z; = 5 = 0, dann muss —ay4/as
ein Quadrat s? in Q, sein; damit ist asz; + asx] = az(23 — (sx4)?). Jedes Element
von Q, ist Differenz von zwei Quadraten, also konnen wir z.B. (x1,22) = (1,0)
nehmen und finden dazu eine Losung (x3,x4).) Wenn u, = 0 ist, dann gibt es
nach Lemma 8.11, angewendet auf a;2? + asy? — 2% und asz? + aqy? — z° auch
eine Losung, die u, = 1 liefert. Wir kénnen also u, € Q; annehmen. Offenbar
konnen wir u, mit einem beliebigen Quadrat in Q; multiplizieren; damit kénnen
wir u, € Z U pZ) erreichen. Sei d das Produkt der Primzahlen p mit u, ¢ Z.

LEMMA
Losungen
mit x, = 1

SATZ

Hasse-Prinzip
fiir qu. Formen
in 4 Variablen
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Nach dem Chinesischen Restsatz gibt es u € Z mit u = u, mod p? fiir alle un-
geraden p | D und u = uy mod 16; es ist u = du’ mit ggT(vw', D) = 1. Nach
Satz 8.10 gibt es eine Primzahl ¢ mit ¢ = v/ mod 4D?. Wir betrachten jetzt die
nicht-ausgearteten ternédren quadratischen Formen

Ql (17, Y, Z) = ale + 0292 - dq22 und Q2(xa Y, Z) = a3x2 + a4y2 - dq22 .

Wir wollen zeigen, dass beide nichttriviale Nullstellen in Q haben. Wegen a, as > 0
gibt es jedenfalls reelle Losungen von (); = 0. Fiir Primzahlen p { ¢D gibt es nach
Lemma 8.2 immer p-adische Losungen. Gilt p | D, dann ist dg = u, mod p? (bzw.
mod 16 fiir p = 2). Da v,(u,) € {0,1} ist, folgt daraus, dass dg/u, = 1 mod p
(bzw. mod 8) und damit ein Quadrat in Q, ist (vergleiche Lemma 7.16); also gibt
es eine p-adische Losung von ()1 = 0 und von )5 = 0.

Aus Satz 8.9 folgt jetzt, dass ()1 = 0 und ()2 = 0 nichttriviale Losungen in Q haben
(wir haben die Existenz von Losungen in Q, fiir alle v mit der einen Ausnahme
v = g nachgewiesen). Nach Lemma 8.11 gibt es dann auch Losungen mit z = 1. Das
bedeutet, dass dg sowohl in der Form a;2% + a»x3 als auch in der Form azz? + a4x3
(mit 1,29, 23,24 € Q) geschrieben werden kann. Damit ist (1, xe,x3,z4) eine
Losung von ) = 0, und nichttrivial, weil dq # 0 ist. a

Damit konnen wir nun endlich den Drei-Quadrate-Satz 5.9 beweisen.

Beweis des Drei-Quadrate-Satzes. Nach Lemma 5.10 geniigt es zu zeigen, dass jede
natiirliche Zahl n, die nicht die Form 4%(8 + 7) hat, Summe von drei rationalen
Quadraten ist. Dazu betrachten wir die nicht-ausgeartete quadratische Form

Q(w1, 2, 73, 14) = ZE% + 933 + x% — nxi .
Die Gleichung () = 0 hat sicher reelle Losungen und nach Lemma 8.2 auch Losun-
gen in allen Q, fiir p # 2. Es bleibt zu zeigen, dass es auch eine 2-adische Losung
gibt. Dazu kénnen wir annehmen, dass n nicht durch 4 teilbar ist (denn die For-
men mit n und mit 4n sind dquivalent). Dann gibt es (fiir n # 7 mod 8) stets eine
Darstellung

n =%+ x5+ r; mod 8,

in der wenigstens ein z; ungerade ist. Wiederum nach Lemma 7.15 fiihrt das zu
einer nichttrivialen Losung in Zs.

Aus Satz 8.12 folgt jetzt, dass es eine nichttriviale rationale Losung von () = 0
gibt. Darin muss x4 # 0 sein; wir kénnen also durch x7 teilen und erhalten eine
Darstellung von n als Summe dreier rationaler Quadrate. a

Beachte, dass in Satz 8.12 im Unterschied zu Satz 8.9 tatséchlich die Existenz
von Losungen in Q, fiir alle v verlangt werden muss! Zum Beispiel hat die Form
2% + 22 + 22 — 722 nichttriviale Nullstellen in R und in allen Q, fiir p ungerade,
aber nicht in Q,.

Die Aussage von Satz 8.12 gilt jetzt ganz allgemein fiir nicht-ausgeartete quadra-

tische Formen in beliebig vielen Variablen.

8.13. Satz. SeiQ(xy,...,x,) eine nicht-ausgeartete quadratische Form in n Va-
riablen. Dann sind dquivalent:

(1) @ =0 hat eine primitive ganzzahlige Losung.

(2) @ = 0 hat eine nichttriviale Losung in Q, fir alle Stellen v (v = p Primzahl
oder v = 00).

SATZ
Hasse-Prinzip
fiir quadrat.
Formen
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Beweis. Wir kénnen wieder annehmen, dass Q(z1,...,2,) = az3 + -+ + a,12
diagonal ist mit quadratfreien Koeffizienten a;.

Der Fall n = 1 ist trivial (a;z7 = 0 hat niemals eine nichttriviale Losung, weder
in Q noch in Q,).

Im Fall n = 2 ist Q(x1,72) = a127 + asx3, und die Existenz einer nichttrivialen
Losung ist dquivalent dazu, dass —as/a; ein Quadrat ist (in Q bzw. in Q,). Es ist
aber leicht zu sehen, dass a € Q* genau dann ein Quadrat in Q ist, wenn a ein
Quadrat in Q, ist fiir alle bis auf endlich viele Primzahlen p (Ubungsaufgabe).

Der Fall n = 3 wurde in Satz 8.9 erledigt, und der Fall n = 4 in Satz 8.12.

Den Fall n > 5 beweisen wir durch Induktion mit einem &hnlichen Argument wie
Satz 8.12. Wir nehmen an, dass () = 0 nichttriviale Losungen in allen QQ, hat. Da
@ = 0 insbesondere nichttriviale reelle Losungen hat, konnen wir (moglicherweise
nach Umordnen der Variablen) annehmen, dass a; > 0 und a,, < 0 ist. Sei wieder
D = 2aq, ...a,. Fir jede Primzahl p | D gibt es dann u, € Q, und (z1,...,2,) €
Q2 {0} mit

— 2 2 _ 2 2
Up = 1T + -+ + Qp 2T, _9 = —Ap_1T,,_1 — T, .

Wie im Beweis von Satz 8.12 kénnen wir annehmen, dass u, € Z; U pZ; ist. Sei
d das Produkt der Primzahlen p mit u, ¢ Z.

Nach dem Chinesischen Restsatz gibt es wieder v € Z mit u = wu, mod p? fiir
alle ungeraden p | D und u = uy mod 16; es ist u = du’ mit ggT(v/, D) = 1.
Nach Satz 8.10 gibt es eine Primzahl ¢ mit ¢ = «/ mod 4D?. Wir betrachten die
nicht-ausgearteten quadratischen Formen

2

Qi(x1, .. Ty 0,y) = ax? 4+ an_ga:i_Q —dqy® und

2 2 2
Q2(Tp_1,%n, 2) = Q12,1 + apx; + dgz*.

Wie vorher sieht man, dass )1 und ()2 jeweils nichttriviale Nullstellen in allen Q,
mit v # ¢ haben. Da ()5 eine ternire Form ist, folgt dann nach Satz 8.9 bereits,
dass Q2 = 0 eine nichttriviale rationale Losung hat. Auf der anderen Seite sind
die (wegen n > 5) mindestens drei Koeffizienten ay, ..., a,_o nicht durch die un-
gerade Primzahl ¢ teilbar; daher hat (); = 0 nach Lemma 8.2 auch nichttriviale
Losungen in @Q,. Damit gibt es nichttriviale Losungen von ()1 = 0 in allen Q,.
Nach Induktionsvoraussetzung (Q; ist eine Form in n — 1 Variablen) hat ¢ = 0
dann auch nichttriviale rationale Losungen.

Nach Lemma 8.11 gibt es auch Losungen mit y = z = 1. Das bedeutet, dass dq

sowohl in der Form a,7% + - - + a,,_»x>_, als auch in der Form —a, 122 | — a,22
(mit xq,...,z, € Q) geschrieben werden kann. Damit ist (z1, ..., z,) eine Losung
von () = 0, und nichttrivial, weil dg # 0 ist. a

8.14. Definition. FEine nicht-ausgeartete quadratische Form @ heiflt indefinit,
wenn () = 0 eine nichttriviale reelle Nullstelle hat. &

8.15. Folgerung. Sei Q) eine indefinite nicht-ausgeartete quadratische Form in
n > 5 Variablen. Dann hat Q) = 0 eine primitive ganzzahlige Losung.

Beweis. Ist p eine Primzahl, dann hat () = 0 stets nichttriviale Losungen in Q,
(Ubungsaufgabe). Nach Voraussetzung hat Q = 0 auch eine nichttriviale Losung
in R. Insgesamt sind also die Voraussetzungen von Satz 8.13 erfiillt, sodass ) = 0
eine primitive ganzzahlige Losung haben muss. a

DEF
indefinite

qu. Form
FOLG
Nullstellen
von indefiniten
qu. Formen
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Damit konnen wir den Vier-Quadrate-Satz 5.7 noch einmal beweisen. Sei n > 1.
Wir betrachten

Q(z1, T, T3, Ty, T5) = X5 + x5 + 23 + 15 — NTZ .
Dann ist ) offensichtlich indefinit, also gibt es, wie wir eben gesehen haben, nicht-
triviale rationale Losungen von ) = 0. Nach Lemma 8.11 gibt es dann auch eine
Losung mit x5 = 1, d.h., n ist jedenfalls Summe von vier rationalen Quadraten.

Wir miissen noch zeigen, dass daraus folgt, dass n auch Summe von vier ganz-
zahligen Quadraten ist. Dazu gehen wir wie im Beweis von Lemma 5.10 vor: Sei
x = (z1,%9,73,74) eine rationale Losung von |z|?> = n mit Nenner c¢. Wir neh-
men fiir den Augenblick einmal an, dass wir nicht den Fall ¢ = 2 mit 2xq,...,2x4
ungerade haben. Dann gibt es y € Z* mit |y — x| < 1, und man kann wie in
Lemma 5.10 schlieflen, dass

2(x,  —

:1:/:9:+—<’ 2y>(y—zc)
|z — y|

ebenfalls eine Losung ist und kleineren Nenner hat.

Im verbleibenden Fall = (my/2,ms/2, m3/2,my4/2) mit my, my, mg, my4 ungera-
de schreiben wir p = my + mai + msj + myk als Quaternion mit ganzen Koef-
fizienten. Wir wéhlen s, s9, 53,54 = £1 mit s = m; mod 4, sy = —my mod 4,
s3 = —mg mod 4, s4 = —my mod 4 und setzen o = 1 + S9i + s3J + S4k. Dann ist

po=pi=N(p)=mi+mi+mi+m;=1+1+1+1=0mod4,
also ist po /4 eine Quaternion mit ganzen Koeffizienten. Auflerdem gilt
N(po/4) = N(u/2)N(o)/d=n-4/4=n.
Damit haben wir auch in diesem Fall eine ganzzahlige Losung gefunden.
Man kann natiirlich auch den Zwei-Quadrate-Satz 5.3 mit Hilfe des Satzes 8.9

beweisen, wobei man am einfachsten die Bedingung der 2-adischen Losbarkeit
weglédsst (Ubungsaufgabe).

Wir zeigen noch, dass Folgerung 8.15 ,,scharf® ist.

8.16. Lemma. Fliir jede Primzahl p gibt es nicht-ausgeartete quadratische For- LEMMA
men in vier Variablen, die keine nichttriviale p-adische Nullstelle haben. unlosbare
qu. Formen
in 4 Variablen
Beweis. Fiir p ungerade sei a ein quadratischer Nichtrest mod p; dann hat

Q(zlax% T3, $4) = (E% - Cll'g —|—pr'§ - apxi
keine nichttriviale p-adische Nullstelle. Fiir p = 2 kann man
Q('T;lv L2, T3, ‘CE4) = ‘CE% + .7}3 + ‘CE?% + %)421
nehmen. a

Die Produktformel 8.8 ist tatséchlich die einzige Relation zwischen den verschie-
denen Normrestsymbolen.
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8.17. Satz. Seien e, = 1 fiir alle Stellen v (v = p oder v = 00) gegeben mit
ey = 1 fir alle bis auf endlich viele v und [[, e, = 1. Dann gibt es a,b € Q* mit
(a—b) = g, fiir alle v.

v

Beweis. Seien py, ..., p; die (endlich vielen) ungeraden Primzahlen mit ¢, = —1.
Fiir jedes 1 < j < k sei d; ein quadratischer Nichtrest mod p;. Nach dem Chi-
nesischen Restsatz und dem Satz von Dirichlet 8.10 gibt es eine Primzahl ¢ mit
¢ = €xodj mod p; fiir alle 1 < j <k und

1 fallsequ= lundey= 1
) 3 fallse,o = —1und gy = —
=19 5 falls foo = lund ey =—1 mod 8.
7 fallseee = —1lund ey = 1

Sei a = e5,q und b = —2p; - - - p. Dann ist jedenfalls (%)) = E£4; siche Lemma 8.4.

Aus £,,¢ = 1 mod 4 folgt nach Lemma 8.7, dass (%) = (=1)@=D/8 = ¢, ist. Fiir

ab

alle 1 < j < kist e5,¢ ein quadratischer Nichtrest mod p;, also ist (p ) =—-1=¢,

J

nach Lemma 8.6. Fiir alle Primzahlen p ¢ {2,p1,...,pk, ¢} sind a und b nicht
durch p teilbar, also ist (%} = 1 = ¢,; sieche ebenfalls Lemma 8.6. Aus der

Produktformel 8.8 folgt schliefilich, dass auch (%b) =[l,zeo=¢5,=1ist. 0O

Man kann auch zeigen, dass die Werte des Normrestsymbols ternére quadratische
Formen bis auf Aquivalenz klassifizieren. Genauer gilt:

Zwei nicht-ausgeartete terndre quadratische Formen @ und Q' sind genau dann
dquivalent, wenn fir jedes v die Gleichungen @Q = 0 und Q" = 0 entweder beide
nichttriviale Losungen oder beide keine nichttrivialen Léosungen in Q, haben.

Zum Abschluss dieses Abschnitts ist hier noch eine Anwendung der Produktformel
fiir das Normrestsymbol auf eine konkrete diophantische Gleichung.

8.18. Satz. Ist n € Z-o ungerade, dann hat die Gleichung

a b c
+ + =
b+c c+a a-+bd

n
keine Ldsung in positiven ganzen (oder rationalen) Zahlen a,b, c.

Fiir gerade ganze Zahlen n > 0 kann es positive ganzzahlige Losungen geben. Fiir
n = 4 ist zum Beispiel die kleinste positive Losung (bis auf Permutation) gegeben
durch

a = 4373612677928697257861252602371390152816537558161613618621437993378423467772036

b = 36875131794129999827197811565225474825492979968971970996283137471637224634055579
c = 154476802108746166441951315019919837485664325669565431700026634898253202035277999

Fiir ungerade ganze Zahlen n > 0 kann es (dann aber nicht positive) ganzzahlige
Losungen geben. Das geschieht zum ersten Mal fiir n = 19, mit z.B.

a=>53753, b= —-55862, c=>57017.

SATZ
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Beweis. Es gelte die Gleichung im Satz. Mit

a+b+2c a—>b
iy und y:4(n—|—3)(2n+5)c_(n+2)(a+b)

x=4(n+3)

gilt dann
8.1)  y*=uaz(2*+ Az + B) mit A =4n(n+3) —3 und B = 32(n + 3).

Sind a, b,c¢ > 0, dann ist ¢ < (n 4 2)(a + b) (sonst wire der Term ¢/(a + b) schon
grofier als n). Es folgt, dass positive Losungen (a,b,c) auf rationale Losungen
(xz,y) von (8.1) mit x < 0 abgebildet werden. Wir werden zeigen, dass es solche
Losungen nicht geben kann, wenn n > 0 ungerade ist.

Sei also jetzt n > 3 und ungerade. Sei D = 2n + 5, dann ist D positiv, ungerade,
teilerfremd zu B = 32(n+3) und teilt die Diskriminante A2—4B = (2n—3)(2n+5)3
des quadratischen Faktors in (8.1). Sei (§,7) eine Losung von (8.1) mit & < 0. Wir
wollen einen Widerspruch herleiten. Dazu zeigen wir

p
Aus der Produktformel 8.8 fiir das Normrestsymbol folgt dann, dass auch

-D -D
(5’—) =1 sein muss, aber es ist (6’—) =-1,

0,9) (0. 9]

-D
(é’—) =1 fiir alle Primzahlen p.

da sowohl ¢ als auch — D negativ sind (Lemma 8.4). Das ergibt dann den gewiinsch-
ten Widerspruch.

Sei also p eine Primzahl. Da das Produkt £(¢% + A€ + B) ein Quadrat (némlich n?)
ist, folgt

(é, —D) (&2 + AL+ B, —D) )
— | = fiir alle p.
p p

(Die Diskriminante A? — 4B = ((2n + 1)? — 16)(2n + 5)? ist nur fiir n = 2 ein
Quadrat, aber niemals fiir ungerades n > 0. Deswegen ist stets £ + A{ + B # 0.)
Wenn p ungerade und v,(§) < 0 ist, dann ist 1+A¢~'+BE? = 1 mod p und damit
ein Quadrat s? in @Q,, womit auch £ = (n/£s)? ein Quadrat in Q, sein muss. In

diesem Fall ist <%> = 1. Wir kénnen also § € Z, annehmen. Wir unterscheiden

die folgenden Fille.

(1) p ungerade mit pt BD.
Falls £ € Z) ist, dann ist (%) = 1 nach Lemma 8.6, da sowohl £ als
auch —D p-adische Einheiten sind. Im verbleibenden Fall £ € pZ, ist & +
Aé+B = B mod p, also eine p-adische Einheit, und es folgt ebenfalls (g’%D) =

<w>:1
4 .

() 2#p|B.
Dann ist n = —3 mod p und damit —D = 1 mod p. Es folgt, dass —D ein

Quadrat in @Q, ist; damit ist (%) =1.

(3) p| D (dann ist p # 2, da D ungerade ist).
Dann ist A = —8 mod p und B = 16 mod p, also ist

E+A+B= (-4 modp.
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Im Fall £ =4 mod p ist £ ein Quadrat in Q,, und es folgt (%) = 1. Ande-
renfalls ist der quadratische Faktor ein Quadrat in Q,, und es folgt ebenfalls

<€,—D) _ <§2+A§+B,—D> 1
P o P o

(4) p=2und n =1 mod 4.
Dann ist —D = 1 mod 8, also ist (%) = 1 fiir alle £ nach Lemma 8.7.

(5) p=2und n = 3 mod 4.
Dann ist —D = 5 mod 8, also nach Lemma 8.7 (£52) = (—1)2(). Wir miissen
also zeigen, dass vy(§) gerade ist. Wegen n + 3 = 2 mod 4 ist hier vy(B) = 6,
und es ist A = —3 mod 8. Wir nehmen an, dass v2(£) ungerade ist und leiten
einen Widerspruch her. Die 2-adischen Bewertungen von &3, A¢? und B¢ sind
3v9(€), 2v2(€) und 6+ v2(€). Da vy(€) ungerade ist, sind die ersten beiden und
die letzten beiden verschieden. Ist 3vy(€) = 6 + v9(§), dann ist v5(€) = 3 und
damit 2v5(€) < 3ve(§) = 6 + v3(€). Die kleinste Bewertung der drei Terme
wird also genau einmal angenommen; diese Bewertung muss gerade sein, denn
die Summe der Terme ist ein Quadrat. Damit muss der mittlere Term A&>
die kleinste Bewertung haben. Es kommen dann nur noch v := vy(¢§) = 1,3,5
infrage. Sei & = 2"y mit & € Z;. Dann ist

§(€2 + AL+ B) = 4/(2°6 + A + 2" (n + 3)&) = 4"u.

Im Fall v = 1ist u=26 — 3 =2+ 1 =3 mod 4.
Im Fall v = 3 ist u = —3& + 4(n + 3)& = 5 mod 8.
Im Fall v =5 ist u = -3 4+ (n+3)§ =1+2 = 3mod 4.
In allen Féllen ist also v € Z5 mit u # 1 mod 8; damit ist 4”u jeweils kein
Quadrat in Q,, was den gewiinschten Widerspruch liefert. a

Da die Produktformel fiir das Normrestsymbol, die im Beweis wesentlich benutzt
wird, dquivalent zum Quadratischen Reziprozitéitsgesetz und seinen Ergénzungs-
gesetzen ist, kann man einen Beweis alternativ auch darauf stiitzen.'’

10A . Bremner, A. Macleod: An unusual cubic representation problem, Ann. Math. Inform. 43
(2014), 29-41.
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9. DIE PELLSCHE GLEICHUNG UND KETTENBRUCHE

Sei d > 0 eine ganze Zahl, die kein Quadrat ist. Die Gleichung
> —dy* =1 oder auch 2* —dy? = +1,

die in ganzen Zahlen x und y zu losen ist, wird Pellsche Gleichung genannt.
Diese Bezeichnung geht auf Euler zuriick, der offenbar irrtiimlich annahm, dass
Pell (ein englischer Mathematiker) an der Entwicklung eines Losungsverfahrens
beteiligt war. Tatséchlich hatte Brouncker auf eine Herausforderung von Fermat
hin ein solches Verfahren entwickelt, das spater unter anderem von Wallis in einem
Buch, das mit Pells Hilfe entstand, wiedergegeben wurde. Es waren aber schon
indische Mathematiker im 11. oder 12. Jahrhundert im Besitz eines dquivalenten
Verfahrens. Lagrange gab dann eine prézise Formulierung der Methode und bewies,
dass sie immer zum Ziel fiihrt.

Die Voraussetzung ,,d > 0 und kein Quadrat* schlieft uninteressante oder triviale
Fille aus. Die rationalen Losungen lassen sich fiir jedes d, ausgehend von der
offensichtlichen Losung (x,y) = (1,0), leicht parametrisieren, vergleiche Satz 6.3.

9.1. Beispiele. Wir betrachten ein paar Beispiele. Fiir d = 2 erhalten wir fol-
gende Losungen von z2 — 2y? = 1 mit z,y > 0.
x\1‘3‘17\99‘577 3363\19601‘
y‘0‘2\12‘70\408 2378\13860‘

Fiir d = 3 finden wir:
x‘1‘2‘7‘26‘97 362‘1351‘
y\0‘1‘4‘15‘56 209‘780‘

Und fiir d = 409 sind die beiden kleinsten Losungen (die wir schon in der Einlei-
tung gesehen haben):

x| 1] 25052977273092427986049 |
y | 0] 1238789998647218582160 |

In den betrachteten Féllen gibt es also immer nichttriviale Losungen (als trivial
wollen wir hier die Losungen mit y = 0 betrachten). Mindestens fiir d = 2 und
d = 3 scheint es eine Folge regelméflig wachsender Losungen zu geben. Wir sehen
aber auch, dass die kleinste nichttriviale Losung im Vergleich zu d recht grof3 sein
kann. &

Wir wollen zunéchst die Struktur der Losungsmenge studieren. Analog zu der
Beobachtung

2’ +y? = (v + yi)(x - yi),
die beim Studium der Summen zweier Quadrate wichtig war, gilt hier

2* —dy? = (z + yVd)(z — yVd).
Wenn wir die zwei Ausdriicke z + yv/d und « 4+ vv/d multiplizieren, erhalten wir
die Relation
(2% — dy?) (u® — dv?) = (vu + dyv)® — d(xv + yu)?.

Lemma 5.1 ist der Spezialfall d = —1 dieser Beziehung.

Analog zum Ring Z[i] der ganzen GauBschen Zahlen kénnen wir hier den Ring
R = Z[Vd] = {a+b/d | a,b € 7} betrachten. Die Abbildung N: R — Z,

DEF
Pellsche
Gleichung

BSP
Losungen

der Pellschen
Gleichung
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a + bvd — a® — db? ist dann gerade die Norm; wir haben schon gesehen, dass
die Norm multiplikativ ist (siche Seite 61). Wir sehen auch, dass a 4+ bv/d in R
invertierbar ist, falls N(a + bv/d) = +1 ist. (Das Inverse ist dann =+(a — bv/d)).
Umgekehrt muss die Norm einer Einheit ein Teiler von 1 sein, also ist

R* ={a+bVd|d® —db* = £1}.
Die Einheiten mit Norm 1 bilden eine Untergruppe
RY={a+bV/d|a®—d*=1}.

Es ist entweder R = R* (zum Beispiel fir d = 3 mod 4 ist a® — db® niemals
= —1mod4), oder R} hat Index 2 in R* (die nichttriviale Nebenklasse wird
dann von den Einheiten mit Norm —1 gebildet).

Wir geben den Losungsmengen der beiden Versionen der Pellschen Gleichung eine
Bezeichnung.

9.2. Definition. Fiir d € Z+(, d kein Quadrat, setzen wir DEF
Sa, Ty
Sq={(z,y) €Z® |2 —dy* =1} und Ty={(z,y) €Z*|2* —dy* = £1}. &

Obige Uberlegung zeigt dann die folgende Aussage:

9.3. Lemma. Die Mengen Sq und Ty haben eine natiirliche Struktur als abelsche LEMMA

Gruppen. Dabei ist die Verkniipfung gegeben durch Losungs-
menge hat
(,y) * (2',¢) = (22’ + dyy', 2y + y2') . Gruppen-

Die Abbildung 72 > (z,y) — x+yvVd € R = Z[V/d] liefert Isomorphismen S, = R’ struktur

und Ty = R*.

Wir wollen jetzt die Struktur dieser Gruppen ermitteln. Dazu betrachten wir
¢: S — R*, (x,y) —> x4+ yVd.

Hier ist v/d € R die positive reelle Quadratwurzel (d.h., wir verwenden die of-
fensichtliche Einbettung von R in R). Es ist 1/¢(x,y) = 2 — yv/d, also haben
wir

2v/d

oo 9@y + oy y—

2

Das zeigt, dass ¢ injektiv ist. Aulerdem gilt
O(z,y) >0 <= x>0 und ¢(z,y) >1 <= z,y>0.

Nach dem oben Gesagten ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus. Weil (—1,0) € Sy
ist, ist der Homomorphismus Sq — {£1}, (z,y) — sign(é(z,y)) surjektiv; sein
Kern

Sf=1{(e.y) € Sal 2> 0}
ist also eine Untergruppe von S; vom Index 2. Es gilt (—1,0) * (z,y) = (—x, —y).
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9.4. Lemma. Wir nehmen an, dass S, nicht trivial ist (d.h., es gibt Lisungen

LEMMA

(z,y) von 2* — dy* = 1 mit x > 1). Sei (x1,y1) die Losung mit x; > 1 minimal Sy # {(1,0)}

und y; > 0. Dann wird die Gruppe S von (x1,y1) erzeugt und ist unendlich.

Beweis. Sei o = ¢(x1,y1); es ist @ > 1, und es gibt dann kein (z,y) € SJ mit
1 < ¢(z,y) < a (denn sonst wéire y > 0 und 1 < z < ).

Sei jetzt (x,y) € S beliebig; setze B = ¢(x,y) > 0. Daa > 1 ist, gibt es einn € Z
mit a” < § < ™. Wenn wir das m-fache Produkt von (z,y) in der Gruppe S;
mit (z,y)*™ bezeichnen, dann haben wir

1< Ba™ = ¢((2,9) * (x1,51)" ") <.

Dann muss ¢ ((z,y) * (z1,y1)* ™) = 1 sein, also

(2,9) * (21,91) Y = (1,0) = (2,9) = (z1,91)™.
Damit ist gezeigt, dass jedes Element (z,y) € S; eine Potenz von (z1,y;) ist. Da
#(S;) ={a™ | n € Z} unendlich ist, ist auch S unendlich. a

Hinter dem Beweis steht folgende Beobachtung: log o¢ liefert einen Homomorphismus von S;lL in
die additive Gruppe R mit diskretem Bild. Eine nichttriviale diskrete Untergruppe I' von R hat
aber stets die Form Z - r fiir ein 7 > 0; genauer: » = min(I' N R<() (hier ist » = log a).

Wir sehen also, dass es, sobald es eine nichttriviale Losung gibt, schon unendlich
viele Losungen geben muss, die (bis aufs Vorzeichen) alle die Form (z,,y,) haben
mit n € Z, wobei gilt

L+ ypVd = (21 + 11 Vd)" .
Da

n n

a+ o™ a” d a — o~ o
Tp=—F—~— und y,= ~ ;
3 > 4 od  2v/d

(die N#herungen gelten fiir grofles n) sehen wir, dass die Losungen exponentiell
wachsen, wie wir das in den ersten beiden Beispielen auch beobachtet haben.

Es bleibt noch zu zeigen, dass es tatsédchlich immer nichttriviale Losungen geben
muss.

9.5. Lemma. Seien x,y € Z~o. Dann gilt

1
Podt=1 = 0< L V<

Yy 2Vdy?

Eine Losung von z? — dy? = 1 mit x,y > 0 liefert also eine sehr gute rationale
Néherung von v/d und umgekehrt.

Beweis.
,=“ Aus 22 — dy? = 1 und z,y > 0 folgt - > V/d und damit

< .
y ya+yVd)  ya/y+Vd)  2Vdy?
pe=rAus 0 < 2 — Vd < 1/(2v/dy?) folgt
= (T A ([ 1 ae Ly, L
0<z®—dy —y(y ﬂ)(y—l—\/g)<2\/E<2\/E+2\/8>—1+4d<2.

Da 22 — dy? € Z ist, muss 2> — dy? = 1 sein. a

- d 2 — dy? 1 1
o<t yaotTwd_ o —dy
Yy

= SI~Z

LEMMA
Approximation

von \/C_i
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Wir miissen also zeigen, dass es stets so gute Niherungen von v/d wie in Lemma 9.5
gibt. Als ersten Schritt beweisen wir folgendes Ergebnis, das immerhin bis auf
einen konstanten Faktor an unser Ziel herankommt. Dieser Satz geht auf Dirichlet
zuriick.

9.6. Lemma. Seia € R\ Q eine irrationale reelle Zahl. Dann gibt es unendlich
viele rationale Zahlen p/q mit

Beweis. Wir bezeichnen mit (xr) = x — |x] den gebrochenen Anteil von z € R.
Der Beweis benutzt das ,,Schubfachprinzip“. Sei n > 1. Von den n + 1 Zahlen

0, (), (2a), ..., (na)

im halb-offenen Intervall [0, 1] muss es (wenigstens) zwei geben, die im selben
Teilintervall [k/n, (k + 1)/n[ zu liegen kommen, fiir ein 0 < k& < n. Es gibt dann
also 0 <1 <m <n mit

L > [fma) ~ (1] = |(m ~ Dy~ (|ma] — |1a)].

Mit p = [ma] — |la] und ¢ = m — [ heifit das
0< ’oz - Pl L < l? .
q ng g
(Da « irrational ist, ist a # p/q.) Wenn p/q eine gegebene Naherung ist, konnen
wir n so grof§ wihlen, dass | — p/q| > 1/n ist; die neue Néherung p'/q’, die wir
dann finden, erfillt |« — p'/q¢'| < 1/ng¢’ < 1/n und ist daher von p/q verschieden.
Indem wir also n immer grofler wahlen, finden wir unendlich viele Naherungen mit
der verlangten Eigenschaft. a

Zwei Bemerkungen:

(1) Die Eigenschaft, dass die Menge
(Zeafo<f-H<2)
q q q
unendlich ist, charakterisiert die irrationalen Zahlen unter den reellen Zah-
len . Denn ist o = r/s € Q, dann ist |a — p/q| entweder gleich null oder
mindestens 1/g¢s, sodass 0 < |a — p/q| < 1/¢* nur fiir ¢ < s moglich ist.

Fiir jedes gegebene ¢ gibt es hochstens ein p (oder zwei fiir ¢ = 1), das die
Ungleichung erfiillt. Wenn ¢ beschrankt ist, muss die Menge also endlich sein.

(2) Wenn a € R algebraisch ist (also Nullstelle eines normierten Polynoms mit
rationalen Koeffizienten), dann lésst sich a nicht wesentlich besser durch ra-
tionale Zahlen approximieren als in Lemma 9.6. Genauer gilt fiir jedes ¢ > 0,
dass es nur endlich viele p/q € Q gibt mit

o=t <z

o — a < q2+€ .
Dieses Ergebnis ist nicht einfach zu beweisen. Es ist als Satz von Roth bekannt
(oder auch als Satz von Thue-Siegel-Roth, denn Thue und Siegel bewiesen
schwichere Versionen). Der Beweis ist allerdings nicht effektiv, d.h., er lie-
fert keinen Algorithmus (egal wie ineffizient), der diese endliche Menge von
Briichen bestimmt.

LEMMA
Diophantische
Approximation

\\
|
K.F. Roth

(1925-2015)
(© unbekannt
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Man kann zum Beispiel aus diesem Satz folgern, dass eine Gleichung
F(z,y)=m

mit F' € Z[z,y] homogen und irreduzibel vom Grad > 3 und 0 # m € Z nur
endlich viele ganzzahlige Losungen haben kann. Solche Gleichungen heiflen
Thue-Gleichungen, denn Thue benutzte sein oben erwihntes Resultat, um die
Endlichkeit der Losungsmenge zu beweisen.

Der Beweis geht etwa so. Sei F' wie oben irreduzibel vom Grad d > 3. Wir setzen f(z) =
F(z,1) € Z[x]; dann ist f irreduzibel mit deg(f) = d. Wir nehmen an, dass wir ein Resultat
wie den Satz von Roth zur Verfiigung haben mit Exponent von ¢ echt kleiner als d, wobei d
der Grad des Minimalpolynoms von « iiber Q ist. Daraus folgt, dass es fiir jedes vorgegebene
C' > 0 nur endlich viele (p, ¢) gibt mit |ao — §| < Cq~?. Seien oy, ..., a4 € C die Nullstellen
von f, dh., f=clzx—a1) - (x — aq). Gilt F(z,y) =m mit y # 0, dann folgt

d
|C|H‘E_a.‘ _ Iml
il = 14

peig |yl

Ist |y| grofl, dann ist die rechte Seite sehr klein, also muss ein Faktor links klein sein. Da
die a; paarweise verschieden sind (wegen der Irreduzibilitit von f), kann nur ein Faktor
beliebig klein werden. Wir setzen ¢ = min{|e;; —ag| | 1 < j < k < d}. Sei |y| groB genug,
sodass wir ohne Einschréankung annehmen konnen, dass |§ —al <6/2 ist fir ein o =: a.
Dann ist |§ — o] > 6/2 fiir j # k, also

’a: ’ 1 |m| 241 m|
— — |l = e —_—,
d = d—1],,[d
y e TT, ‘g _ aj’ lyld = |clod=1]y]
Nach der Uberlegung oben folgt dann, dass ly| beschrinkt ist. Fiir festes y gibt es maxi-

mal d Losungen x von F(x,y) = m. Aus einer Schranke fiir y folgt also die Endlichkeit der
Losungsmenge.

Wir werden jetzt das Approximationslemma 9.6 dazu verwenden, die Existenz von
nichttrivialen Losungen der Pellschen Gleichung nachzuweisen.

9.7. Satz. Die Pellsche Gleichung x* — dy* = 1 hat (fiir d > 0 kein Quadrat)
stets nichttriviale Losungen. Die Losungsmenge Sy trigt eine natirliche Struktur
als abelsche Gruppe; es qilt Sq = 7./27 X 7.

Beweis. Wir haben bereits gesehen (Lemma 9.4), dass S; = Z ist, sobald es
nichttriviale Losungen gibt. Dann ist Sy das direkte Produkt der zweielementigen
Gruppe {(1,0),(—1,0)} und S;. Es geniigt also, die Existenz einer nichttrivialen
Losung zu zeigen.

Behauptung: Es gibt unendlich viele Paare (x,y) € Z2 mit |x% —dy?| < 2v/d+1.

Zum Beweis beachten wir, dass es nach Lemma 9.6 unendlich viele Paare (z,y)
ganzer Zahlen gibt mit |x/y — v/d| < 1/y* (hier benutzen wir die Voraussetzung
d > 0 und d kein Quadrat, also vd € R\ Q). Es folgt

]xz—dyzlzyQE—\/Zl‘(g—l-\/a) <§—|—\/a:2\/a+<

1
<oVd+ |2 - Vi <2vd+ o <2Vd+ 1
Y Y

vd)

x
Y

Es gibt nur endliche viele ganze Zahlen m mit |m| < 2v/d + 1, also muss es ein m
geben mit z? — dy? = m fiir unendlich viele (x,y) (hier verwenden wir die unend-
liche Version des Schubfachprinzips). Um daraus eine Losung von 22 — dy? = 1

A. Thue
(1863-1922)

SATZ
Existenz
nichttrivialer
Losungen
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zu konstruieren, wollen wir zwei Paare mit 22 — dy? = m durcheinander , dividie-
ren.“ Damit dabei ganze Zahlen herauskommen, miissen die beiden Paare (z,v)
zueinander mod m kongruent sein. Da es nur endlich viele Paare von Restklassen
mod m gibt, gibt es jedenfalls 0 < z < u und 0 < y, v mit 2% —dy? = v? —dv?> = m
und z = u mod m, y = v mod m. Dann wird
(zu — dyv)? — d(uy — 2v)* = m?,
und
zu—dyv =2 —dy* =m = 0mod m, uy —zv =xy —zry =0 mod m,

also haben wir mit

Y

m m
eine nichttriviale Losung gefunden. (Wire die Losung trivial, dann wire uy = av
und xu — dyv = £m, woraus man mx = z(u® — dv?) = (xu — dyv)u = +mu, also
x = tu folgern kénnte, im Widerspruch zu 0 < z < u.) d

—d _
(:pu Yyuv uy :pv) e St

9.8. Definition. Der Erzeuger (x1,y;) von Sj mit z1,y; > 0 (und damit z; > 0
minimal in einer nichttrivialen Losung) heiit Grundlisung der Pellschen Gleichung

22 —dy? = 1. %
9.9. Beispiele. Hier ist eine Tabelle mit Beispielen:
d|x |y d |z |y d| x| n d| x|y
213 |2 7183 12 7 2 17133 | 8
3121 813 |1 131649 | 180 181 17 | 4
5(9 |4 101191 6 14115 | 4 191170 | 39
65 |2 117101 3 15] 4 1 200 9 | 2 &

Es bleibt die Frage zu klaren, wie man diese Grundlosungen findet, beziehungswei-
se, wie man die guten rationalen Ndherungen effizient finden kann, deren Existenz
wir in Lemma 9.6 bewiesen haben. Das kann mithilfe von Kettenbriichen gesche-
hen.

Sei dazu o € R\ Q eine irrationale reelle Zahl. Wir setzen ag = « und definieren
rekursiv fiir n > 0

1
Qy — Gy
Es ist klar, dass alle «,, ebenfalls irrational sind; daher ist stets «,, # a,, und a,
ist fur alle n > 0 definiert. Fiur n > 1 ist «,, > 1 und damit auch a,, > 1.

ap = LanJ s Apy1 =

Es gilt dann

a:a0+ 1

Ap—1 + —
Oy

Zur Vereinfachung der Notation kiirzen wir den geschachtelten Bruch auf der rech-
ten Seite ab durch
[ag; a1, ag, ..., an—1, ] .

DEF
Grundlosung

BSP
Grund-
|osungen
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(Diese Schreibweise ist fiir beliebige ao, . . ., a,_1, v, sinnvoll.) Wir haben dann die
Rekursion
(7] =z, lag; ay, ..., an—2,ap—1, 2] = [ag;a, ..., ap-2,ap—1 + 1] (n>1).

9.10. Definition. Der formale Ausdruck

[(J’O; ay, ag, as, . . ]
heifit die Kettenbruchentwicklung von «. &
Wenn ag, ay, as, . . . ganze Zahlen sind mit ay, as, ... > 1, dann ist [ag; aq, . . . , a,] fir

jedes m eine rationale Zahl. Wir kénnen diese Zahl berechnen, indem wir den ge-
schachtelten Bruch von innen her auflésen (d.h., wir verwenden obige Rekursion).
Das hat den Nachteil, dass wir jedes Mal wieder neu anfangen miissen, wenn wir
den Kettenbruch verlangern. Das folgende Lemma zeigt eine bessere Alternative
auf.

9.11. Lemma. Seiag,aq,as,... eine Folge ganzer Zahlen mit ay,as,... > 1. Wir
setzen p_o =0, qo=1,p_1 =1, g1 = 0 und definieren rekursiv
Dn+1 = Qn4+1DPn + Pn—1 5 Gn+1 = An4+1qn + qn—1 -

Die Folgen (p,) und (q,) haben folgende Eigenschaften.

(1) pns1n — Pngns1 = (—1)™ fiir alle n > —2. Insbesondere gilt p, L qp,.
(2) [ao; a1, ..., an) = pn/qn fir alle n > 0.
(3) Wenn [ag; a1, as, .. .| die Kettenbruchentwicklung von « ist, dann gilt firn > 0
o -2 < Lo o
an Inln+1 An+195, an
Auferdem ist sign(a — p,/q,) = (—1)™.
(4) Unter den Annahmen von (3) gilt

@<@<p_4<...<a<...<p_5<22<&.

do a2 44 ds a3 a1
Der Bruch p,/q, = [ag;aq,...,a,] heiit der n-te Ndiherungsbruch von « (engl.:
nth convergent), wenn |ag; ay, as, .. .| die Kettenbruchentwicklung von « ist.
Beweis.

(1) Die Behauptung gilt nach Definition fiir n = —2. Wir beweisen den allgemei-
nen Fall durch Induktion. Sei n > —1 und die Behauptung fiir n — 1 schon
gezeigt. Dann gilt

Pn+19n — PnQn+1 = (an+1p7L + pn—l)CJTL - pn(an+1QTL + Qn—l)
— _(ann—l _pn—IQH) - _(_1)”—1 = (_1)” .

(2) Es gilt allgemeiner fiir n > —1 und beliebiges x:

. Dn® + Pn—1
lag;ay, ... an, 0] = ————.
an"i_anl

DEF
Kettenbruch-
entwicklung

LEMMA
Berechnung
von
Kettenbriichen

DEF
N&herungs-
bruch
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Das ist klar fiir n = —1: * = (p_12 + p_2)/(¢_12 + g_2). Unter der Annahme,
dass die Beziehung fiir n — 1 gilt, folgt

[ao; a1, ..., an-1, A, ] = [ag; a1, . . ., Ap1, ap + %]

_ Prn—1 (an + %) + Pn—2 _ (anpnfl +pn72)3: + Pn—1
n—1 (an + %) + qn—2 (anqn—l + (]n_Q)x + Gn—1

_ PnT + Pn—1
qnT + qn—1
Wenn wir hierin x = a,, setzen, erhalten wir die Aussage des Lemmas.
(3) Esist a = [ag;ay,...,an, Ayi1]. Aus der eben bewiesenen Aussage und Teil (1)
folgt
Prn _ QagiPn+Pact Po_ —(PaGn-1 — Pu-1qn) (—1)"

an Qpt1Qn + qn—1 Gn Qn(an-HQn + qn—l) Qn(an+1qn + qn—l) ‘
Das zeigt die Behauptung iiber das Vorzeichen der Differenz. Weiter ist o, 1 >
i1, AlSO Ay 1Gn + Guo1 > Gni1Gn + Gno1 = Gny1 (beachte, dass 1 =gy < q1 <
¢2 < ... gilt) und daher

" 1
’oz _ Dl o .
Qn qndn+1

SchliefSlich ist ¢,11 = Ani1@n + Gno1 > Qnri1Qn > Q.
(4) Die Differenz

Pn+2 DPn _ an+2<pn+1Qn _annJrl) . an+2<_1)n

qn+2 An AnQn+2 Andn+2
ist positiv fiir gerades n und negativ fiir ungerades n. a
9.12. Folgerung. FOLG
K
(1) Sei a € R\ Q. Ist [ag; ar,as, ... die Kettenbruchentwicklung von «, so gilt Voonnvergenz
lim 2% — lim [ag;ay, ..., a,) = . Kettenbriichen

n—oo q’l’l n—0o0

(2) Seien ag,ay,as,... € Z mit aj,as,... > 1. Sei

Pn
— = lag; a1, ay, . . ., ay)
dn
wie in Lemma 9.11. Dann konvergiert die Folge % gegen einen Grenzwert a,
und [ag; ay, as, .. .| ist die Kettenbruchentwicklung von a.
Beweis.

(1) Das folgt sofort aus Lemma 9.11, (3).

(2) Nach Lemma 9.11, (1) gilt |pp+1/qn+1 — P/l = 1/(@ngns1). Fiir n > 2 ist
¢n > n (siche oben im Beweis von Lemma 9.11 (3)), also konvergiert die Reihe
Y ns1 1/(@nn+1). Das zeigt, dass die Folge (p,/¢,) eine Cauchy-Folge ist; sie
konvergiert daher gegen einen Grenzwert a. (Man kénnte auch verwenden,

dass die Reihe
i(zﬂ N 3 U
n—=0 An+1 dn n=0 AnGn+1
alternierend ist mit Termen, deren Betrdge monoton gegen 0 gehen.)
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Es ist ag = po/qo < p2/q2 < a < ps3/qs < p1/q1 < ap + 1, also gilt ap = |a.
Dann ist

1 :
= lim [ay;a9,...,a,].

a1 =

Es folgt, dass a; = |aq] ist, und auf dieselbe Weise ergibt sich induktiv, dass
lag; ay, as, . . .| die Kettenbruchentwicklung von a sein muss. Qa

Man kann dieses Ergebnis auch so formulieren: Die Abbildungen

a — Kettenbruchentwicklung von «

und
[ag; a, ag, . ..] — lim [ag; aq, ..., ay)
n—oo
sind zueinander inverse Bijektionen zwischen {(a,)n>0 | @0 € Z,a1,a9,... € Z>1}
und R\ Q.

Fiir rationale Zahlen « bricht die Kettenbruchentwicklung ab, und man erhélt
jeweils zwei Kettenbriiche mit Wert «, z.B.

17
5= (134 = [153,3.1).
Das kommt daher, dass [ag; a1, ..., @ 1, n, 1] = [ag; a1, - .., apn_1,a, + 1] ist.
9.13. Beispiele. Es ist zum Beispiel BSP
Kettenbruch-
1 +2\/5 L] entwicklungen
V2 =1[1:2,2,2,..]]

V409 = [20:4,2,7,1,1,1,4,2,2,13,13,2,2,4,1,1,1,7,2,4, 40,
4,2,7,1,1,1,4,2,2,13,13,2,2,4,1,1,1,7,2,4,40, .. ]
V2 =[1:3,1,5,1,1,4,1,1,8,1,14,1,10,2,1,4,12,2,3,2,1, 3, 4,
1,1,2,14,3,12,1,15,3,1,4,534,1,1, .. ]
e=1[2:1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,1,1,12,1,1,14,1,. . ]
m=[3:7,15,1,202,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1,1,2,2,2,2,1,84, .. ]

Nach Lemma 9.11 (3) bekommt man besonders gut approximierende N#herungs-
briiche p,/q,, wenn a, 1 groB ist. Das ergibt zum Beispiel die Ndaherungen

22 1

99
ma (37 = S =34285714... mit ‘w-—-?w <o und
355 355 1
~[3:7.15.1] = 222 — 3141592920 ... mit ( i [ S
TR I=13 T T 1131 < 203 1132 s

Wir miissen jetzt noch zeigen, dass jeder hinreichend gute Nédherungsbruch fiir a
auch als Naherungsbruch in der Kettenbruchentwicklung von « auftaucht.
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9.14. Lemma. Seia € R\ Q, und sei p/q € Q mit
P 1
o-2|<

Dann ist p/q = pn/qn der n-te Niherungsbruch von « fir ein n > 0.

Beweis. Wir behandeln zuerst den Fall ¢ = 1. Dann ist p/q = p die zu « néchst
gelegene ganze Zahl. Wenn p < « ist, dann haben wir p = ag = py/qo. Wenn p > «
ist, dann ist p = ap + 1, und wir haben ag + 1/2 < «, woraus sich «; < 2, also
a; = 1 ergibt, und wir erhalten p; /¢ = ap + 1 = p.
Fiir ¢ > 2 behaupten wir, dass sogar die folgende etwas stiarkere Aussage gilt:
1 n
‘a—ﬂ<-———— — PP

gl q(2¢—1) 4  4n
Wir konnen dabei annehmen, dass p/q vollstandig gekiirzt ist. Der Vorteil dieser
Variante ist, dass damit der Induktionsbeweis funktioniert. Wir beweisen diese
Behauptung also durch Induktion iiber ¢. Wir kénnen a und p/q durch o — ag
und p/q — ag ersetzen und daher annehmen, dass 0 < o < 1 ist. Dann muss auch
0 < p/q < 1 gelten: Wegen g > 1 kann Gleichheit nicht eintreten, und aus (z.B.)
p/q < 0 wiirde folgen, dass

1 1
—>‘a_l_)’>‘l_)‘2_

q(2¢ = 1) gl gl —q
ist im Widerspruch zu ¢ > 2. Ahnliches ergibt sich fiir p/q > 1. Es muss also
0 < p < q gelten.

Wir haben nun
1 1
e T
a p qlpa  pa(2g—1)
Auflerdem ist
p 1 p 1
20—z (E-———=)e-D=2-L-—>2p-1
q q(2¢—1) q q

damit ist
1 1
- -2 < -
a pl o p2p—1)
Wenn p > 2 ist, dann folgt nach Induktionsannahme, dass ¢/p ein Naherungsbruch

der Kettenbruchentwicklung von 1/a = «; ist; damit ist p/q ein Ndherungsbruch
der Kettenbruchentwicklung von a. Im Fall p = 1 haben wir

2%q—2 1 S S 2

- - OO O 0= - o — f—

q(2¢=1) ¢ q(2¢-1) g q2¢—1) 2¢-1
und damit

q—l<l<q+L<q+1.
T a 2(q—1) ~

Es folgt a; = g oder a; = ¢ — 1. Im ersten Fall ist p;/q1 = 1/q = p/q; im zweiten
Fall ist as = 1 und dann py/qs = 1/q = p/q. Qa

Damit kénnen wir die Pellsche Gleichung 16sen.

LEMMA
gute
Naherungen
sind
Naherungs-
briiche
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9.15. Satz. Seid > 0 kein Quadrat. Seien p,/q, die Niherungsbriiche der Ket-
tenbruchentwicklung von v/d. Dann ist die Grundlésung der Pellschen Gleichung
?—dy? =1

gegeben durch (x1,v1) = (P, Gn), wobei n > 0 minimal ist mit p? — dg> = 1.

Beweis. Wir haben in Lemma 9.5 gesehen, dass jede nichttriviale Losung (x,y)
mit x,y > 0 die Ungleichung
1 1
Gifle Lo o
‘ yloovdyr o 2y?
erfiillt. Nach Lemma 9.14 folgt, dass (x,y) = (pn, ¢,) sein muss fiir ein geeignetes n.
Da alle a,, (einschlieBlich ag) positiv sind, ist die Folge (p,)n>0 streng monoton

wachsend; die Grundlésung ist also durch das kleinste n gegeben, das eine Losung
liefert. d

9.16. Beispiel. Zur Illustration berechnen wir die Grundlésung fiir d = 31. Es
gilt 5 < v/31 < 6. Wir erhalten folgende Tabelle.

ps—3lq:

n | an an | Pn | Gn
0]v31 505 |1 —6
1| A =0 5
2| g =¥ 1|11 2 -3
Bl =Y 3|39 |7 2
4| Lo =B 5| 206 | 37 -3
bl = | 3| 657 | 118 5
6| g =¥ | 1863|155 —6
T| g =¥ | 1| 1520|273 1
8| s =V3l+5
Die Grundlésung ist also (1520, 273). &

Wenn wir zuerst eine Losung (g, 0) von 2% — dy?> = —1 finden, dann gilt (mit
einem analogen Beweis wie fiir Lemma 9.4, wenn man ¢(x,y)? verwendet), dass
(z0,v0) die Gruppe T = {(z,y) € Ty | © > 0} erzeugt. Es folgt, dass S gerade
aus allen (z,y)** mit (z,y) € T besteht. Insbesondere ist die Grundlésung dann

(1,91) = (95071/0)*2 = (xg + d?/g, 2z0y0) = (2373 + 1, 2z0y0) -

9.17. Beispiel. Fiir d = 13 erhalten wir beispielsweise:
n| Qg Qn | Pn | Gn pi —13 qz
0|13 3131 —4
1 _ V1343

1 555 \/74 1 1 3
4 _ /1341

2 NAES] \/j 1 2 -3
3 _ Vi342

3 75 \/j 111 3 4
3 _ /1341

4 50 1 1]18] 5 -1

SATZ
Losung der
Pellschen
Gleichung

BSP
GrundlGsung
aus
Kettenbruch

BSP
22 —dy? = —1
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Also ist (zo, yo) = (18,5) ein Erzeuger von T35, und

(z1,y1) = (2187 4+ 1,218 - 5) = (649, 180)
ist die Grundlésung in Si5. &
Es gibt einen weiteren dhnlichen Fall, in dem es eine ,, Abkiirzung®“ gibt. Wenn

man zuerst ein n > 0 findet mit pj — dg; = £2, dann liefert ,Quadrieren® von
(Pn, qn) die Relation

202 F1))* = d(2pngn)? = (P2 + dg2)? — d(2pnan)® = 4,

also eine Losung (z1,y1) = (02 F 1,pngn) von x? — dy* = 1, die wiederum die
Grundlésung ist. Im ersten Beispiel oben mit d = 31 war etwa (ps,q3) = (39,7)
mit p2 —31q2 = 2, also ist die Grundlésung (z1,41) = (392 —1,39-7) = (1520, 273).

Anhand der Tabellen in Beispiel 9.16 und Beispiel 9.17 macht man folgende Be-
obachtungen:

o a, = (Vd+uy,)/v, mit u, €Z, v, € Zng und v, | d — u2.
o 72— da2 = (~1)"un .

Das werden wir jetzt beweisen.

9.18. Lemma. Sei o =+/d (mitd > 0 kein Quadrat). Dann gilt fiir die Grifen
Qn, Gn, Pn, Qn, die zur Kettenbruchentwicklung von o gehdren:

(1) Firn >0 gibt es u, € Z, v, € Zsy mit v, | d —u? und a,, = Vitun

Un

(2) Fiirn > —1 gilt pypn1 — dgnGn—1 = (—=1)"upy1 und p2 — dg? = (=1)"u,4.

Aus Lemma 9.20 unten wird sich noch ergeben, dass fiir n > 1 gilt:

0<un<\/g und O<\/c_l—un<vn<un+\/g<2\/g.

Beweis.

(1) Induktion nach n. Fiir n = 0 ist ap = o = v/d; die Behauptung gilt also mit
ug = 0 und vy = 1.
Sei jetzt n > 0. Wir haben
1 B Up—1
Qp1—Gn1 Vd 4ty 1 — 10,
B Vid + (p—1Upn—1 — Up—1 Vd+ Unp

y =

Un, Un,

mit u, = ap_1V,_1 — Uy und v, = (d — u2)/v,_;. Wir miissen noch zeigen,
dass v, hier ganz ist. Nach Induktionsannahme ist d = v?_; mod v,,_;. Da
Up = —Uy_y mod v,y ist, folgt d = u2 mod v,_, also ist d — u? = v,_1v,
mit v, € Z. Aus Teil (2) (dessen Beweis nicht benutzt, dass v,, > 0 ist) folgt
signv, = (=1)"sign(p?_, —d¢>_,) = 1.

(2) Induktion nach n. Fiir n = —1 sind die Behauptungen klar. Sei jetzt n > 0.
Dann ist (unter Verwendung der Induktionsannahme)

PnPn—1 — d@nQn—1 = an(pfz—l - dqz_ﬁ + Pn-1Pn—2 — dGn-1Gn—2
= a,(—1)"v, + (_1)n_1un = (—1)"Upt1

LEMMA
Kettenbruch

von \/C_i
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und

(pi - dqz)(pifl - dquLfl) - (pnpn—l - dq’rLQn—l)2 - d(ann—l - pn—lq”)2

- _(d - u?L—‘—l) = —Up41¥Un

= (*1)n/+lvn+1(p¢21—1 - in_l) ;

also ist p2 — dg? = (—=1)" v, . a

Wir kénnen die Berechnung also stoppen, sobald v,,;; = 1 wird. Dann ist entweder
p? —dg? = 1 (falls n ungerade), und (p,,q,) ist die Grundlésung, oder (falls n
gerade) p? — dg? = —1, dann ist (2p2 + 1,2p,q,) die Grundlésung.

Wenn v,,,1 = 2 zuerst auftritt, dann haben wir bereits gesehen, dass (z,y) =
(p?2 + (—=1)", pngs) eine Losung liefert. Wir miissen noch zeigen, dass dies die
Grundlosung ist. Andernfalls wére (z,vy) = (2, yn) = (21, y1)*" mit n > 2; insbe-
sondere miisste gelten o = 222 — 1 < x = p2 + (—1)". Es folgt

2

1
RS RN VO ES

Wir wissen, dass x; = p,, ist fiir ein geeignetes m. Aus der obigen Ungleichung

ergibt sich
2
pm =11 < ?”Jrlﬁpn,

aufer moglicherweise, wenn p,, = 1 ist. Wegen des streng monotonen Wachstums
von (pi)x>o muss dann n = 0 sein. Es ist p2 —dgd = 1 —d = —2, also d = 3,
und die Grundlésung ist (z1,41) = (2,1) = (p2 + 1,poqo) wie behauptet. In allen
anderen Fillen ist p,, < p,, also m < n, und weil m = n nicht moglich ist, folgt
m < n. Dann war aber bereits v,,1; = 1, und wir hétten v, ; = 2 gar nicht erst
erreicht. Dieser Widerspruch beweist die Behauptung.

ALGO
Berechnung
einer
GrundlGsung

Wir erhalten folgenden Algorithmus fiir die Berechnung der Grundlésung der Pell-
schen Gleichung 2% — dy? = 1.
(1) Initialisierung.

Setze py =0, ¢2=1,p-1=1,q1 =0,k = |Vd], ug=0, vg=1.

(2) Iteration.
Firn =0,1,2,... berechne a,, = | (k + u,)/vn|, Pn = @nPn-1 + Pn_2,
n = UnGn-1 + Gn—2, Unt1 = AUy — Uy UNd U,y = (d = Uy ) /.
(3) Abbruch.
Wenn v, = 1 ist, dann gib (p,, ¢,) aus, wenn n ungerade ist, anderenfalls
gib (2p2 + 1,2p,q,) aus.
Wenn v, = 2 ist, dann gib (p? + (=1)", pngn) aus.

Man beachte, dass (sobald k = |v/d| bestimmt ist) in diesem Algorithmus nur
Operationen mit ganzen Zahlen vorkommen.

Fiir die Berechnung von u,, und v,, ist es nicht einmal nétig, a, zu berechnen: Es
gilt u,11 = —u, mod v,, und aus der Formel fiir a,, folgt
k + uy,
Un,
sodass u,1 durch die Kongruenz und die Ungleichungen eindeutig bestimmt ist.

a, < <a,+1 = k—v,<ayv,— U, =1up1 <k,
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9.19. Definition. Wir nennen eine Zahl o = (vVd+u) /v (mit u € Z, v € Z+ und
u? = d mod v) reduziert, wenn o > 1 und —1 < @ = (—Vd + u)/v < 0 gilt. &

9.20. Lemma.

(1) Ist @ = (Vd + u) /v reduziert, so ist auch o/ = 1/(a — |a|) reduziert. Es gilt
of = (Vd+u') /v mit v = |a]v—u und v’ = (d — (u')?)/v.

(2) In der Kettenbruchentwicklung von o = \/d ist oy, reduziert, sobald n > 1 ist.

(3) Ist o = (Vd + u) /v reduziert, so gibt es ein eindeutig bestimmtes reduziertes
of = (Vd+u') /v, sodass o = 1/(a/ — |o']) ist.

Beweis. Die Abbildung o = = 4 yvd — & = z — y\/d ist ein Automorphismus
des Kérpers QWd) ={z+yVd|z,yc Q: Esgilt a+f=a+p,abf =a-p,

al=a"t

(1) Aus @ > 1 und —1 < a < 0 folgt mit a = |, dass 0 < @ —a < 1 und
a—a < —1 gilt, also

/

o = >1 und —1<d = <0.

a—a o —a

Die Formeln fiir v/ und v" ergeben sich wie in Lemma 9.18.

Esist a; = 1/(vVd — [Vd]) > 1, und @, = —1/(v/d + [V/d]) ist negativ und
hat Betrag < 1. Also ist oy reduziert. Nach Teil (1) folgt mit Induktion, dass
auch alle folgenden «,, reduziert sind.

Die Ungleichungen in Definition 9.19 fiir o/ bedeuten |v/d — v'| < o/ < V/d.
AuBerdem muss vv' = d —u? und v’ = —u mod v’ gelten. Dadurch sind v’ und
dann u' eindeutig bestimmt, falls sie existieren.

Es bleibt die Existenz von o’ zu zeigen. Sei ag = «, und fiir n > 0 sei 41 =
1/(a — |aw]). Da fiir (Vd + u)/v reduziert stets 0 < u < v/d und 0 <
v < u++Vd < 2v/d gilt, gibt es nur endlich viele reduzierte Zahlen dieser
Form. Nach Teil (1) sind alle «,, reduziert, also gibt es m > 1 und k > 0 mit
Qprm = . Sei k minimal gewahlt. Dann muss k£ = 0 sein, denn sonst wéren
a1 und a1 zwei verschiedene reduzierte Zahlen, die beide auf oy = gy,
abgebildet werden, was der schon bewiesenen Eindeutigkeit widerspriche. Es
gilt also «,,, = a; damit leistet o’ = oy, das Gewiinschte. u

9.21. Folgerung. Sei o = v/d mit d > 0 kein Quadrat. Sei weiter m > 1 die
kleinste Zahl mit v,, = 1. Dann gilt:

(1) apim = ap fir allen > 1. Insbesondere ist die Kettenbruchentwicklung von Vd
ab ay periodisch.

(2) am = 2a0 = 2[Vd].
Beweis. Nach Lemma 9.18 ist oy, = v/d + ty, also ap, = [Vd]| + up, und
1
Opp] = —=————— = Q] .
+1 Vi— |Vd 1

Da «,,,1 nur von «, abhingt, folgt mit Induktion «,,, = «, fiir alle n > 1;
damit ist auch a,4,, = a,. Das beweist Teil (1). Fiir Teil (2) bleibt zu zeigen,

DEF
(Vd+u)/v

reduziert

LEMMA
reduzierte
Zahlen und
Kettenbriiche

FOLG
Kettenbruch

fiir v/d ist

periodisch
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dass u,, = |Vd] ist. Das folgt aber aus der Beobachtung, dass v/d + [v/d] der
eindeutig bestimmte reduzierte Vorginger von a1 = ay = 1/(v/d — |V/d]) ist:

Vd+ |Vd] >1und —1 < —Vd+ [Vd] < 0. 0

Wir sehen, dass die Kettenbruchentwicklung einer Quadratwurzel schlieflich pe-
riodisch wird. Wir wollen nun die Zahlen charakterisieren, deren Kettenbruchent-
wicklung dieselbe Eigenschaft hat.

9.22. Lemma. Seia € R\Q, und sei [ag; ay,as, .. .| die Kettenbruchentwicklung
von a. Wenn es k > 0 und m > 1 gibt, sodass a, ., = a, ist fir alle n >k, dann
ist o Nullstelle eines irreduziblen Polynoms x* + ax + b € Q[z].

Man sagt dann auch, « sei eine quadratische Irrationalitdt.

Beweis. Zunéchst folgt, dass auch «,, ., = «, ist fiir alle n > k, denn

Optpm = [aner; An+m+15 Antm+25 - - ] - [ana Ap415 Ap42; - - ] = Qp .
Wenn p,, /g, die Ndherungsbriiche der Kettenbruchentwicklung von o und p!, /¢,

diejenigen der Kettenbruchentwicklung von aj = oy, sind, dann gilt nach dem

Beweis von Lemma 9.11, Teil (2):
10 + P _o0l — Dp_
a:pklk Pk—2 — = qrk—2 Pk—2
Qk—10k + Qr—2 — Q1+ Dr1

und / / / /
_ Pr—1%+m +pm—2 o P19 +pm—2

T Ot + Gy a Tp—1 O + Q2
Aus der zweiten Gleichung folgt

(693

/ o /
ai + qm—2/ Pn—1 ay — pjn—Q — 0’
-1 Q-1
und aus der ersten folgt eine dhnliche Gleichung fiir . Das Polynom muss irredu-
zibel sein, weil es keine rationale Nullstelle hat. d
9.23. Beispiel. Der einfachste Kettenbruch ist [1;1,1,1,...]. Fiir die zugehorige

quadratische Irrationalitét ¢ ergibt sich die Gleichung

b—11) o pgo1—0 — g- V5L

[0) 2
(Das Vorzeichen der Wurzel ist positiv, da ¢ > 0 ist.) Das ist der Goldene Schnitt.
&
9.24. Beispiel. Wir finden die Zahl mit dem Kettenbruch [1;2,3,3,3,...]. Zu-
néchst ist ap = [3,3,3,...] = az. Wir haben p;, =3, ¢y =1,p", =1, ¢, =0 und

damit a3 — 3 — 1 = 0, also as = (3 + v/13)/2 (das Vorzeichen ist positiv, da
ap > 3 ist). AuBerdem ist k =2, po =1, o = 1, p1 = 3, ¢ = 2 und damit
yo Bl 54+3V13 5413
209 + 1 4413 6 .
Tatséachlich ergibt sich fiir die Folge (a,):
V1345 V1341 V1343 V1343
— — — —

6 2 2 2 Y
was die korrekte Folge (a,) = (1,2,3,3,3,...) liefert. &

LEMMA
periodische
Kettenbriiche

DEF
quadratische
Irrationalitat

BSP
1;1,1,...]

BSP

periodischer
Kettenbruch
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Wir wollen nun die Umkehrung beweisen: Die Kettenbruchentwicklung einer qua-
dratischen Irrationalitéit wird schliellich periodisch.

Der wesentliche Schritt wird im folgenden Lemma erledigt.

9.25. Lemma. Seia € R\ Q eine quadratische Irrationalitit. Dann gilt fir die
,Reste® ay, in der Kettenbruchentwicklung von o

oy, >1 und —1<a,<0 fiir n hinreichend grofs.

Beweis. Nach dem Beweis von Lemma 9.11 gilt
o — PrnQni1 T Pn-1
qnQin41 + qn—1

Y

also
U1 = qn—1Q — Pn—1
—(qn + Pn
und damit _
Gpyq = 17 Dot
_Qnd + Pn
Es folgt
- 1 _ GnQ — Pn _ n z_:
Ont1 Q1 —Pn-1  Qn-1 O — f]% '

Fiir n — oo konvergiert ’;—" gegen o # @, also konvergiert der zweite Faktor gegen 1.
Genauer gilt

~ __ DPn Pn—1 _ pPn n
« qn qn—1 qn <_1)
a_pn—1_1+@_p7z—1 _1+ (@_Oé+€ )
Gn_1 Gn_1 qn—19n n—1

mit ¢, — 0. Es folgt

N 1 _ qn + (_1>n
Uni1 Gu1 G (@ —a+e, )
fiir hinreichend groBes n, denn der erste Summand ist mindestens 1+ 1/¢,,_1, und
der zweite Summand ist vom Betrag kleiner als 1/¢,,_1, wenn n geniigend grof} ist.
Es folgt (fiir diese n) —1 < @, < 0. Nach Konstruktion gilt in jedem Fall «,, > 1

fir alle n > 1. 4

> 1

Jetzt miissen wir uns noch davon iiberzeugen, dass o, wie oben auch in unserem
Sinn reduziert ist. Wir definieren zunéchst:

9.26. Definition. Sei d > 0 kein Quadrat. Wir setzen

\/EZ+U

v

R, = {a = ’ « reduziert} . &

Wir erinnern uns daran, dass Y% € R, genau dann gilt, wenn |vVd—v| < u < v/d

und v | d — u? gelten. Teile (1) und (3) von Lemma 9.20 lassen sich dann auch so

formulieren, dass der Kettenbruch-Algorithmus eine Bijektion ¢: Ry — Ry liefert.

9.27. Beispiele. Die Grafiken in Abbildung 5 zeigen verschiedene Mengen Ry
zusammen mit der durch den Kettenbruch-Algorithmus gegebenen Permutation.
Die (blauen) Zahlen rechts geben a, an fiir die «,, die zu Paaren (u,v) gehoren,
die zwischen den benachbarten blauen Geraden liegen. &

LEMMA
«,, schlieBlich
reduziert

DEF
Ry

BSP
[teration
auf Rd
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V oa=3 V a=7 Y d=10

ABBILDUNG 5. Mengen R, (als Paare (u,v)) mit der durch den
Kettenbruch-Algorithmus gegebenen Permutation

9.28. Lemma. Ist « € R\ Q eine quadratische Irrationalitit mit o > 1 und LEMMA
—1<a <0, dann ist « € Rp fiir ein geeignetes D. « reduziert
=« € Rp

rvd+s
t

Beweis. Wir kénnen jedenfalls schreiben o = fiir eine quadratfreie positive

ganze Zahl d und ganze Zahlen r, s,¢ mit r # 0 und ¢t > 0. Dann ist a = —”"2'5;61”5
und erfiillt die verlangten Ungleichungen. AuBierdem gilt 72t*d—(st)* = t?(r?d—s?).
Damit ist « € Rp mit D = r?*t*d (und u = st, v = t?). a

Das eben konstruierte D muss nicht optimal sein; es kann echte Teiler von D
geben, die ebenfalls funktionieren.

9.29. Satz. Sei a € R\ Q. Die Kettenbruchentwicklung von « ist genau dann SATZ

schlieflich periodisch, wenn o eine quadratische Irrationalitit ist. periodische
Kettenbruch-
entwicklung
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Beweis. Die eine Richtung wurde in Lemma 9.22 bewiesen. Sei also fiir die Ge-
genrichtung « eine quadratische Irrationalitdt. Nach Lemma 9.25 ist «, > 1,
-1 < @, < 0 fiir ein n. Nach Lemma 9.28 ist «,, € Rp fiir ein D, und nach
Lemma 9.20 ist dann «,, € Rp fiir alle m > n. Da Rp endlich ist, muss die Folge
der a,, und damit auch die Folge der a,, periodisch werden. Genauer gilt, dass die
Folgen der Reste a,, und die der Zahlen a,, genau ab m = n periodisch werden,
wenn n der kleinste Index ist, fiir den a,, > 1 und —1 < &, < 0 gilt. a

9.30. Beispiel. Wir bestimmen die Kettenbruchentwicklung von o = —@. Wir BSP

finden (unter Beachtung von |5v/21] = [v/525] = 22): Kettenbruch-
entwicklung
n An n einer qu.
0 _@ -1 Irrationalitat
5v21+25
1 T+ 11
5v21+19
2 4—1+ 1
3|5V21422|44
5v/21+22
4 4—1+ 1
5v21+19
5 T+ 10
5v21+421
6| 2R | 9
5v21+421
7 T+ 10
V21+19
S

Hier ist ap € Rs2.91, und die Kettenbruchentwicklung ist

[—1;11,1,44, 1,10, 2, 10]

(wobei der periodische Teil durch den Uberstrich gekennzeichnet ist). &

Zum Abschluss der Diskussion der Kettenbruchentwicklung von v/d wollen wir
noch zeigen, dass die Periode symmetrisch ist.

9.31. Lemma. Seia € Ry fir ein d > 0, d kein Quadrat, und sei LEMMA
B Umkehrung
o = lao, a1, -, Gn1] der Periode
die (rein periodische) Kettenbruchentwicklung von «. Dann ist
1
[anfla Ap—2,...,0a1, Clo] = —_-
a

Beweis. Seien py/qi die Ndherungsbriiche der Kettenbruchentwicklung von «, und
seien py /q;, die Nédherungsbriiche von [a,,_1,. .., a1, ap]. Die Rekursionen fiir die py,
0k, Dy q lassen sich recht elegant durch Matrizen beschreiben:

Pk qr _ [ 1 Pk—1 Qk—1
Ph—1 Q-1 1 0) \pr—2 qr-o
( E)-C Dl )
Pr—1 Gr—1 1 0 Pr—o dr_9

und
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(fiir 0 < k <n—1). Es folgt

Pn—1 Gn-1\ _ [Qn-1 1\ far 1) fap 1
Pn—2 Gn-2 1 0 1 0 1 0/~

also
/ / T
pn,1 qn,1 _ Qo 1 ai 1 . Ap—1 1 _ Pn—1 Q4n-1
Pho Qs 10 10 1 0 Pn—2 Qn-2 '
Sei o/ der Wert von [ay,_1, ..., a1, ap]. Dann gilt
- Pn—1Q + Pp—2 r p;z—lo/ + p/n—Q o pn—la/ + qn—1
o0=—" und o ="F—"—"F"= p .
Gn—10 + qn—2 Ip1®¥ + Gy o Pn—2Q + Qqn_2
« ist also eine Nullstelle des Polynoms f(x) = ¢,_12*+ (¢n—2 — Pn_1)T — Pp_2, und
o' ist eine Nullstelle von p, 2% + (¢n_2 — Pn_1)T — @u_1 = —2%f(—1/x). Es muss
also o/ = —1/a oder —1/a& sein (denn « und @ sind die Nullstellen von f). Da
—1/a < 0 ist, kommt nur die zweite Moglichkeit infrage. u
9.32. Satz. Seid > 0 und kein Quadrat. Sei SATZ
Symmetrie der
Vid = [ap; a1, ag, . .., an—1, 2a0] Kettenbruch-

entwicklung

von \/C_Z

die Kettenbruchentwicklung von Vd. Dann qilt ap, = a,_ fir alle 1 < k <n.

Beweis. a = \d+ag = v/d+ |\/d] ist reduziert, und a = [2a9, a1, . . ., an_1]. Nach

Lemma 9.31 ist
1

\/C_Z—ao.

[a’”*h s ,(11,20,0] = - =
«

Also ist

240, an-1,an—2,...,a1] = 2a0 + (\/E— ag) = Vd+ay=a= 2a9, a1, az, . .., an1],

woraus sich die behauptete Symmetrie ergibt. u

9.33. Beispiel. Eine Quadratwurzel, die eine etwas ldngere Periode liefert, ist BSP
etwa lange

V163 =[12;1,3,3,2,1,1,7,1,11,1,7,1,1,2,3,3,1,24]. & Periode

Wir wollen nun die Pellsche Gleichung etwas verallgemeinern und Gleichungen der
Form

2 —dy* =n

betrachten. Hier ist d wie immer positiv und kein Quadrat, und n ist irgendeine
von null verschiedene ganze Zahl.

9.34. Definition. Wir setzen DEF
S,
Suln) = {(x,5) € 22 | a® — dy? = n} )

(In unserer bisherigen Schreibweise ist also S; = S4(1) und Ty = Sg(1) U Su(—1).)
&
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9.35. Satz. Die Verkniipfung (z,y) * (2',y') = (za’ + dyy', xy' + ya') liefert eine SATZ

Operation der Gruppe Sq = Sq(1) auf Sg(n). Die Menge Sq(n) zerfdllt in endlich Operation

viele Bahnen unter dieser Operation. von Sy
auf Sy(n)

Beweis. Die Verkniipfung * ist assoziativ und definiert allgemeiner eine Abbildung

Sa(n1) x Sg(ng) — Saq(ning), die fiir ny = ny = 1 gerade die Gruppenstruktur

von Sy = Sy(1) liefert. Daraus folgt die erste Behauptung (unter Beachtung von

(1,0) * (2,y) = (z,9)).

Zum Beweis der zweiten Aussage betrachten wir wieder die Abbildung ¢: Z? — R,

(z,y) — o + y\/d. Sei (z1,y1) die Grundlésung der Gleichung x> — dy® = 1, und

sel € = ¢(~T17y1) > 1. Sei (':C?y) € Sd(n) Aus ¢((I,y> * (Ll'/,y/>) = (b(l’,y)(ﬁ(l’/,y/)
folgt, dass es ein eindeutig bestimmtes m € Z gibt mit

V2 < emiote, ) < VI

Dann ist (2/,y') = (z1,y1)"" * (x,y) € Sq(n) in derselben Bahn wie (x,y). Durch
»Multiplikation“ mit (—1,0) € Sy konnen wir noch erreichen, dass ¢(z’,y’) > 0

ist. Weiterhin gilt
11 2 —yVd

oz, y) 2 +yd n

Es folgt
,_ 0@ y) —ne(a’ y) ! _V !nlf:‘ + \/ nle _ Inl8

Analog gilt |2'| < 4/|nle. Damit gibt es nur endlich viele Méghchkemen fir o'
und 3’. Also gibt es auch nur endlich viele Bahnen. a

Der Beweis liefert ein Losungsverfahren, das allerdings nicht sehr effizient ist, wenn

V Inle/d gro wird.

9.36. Beispiel. Wir bestimmen S5(—4), also die Losungen von BSP
2 2 r? —5y* = —4
r* =5y = —4.

Die Grundlésung (z1,y;) von x? — 5y* = 1 ist (9,4), also ist

| 944
Inle [0+ AV5 g0,
d 5

damit ist |y| < 3 fiir einen Représentanten jeder Bahn. Wir probieren die verschie-
denen Moglichkeiten aus:

y=0 == keine Losung
y=+1 — x==£1
y=1+2 = z==4
y==+3 = keine Losung
und berechnen ¢(z,y):
-1 -1 1 1 —4 —4 4 4
-1 1 -1 1 -2 2 —2 2

o(z,y) | —3,24 1,24 —1,24 3,24 —8,47 0,47 —0,47 8,47
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Es ist /|n|/e &~ 0,47 und /|n|e ~ 8,47. Alle positiven Werte sind im richtigen
Bereich, mit Ausnahme von (z,y) = (4,2); hier ist |¢(z,y)| = +/|nle. Es gilt
namlich € = (2+\/5)2, also 44+2v/5 = v/4e. Es folgt, dass es genau drei Bahnen von
Losungen gibt, die von (x,y) = (=1,1), (1,1) und (—4,2) reprasentiert werden.
(Und (4,2) = (9,4) * (—4,2) ist in derselben Bahn wie (—4,2).) )

Wenn es ganzzahlige Losungen von z2 — dy? = n gibt, dann sicher auch rationale.
Bevor man also versucht, eine Losung zu finden, sollte man priifen, ob die ternére
quadratische Form z? — dy? — nz? nichttriviale Nullstellen hat. Zum Beispiel kann
es keine ganzzahligen Losungen von 22 — 5y? = £2 oder 43 geben, da die rechten
Seiten keine quadratischen Reste mod 5 sind.

Fiir kleine n findet man die relevanten Losungen gewissermaflen ,auf dem Weg*
zur Berechnung der Grundlésung der zugehorigen Pellschen Gleichung. Wir zeigen
zunéchst ein Lemma.

9.37. Lemma. Seid > 0 und kein Quadrat, und seien py,/qi. die Niherungsbriche LEMMA

der Kettenbruchentwicklung von V/d; diese habe die minimale Periode m. Dann Gruppen-
gilt fiir alle k > —1: operation und
Naherungs-
(Phtms Qerm) = (P15 Gm-1) * Pk @) = (Pm—1Pk + dGm—1Gk; Pm—1Gr + Gm-1Pk) - briiche

Beweis. Sei dazu vVd = l[ag; a, ..., am_1,2a0] und

[ ag 1
2= (1)
sowie A = AgA,,—1---As A1 Ap. Es ist dann

A= AO (pml le) _ (aopml +pm72 aoQdm—1 +Qm2) )

Pm—2 Q4m-—2 Pm—1 dm—1

Da die Aj symmetrisch sind und A, , = A, gilt fir 1 < k < m, folgt, dass
auch A symmetrisch ist: ao@m-1 + ¢m-—2 = pm—1. Wegen det(A;) = —1 haben wir
det(A) = (—=1)™*! also folgt

pgn—l - dquzn—l = (_1)m = det(A) = p72n—1 - (aopm—l +pm—2)Qm—1

und damit agp;y,—1 + pm_2o = dgm_1. Es ist also

A — defl Pm—1
Pm—1 gm—1 .

Wir setzen a,, = 2a¢ und ag,,, = ay fiir alle £ > 0; Ay sei entsprechend definiert.
Dann gilt
C(2a0 1\ _, (01
4, - ( : O) _Ao(l O)AO.

(” %)zmm4mmm,

Fiir jedes k > 0 ist

Pk—1 qk—1
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also haben wir fiir £ > 0 (unter Benutzung von Ay, = Ay fiir £ > 1)

( Pk+m k+m ) — Ak+m . Am+1Am s A1A0
Prk+m—1  Gk+m—1

01
= Ap - A1 4y (1 0) AoAm—1--- A1Ao

_ Pk qk Pm—-1  Gm-1
Pk—1  Qk—1 dqm-1 Pm—1
_ [ PEPm—1 + koQm—l Prdm—1 + qkPm—1
= . N :
Das zeigt die Behauptung (fiir £ = —1 ist sie trivial). Q
Wir koénnen die eben bewiesene Aussage dazu verwenden, die Folge der (px, qx)

,hach links® fortzusetzen. Da sich fiir k = —2 etwas anderes ergibt als die bisherige
Festlegung (p_2,¢—2) = (0,1), d&ndern wir die Bezeichnung ein wenig.

9.38. Definition. In der Situation des vorangehenden Lemmas definieren wir DEF
(0% @) = (Pry @) flir k> —1 P>
und
Pk @) = (<_1)mpm—17 —(—1)mqu1) * (Dt Qpan) T k< —1.
Wegen
(1P, ~(1) ) # (rac nt) = (F1)" (s — s 1),0) = (1,0)
gilt dann (py ., G5 i) = Pm—1, Gm—1) * (0}, q;) fiir alle k € Z. &
9.39. Lemma. In der Situation von Definition 9.38 gilt LEMMA
Symmetrie
* _(_1\k, * _(_1\k—1 x
P =(=1) P_iyk und = (=1) q_q14k von i, gl

fiir alle k € Z.

Beweis. Mit der Schreibweise aus dem Beweis von Lemma 9.37 und den Abkiir-

zungen
Mk: — < fk‘ gk > UIld A/ _ <pm—1 Qm—l)
Pr—1 Gr—1 dgm—1 Pm-1
gilt fiir alle & € Z (mit einem N > 0, sodass Nm + k > 0):
Mk(A/)N - MNm+k - ANm-i—kANm-l—/c—l e AlAO
- ANm+kMNm+k71 - ANerkMkfl(A/)N 5

also (wegen der Periodizitét der Ay fir k > 1) My = Ap My_1 mit £’ = k mod m
und 0 < &' < m. Wegen der Symmetrie der Periode (Satz 9.32) gilt dann auch
M_;, = A M_,_1. Man findet zum Beispiel

iy (01 ap 1\ _ (1 0
Moy =4, MO_(1 —2a0)<1 0)_<—a0 1)’

was die Behauptung fiir & = £1 zeigt. Allgemein gilt

(ot )
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Fiir £ = 1 haben wir das gerade gesehen, und fiir £ > 2 folgt es durch Induktion

unter Beachtung von
4 (0 -1 0 —1
W= ) )

0 —1 0 —1\ ,-
(1 0 ) M-ty = (1 0 > Ayt My,
0 —1
== —Ak/ (1 0 ) M_k
_ 10
= —Ap (=D M_y (o _1)

1 0
- (_1)kM71+(k+1) (0 _1) .
Obige Gleichung lautet ausgeschrieben
(_p*kl _q*k1> _ (_1)k—1 <p21 _QZ1) .
Pl Oy Do —Qh—2)

die beiden oberen Eintrdge ergeben die Behauptung fiir |k| > 1; fiir & = 0 folgt
sie aus ¢*; = g1 = 0. u

denn

Da p, und ¢ immer teilerfremd sind, kénnen wir in dieser Form nur Losungen
mit teilerfremden x und y erwarten.

9.40. Definition. Eine Losung (z,y) € Sq(n) heiit primitiv, wenn x L y. Wir DEF
schreiben S7(n) fiir die Menge der primitiven Lésungen von 2% — dy? = n. primitive

L&
Man beachte, dass der ggT von x und y auf Bahnen konstant ist. Daher kénnen ostng

wir eine Sg-Bahn in Sy(n) primitiv nennen, wenn ihre Elemente primitiv sind, und
S (n) ist Vereinigung von Bahnen in Sg(n).

Offensichtlich gilt
San) = |J {(az,ay) | (x,y) € Sy (n/a*)}.
a>0,a2|n
und die Vereinigung ist disjunkt. &
Jetzt konnen wir die oben angedeutete Aussage formulieren und beweisen, dass

Losungen fiir “kleines” n aus der Kettenbruchentwicklung gewonnen werden kon-
nen.

9.41. Satz. Seid > 0 und kein Quadrat und sei |n| < \/d. Seien weiter py/q, die SATZ

Niherungsbriiche der Kettenbruchentwicklung von /d; diese habe die minimale Losungen
Periode m. Sei m’ =kgV(2,m). Dann ist die Menge der (pg,qx) mit fiir |n| < Vd

P —dgi=n und —1<k<m -1

ein vollstindiges Reprdisentantensystem der Bahnen von Sy (n) unter Sy.
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Beweis. Zunichst stellen wir fest, dass (x1,21) = (Pm—1, ¢—1) die Grundlosung
von 2% —dy? = 1 ist (vergleiche Satz 9.15 und die nachfolgenden Ergebnisse.) Nach
Lemma 9.37 gilt dann (fiir m’ = 2m beachte (z1,%1) = (Pm_1, @m_1)*2)

(Prtmts Gowrr) = (@1, 91) * (D), q1) -

Es folgt, dass jede Bahn von S7(n), die ein Paar der Form (pj, ¢}) enthiilt, einen
eindeutigen Reprasentanten mit —1 < k < m’ — 1 besitzt. Es bleibt zu zeigen,
dass tatsichlich alle Bahnen auftreten. Dazu verwenden wir wieder Lemma 9.14.
Sei zuniichst (z,y) € Si(n) mit z,y > 0. Aus n > —v/d > —2v/d + 1/y? folgt

1 1\2 1
x2:dy2+n>dy2—2\/;l—l—?=<\/ay—§> == x>\/ay—§

und damit

‘\/__f‘: n] o1
yl y(z+yVd)  2Vdy2—1  2y?

fiir y hinreichend grofi. Wir kiénnen (x,y) durch (2/,y') = (z1,y1)* * (z,y) fiir
N > 0 ersetzen, dann sind 2’, ¢y > 0 und 3’ wird beliebig grofS. Nach Lemma 9.14
ist dann (2/,y') = (px, qx) fur ein geeignetes k, also hat die Bahn von (z,y) einen
Vertreter der gewiinschten Form.

Sei nun x > 0 und y < 0. Nach dem schon Bewiesenen gibt es ein k, sodass (p, qx)
in der Bahn von (z, —y) liegt; dann liegt (px, —gx) in der Bahn von (z,y). Nun gilt
aber nach Lemma 9.39, dass (p*,_5,¢",_5) = £(pk, —qx), also in der relevanten
Bahn ist.

Ist z > 0 und y = 0, dann muss x = 1 sein, also ist (z,y) = (p_1,¢-1).

Im Fall x < 0 kénnen wir (x,y) durch (—z, —y) = (—1,0) * (z,y) ersetzen; damit
ist die Aussage auf den Fall x > 0 zuriickgefiihrt. u

9.42. Beispiel. Sei d = 163. Wir haben m’ = m = 18 und erhalten folgende
Tabelle:

k-1 01 23 45 6 7 8 91011 1213 1415 16
pi—dg| 1 -196 =79 —1114 -3 21 —221 =3 14 —11 9 -7 6 —19

Fiir alle n mit 0 < |n| < 12 finden wir Reprisentanten aller Bahnen von Sis;(n)
unter Sig3 in der Form (py, ¢x) mit & im Bereich dieser Tabelle. Insbesondere gibt es
keine primitiven Losungen fiir Werte |n| < 12, die nicht in der Tabelle vorkommen.

Fiir groflere n muss das nicht mehr gelten, unabhéngig davon, ob sie in der Tabelle
auftreten oder nicht. Es ist etwa 642 — 163 - 5% = 21, aber (64,5) ist nicht von der
Form (py, qx). Ahnliches gilt fiir (z,y) = (217,17) mit 2* — 163y* = —18.

In jedem Fall gilt fiir jedes n, das in der Tabelle vorkommt, |n| < 2v/d (denn |n] ist
der Nenner v eines Elements a € R, vergleiche den Beweis von Lemma 9.20). &

Zum Abschluss dieses Kapitels mochte ich noch eine Anwendung der Theorie
vorfiihren.

BSP
Losungen
fiir kleines n
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9.43. Satz. Seien Fy =0, F1 =1, F,, .o = F, .1+ F, die Fibonacci-Zahlen. Dann SATZ
sind die Losungen von Anwendung

n-+1 n .
— >
( I ) <k+1> mitn>k>0

gegeben durch k = FyjFojis, n = FyjioFs;03 —1 fiir j =0,1,2,....

Beweis. Wir formen die Gleichung erst einmal um:

(”Zl) - <kil) e k!(?gn—+k14)r!1)! - (k+1)!(:z!—k;— !

— (n+1)(k+1)=n—-k+1)(n—k)
= n?*—3nk+k*—-2k—-1=0

Wir multiplizieren mit 4, dann ergibt quadratische Ergénzung
(2n — 3k)* — 5k* — 8k —4 =0.

Jetzt multiplizieren wir mit 5 und ergénzen wieder; das ergibt
5(2n — 3k)* — (bk +4)* —4 =0

oder
(5k +4)* — 5(2n — 3k)* = —4.

Wir erkennen die Gleichung 2% — 5y* = —4 aus Beispiel 9.36. Wir suchen also alle
Losungen (z,y) € S5(—4), sodass
r—4 y + 3k

und n =
5 2

ganzzahlig sind. Die Bedingungen dafiir sind x = 4 mod 5 und y = k = x mod 2.
Die letzte Bedingung y = x mod 2 ist immer erfiillt.

k:

Wir hatten gesehen, dass S;(—4) unter der Operation von Ss in drei Bahnen
zerfallt, die von (1, 1), (—1,1) und (—4, 2) représentiert werden. Fiir das Folgende
ist es giinstiger, die Zerlegung in Bahnen unter der kleineren Gruppe S5 = {((9,4))
zu betrachten, die von der Grundlésung (9,4) erzeugt wird. Jede S;-Bahn zerfillt
in zwei Sy -Bahnen; unsere drei S5-Bahnen zerfallen in sechs S5 -Bahnen mit Re-
prasentanten (1,1), (—1,—1), (=1,1), (1,—1), (—=4,2) und (4, —2).

Um herauszufinden, welche Losungen die Bedingung x = 4 mod 5 erfiillen, be-
trachten wir die Losungen modulo 5. Unter Verkniipfung mit der Grundlésung
(9,4) = (—1,—1) mod 5 erhalten wir

(17 *) = (_17 *) = (17 *) ;

also erfiillt jede zweite Losung in jeder Bahn die Bedingung. Die gesuchte Menge
ist also Vereinigung von sechs Bahnen unter ((9,4)*?):

{(z,y) € S5(—4) | r =4 mod 5} = {(9,4)*™ % («',y/) | m € Z, (', y/) € U}
mit
U=1{(29,13),(—1,—1),(—=1,1),(=11,-5), (4,2), (4,—2)} .

(Die Reprisentanten sind entweder die oben gegebenen urspriinglichen Repréisen-
tanten (x,y) oder (9,4) * (x,y).)
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Man fiihrt nun am besten den Goldenen Schnitt ¢ = (14+/5)/2 ein. Wir schreiben
¢ = (1 —+/5)/2 = —1/¢. Man berechnet folgende Tabelle von Potenzen von ¢:

l -3 —1 1 3 ) 7
20 | —44+2vV5 —1++/5 1++5 4+2V5 11+55 29+ 135
AuBerdem ist ¢ = 9 4 44/5. Es folgt (mit ¢ = —¢p~)
{(z,y) € S5(—4) | z = 4 mod 5}
= {(z,y) | = £ yV/5 = 2¢*™! fiir ein m € Z} .

Dann ist

r=¢" 4" = Ly
(dabei sind Lo=2,L =1, Lypyy2 = Lypy1+ Ly, die Lucas-Zahlen; es gilt allgemein
Ly, = ¢™+ ¢™) und

1
y=+—7

V5

Es ist L_,, = (—=1)™L,,, also muss oben m > 1 sein, damit x = 5k +4 > 0 ist.
Nun beachten wir, dass fiir L,, und F}, allgemein folgende Relationen gelten:

SEy P = (@7 — ") (¢" T = ") = " g2 — (1) (¢ + ¢)
= Loms1 — (—=1)™ Ly
2Lmio = 20" 420" = (3 4+ V5)¢™ + (3 — V5) ™
=3(¢™ + ¢™) + VB(¢™ — ¢™) = BLy + 5,
2s = 20"2 +26™ % = (3= V5)¢™ + (3+ VB)"
=3(¢" +¢™) = V(0" — ") = 3Ly, — 5Fy,
Fiir die urspriinglichen Variablen £ und n folgt also mit m = j 4+ 1, 7 > O:

(" — ") = £Fpn -

r—4  Layjyz—4  Lajyz— Lg

k= 3 3 3 = FyFyj43
+3k  bSFyy3+3L43—12  Lyis— L
N — Y 5 _ 24543 = 4543 _ 4]+55 L= FojioFajs — 1
oder
—5Fyj 13+ 3Ly;03—12 Ly — L
= 4543 0 443 = 4J+15 L 1= FojFp0 — 1
Bei der zweiten Moglichkeit fiir n gilt allerdings n < k, also kommt sie nicht
infrage. d

Satz 9.43 gibt eine unendliche Folge von Losungen der Gleichung

n\ [(n
k) \K
an, die fast alle den zusétzlichen Bedingungen 1 < k£ < n/2, 1 < k' < n'/2,

(n,k) # (n', k') geniigen (die man sinnvollerweise stellt, um triviale Losungen
auszuschlieBen). Die ersten dieser Losungen sind

00 (-0 (-0 (-G



§9. Die Pellsche Gleichung und Kettenbriiche 97

Es sind nur noch einzelne weitere Losungen bekannt, ndmlich
16\ (10 56\ (22 120\ /36 21y (10
2) \3)" \2/) \3)’ 2 ) \3) \2/) \4)’
78 15 14 153 19 221 17
2 5 6 2 5 2 8
Fiir die Paare

(k, k") = (2,3), (2,4), (2,5), (2,6), (2,8), (3,4), (3,6), (4,6), (4,8)

ist die obige Gleichung vollstindig gelost.'! Ob es noch weitere Losungen gibt, ist
eine offene Frage.

HR.J. Stroeker und B.M.M. de Weger: Elliptic binomial Diophantine equations,
Math. Comp. 68 (1999), 1257-1281; Y. Bugeaud, M. Mignotte, S. Siksek, M. Stoll, S. Tengely:
Integral points on hyperelliptic curves, Algebra Number Theory 2 (2008), 859-885.
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10. VERWENDUNG VON p-ADISCHEN POTENZREIHEN

Manche diophantische Gleichungen lassen sich mithilfe von p-adischen Potenzrei-
hen 16sen. Folgendes Resultat spielt dabei eine wichtige Rolle:

10.1. Satz. FEs sei
f= Zanx” € Q,lx]
n=0

eine Potenzreihe mit Koeffizienten in Q,,, die nicht die Nullreihe ist. Es gelte
vp(an) — oo fiir n — oo.

Dann konvergiert f auf Z,. Auflerdem existiert m = min{v,(a,) | n € Z>o}; sei
N = N(f) = max{n € Zx¢ | vy(a,) = m}. Dann hat f hochstens N Nullstellen
in Z, (mit Vielfachheit gezdihlt).

Beweis. Dass f auf Z, konvergiert, folgt aus Lemma 7.10 (1).

Durch Skalieren von f mit ay' kénnen wir erreichen, dass alle a,, € Z, sind mit
ay = 1 und a, € pZ, fir n > N. Es ist dann also m = 0. Wir zeigen die
Behauptung durch Induktion iiber N.

Ist N =0, dann gilt f(a) = 1 mod p fiir alle a € Z,, also kann f keine Nullstelle
in Z, haben.

Fiir den allgemeinen Fall zeigen wir zunéchst, dass fiir o € Z, die Potenzreihe

flx+a)= Zan(x +a)" = Z / nga)x” = anx”
n=0 n=0 ’ n=0

die Voraussetzungen des Satzes mit m = 0 und demselben N wie f erfiillt. Es ist

bn = ag (k) Oék_n c Zp .
n

k=n

Fir n = N ist

o) k -
by =1+ Z ak<N)ak NGl—i—pr.

k=N+1
AuBerdem gilt v,(b,) > min{v,(ax) | K > n}, was fir n > N echt positiv ist und
fiir n — oo beliebig grofl wird. Damit sind die Voraussetzungen nachgewiesen.

Sei also jetzt N > 1 und sei a € Z, eine Nullstelle von f (wenn es keine gibt,
sind wir schon fertig). Sei f = f(z + a); dann ist f(0) = f(a) = 0, also f = zg
mit einer Potenzreihe g. Es ist klar, dass g die Voraussetzungen des Satzes mit
N(g) = N(f)—1= N(f)—1 = N —1 erfiillt. Nach Induktionsvoraussetzung hat g
hochstens NV — 1 Nullstellen (mit Vielfachheit) in Z,. Es folgt, dass f hochstens N

Nullstellen in Z,, hat. a

Sei f so skaliert wie im Beweis und sei f = 25:0 apz™ € F,lz] das normierte
Polynom vom Grad N, das man durch Reduktion der Koeffizienten von f modulo p
erhélt. Jede Nullstelle o € Z, von [ reduziert sich modulo p auf eine Nullstelle
a=a € F, von f. Ist a eine einfache Nullstelle von f, dann zeigt eine leichte
Verallgemeinerung des Henselschen Lemmas 7.14 auf Potenzreihen, dass f genau
eine Nullstelle o € Z, mit & = a hat. Mit einem &hnlichen Argument wie im
Beweis oben kann man auch zeigen, dass die Anzahl der Nullstellen a von f mit
@ = a hochstens die Vielfachheit von a als Nullstelle von f ist.

SATZ
Satz von
StraBmann
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Wir kénnen ¢ = 0 annehmen (indem wir evtl. f wieder wie im Beweis durch ein geeignetes
f= f(z+ «) ersetzen). Die gesuchten Nullstellen haben dann die Form o = pf mit § € Z,,. Wir
suchen also die Nullstellen von g(z) = f(pz) in Z,. Man sieht leicht, dass g die Voraussetzungen
des Satzes mit N(g) = Vielfachheit von a = 0 als Nullstelle von f erfiillt. Die Behauptung folgt
dann aus dem Satz.

Noch etwas genauer gilt:

Lemma. Seien f, m und N wie in Satz 10.1. Dann gibt es eine Konstante ¢ € Q, ein
normiertes Polynom P € Zy[z] vom Grad N und eine Potenzreihe h € 1+ pzZ,[x], die auf Z,
konvergiert, sodass f(x) = cP(x)h(x) ist.

Da fir a € Z,, stets h(a) = 1 mod p und damit insbesondere h(a) # 0 gilt, sind die Nullstellen
von f in Z, dieselben wie die Nullstellen von P.

Beweis. Der Beweis wird hier nicht ausgefiihrt. Man zeigt die Existenz der Faktorisierung in-
duktiv modulo p™ und bildet dann geeignete Grenzwerte. d

Eine wichtige Potenzreihe ist die Logarithmusreihe. Sie hat im p-adischen &hnlich
schone Eigenschaften wie iiber R oder C.

10.2. Lemma. Die Potenzreihe

s > "
log(1 = r—-——+———+...= —1)nt
og(l+x)==x 5 + 3 1 + n;( ) -

konvergiert fir v = a € pZ,; es gilt log(1 + «) € pZ,. Fir o, 3 € pZ, gilt
log(1+a+ B+ af) =log((1+a)(1+ 8)) =log(l+ a) + log(1+ f).

Damit ist log: (14 pZ,,-) = (pZy,,+) ein Gruppenhomomorphismus; er ldsst sich
eindeutig zu einem Gruppenhomomorphismus log: Z,; — pZ, fortsetzen.

Beweis. (Vergleiche Blatt 6, Aufgaben (3) und (6).) Die Gleichung
(10.1) log(1+ x +y + zy) = log(1 + z) + log(1 + y)

ist eine Identitét von formalen Potenzreihen in Q[z, y]. Man kann sie zum Beispiel
zeigen, indem man beide Seiten als Potenzreihen in 2 mit Koeffizienten in Q[y]
auffasst. Eine Potenzreihe ist durch ihren konstanten Term und ihre Ableitung
eindeutig bestimmt. Fiir x = 0 sind beide Seiten log(1 + y), und die Ableitung
nach = beider Seiten ist 1%1

Fiir n > 1 sei e = v,(n). Dann ist p® < n, also |n|, = p~© > 1/n. Fir a € pZ, ist
dann |+a”/n|, < np™" — 0 fir n — oo; nach Lemma 7.10 (1) konvergiert also die
Reihe log(1+a). Aus np™ < p~! fiir n > 1 folgt, dass log(14«a) € pZ, ist. Dass die
so definierte Funktion log: (1 + pZ,, ) = (pZ,,+) ein Gruppenhomomorphismus
ist, folgt dann aus (10.1).

Fiir o € Z; ist nach dem kleinen Satz von Fermat o=t € 1+ pZ,. Wir definieren
log: Z; — Z, durch

_ log(aP~t)

1 = — L, .
ogla) = 29 ez,

LEMMA
Faktorisierung
von
Potenzreihen

LEMMA
p-adischer
Logarithmus
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Da log auf 1 + pZ, ein Gruppenhomomorphismus ist, stimmt diese Definition auf
1+ pZ, mit der urspriinglichen iiberein. Der fortgesetzte Logarithmus ist ebenfalls
ein Gruppenhomomorphismus, denn es ist

log((aB)P~! log(a?P~tpr—t
og(a) _ 2@ log(ar )
p—1 p—1
log(a?~1) + log(pP~1

_ (@) 108l ) _yg(a) + 10g(8)
p—1
Es ist auch klar, dass log als Gruppenhomomorphismus nicht anders auf Z; fort-
gesetzt werden kann. a

Wir bemerken, dass log(¢) = 0 ist, wenn ¢ € Z eine Einheitswurzel ist.

Die Gleichung 2% + 7 = 2" heifit Ramanujan-Nagell-Gleichung nach Srinivasa
Ramanujan, der sie vorgeschlagen, und Trygve Nagell, der sie als Erster vollstdndig
gelost hat. (Siehe auch das einfithrende Beispiel auf Seite 6.)

10.3. Beispiel. Als Anwendungsbeispiel zeigen wir, wie man die Ramanujan-
Nagell-Gleichung
T =2"

in ganzen Zahlen z und n 16sen kann. Die erste Beobachtung ist, dass n > 3 sein
muss; damit ist dann = ungerade. Sei /-7 = V7i € Cund w = HE—E Dann ist
w? = w — 2, also ist Zw] = {a + bw | a,b € Z}. Ahnlich wie fiir Z[i] zeigt man,
dass Z[w] ein euklidischer Ring und damit ein Hauptidealring ist. Die Matrix der
Multiplikation mit a + bw beziiglich der Basis (1,w) ist

a —2b
b a+b

N(a+ bw) = a(a + b) + 2b* = a® 4 ab + 20> = |a + bwl|?.

mit Determinante

Die quadratische Form a? + ab + 2b® ist positiv definit; man stellt leicht fest,
dass die einzigen Elemente mit Norm 2 gegeben sind durch die Primelemente +w
und +w = +(1 — w); weitere Primelemente mit Norm eine Potenz von 2 gibt es
nicht. Das sieht man &hnlich wie bei der Klassifikation der Primelemente von Z][%]
(vgl. die ,,Einfithrung in die Zahlentheorie und algebraische Strukturen): Fiir eine
Primzahl p ist entweder p ein Primelement von Z[w], oder p = N(«) ist eine Norm,
und dann sind a und @ bis auf Multiplikation mit Einheiten alle Primelemente,
deren Norm eine Potenz von p ist.

Fiir x € Z ungerade ist “LTﬁ € Z|w]; aus x? + 7 = 2" folgt

Weil Z[w] ein Hauptidealring ist und damit faktoriell, muss dann gelten (beachte
auch Z[w]* = {£1})
T+ =T

2
mit 0 < k < n — 2. Da aber ww = 2 die linke Seite nicht teilt, muss £ = 0 oder
k=n — 2 sein. Im Fall ¥ = 0 haben wir

—r+-=T7 T+ =T "2
T2 T T

_ iwkwn—ﬂ—k

e

S. Ramanujan
(1887-1920)

© MFO
BSP
2?2+ T7=2"

T. Nagell
(1895-1988)
(© unbekannt


https://de.wikipedia.org/wiki/S._Ramanujan
https://de.wikipedia.org/wiki/S._Ramanujan
https://de.wikipedia.org/wiki/S._Ramanujan
https://de.wikipedia.org/wiki/S._Ramanujan
https://de.wikipedia.org/wiki/Trygve_Nagell
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In jedem Fall gilt nach einem eventuellen Vorzeichenwechsel von z:

(10.2) %_7 = Fw" 2 und damit auch x—TJ = 4(1 —w)" 2.

Sei jetzt p eine ungerade Primzahl, sodass —7 ein quadratischer Rest mod p ist.
Dann gibt es s € Z* mit s* = —7; wir setzen w = (1 4 s)/2 € Z). Dann ist
Zw] = Zy, a + bw — a + bw, ein Ringhomomorphismus. Es folgt

log<w ;_ S) = (n — 2) log(w) und 1og< > = (n—2)log(1l —w),

also auch

r—S

log(1 — w) log<xT+8> — log(w) log<x ; S) =0.
Wir schreiben © = g + pz; fiir xp = 0,1,...,p — 1. Wir kénnen testen, ob 22 + 7
kongruent mod p zu einer Potenz von 2 ist; falls nicht, konnen wir die betreffende
Restklasse mod p ausschlieBen. Anderenfalls ist (xg £ s)/2 € Z*, und die obige

D ?
Gleichung kann geschrieben werden als

log(1 — w) <10g<9307+8> + 10g<1 + xoi SI1)>

To— S

— log(w) <10g<T> + 10g<1 + xop— sx1>> =0;

die linke Seite ist eine Potenzreihe in ;. Auf diese Reihe koénnen wir Satz 10.1
anwenden. Das liefert uns in jedem Fall eine obere Schranke fiir die Anzahl der
Losungen (und insbesondere, dass es nur endlich viele gibt). Wenn wir Gliick
haben, dann stimmt die Schranke mit der Zahl der bekannten Losungen in der
betreffenden Restklasse iiberein, und wir haben gezeigt, dass es keine weiteren
Losungen gibt. Die bekannten Losungen haben o € {41, £3, 45, £11,+181}. Da-
bei wird von jedem Paar jeweils nur entweder x oder —x auftreten, da wir das
Vorzeichen von x oben passend gewéhlt haben.

Konkret verwenden wir p = 11; dann ist —7 = 22 mod 11. Die Rechnung ergibt
folgende obere Schranken:

x| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Schranke | 1 1 — 1 1 2 1 11 - 1

Lsg. mod 112 | —-11 1 — =30 —18 5,60 —49 40 -3 — —34
bekannte Losungen | —11 1 —  — - 518 - - -3 - -

Wir miissen also noch ausschliefen, dass es Losungen mit
r = —30, —18, —49, 40 oder —34 mod 112
gibt. Dazu stellen wir fest, dass dann
n = 54, 60, 35, 50 oder 43 mod 110 = ¢(11?%)

sein miisste. Wir kénnen fiir jede andere Primzahl ¢ feststellen, welche Potenzen 2"
die Eigenschaft haben, dass 2" — 7 ein Quadrat mod ¢ ist. Das ergibt fiir ¢ = 23,
dass n =1,3,4,5,7mod 11 sein muss, was n = 54, 35, 50, 43 mod 110 ausschlief3t.
Der verbleibende Fall n = 60 mod 110 ist etwas schwieriger zu eliminieren. Wir
konnen die Nullstelle der betreffenden Potenzreihe etwas genauer approximieren
als z = 466 mod 113; daraus ergibt sich n = 170 mod 10-112. Wir betrachten jetzt
q="T27T=6-117 + 1. Es ist 170 = 49 mod 11%; die Ordnung von 2 in F, ist 11%
und 2% — 7 ist kein Quadrat modulo ¢. Das schlieBt die verbleibende Restklasse
aus.
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Insgesamt haben wir gezeigt, dass
(x,n) = (£1,3), (£3,4), (£5,5), (£11,7), (£181,15)
tatséchlich alle Losungen der Gleichung sind. &

Im Beweis im Beispiel oben haben wir die Variable n eliminiert und dann Potenz-
reihen (im Wesentlichen) in x erhalten. Man kann auch umgekehrt vorgehen und
x eliminieren, um Potenzreihen in n zu bekommen. Dazu brauchen wir folgende
Beobachtung. Wir erinnern uns an die Exponentialreihe

2 .8

S T
exp(x) ;n! +x+ 5 + G +

10.4. Lemma. Ist p > 2, dann konvergiert die Exponentialreihe auf pZ,. Fiir
a € pZ, ist log(exp()) = a und exp(log(l +a)) =1+ a.

Die analogen Aussagen gelten fiir p = 2 und 4Zy anstelle von pZ,.

Beweis. (Vergleiche Blatt 6, Aufgaben (2) und (3).) Es ist v,(n!) <n/(p—1). Fiir
p > 2 und « € pZ, folgt

o n p—2 )
vp<—|)2n— = ‘N — 00 fiir n — o0,
n! p—1 p—1

also konvergiert exp(«). Fiir p = 2 und o € 4Z, gilt analog

v2<a—> >2n—n=n—00.

n!

log(exp(z)) = x und exp(log(l + z)) = 1 + = sind formale Identitdten von Po-
tenzreihen; die restlichen Aussagen folgen durch Auswerten in o unter Beachtung
der Tatsache, dass der Wert der inneren Reihe jeweils im Konvergenzbereich der
duBeren Reihe liegt. a

Wie in der reellen Analysis auch kann man die Exponentialreihe und die Loga-
rithmusreihe kombinieren, um Exponentialfunktionen mit anderen Basen zu defi-
nieren.

10.5. Lemma. Seip ungerade und o € 1+ pZ, oder p =2 und o € 1+47Zy, und
set

f(n) = exp(nlog(a)) € Q,[n].
Dann st
f(n)=1+am+am®+... € Z,[n]

eine Potenzreihe mit vy(ay) — oo fir k — oo. Insbesondere konvergiert f auf Z,,.
Firn € Z gilt f(n) = a™.

Beweis. Es ist log(«) € pZ, bzw. 4Z,. Aus dem Beweis von Lemma 10.4 ergibt
sich, dass die Koeffizienten a;, = log()*/k! von f in Z, sind und fiir n — oo gegen
null konvergieren. Die letzte Aussage folgt aus Lemma 10.4 und der Funktional-
gleichung exp(nz) = exp(z)™. Q

Auf diese Weise kann man dann o = exp(nlog(a)) fiir beliebige n € Z,, definieren.

LEMMA
Konvergenz
von exp

LEMMA
Potenzen als
Potenzreihe
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10.6. Beispiel. Wir betrachten wieder die Gleichung 22 + 7 = 2". Diesmal ver-
wenden wir die beiden Gleichungen in (10.2), um 2 zu eliminieren. Das ergibt

W= (1 —w)"? =47
und damit in Z;
w? — (1 —w)" %= +s.
Nach dem kleinen Satz von Fermat ist w'® = (1 —w)® = 1 mod 11. Wir schreiben
n—2=ng+ 10n; mit ng € {0,1,...,9} und erhalten

(10.3) w" exp(nq log(w')) — (1 — w)™ exp(nilog((1 — w)")) Fs=0.

Das ergibt insgesamt 20 Potenzreihen in n,, deren Nullstellen in Z>o C Zy; wir
suchen. Satz 10.1 liefert uns Schranken fiir ihre Anzahl.

Konkret kénnen wir so vorgehen: Eine Wahl von s ist s =2 — 3 - 11 mod 11% und
damit
w=-4—11mod 11> und 1—w=5+11mod 11°.

Das liefert

w?=1-4-11mod 11> und (1 -w)=1-2-11mod 11*.
Dann ist

exp(nl log(wlo)) =1+ 1layng + 11%a9n3 + 11%a3n3 + . ..
mit a; = —4 mod 11, ay = —3 mod 11 und vy, (11%a;) > 2 fiir k > 3, sowie
exp(nilog((1 —w)™)) =1+ 11bynyg + 11%bynF + 11%b3n7 + . ..
mit b; = —2 mod 11, by, = 2 mod 11 und vy;(11%b;) > 2 fiir k > 3. Damit ist die
uns interessierende Reihe aus (10.3) gegeben durch
(w" —(1—w)" Fs)+11(w™a; — (1 —w)"by)ny +11% (w0 a — (1 —w)"ba)ni+. .. .
Diese Reihe erfiillt die Voraussetzungen von Satz 10.1. Falls
w™ — (1 —w)™ F sz 0mod 11

ist, ist N = 0 im Satz, und wir haben keine Losung. Das trifft fiir alle ng zu aufler

no = 1,2,3,5. In den anderen Fillen ist w™ — (1 — w)™ F s = 0 fiir eines der
Vorzeichen (denn n — 2 = ng ergibt eine Losung). Ist dann

w™a; — (1 —w)™b; = —4w™ 4 2(1 — w)™ # 0 mod 11,
so ist (m =1 und) N = 1 im Satz, und die bekannte Losung ist die einzige. Das
trifft fiir ng = 1,2,5 zu. Im verbleibenden Fall ny = 3 ist

w™as — (1 —w)"by = —3w"™ — 2(1 —w)™ #Z 0mod 11,
und es ist N = 2 im Satz. Insgesamt ergibt das folgende Tabelle (die Schranken
fiir die beiden Vorzeichen von s sind jeweils addiert):

no|0 1 2 3 45 6 7 8
Schranke |0 1 1 2 0 1 0 0 O
bekannte Losungenn | — 3 4 5,15 — 7 — — — —

9
0

Wir sehen, dass die resultierende Schranke fiir die Anzahl der Losungen in diesem
Fall sogar scharf ist. &

Der wesentliche Punkt in den Beispielen 10.3 und 10.6 war, dass wir mithilfe von
etwas Information tiber die Struktur des Rings Z[w] die eine Gleichung in zwei
Unbekannten

P 7=2"

BSP
2+ 7=2"
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iibersetzen konnten in die zwei Gleichungen in zwei Unbekannten

V=T —V-=7

% = j:w"_2 und IT

Man erwartet, dass m Gleichungen in m Unbekannten normalerweise nur endlich

viele Losungen haben. Wir haben diese Losungen bestimmt, indem wir eine der

Unbekannten eliminiert haben und die entstehende (transzendente) Gleichung fiir
die verbliebene Unbekannte mit p-adischen Methoden gelost haben.

= +u" 2.

Wir wollen diese Vorgehensweise verwenden, um Gleichungen der Form
(10.4) F(z,y)=c

zu studieren, wobei F' € Z[x,y| homogen und ¢ € Z \ {0} ist und man Lésungen
(z,y) € Z?* sucht.

Ist deg(F') < 1, dann ist diese Gleichung sehr einfach zu behandeln. Wir kénnen
auch annehmen, dass F' nicht die Form F' = aG™ hat mit m > 2 und a € Z, denn
in diesem Fall muss ¢ = acd’™ sein, und die Gleichung reduziert sich auf G(x,y) = ¢
(falls m ungerade) oder G(x,y) = £ (falls m gerade).

Ist F' reduzibel (und nicht von der Form aG™), dann ist F' = F} F, mit Faktoren
Fy, F5 ohne gemeinsamen Faktor. Es muss dann gelten

Fi(z,y) =c und Fy(x,y) =cy mit cieo =c.

Da es nur endlich viele Faktorisierungen von c¢ gibt, fithrt das auf endlich viele
Paare von algebraischen Gleichungen in x und y, die jeweils nur endlich viele (und
berechenbare) Losungen haben. Wir konnen also annehmen, dass F irreduzibel
ist.

Im Fall deg(F) = 2 (und irreduzibel) ist F' eine nicht-ausgeartete quadratische
Form. Ist F' positiv oder negativ definit, dann gibt es nur endlich viele Losungen,
die man explizit bestimmen kann. Ist F' indefinit, dann kann man die Gleichung
durch Umformungen wie im Beweis von Satz 9.43 auf eine verallgemeinerte Pell-
sche Gleichung
X*—DY?’=n

(eventuell mit Kongruenzbedingungen an X und/oder Y') reduzieren. Unsere Er-
gebnisse sagen dann, dass die Losungsmenge die disjunkte Vereinigung von endlich
vielen Bahnen unter der von einem Paar (X;,Y;) € S}, erzeugten Gruppe ist.

Der interessante Fall ist somit, dass deg(F') > 3 und F irreduzibel ist. In diesem
Fall heiit Gleichung (10.4) eine Thue-Gleichung nach Axel Thue, der gezeigt hat,
dass es stets nur endlich viele Lésungen gibt; siehe die Bemerkungen nach Lem-
ma 9.6. Wir werden diese Aussage beweisen im Fall, dass F(z,1) € Z[z] Grad 3
und ein Paar echt komplexer Nullstellen hat.
Sei ab jetzt d = deg(F) > 3 und f = F(x,1) € Z[z]; dann ist auch deg(f) = d
(denn F' ist irreduzibel, also nicht durch y teilbar). Als weitere Vereinfachung
kénnen wir annehmen, dass f normiert ist. Denn sei
F(z,y) = apz® + ayz® 'y + ...+ agy?;
dann ist
al™ P (x,y) = (aoz)? + ay(apr) ™y + ... + ag_1al (apx)y® ™t + agadty?
= F(GOJ/‘; y)

mit einem geeigneten homogenen Polynom F € Z[z, 1] vom Grad d, sodass F(z,1)
normiert ist. Die Gleichung F(z,y) = c ist dquivalent zu F'(agz,y) = ai 'c. Wenn

DEF
Thue-
Gleichung

A. Thue
(1863-1922)
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wir also die Losungen von F(z,y) = al ¢ bestimmen kénnen, dann erhalten wir
auch die Losungen von F(z,y) = c.

Da f irreduzibel ist, ist K = Q[z]/(f) ein Korper vom Grad d iiber Q, in dem f
eine Nullstelle 6 hat (0 ist die Restklasse von z). So ein Kérper heifit ein algebrai-
scher Zahlkorper. Der Korper K = Q(#) enthélt den Unterring Z[¢]. Da mittels
der Gleichung f(f) = 0 die Potenz ¢ als Z-Linearkombination von niedrigeren
Potenzen geschrieben werden kann, ist

Z0) =7 +70 +70° + ...+ 720" ".

Wir erinnern uns daran, dass die Norm N(«) eines Elements o € K definiert ist
als die Determinante des Q-linearen Endomorphismus von K, der durch Multipli-
kation mit a gegeben ist; siehe Seite 61.

10.7. Lemma. [n unserer Situation gilt F(x,y) = N(x — 0y).

Beweis. Wir schreiben f = 2% + a;29~! + ... + ay. Die Matrix der Multiplikation
mit @ beziiglich der Q-Basis (1,60,62,...,09!) von K ist

00 0 -+ 0 =—aq

10 0 -+ 0 —ag

0 1 0 - 0 —Qgq—2
Ma= ¢ g : : ’

Do - 0 :

o0 -+ 0 1 —a

und N (z —0y) = det(xly—yMy). Fiir d > 2 liefert Entwicklung der Determinante
nach der ersten Spalte

det(xly — yMy) = wdet(zlyy — yMy_y) + aqy®;
Induktion ergibt die Behauptung. u

Unser Problem ist also dquivalent dazu, die Elemente x — yf € Z[f] zu finden,
deren Norm c¢ ist. Die Norm ist multiplikativ, und die Normen von Elementen
von Z[f] sind in Z. Die Elemente o € Z[f] mit N(«) = ¢ bilden also eine Vereini-
gung von Bahnen unter der Operation der Gruppe Z[6]} := {y € Z[f] | N(y) = 1}
durch Multiplikation. Wir brauchen an dieser Stelle etwas Input aus der algebrai-
schen Zahlentheorie (das ist das Teilgebiet der Mathematik, in dem algebraische
Zahlkorper studiert werden).

10.8. Satz. Sei f € Z[x] normiert und irreduzibel und sei R = Z[0], wobei 0 eine
Nullstelle von f ist.

(1) Seir die Anzahl der reellen Nullstellen von f und s die Anzahl der Paare von
echt komplezen Nullstellen von f (dann ist r + 2s = d = deg(f)). Dann gibt
es Elemente q,...,6,45-1 € R mit N(e¢;) =1 fiir alle j, sodass jedes Element
von RY ={~v € R| N(v) = 1} eindeutig geschrieben werden kann als

. ni Nyr4+s—1
V= Cgl te 87‘4’871

mit einer Einheitswurzel ( € R} und n; € Z.

(2) Sei c € Z\ {0}. Dann zerfallt die Menge {a € R | N(«) = ¢} in endlich viele
Bahnen unter der Operation von RY auf R durch Multiplikation.

DEF
algebraischer
Zahlkorper

LEMMA

F(z,y)
ist Norm
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Die Erzeuger ¢, in (1) und ein Reprisentantensystem der Bahnen in (2) kénnen fiir
gegebenes f explizit bestimmt werden. Geeignete Computeralgebrasysteme stellen
dafiir Funktionen zur Verfiigung.

Wenn wir die Einheitswurzeln in R} mit den Représentanten der Bahnen multi-
plizieren, erhalten wir eine endliche Menge {71, ...,vn} C R mit der Eigenschaft,
dass jedes @ € R mit N(«a) = ¢ geschrieben werden kann als

. ni Nr4s—1
Q=& Er—i-s—l
mit j € {1,...,m} und nq,...,n. s 1 € Z. Fiir uns ist die Frage also, wann ein

solches a die Form z — yf haben kann. Um einer Antwort nidher zu kommen, fi-
xieren wir eine Primzahl p, die die Eigenschaft hat, dass f mod p in ein Produkt
von d verschiedenen Linearfaktoren zerfallt. (Der Tschebotarjowsche Dichtigkeits-
satz garantiert, dass es immer unendlich viele solche Primzahlen gibt.) Nach dem
Henselschen Lemma 7.14 ist dann

f(x) = (x = 01)(x = 6,)--- (x = ba)
in Z,|x]. Wir erhalten d verschiedene Einbettungen
ot L) — Z,, 6+—0;
firi=1,2,...,d. Das ergibt (fiir festes j € {1,2,...,m}) d Gleichungen
x —yb; = oi(vj)oi(e1)™ - - 0i(Epps—1) T, ie{l,2,...,d}

in den 7 + s + 1 Unbekannten z,y,n,...,n.415s 1. Ist r + s+ 1 < d, also (wegen
r+2s =d) s > 1, dann kann man erwarten, dass es fiir jedes j jeweils nur endlich
viele Losungen dieses Gleichungssystems gibt.

Wir betrachten jetzt den einfachsten Fall d = 3. Die Bedingung ist dann, dass
f eine reelle Nullstelle und ein paar konjugiert komplexer Nullstellen hat; das
ist damit gleichbedeutend, dass die Diskriminante disc(f) negativ ist. Dann ist
r+s—1=1+1—1=1, und das Gleichungssystem vereinfacht sich (fiir festes

3 =)
7=y = ADEOY gy = O 1 gy =4O (O,
wobei wir ¢ = ¢; und a(¥ = ¢;(a) schreiben. Dieses Gleichungssystem ist linear in

2 und y. Elimination dieser beiden Unbekannten ergibt

(10.5) a1y (M) + apy@ (D) + azy® (BN = 0,
wobei (a1, ag, a3) eine nichttriviale Losung von
a1 + Qg + g3 = 91061 + 020é2 + 93@3 =0

ist (da 0y, 65, 05 paarweise verschieden sind, ist diese Losung bis auf einen skalaren
Faktor eindeutig; konkret kénnen wir (aq, g, a3) = (6 — 03,603 — 01,60, — 0s)
nehmen).

Nach dem kleinen Satz von Fermat ist (()P~! € 1 + pZ,; sei pA; = log((¢®)P~1)
mit \; € Z,. Wenn wir n = ng + (p — 1)t schreiben, dann ist (10.5) dasselbe wie

aryD (W)™ exp(phit) + sy (@) exp(pAat) + agy® (€)™ exp(pAst) = 0.
Wir kiirzen ab und setzen 3; = a7 (@), Obige Gleichung lautet dann

B1AT + BaA3 + B3)3
2

(B + B2+ B3) + (BiA1 + BaAa + B3As)pt + P4 ...

Ak A& b
S ONE BTN e
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10.9. Lemma. Die Potenzreihe auf der linken Seite in der Gleichung oben ist
nicht die Nullreihe.

Beweis. Es ist §; # 0 fiir ¢ = 1,2,3. Wire die Reihe die Nullreihe, dann gilte
insbesondere

Bi+ Bo+ B3 = Bidi + Boda + B3ds = L1} + Bodi + B3A; = 0.

St>ayl ) >

dermonde-Determinante)
det(M) = (Ao — A)(A3 = A)( A3 — X)) =0,
also zum Beispiel Ay = Ay =: A. Dann hétten wir
(Bi+ B2) + B = (Br+ B2)A+ BsA3 =0,
woraus (wegen 3 # 0) auch A3 = A folgen wiirde. Daraus wiirde sich aber
(WP = (@t = (O = exp()

ergeben, d.h., e?~! hitte unter allen drei Einbettungen in Z, dasselbe Bild &'
Diagonalisiert man die Matrix der Q-linearen Abbildung a — e~ 'a iiber Q,,
dann sieht man, dass e’~! eine Nullstelle des Polynoms

Qlz] 2 X () = N(@ — ") = (= &)’
ist. Da dieses Polynom rationale Koeffizienten hat, muss
= eQnZ)l =25 ={1},
also eP~! = 1 sein, und das wéire ein Widerspruch zu Teil (1) von Satz 10.8.  Q
Es folgt:
10.10. Satz. Sei f = 2®+ a12® + asx + a3 € Z|x| irreduzibel mit disc(f) < 0 und
sei 0 # ¢ € Z. Dann hat die Gleichung

z3 + ala:Qy + anyQ + a3y3 =c

nur endlich viele Lésungen (z,y) € Z*.

Beweis. Aus der Diskussion oben ergab sich, dass es einen Erzeuger € von Z[6]}
und endlich viele Elemente 7,...,7, € Z[0] gibt, sodass es fiir jede Losung
(r,y) € Z* von F(z,y) = cein j € {1,...,m}, ein ng € {0,...,p — 2} und
ein n € Z gibt mit

= yby =3 (1) exp(pAin)
T —yby = %('2)(5(2))n° exp(pAan)
x—ybs = 7](3)(5(3))710 exp(pAsn) ,
wobei p)\; = log((¢)P~1) € pZ, ist. Dieses Gleichungssystem ist dquivalent zu
x =& exp(pAin) + & exp(pran) + &3 exp(pAsn)
y = mexp(pAin) + nz exp(pAan) + nz exp(pAsn)
0 = B1exp(pAin) + B2 exp(pAan) + B3 exp(pAsn)

LEMMA
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mit gewissen Koeffizienten &;,7;, 8; € Z,, die von j und ny abhidngen. Lemma 10.9
zeigt, dass die Potenzreihe in n auf der rechten Seite der letzten Gleichung nicht
die Nullreihe ist. Fiir die Koeffizienten

B + 5225 + B3A5
N Kl g
der Reihe gilt v,(bx) — oo fiir k — oo (vergleiche Lemma 10.4; wir haben p > 2, da
f mod 2 keine drei verschiedenen Nullstellen haben kann). Satz 10.1 ist damit auf
die letzte Gleichung anwendbar und zeigt, dass sie nur endlich viele Losungen n
hat. Jede dieser Losungen liefert eindeutige =,y € Z,. Es folgt, dass es fiir jedes
Paar (j,ng) hochstens endlich viele Losungen (z,y) € Z geben kann. Da es nur
endlich viele (ndmlich m(p — 1)) solcher Paare gibt, ist die Zahl der Losungen
insgesamt endlich. a

by,

Der Beweis liefert fiir jedes p, das die Voraussetzungen erfiillt, eine explizite
Schranke fiir die Anzahl der Losungen. Ist die Schranke nicht scharf, dann kann
man dhnlich wie in Beispiel 10.3 versuchen, durch Reduktion modulo anderer
Primzahlen die Falle auszuschlieflen, die keinen bekannten Losungen entsprechen.

10.11. Beispiel. Wir betrachten die Gleichung
23+ 2% =62.

Das Polynom f(z) = 23 + 2 ist irreduzibel (nach Eisenstein) und hat genau eine
reelle Nullstelle § = —+/2; die Methode ist also anwendbar. Der relevante Ring ist
hier R = Z[0] = Z[+/2]. Man kann zeigen, dass R ein Hauptidealring ist und dass
e = /2 — 1 die Gruppe RY erzeugt. Bis auf Multiplikation mit Potenzen von &
gibt es genau drei Elemente von R mit Norm 62, ndmlich

"n=4—-2, 72:2—\75—1—2\?/52 und 3 =2+ 3v/2.

Die kleinste Primzahl p, sodass 2® + 2 modulo p in Linearfaktoren zerfillt, ist
p = 31. Wir bestimmen zunéchst fiir jedes j € {1,2,3} die ny € {0,1,...,29}, fiir
die

alfyj(.l)(e(l))”o + 04273(-2) (e 4 a37§3) (e®)0 = 0 mod 31
ist (fiir die anderen ng wird N = 0 in Satz 10.1, also gibt es keine Losungen mit

n = ng mod 30). Das ergibt:
J=1:n9=0,10,20; 7=2:n9g=4,14,24; 7 =3:n9=20,5,10,15,20,25.

Der Koeffizient b; von n in der jeweiligen Potenzreihe hat in jedem Fall vz (by) = 1;
fiir k > 2 gilt v3;(by) > 2. Damit ist N = 1 in Satz 10.1, sodass die Reihe hochstens
(und sogar genau) eine Nullstelle in Z3; hat. Fiir jedes j entspricht dem kleinsten
Wert von ng tatséchlich auch eine Losung in Z, ndmlich

(x,y) = (4,-1), (—34,27) und (2,3).

Die verbleibenden Werte von ng scheinen zu keiner ganzzahligen Losung zu gehoren
und miissen daher noch ausgeschlossen werden. Wenn man die Gleichungen modu-
lo ¢ = 1801 betrachtet, dann stellt man analog zum ersten Schritt in der Rechnung
oben fest, dass man folgende Kongruenzen haben muss:

j=1:n=0mod 600; j=2:n=4mod600; j=3:n=0,514 mod 600.

Damit konnen die , iiberfliissigen* Moglichkeiten fiir ng in allen Féllen eliminiert
werden. Wir haben also gezeigt, dass die Gleichung

23+ 2y = 62

BSP
kubische
Thue-
Gleichung
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genau die drei ganzzahligen Losungen
(z,y)=(4,-1),  (=3427) und  (2,3)
hat. &

Exkurs iiber die ABC-Vermutung.
Die (etwas iiberraschende) Losung (z,y) = (—34,27) der oben betrachteten Gleichung fiithrt auf
3% = 22.173 + 31, was ein sogenanntes gutes ABC-Tripel liefert. Das ist ein Tripel (4, B, C') von
teilerfremden positiven ganzen Zahlen A, B, C mit C = A 4+ B und der Eigenschaft, dass
C > H P
p|ABC
ist (rechts steht das Produkt der verschiedenen Primteiler von A, B und C'). Im konkreten Fall
ist
37 =19683 >3162=2-3-17-31.
Die ABC-Vermutung sagt, dass so etwas nur selten vorkommt: Fiir jedes € > 0 gibt es eine
Konstante C. > 0, sodass fiir alle (A, B, C') wie oben gilt

CSCE( H p)HE.

p|ABC

Aquivalent dazu ist die Aussage, dass es fiir jedes € > 0 nur endlich viele Tripel (A, B,C) wie
oben gibt mit
c > ( H p)l-i-E .
p|ABC
Aus dieser Vermutung wiirden allerhand interessante Endlichkeitsaussagen folgen; sie ist aber
bisher (geméf der Meinung der iiberwiegenden Zahl der Experten) nicht bewiesen. (Mochizuki
behauptet, einen Beweis zu haben, konnte ihn aber bisher nicht so formulieren, dass die Experten

ihn verifizieren kénnen. Der oben verlinkte Wikipedia-Eintrag hat etwas mehr Informationen
dazu.)

Hitte man die ABC-Vermutung zur Verfiigung fiir ein ¢ < 1/2, dann konnte man die Endlichkeit
der Losungsmenge von Gleichungen der Form
az® + by’ = ¢

sehr leicht beweisen: Wir kénnen annehmen, dass die drei Terme in der Gleichung teilerfremd
sind (nicht-primitive Losungen lassen sich auf primitive Losungen von endlich vielen Gleichungen
derselben Art reduzieren). Aus ABC folgt dann mit X = max{|az3|, |by3|}

1+
X < C’E( H p) € < Cg(abcxy)HE < CE(ab)2(1+5)/3cl+sX2(1+a)/3

plabezy
und damit
X < (Cs(ab)z(ue)/scua)3/(1*26) '
Mit einer expliziten Konstante C. bekdme man sogar eine explizite Schranke an die Losungen.

Tatséchlich folgt aus ABC auch der Satz von (Thue-Siegel-)Roth und damit die Endlichkeit der
Losungsmenge jeder Thue-Gleichung.

Wenn wir diese p-adische Methode auf Thue-Gleichungen hoheren Grades anwen-
den wollen, dann miissen wir Gleichungssysteme aus mehreren Potenzreihen in
mehreren Variablen l6sen. Eine Potenzreihe in m Variablen zq,...,z,, hat die

Form
o

fl@)=f(x, o mm) = ) @yt T =Y et
i1yt =0 i>0
dabei steht 4 fiir das Tupel (iy, ..., %), und x® ist eine Abkiirzung fiir das Monom
xi' - - xim. Der Ring der (formalen) Potenzreihen in 1, ..., ,, mit Koeffizienten
in einem Ring R wird R[z] = R]xy,...,x,] notiert. Wir schreiben |¢| fiir die
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Summe #; + ... + ip,. Die Reihe f oben konvergiert auf Z;', falls v,(a;) — oo fiir
2| — oo.

Eine Verallgemeinerung von Satz 10.1 sieht dann so aus:

10.12. Satz. FEs seien fi,..., [, € Zy[x1,...,x0] mit f; = iagj):l:i, wobei

vp(agj)) — 00 fiir || — oo gelte fiir jedes j € {1,...,n}. Wir schreiben f; € F,|z]
fiir das Polynom, das man erhdlt, wenn man die Koeffizienten von f; modulo p

reduziert.

(1) Hat das Gleichungssystem fi(z) = ... = f,(x) = 0 nur endlich viele Lésungen
in B, dann hat das Gleichungssystem fi(x) = ... = fu(x) = 0 nur endlich
viele Losungen in Zy'.

(2) Bs sei jetzt m = n. Gilt C_Lg)j) =0 fiir alle j und ist die Matrix
M = (C_Lg))lgi,jgn € Mat(n,F,)

invertierbar, dann hat das Gleichungssystem fi(x) = ... = f,(x) = 0 genau
eine Losung in (pZ,)".

(3) Ist das reduzierte Gleichungssystem fi(x) = ... = fu(x) = 0 ein linea-
res Gleichungssystem mit eindeutiger Lésung, dann hat das Gleichungssystem
filz) = ... = fu(z) = 0 hichstens eine Losung in Z'. Ist zusdtzlich m = n,
dann hat es genau eine Losung in 7"

Beweis. Teil (1) werden wir hier nicht beweisen. Es gilt sogar genauer, dass die
Anzahl der Losungen des Gleichungssystems iiber Z, hochstens so grof§ ist wie die
Anzahl der Lésungen in ' (mit Vielfachheit gezéhlt) des modulo p reduzierten
Systems.

Teil (2) ist eine mehrdimensionale Version des Henselschen Lemmas 7.14. Der
Beweis verwendet das mehrdimensionale Newton-Verfahren. Wir nehmen an, dass
wir eine Losung y*) € (pZ,)" modulo p* kennen. Zu Beginn ist £ = 1, und wir
kénnen y» = 0 nehmen (denn f;(0) = aéj) = 0 mod p). Es ist klar, dass y)
modulo p eindeutig bestimmt ist.

Nach Voraussetzung ist also f;(y*) = p*b; mit b; € Z,. Wir schreiben 0, f; fiir
die partielle Ableitung von f; nach ;. Es gilt dann

£y + pFw) = £;(y™) + 5> 0ifi(y®wi + p ()

=" (bj + @g)wi> +pM(L).
=1

(Beachte, dass 0;f;(y™®) = 9,f;(0) = a¥) mod p ist.) Die rechte Seite ist also ge-
nau dann durch p**! teilbar, wenn wM = —b ist. Da M invertierbar ist, hat diese
Gleichung eine eindeutige Losung. Ist w € Zj beliebig, sodass sich w modulo p
auf diese Losung reduziert, dann ist y**) = y®) 4 pFw eine Losung modulo pF+?,

und y**Y ist modulo p**! eindeutig bestimmt.

Die Folge (y®);>1 konvergiert in Zy, gegen einen Grenzwert y € (pZ,)". Die durch
die Potenzreihen f; definierten Funktionen sind stetig auf Z7; es folgt, dass y eine
Losung des Gleichungssystems ist. Die Eindeutigkeit ergibt sich daraus, dass y
modulo p* eindeutig bestimmt ist fiir jedes k > 1.

SATZ
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Die erste Aussage von Teil (3) ist ein Spezialfall von (1). Wir zeigen, dass sie
aus (2) folgt. Zunédchst konnen wir eine geeignete Verschiebung vornehmen, sodass
die eindeutige Losung des reduzierten Systems der Nullvektor ist. Dann muss
jede Losung in Z7" des urspriinglichen Systems schon in (pZ,)™ liegen. Aus der
Voraussetzung folgt n > m. Lassen wir passende n — m der Gleichungen weg,
dann sind wir in der Situation von (2); die verbleibenden m Gleichungen haben
also eine eindeutige Losung in (pZ,)™ und damit auch in Z;'. Im Fall m = n
sind dies alle Gleichungen, also hat das urspriingliche System genau eine Losung
in Z;'. Anderenfalls kann das urspriingliche System jedenfalls nicht mehr Losungen
haben. u

Teil (3) von Satz 10.12 ermoglicht es uns, fiir konkrete Gleichungssysteme zu
zeigen, dass sie keine unbekannten Losungen haben. Dazu betrachtet man zunéchst
das modulo p reduzierte System. Ist dies linear mit eindeutiger Losung, dann ist
Teil (3) anwendbar. Anderenfalls kann man fiir jede Losung b € F7 des reduzierten
Systems das System f;(x) := f;(px + b) = 0 betrachten (wobei b € Zy, ein Vektor
ist, der sich auf b reduziert). Hier sind die linken Seiten jeweils durch p teilbar.
Wir ersetzen die linken Seiten daher durch eine Z,-Basis von (Q, fit.. 4+ Q, f)n
Zy[x]. Wir testen dann, ob Teil (3) des Satzes auf das neue System anwendbar
ist. Gegebenenfalls miissen wir diesen Verfeinerungsschritt mehrfach wiederholen.
Allerdings gibt es keine Garantie, dass das Verfahren nach endlich vielen Schritten
zum Ende kommt. In jedem Fall konnen wir auch alternativ mit einer anderen
Primzahl p neu beginnen.

Sei jetzt
F(z,y)=c

eine Thue-Gleichung vom Grad d > 4 (nach wie vor mit F irreduzibel und
f(z) = F(z,1) normiert); wir nehmen an, dass f mindestens ein Paar echt kom-
plexer Nullstellen hat. Wie schon diskutiert, gibt es 7v1,...,7, € R = Z[f] und
€1y, Erps—1 € RY, sodass jede Losung (x,y) eine Gleichung

Nr4s—1

— n1
=yl =e)" 60

erfiillt mit j € {1,...,m} und nq,...,n.4s1 € Z. Wihlen wir die Primzahl p so,
dass f modulo p iiber ), in verschiedene Linearfaktoren zerféllt, dann liefert uns
das d Gleichungen der Form

7=y =) ) )

in Z,, mit : = 1,...,d. Um dieses Gleichungssystem zu losen, gibt es im Wesentli-
chen zwei Ansitze: Entweder eliminieren wir nq,...,n,.5_1, oder wir eliminieren
x und y.

Fiir den ersten Ansatz logarithmieren wir die Gleichungen; das ergibt

log(z — yb;) = log('y(.i)) + ny log(sgi)) + . Mg log(sﬂs_l)

fiir © = 1,...,d. Diese Gleichungen sind linear in nq,...,n,,,_ 1, sodass wir die-
se Variablen ohne Probleme eliminieren kénnen. Man erwartet, dass die Matrix
(log(ey)))1<i<d71<j<r+8_1 (vollen) Rang r 4+ s — 1 hat (das ist die sogenannte Leo-
poldt-Vermutung); es ergeben sich dann d — (r + s — 1) = s + 1 Gleichungen der
Art

apg + ajlog(z —yb;) + ... + aglog(x — yby) = 0.


https://de.wikipedia.org/wiki/Heinrich-Wolfgang_Leopoldt
https://de.wikipedia.org/wiki/Heinrich-Wolfgang_Leopoldt
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Da wir s > 1 angenommen haben, sind es mindestens zwei Gleichungen. Um
sie mittels Potenzreihen zu schreiben, fixieren wir zo,yo € {0,1,...,p — 1} und
schreiben © = xg + px1, y = yo + py1. Das ergibt

d d
oo + Z a;log(xo — yobi) + Z o log<1 +

i=1 =1

p
_ 0;)) =0.
To — Yob; @1+ )) 0

Die Logarithmen sind durch p teilbar, und dasselbe gilt fiir oy (die Konstante
ist eine Linearkombination der log(fy](i))); wir kénnen die linken Seiten also noch
mit 1/p skalieren, bevor wir versuchen, Satz 10.12 anzuwenden. Das Verfahren ist
analog zur Vorgehensweise in Beispiel 10.3, nur dass wir jetzt zwei Unbekannte x

und y haben statt nur einer.

10.13. Beispiel. Wir betrachten die Gleichung BSP
Thue-
4 4
v oy =1 Gleichung

Das Polynom f(x) = 2% — 5 hat zwei reelle und ein paar konjugiert komplexer vom Grad 4
Nullstellen; die Voraussetzung ist also erfiillt. Der relevante Ring ist hier R = Z[0)]
mit § = /5. Erzeuger fiir Ri sind die Einheitswurzel —1 sowie

e=0*-2 und n=20+3.
Da hier ¢ = 1 ist, erhalten wir die Gleichung
x—yh = +"n"
mit m,n € Z.

Die kleinste Primzahl p mit der Eigenschaft, dass 2* — 5 iiber F,, in verschiedene
Linearfaktoren zerfallt, ist p = 101: Es ist

7' — 5= (z —34)(z — 37)(z + 37)(x + 34) mod 101 .
Da ~; = £1 ist, ist log(~y;) = 0. Weiter ist
log(eM) -+ log(e®W)\ _ 33 —33 —-33 33 2
Es folgt

aq log(x — yby) + azlog(xz — yby) + aslog(z — yb3) + aylog(z — ybs) =0
Bilog(x — ybh) + Bz log(x — yba) + B3 log(x — ybs) + Balog(x — ybs) =0
mit
(o1, e, g, ag) = (35,36,0,1) mod 101
und
(B1, Pa, B3, f1) = (—34,—-35,1,0) mod 101.

Wir wollen jetzt erst einmal die Menge von a priori 101? Paaren (zg,yo) etwas
eindampfen. Als ersten Schritt kénnen wir, priifen, ob x5 — 5yg = 1 mod 101 ist.
Das reduziert die Anzahl schon einmal auf 104 Paare. Als Néchstes testen wir, ob es
m,n € Z gibt, sodass z¢—yob; = £(@)™(n™)" mod 101 ist fiir alle i € {1,2,3,4}.
Das reduziert die relevante Menge auf die 10 Paare

(£1,0), (£3,£2), (£3,420).

Fiir diese Paare berechnen wir die beiden Potenzreihen. Es stellt sich heraus,
dass Satz 10.12 (3) in jedem Fall anwendbar ist. Damit wissen wir bereits, dass
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es hochstens 10 Losungen gibt. Tatséchliche Losungen erhalten wir fiir (£1,0)
und (£3, £2), und zwar gilt

+1=4c"", £(3-20)=+’np" und £(3+20) = £%".
Fiir die verbleibenden vier Paare stellen wir fest, dass
(m,n) = (6,—7) oder (—=8,7) mod 25
sein miisste. Wir kénnen verifizieren, dass das modulo ¢ = 401 unmoglich ist.
Wir haben also gezeigt, dass die Gleichung
ot — 5yt =1
genau die Losungen (z,y) = (£1,0) und (£3,+2) in Z hat. &

Die Alternative ist, die beiden Unbekannten x und y zu eliminieren, analog zur
Vorgehensweise in Beispiel 10.6. Das liefert d — 2 Gleichungen der Form

1 D\n 1 Npts— d d)\n d Nr4s—1
V@) ) e ) = 0,

Fiir Tupel (nq,...,n,.45 1) in einer fixierten Restklasse modulo p — 1 kénnen die
Produkte als Potenzreihen in 7 + s — 1 Unbestimmten geschrieben werden. Auf
die entstehenden Gleichungen kann man dann wieder versuchen, Satz 10.12 anzu-
wenden.

10.14. Beispiel. Wir betrachten wieder die Gleichung
zt =5yt =1
und p = 101. Es stellt sich heraus, dass £ und 7°° sich unter allen vier Ein-
bettungen R — Zq¢; sich auf ein Element = 1 mod 101 abbilden; es geniigt also,
(mg,no) € {0,1,...,49}* zu betrachten. Die Rechnung die wir schon fiir Bei-
spiel 10.13 durchgefithrt haben, zeigt, dass zehn solche Paare zu einer Losung
modulo 101 fithren, ndmlich
(0,0), (0,1), (2,49), (6,43), (17,32), (25,25),
(25,26), (27,14), (31,18) und (42,7).

Die Rechnung modulo ¢ = 401 lésst sich erweitern und zeigt, dass davon nur die
drei Paare

(0,0), (0,1), und (2,49)
moglich sind, die den bekannten Losungen £(1,0), £(3, —2) und £(3, 2) entspre-
chen.
Die relevanten p-adischen Logarithmen sind

(log((£)™)) o,y =t 101(A1,..., Ag) = 101 - (34, =34, =34, 34) mod 1017
und
(log((n™)™)), .oy = 101(pu1, . .., jua) = 101+ (=1, 29, -39, —32) mod 1017

Die Gleichungen, die wir durch Elimination von =z und y und die Substitution
m = mg + H0u, n = ng + 50v erhalten, haben die Form
4
3 (D)™ ()" exp(101 (A + pv)) = 0
i=1
4
S By ()™ exp(101 (A + pri0)) = 0

=1

BSP

Thue-
Gleichung
vom Grad 4
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mit
(a1, ..., aq) = (10,—11,0,1) mod 101
und
By, ..., 1) = (9,—10,1,0) mod 101.
Man priift dann leicht nach, dass in allen drei verbleibenden Féllen das Kriterium
von Satz 10.12 (3) anwendbar ist (nachdem man die Gleichungen durch p = 101

geteilt hat). Damit folgt wieder, dass die sechs bekannten Losungen alle Losungen
der Gleichung sind. &

Fiir Thue-Gleichungen vom Grad 4 (mit s = 1; im Fall s = 2 ist F'(x,y) definit,
und man bekommt leicht eine Schranke fiir die Losungen) fithren beide Ansétze auf
ein System aus zwei Potenzreihen in zwei Unbekannten. Ist der Grad grofler, dann
ist es eher giinstiger, den ersten Ansatz zu verwenden, da man hier stets bei einem
System von Potenzreihen-Gleichungen in zwei Unbekannten landet, wéihrend die
Anzahl der Unbekannten (und Gleichungen) beim zweiten Ansatz mit dem Grad
der Thue-Gleichung wiéchst.

10.15. Einige abschlielende Bemerkungen.

(1) Es ist nicht wirklich nétig, eine Primzahl p zu verwenden mit der Eigenschaft,
dass f(x) modulo p in verschiedene Linearfaktoren zerféllt. Man kann eine
beliebige Primzahl p { disc(f) verwenden und statt in Z¢ im Ring Z,[0] =
Zy|z)/(f) arbeiten. (Falls f modulo p in verschiedene Linearfaktoren zerfillt,
dann ist nach dem Chinesischen Restsatz der Ring Z,[f] zum Ring Zﬁ iso-
morph.) Der Faktorring Z,[0]/(p) = Z[0]/(p) ist im Allgemeinen kein Kérper,
aber ein endlicher (kommutativer) Ring. Seine Einheitengruppe ist endlich,
woraus folgt, dass es N € Zo gibt mit €} = 1mod p in Z[f] fiir alle j.
Mit diesem N anstelle von p — 1 kann man dann im zweiten Ansatz arbei-
ten. In jedem Fall kann man die Potenzreihen mit Koeffizienten in Z,[0], die
man erhélt, auch als ein Element von Z,[x][f] auffassen. Schreibt man das
Produkt 7" ---ep it (fiir eine bestimmte Restklasse der n; modulo N)
in dieser Form, dann erhélt man die relevanten Gleichungen, indem man die
Koeffizienten von 62, ...,0971 null setzt. Siehe Aufgabe (1) auf dem letzten
Ubungsblatt.

(2) Thue hat 1909 als Erster bewiesen, dass Thue-Gleichungen stets nur endlich
viele Losungen haben. Allerdings ist dieser Beweis nicht effektiv®, d.h., er
fithrt nicht zu einem Algorithmus, der (wenigstens im Prinzip) die Losungs-
menge bestimmt. Alan Baker gab 1967 einen neuen Beweis, der auf seinen
Resultaten iiber ,Linearformen in Logarithmen® beruht (fiir die er 1970 die
Fields-Medaille bekam). Dieser Beweis ist effektiv; er ergibt eine berechenbare
Schranke fir || und |y| in einer Losung bzw. eine Schranke fiir die Exponen-
ten n; in der Gleichung

. ni Nr4s—1
=yl =reyt g 0

Diese Schranken sind viel zu grof8 (typischerweise von der Art 10°niee 100)
um direkt fiir eine explizite Losung anwendbar zu sein. Es gibt jedoch ein
Reduktionsverfahren, mit dessen Hilfe man die Schranken in der Praxis so
weit verkleinern kann, dass man den verbleibenden Suchraum in verniinftiger
Zeit absuchen kann. Dieses Losungsverfahren ist in Computeralgebrasystemen
wie Magma implementiert. Es ldsst sich verallgemeinern auf sogenannte Thue-
Mabhler-Gleichungen
F(z,y) = cp™ - pi*.

A. Baker
1939-2018

(©JET Photgraphic
unverandert, Lizenz


https://de.wikipedia.org/wiki/Alan_Baker_(Mathematiker)
https://de.wikipedia.org/wiki/File:Alan-Baker.jpg?uselang=de
https://de.wikipedia.org/wiki/Kurt_Mahler

§10. Verwendung von p-adischen Potenzreihen 115

Hier sind py,...,pr verschiedene Primzahlen, und man sucht Lésungen mit
x,y € Z und mq,...,my € Z>y.

(3) Fiir Gleichungen der Art wie wir sie in den Beispielen 10.13 und 10.14 be-
trachtet haben, gibt es ein sehr starkes allgemeines Resultat: Mike Bennett'"
hat gezeigt, dass die Gleichung

lax™ —by"| =1

mit a,b € Z \ {0} und n > 3 hochstens eine Losung (z,y) € Z2, hat. Daraus
folgt dann zum Beispiel sofort, dass (£1,0) und (3, £2) alle Losungen von
2t — 5yt = 1 sind.

(4) Die p-adische Losungsmethode, die wir in diesem Abschnitt diskutiert haben,
wurde von dem norwegischen Mathematiker Thoralf Skolem in den 1930er
Jahren entwickelt. Er benutzte sie dafiir, die Endlichkeit der Losungsmen-
ge einer Thue-Gleichung mit s > 1 zu zeigen. Was man dazu iiber die hier
entwickelte Theorie hinaus noch braucht, ist ein Argument, das zeigt, dass
das p-adische Gleichungssystem eine Losungsmenge hat, die aus (dann endlich
vielen) isolierten Punkten besteht, also keine positiv-dimensionalen Kompo-
nenten hat. Dieser Beweis ist allerdings auch nicht effektiv, denn man kann
ohne weitere Informationen nicht entscheiden, ob eine p-adische Losung von
einer ganzzahligen Losung herkommt. (Genauer: Man kann nicht zeigen, dass
das nicht der Fall ist.) In der Praxis kann man dieses Problem umgehen, in-
dem man weitere Bedingungen betrachtet, die von einer Betrachtung modulo
anderer Primzahlen kommen. Man kann auch die Schranken, die sich aus dem
Beweis von Baker ergeben, verwenden. Diese sagen einem, wie genau man eine
Losung p-adisch approximieren muss, um zeigen zu kénnen, dass die Losung
nicht ganzzahlig ist (weil es keine ganze Zahl unterhalb der Schranke gibt, die
p-adisch hinreichend nahe an der Losung des Gleichungssystems liegt).

12M. Bennett: Rational approzimation to algebraic numbers of small height: the Diophantine
equation |az™ — by™| = 1, J. reine angew. Math. 535 (2001), 1-49.
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