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1. EINLEITUNG UND BEISPIELE
Was sind ,,Diophantische Gleichungen“? Hier ist eine Definition.

1.1. Definition. Eine diophantische Gleichung ist eine algebraische Gleichung (in
mehreren Variablen), die in ganzen oder rationalen Zahlen gelost werden soll.

Eine algebraische Gleichung ist dabei eine Gleichung der Form
F(zy,29,...,2,) =0,
wo F € Z[zy,x9,...,x,) ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten ist.

Das wesentliche an dieser Definition ist nicht die Form der Gleichung, sondern die
Tatsache, dass ganze oder rationale Losungen gesucht werden. Was von beiden die
interessante Frage ist, hdngt vom jeweiligen Problem ab.

Man kann die Definition ausweiten auf Systeme von Gleichungen, die gleichzeitig
erfiillt werden sollen. Manchmal betrachtet man auch Gleichungen, in denen ein
oder mehrere Exponenten als (positive ganzzahlige) Variable auftreten.

Die Namensgebung erfolgte zu Ehren von Diophant(os) von Alexandria. Man weif3
recht wenig iiber ihn selbst.! Einigermaflen sicher kann man sein Schaffen zwischen
150 vor und 350 nach Christus datieren; Experten halten es fiir wahrscheinlich,
dass es sich im 3. Jahrhundert n. Chr. abgespielt hat. Es gibt eine Ratselaufga-
be, die sich auf sein Alter bezieht und aus einer Sammlung stammt, die um 500
entstanden ist:

Hier dies Grabmal deckt Diophantos’ sterbliche Hiille,

Und in des Trefflichen Kunst zeigt es sein Alter dir an.

Knabe zu sein, gewahrt” ihm der Gott ein Sechstel des Lebens,
Und ein Zwolftel der Zeit ward er ein Jiingling genannt.

Noch ein Siebentel schwand, da fand er des Lebens Gefiahrtin,
Und fiinf Jahre darauf ward ihm ein liebliches Kind.

Halb nur hatte der Sohn des Vaters Alter vollendet,

Als ihn plotzlich der Tod seinem Erzeuger entriss.

Noch vier Jahre betrauert’ er ihn im schmerzlichen Kummer.
Und nun sage das Ziel, welches er selber erreicht!

Jedoch sind einige von seinen Schriften iiberliefert. Sein Hauptwerk ist die Arith-
metika, von deren urspriinglich 13 Biichern sechs oder vielleicht auch zehn erhalten
sind. Dort beschéftigt er sich mit der Losung von Gleichungen in rationalen Zah-
len; es ist die erste bekannte systematische Behandlung des Themas. Zu diesem
Zweck fiihrt er auch als einer der Ersten symbolische Bezeichnungen fiir eine Un-
bestimmte und ihre Potenzen ein.

Die erste brauchbare Ubersetzung (ins Lateinische) und Kommentierung des grie-
chischen Textes, die auch allgemein erhéltlich war, wurde von Bachet im Jahr 1621
veroffentlicht. Fermat besal ein Exemplar dieser Ausgabe und wurde dadurch
zu eigenen Forschungen angeregt — der Beginn der neuzeitlichen Beschéftigung
mit unserem Thema. In diesem Buch befand sich auch die berithmt-beriichtigte
Randnotiz mit der Fermatschen Vermutung, die Fermats Sohn (mit den anderen
Randbemerkungen) in seine Ausgabe der Arithmetika mit aufnahm.

http:/ /www-groups.dcs.st-and.ac.uk /~history /Mathematicians/Diophantus.htm]


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Diophantus.html

Hier ist eine (recht willkiirliche) Auswahl an Beispielen.

(1)

aX +bY =¢

Hier sind a,b,c € 7Z gegeben und wir suchen nach Losungen XY € Z
(rationale Losungen gibt es immer, auler a = b = 0 und ¢ # 0).

Diese einfache lineare Gleichung ist 16sbar genau dann, wenn der ggT von a
und b ein Teiler von c ist. Ist (g, yo) eine Losung, dann sind alle weiteren von
der Form (z + tb',yo — ta’), wobei o’ = a/ ggT(a,b) und O’ = b/ ggT(a,b).

XP+Y?=27

mit XY, Z € Z (oder auch Q, das macht keinen groflen Unterschied).
Diese Gleichung ist homogen (d.h., jeder Term hat den selben Gesamt-
grad, hier 2); deswegen kénnen wir Losungen skalieren, d.h., alle Variablen
mit einem Faktor durchmultiplizieren. Abgesehen von der trivialen Lisung
X =Y = Z = 0, die einen hier nicht interessiert, sind dann alle (ganz-
zahligen oder rationalen) Losungen Vielfache einer primitiven ganzzahligen
Losung, das ist eine Losung mit ggT(X,Y, Z) = 1.

Wir werden gleich sehen, dass man alle primitiven Losungen in einer ein-
fachen parametrischen Form beschreiben kann. Wegen des Zusammenhangs
mit dem Satz von Pythagoras {iber rechtwinklige Dreiecke heiflen Losungen
dieser Gleichung auch pythagoreische Tripel.

X" 4 Yn = 7"

Diese Gleichung ist wieder homogen, so dass man sich auf primitive ganz-
zahlige Losungen beschrinken kann. Das ist die berithmte Fermatsche Glei-
chung: Fermat behauptete in einer Bemerkung, die er an den Rand seines
Exemplars von Bachets Diophant-Ubersetzung schrieb, dass diese Gleichung
fiir n > 3 keine Losungen in positiven ganzen Zahlen habe (womit Losungen
wie (1,0, 1) ausgeschlossen sind). Er habe dafiir einen ,, wundervollen Beweis*
entdeckt, der Rand sei aber zu klein dafiir. Fermat hat die Aussage fiir n = 4
tatsichlich bewiesen (siehe unten), moglicherweise auch fiir n = 3. Exper-
ten sind sich ziemlich einig, dass Fermats ,,Beweis® fiir den allgemeinen Fall
keiner war und Fermat das auch schnell bemerkt hat: er hat diese Behaup-
tung (fiir n > 5) zum Beispiel nie in seinen Briefen an andere Mathematiker
erwahnt.

Die Suche nach einem Beweis dieser , Fermatschen Vermutung“ hat in den
nachfolgenden Jahrhunderten einen umfangreichen Schatz an mathemati-
schen Entwicklungen hervorgebracht, bis hin zu Wiles’ Beweis der Modu-
laritdtsvermutung fiir Elliptische Kurven. Leider gibt es immer noch viele
eher unbedarfte Amateure, die glauben, Fermats urspriinglichen (falschen!)
Beweis gefunden zu haben. . .

XP+ X5+ X3+ X7 =m

Hier ist m € Z>o gegeben, und wir suchen ganzzahlige Losungen. D.h., wir
fragen, welche natiirlichen Zahlen man als Summe von vier Quadraten schrei-
ben kann.

Diophant ahnte, Fermat wusste und Lagrange bewies, dass das immer mog-
lich ist. Siehe § 6 in diesem Skript.
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(5) X2—409Y2 =1

Wir fragen nach nichttrivialen (Y # 0) ganzzahligen Losungen. Gleichungen
dieser Form (wo statt 409 eine beliebige positive ganze Zahl stehen kann, die
kein Quadrat ist) nennt man Pellsche Gleichungen. Die Bezeichnung geht
auf Euler zuriick und beruht auf einer Verwechslung — Pell hatte mit dieser
Art von Gleichungen absolut nichts zu tun.

Wir werden in § 10 sehen, dass es stets Losungen gibt, und dass sie sich aus
einer ,,Fundamentallésung” erzeugen lassen. Fiir die Beispielgleichung ist die
kleinste Losung

X = 25052977273092427986049 , Y = 1238789998647218582160 .

6) X2+Y2=U2 X’+2°=V2 Y’+Z2°=W? X>4Y24Z%=1?

Wir suchen nach nichttrivialen (oBdA positiven) rationalen Losungen. Das
ist ein Beispiel fiir ein System diophantischer Gleichungen. Es beschreibt
einen Quader, dessen Seiten (X,Y, Z), Fliachen- (U, V, W) und Raumdiago-
nalen (7T") sémtlich rationale Lénge haben. Es ist keine Losung bekannt, aber
auch nicht bewiesen, dass es keine gibt: ein offenes Problem! Wenn man eine
der Bedingungen weglisst (also eine Seite, eine Flichendiagonale oder die
Raumdiagonale irrationale Linge haben darf), dann gibt es Losungen.

(7) Y2 =X3+7823

Hier interessieren uns rationale Losungen (ganzzahlige gibt es nicht). Die
Gleichung beschreibt eine Elliptische Kurve; solche Kurven haben allgemei-
ner Gleichungen der Form Y? = X3 +aX +b. Dazu gibt es eine extrem reich-
haltige Theorie (mit der man mehrere Jahre an Vorlesungen fiillen kann).
Unter anderem spielen sie eine wesentliche Rolle im Beweis der Fermatschen
Vermutung.

In unserem Fall kann man zeigen, dass alle Losungen von einer Grundlosung
erzeugt werden; sie lautet

X - 2263582143321421502100209233517777
119816734100955612

~ 186398152584623305624837551485596770028144776655756

B 119816734100955613

und wurde von mir vor einigen Jahren entdeckt.?

Y

(8) X24Y3 =27

Das ist eine verallgemeinerte Fermatsche Gleichung. Aus nicht ganz so offen-
sichtlichen, aber sehr guten Griinden fragt man auch hier nach primitiven,
also teilerfremden, ganzzahligen Losungen.

Betrachtet man allgemeiner X? 4+ Y9 = Z" dann ist bekannt, dass es unend-
lich viele Losungen gibt (die jedoch in endlich viele parametrisierte Familien
zerfallen), falls x := 1/p+1/g+1/r > 1 ist, und endlich viele, falls x < 1 ist
(der Fall y = 1 ist dabei klassisch und wurde von Fermat und Euler erledigt,
siehe § 2 fiir den Fall (p, q,7) = (4,4,2)).

Zhttp:/ /listserv.nodak.edu/cgi-bin /wa.exe? A2=ind0201&L=nmbrthry& T=0& F=&S=&P=1432


http://listserv.nodak.edu/cgi-bin/wa.exe?A2=ind0201&L=nmbrthry&T=0&F=&S=&P=1432
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Fiir die Beispielgleichung habe ich zusammen mit zwei Kollegen gezeigt, dass
die Liste der bekannten Losungen

(£1,-1,0), (£1,0,1), +(0,1,1), (+3,-2,1), (&£71,-17,2),
(£2213459,1414,65), (+15312283,9262,113), (21063928, —76271,17)

vollstéindig ist.” Wenn eine diophantische Gleichung nur endlich viele Lésun-
gen hat, sind diese oft relativ leicht zu finden. Die Schwierigkeit besteht darin
zu beweisen, dass es keine anderen gibt!

2 )

Wir suchen ganzzahlige Losungen. Solche Gleichungen lassen sich im Prinzip
16sen, und inzwischen gibt es sogar praktikable Algorithmen.* Die Losungen
der Beispielgleichung mit X > 4 sind

(57—1>7 (572)7 (67_?’)7 (674)7 (77 _6)7 (77 7)7
(15, —77), (15,78), (19,—152), (19,153).

Wieder ist die Schwierigkeit der Beweis, dass dies alle Losungen sind.

9) (Y> = (X) (oder 60Y (Y — 1) = X(X — 1)(X — 2)(X — 3)(X —4))

(10) X2+7=2"

Wir suchen Losungen mit X € Z und n € Z>. Diese Gleichung wurde von
Ramanujan vorgeschlagen und von Nagell zuerst vollstdndig gelost. Dies ist
ein Beispiel einer Gleichung mit einem variablen Exponenten.

Thre Losungen sind gegeben durch n € {3,4,5,7,15}.

Bevor wir gleich zu ein paar klassischen Beweisen kommen, mochte ich erst noch
ein negatives Resultat erwédhnen, das uns sagt, dass wir nicht zu viel erwarten
koénnen.

Der beriihmte Mathematiker David Hilbert hatte in einem beriihmten Vortrag auf
dem Internationalen Mathematikerkongress in Jahr 1900 eine Liste von 23 Proble-
men genannt, deren Losung seiner Meinung nach die Mathematik im 20. Jahr-
hundert voran bringen sollte. Eines davon, das Zehnte Hilbert-Problem, fragte
nach einem Verfahren (heute wiirde man sagen, Algorithmus), das fiir jedes ge-
gebene Polynom F € Z[Xj,...,X,] Auskunft dariiber gibt, ob die Gleichung
F(Xy,...,X,) = 0 ganzzahlige Losungen hat oder nicht. Es dauerte bis in die
1970er Jahre, bis schliefllich Yuri Matiyasevich, aufbauend auf wesentlicher Vor-
arbeit von Putnam, Davis und Julia Robinson, beweisen konnte, dass ein solcher
Algorithmus nicht existiert.

So ein Beweis war erst moglich, nachdem der Begriff der Berechenbarkeit theore-
tisch gefasst und ausreichend verstanden war. Er beruht darauf, dass man logische
Probleme, von denen man weif3, dass es unlésbare gibt, in diophantische Gleichun-
gen iibersetzen kann.

3B. Poonen, E.F. Schaefer, M. Stoll: Twists of X(7) and primitive solutions to x> + y> = 27,
Duke Math. J. 137, 103-158 (2007).

%Y. Bugeaud, M. Mignotte, S. Siksek, M. Stoll, Sz. Tengely: Integral points on hyperelliptic
curves, Algebra & Number Theory 2, No. 8, 859-8385 (2008).



2. APPETITHAPPEN

Bevor wir uns dem systematischen Studium einiger Arten von diophantischen
Gleichungen zuwenden, mochte ich Thnen vollstdndige Losungen von zwei dio-
phantischen Gleichungen vorfithren. Die erste ist die Gleichung der pythagorei-
schen Tripel, X2 4+ Y2 = Z2. Wir wollen ihre primitiven ganzzahligen Lésungen
bestimmen.

Zuerst iiberlegen wir uns, welche der Variablen gerade bzw. ungerade Werte anneh-
men konnen. Zunéchst einmal kénnen nicht alle gerade sein, denn wir suchen nach
teilerfremden Losungen. Damit die Gleichung ,,modulo 2“ aufgeht, miissen dann
zwei der Variablen ungerade sein, die andere gerade. Es ist jedoch nicht moglich,
dass X und Y beide ungerade sind, denn dann ist die linke Seite durch 2, aber nicht
durch 4 teilbar (X? und Y? lassen beide den Rest 1 bei Division durch 4), kann
also kein Quadrat sein. Also ist jedenfalls Z ungerade, und wir kénnen (bis auf
eventuelles Vertauschen von X und Y') annehmen, dass X gerade und Y ungerade
ist. Fiir den néchsten Schritt brauchen wir ein Hilfsresultat.

2.1. Lemma. Sind a und b teilerfremde ganze Zahlen, so dass ab = ¢ ist (mit

c € Z), dann gibt es (teilerfremde) ganze Zahlen u und v, so dass entweder a = u?,

=%, c=wv oder a = —u?, b= —v?, c = wv ist.

Beweis. Wir nehmen erst einmal an, dass ¢ # 0 ist. Wir betrachten die Primfak-
torzerlegungen von a und b. Sei p eine Primzahl, die (z.B.) a teilt. Da @ und b
teilerfremd sind, kann p dann nicht auch b teilen. p kommt also genau so oft in a
vor, wie in der linken Seite ¢?, also ist der Exponent von p in a gerade. Da jede
Primzahl mit einem geraden Exponenten in a vorkommt, gibt es u € 7Z, so dass
a = Fu? ist. Ebenso gibt es v € Z mit b = £v%. Da ab = ¢ > 0, miissen die
Vorzeichen gleich sein. Auflerdem folgt ¢ = +uwv, und wir kénnen (z.B.) falls nétig
das Vorzeichen von u &ndern, um ¢ = uv zu erhalten.

Wenn ¢ = 0 ist, dann ist a = £1, b = 0, oder umgekehrt, und das Ergebnis stimmt
ebenfalls (mit w = 1, v = 0, oder umgekehrt). O

Wir schreiben nun unsere Gleichung in der Form
X2=72-Y?’=(Z-Y)Z+Y).

Beide Faktoren auf der rechten Seite sind gerade, also gibt es U,V € Z mit 2U =
Z —Y und 2V = Z +Y. Auflerdem kénnen wir X = 2W setzen (denn X ist
gerade). Jeder gemeinsame Teiler von U und V' muss auch ein gemeinsamer Teiler
von Y =V — U und Z =V 4 U sein, und damit wére er auch ein Teiler von X.
Nachdem wir voraussetzen, dass X,Y, Z teilerfremd sind, folgt, dass U und V
teilerfremd sind.

Nach dem Lemma gibt es also S, T € Z mit
U=5% V=T W=ST oder U=-5 V=-T° W=8T.
Im ersten Fall ergibt sich
X=2ST, Y=T>-58% Z=T*+5%,
im zweiten Fall
X=2TS, Y=8°-T%* Z=—(S*+T?.

Beachte noch, dass S und T teilerfremd sind und verschiedene Paritét haben (d.h.,
eines ist gerade, das andere ungerade), denn S?+7? = 47 ist ungerade. Wir haben
bewiesen:
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2.2. Satz. Die primitiven pythagoreischen Tripel mit X gerade und Z > 0 haben
die Form

X =2ST, Y=8*-T%* Z=5*+T2
mit S, T € 7 teilerfremd und von verschiedener Paritit.

Es ist klar, dass jedes solche Tripel tatsdchlich ein primitives pythagoreisches Tripel
ist.

Ich werde jetzt fiir diesen Satz noch einen zweiten ,,geometrischen” Beweis (im
Gegensatz zum gerade gegebenen , algebraischen“ Beweis) geben. Dazu stellen wir
erst einmal fest, dass eine nichttriviale Losung stets Z # 0 hat. Wir konnen die
Gleichung also durch Z? teilen und erhalten

2?4yt =1 mit x = X/Z und y =Y/Z.

Wir wollen jetzt die rationalen Losungen dieser Gleichung bestimmen; daraus
ergeben sich die primitiven Losungen der urspriinglichen Gleichung (mit Z > 0)
durch Multiplikation mit dem Hauptnenner Z von x und y.

Die Geometrie kommt dadurch ins Spiel, dass y

wir uns die reellen Losungen von 2 + 3% = 1 T

durch die Punkte des Einheitskreises veranschau- P
lichen konnen. Die rationalen Losungen entspre-

chen dann den Punkten mit rationalen Koordi- R (t) %

naten, den so genannten rationalen Punkten des
Einheitskreises. Vier davon sind offensichtlich,
némlich (z,y) = (£1,0) und (x,y) = (0, £1). Sei
Py = (—1,0) einer davon. Wenn P = (z,y) # Fy
ein weiterer rationaler Punkt ist, dann hat die
Gerade durch P und P rationale Steigung ¢ = mLH Wir bekommen also alle
rationalen Punkte # P, indem wir Geraden mit rationaler Steigung durch P, legen
und den zweiten Schnittpunkt mit dem Einheitskreis betrachten. Dieser zweite
Schnittpunkt ist tatsédchlich stets rational, was daran liegt, dass er durch eine
quadratische Gleichung mit rationalen Koeffizienten bestimmt ist, deren andere
Losung ebenfalls rational ist:

Die Gleichung der Geraden durch Py mit Steigung ¢ ist
y=t(zr+1).
Wir setzen die rechte Seite fiir y in die Kreisgleichung ein:
0=2’+y’—1=2>-14+@+1)°=(+1)(z -1+ +1)).
Fiir den zweiten Schnittpunkt ist x # —1, also bekommen wir

1 —¢? 2t

Diese ,rationale Parametrisierung des Einheitskreises® liefert alle rationalen Lo-
sungen von z? + y? = 1 mit Ausnahme von . Wir kénnen uns Py, als durch
den Grenzwert fiir ¢ — oo gegeben vorstellen; tatsdchlich brauchten wir in unse-
rer Konstruktion eine Gerade, die den Kreis in Fy ,,zweimal“ schneidet, also die
Tangente. Diese Tangente in F, ist aber senkrecht, hat also Steigung oc.

Um zu primitiven Losungen von X? 4+ Y? = Z? zuriickzukommen, miissen wir
unsere Ausdriicke fiir z und y als gekiirzte Briiche schreiben. Dazu schreiben wir
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zundchst ¢ = U/V als gekiirzten Bruch, das liefert dann
V- U? 20V
rT=—- = .
virz YT vrae
(Hier ist jetzt Py wieder enthalten, wenn wir U = 1, V' = 0 erlauben.) Dabei ist

der Bruch fiir z gekiirzt, falls U und V' verschiedene Paritdt haben. Im anderen
Fall (U und V beide ungerade) haben Z#hler und Nenner den ggT 2, und das gilt
dann auch fiir den Bruch fiir y. Im ersten Fall erhalten wir also wieder

X=V2_U? Y=20V, Z=V*4+U>?

mit U und V teilerfremd und von verschiedener Paritat. Im zweiten Fall schreiben
wir V 4+ U =2R, V — U = 2S5 mit ganzen Zahlen R und S; dann sind

2RS R* - §?
aj = ——— [ —
rR+s YT Ry
gekiirzte Briiche, und wir erhalten das primitive pythagoreische Tripel

X =2RS, Y =R?>- 5%, 7 =R+ 5%,

Wir erhalten also wieder Satz 2.2, diesmal beide Versionen (X gerade bzw. Y
gerade).

Unser Vorgehen hier ist ibrigens recht nahe an dem, was Diophant macht (aller-
dings rein algebraisch): Wir reduzieren den Grad der Gleichung, so dass sie linear
wird.

Die rationale Parametrisierung des Einheitskreises hat noch andere Anwendungen.
Sie driickt sin & und cos a rational durch ¢ = tan § aus und kann beispielsweise be-
nutzt werden, um Integrale {iber rationale Ausdriicke in sin  und cos z in Integrale
iiber rationale Funktionen in ¢ umzuformen, die sich dann berechnen lassen.

Als weiteren Appetithappen mochte ich jetzt den Beweis von Fermat vorfiithren,
dass

Xt +yt=27°
keine ganzzahligen Losungen mit X, Y, Z # 0 hat. Daraus folgt natiirlich sofort,
dass auch

Xt +yt=2"
nicht in positiven ganzen Zahlen 16sbar ist.

Wir stellen zunéchst fest, dass wir nur Losungen mit paarweise teilerfremden X, Y,
Z beriicksichtigen miissen. Denn ist etwa p eine Primzahl, die zwei der Variablen
teilt, dann teilt p auch die dritte, und wir erhalten eine kleinere Losung, indem
wir X durch X/p, Y durch Y/p und Z durch Z/p? ersetzen (Z muss durch p?
teilbar sein, denn beide Seiten der Gleichung sind durch p* teilbar). Wir kénnen
so fortfahren bis X, Y und Z paarweise teilerfremd sind.

Die geniale Idee von Fermat war, ausgehend von einer (primitiven) Losung mit
X, Y, Z > 0 eine weitere kleinere (d.h. mit kleinerem Z) solche Losung zu konstru-
ieren. Da es keine unendlichen absteigenden Folgen natiirlicher Zahlen gibt, fithrt
das auf einen Widerspruch. Fermat nannte dieses Prinzip den unendlichen Abstieg
(descente infinie).

Sei also (XY, Z) eine primitive Losung mit X, Y, Z > 0. Damit bilden X2, Y2 und
Z ein primitives pythagoreisches Tripel. Wir konnen annehmen, dass X gerade ist;
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dann gibt es nach Satz 2.2 teilerfremde ganze Zahlen R und S von verschiedener
Paritét, so dass

X? =2RS, Y?2=R?>- 5%, 7 =R+ 5%,

Wir kénnen annehmen, dass R und S positiv sind. Da Y ungerade ist, folgt aus der
zweiten Gleichung, dass S gerade sein muss. Wir schreiben §' = 27" und X = 2W,
dann erhalten wir

W? = RT
mit R und T teilerfremd. Nach Lemma 2.1 gibt es U,V > 0 und teilerfremd, so
dass

R="U?, T=V2%,
also S = 2V? und damit
Y2 =U*—4v*.
AuBerdem ist U < U?=R< R?>< Z.

Wir sehen, dass Y, 2V2? und U? ebenfalls ein primitives pythagoreisches Tripel
bilden. Es gibt demnach teilerfremde ganze Zahlen P, > 0 mit

Y=P"-Q* 2V?=2PQ, U*=P'+Q".

Auf die mittlere Gleichung kénnen wir wiederum Lemma 2.1 anwenden und finden
teilerfremde ganze Zahlen A, B > 0, so dass

P=A%> und Q= B2.

In die dritte Gleichung eingesetzt, erhalten wir

A*+ B*=U".
Also ist (A, B, U) eine weitere primitive Losung von X4+Y* = Z?2 mit A, B,U > 0
und U < Z. Es folgt:
2.3. Satz. Die einzigen primitiven ganzzahligen Losungen von

X' +vt=22
sind gegeben durch X =0,Y =+1, Z =41 und X =41, Y =0, Z = +£1.

3. GRUNDLAGEN

In diesem Abschnitt stellen wir die grundlegenden Begriffe und Sétze iiber den
Ring der ganzen Zahlen, das Rechnen mit Kongruenzen und die Restklassenringe
Z/mZ und speziell die endlichen Kérper F,, zusammen.

Die Basis fiir alles weitere ist durch die folgenden grundlegenden Eigenschaften
der ganzen Zahlen Z gegeben:

(1) Z ist ein Integrititsring (also ein kommutativer Ring mit 1, in dem aus
ab = 0 stets a = 0 oder b = 0 folgt).

(2) Z> ist wohlgeordnet: Jede nichtleere Menge nichtnegativer ganzer Zahlen
hat ein kleinstes Element.

(3) In Z gilt das Archimedische Prinzip: Ist n > 0, dann gibt es fiir jedes m € Z
ein k € Z mit kn > m.

Die Teilbarkeitsrelation spielt eine wichtige Rolle.
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3.1. Definition. Seien a und b ganze Zahlen. Wir sagen ,,a teilt b*, geschrieben
alb,

wenn es eine ganze Zahl ¢ gibt mit b = ac. In diesem Fall sagen wir auch, ,,a ist
ein Teiler von b“ oder b ist ein Vielfaches von a*.

Es gelten die folgenden leicht zu beweisenden Aussagen (fiir alle a,b, ¢ € Z).

(1) ala,1]a,alo.
(2) Aus 0| a folgt a = 0.
(3) Aus a | 1 folgt a = +1.
(4) Aus a |bund b | ¢ folgt a | c.
(5) Aus a | b folgt a | be.
(6) Aus a | bund a | ¢ folgt a | b+ c.
(7) Aus a | b und |b| < |al folgt b= 0.
(8) Aus a | bund b | a folgt a = +b.
3.2. Definition. Wir sagen ,d ist der grofite gemeinsame Teiler (ggT) von a
und b und schreiben

d = ggT(a,b),
wenn d | a und d | b, d > 0, und wenn fiir alle £ € Z mit k | a und & | b gilt, dass
k|d.
Analog sagen wir ,m ist das kleinste gemeinsame Vielfache (kgV) von a und b*
und schreiben

m = kgV(a,b),
wenn a | m und b | m, m > 0, und wenn fiir alle n € Z mit a | n und b | n gilt,
dass m | n.

Auf die gleiche Weise konnen wir den gréfiten gemeinsamen Teiler und das kleinste
gemeinsame Vielfache einer beliebigen Menge S von ganzen Zahlen definieren. ggT
und kgV haben folgende einfach zu beweisende Eigenschaften:

(1) ggT(0) =0, kgV(0) =

(2) ggT (51U Ss) = ggT(g8T(51), 88T (S2)),
(3) ggT({a}) = kgV({a}) = |al.

(4) ggT(ac,be) = |c| ggT(a,b).

(5) ggT(a,b) = ggT(a,ka+Db).

Wie kann man den ggT zweier gegebener ganzer Zahlen berechnen? Der Schliissel
dazu liegt in der letzten Eigenschaft in der Liste oben. Zunéchst brauchen wir
aber die ,,Division mit Rest“.

3.3. Lemma. Sind a und b ganze Zahlen mit b # 0, dann gibt es eindeutig
bestimmte ganze Zahlen q (,Quotient*) und r (,Rest“) mit 0 < r < |b| und
a=bqg+r.

Beweis. Existenz: Sei S = {a — kb | k € Z,a — kb > 0}. Dann ist S C Z> nicht
leer und hat demnach ein kleinstes Element r = a — ¢b (fiir ein ¢ € Z). Nach
Definition von S ist » > 0, und wenn r > |b| wére, dann wére r — |b| ebenfalls in
S, und r konnte nicht das kleinste Element von S sein.

Eindeutigkeit: Wenn a = bg 4+ r = bq' + v’ mit 0 < r,r’ < |b|, dann folgt b | r — 1/
und 0 < |r — 7’| < |b|, also muss r = 7’ sein. Es folgt bg = bq’, also auch ¢ = ¢
(denn b # 0). O
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3.4. Algorithmus. (Euklidischer Algorithmus)
a und b seien ganze Zahlen.

(1) (Initialisierung) Setze n = 0, ag = |al|, by = |b|.
(2) (Ende) Wenn b,, = 0, gib a,, als Ergebnis aus.
(3) (Division) Finde ¢, und r,, mit a,, = b, ¢, + r, und 0 < 7, < b,,.
(4) (Neue Werte) Setze ay+1 = by, bpy1 = 7.

(5) (Wiederholen) Ersetze n durch n 4+ 1 und gehe zu Schritt 2.

Zunichst sehen wir, dass 0 < b,11 < b, gilt, so dass nach endlich vielen Durch-
ldufen b, = 0 sein muss und der Algorithmus ein Ergebnis liefert. Wir behaupten,
dass dieses Ergebnis gerade ggT(a,b) ist.

Beweis. Wir zeigen, dass fiir alle n, die im Algorithmus vorkommen, ggT'(a,,, b,,) =
ggT(a,b) gilt. Daraus folgt die Behauptung wegen a,, = ggT(a,,0) = ggT(a,, b,
fiir das letzte n.

Zu Beginn (n = 0) haben wir ggT'(ag, by) = ggT(|al, |b]) = ggT(a,b). Jetzt nehmen
wir an, dass wir bereits ggT(a,, b,) = ggT(a,b) gezeigt haben und dass b,, # 0 ist
(d.h., wir sind noch nicht fertig). Dann ist

88T (ans1,bn11) = 88T(bn, an — bugn) = 88T (bn, an) = g8T(an, by)
wegen Eigenschaft (5) des ggT. O

3.5. Bemerkung. Man kann zeigen (Ubungsaufgabe!), dass die Anzahl der Schlei-
fendurchlaufe < C' max{log(1+|al),log(1+|b|)} ist fiir eine Konstante C'. Fiir Zah-
len a,b mit |a|, |b| < N ist damit der Gesamtaufwand hochstens von der Grofien-
ordnung O((log N)?).

3.6. Satz. Seien a,b € 7Z. Die ganzen Zahlen der Form xa + yb mit x,y € 7Z
sind genau die Vielfachen von d = ggT(a,b). Insbesondere gibt es x,y € 7 mit
d = xa + yb.

Beweis. Da d sowohl a als auch b teilt, muss d auch za+ yb teilen. Fiir den Beweis
der Gegenrichtung geniigt es zu zeigen, dass d in der Form za + yb geschrieben
werden kann. Dies folgt aus dem Euklidischen Algorithmus: Sei NV der letzte Wert
von n. Dann ist d = 1-ay + 0 - by. Aulerdem folgt aus d = x,, 110,11 + Yni1bns1,
dass d = ypi10n + (Tni1 — GnYni1)bn, also bekommen wir mit z, = ¥y, und
Yn = Tpi1l — GnlYns1, dass d = x,a, + yub,. Am Ende dieser riickwérts laufenden
Induktion bekommen wir d = xgag + yobo. O

Es gibt eine einfache Erweiterung des Euklidischen Algorithmus, die zusétzlich
zum gg'T auch ganze Zahlen x und y bestimmt, so dass ggT(a,b) = za + yb.

3.7. Algorithmus. (Erweiterter Euklidischer Algorithmus)
a und b seien ganze Zahlen.

(1) (Initialisierung) Setze n =0, ag = |al, by = |b],
xo = sign(a), yo = 0, up = 0, vy = sign(b).
(2) (Ende) Wenn b,, = 0, gib (an, T, y,) als Ergebnis zuriick.
(3) (Division) Finde g, und r, mit a, = b, ¢, + 1, und 0 < r,, < by,.
(4) (Neue Werte) Setze a,+1 = by, bpy1 = 7,
Tn+1 = Un, Yn+1l = Uny Un41 = Tp — Un Gny Unt1 = Yn — UnQn-
(5) (Wiederholen) Ersetze n durch n + 1 und gehe zu Schritt 2.
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Wie vorhin zeigt man durch Induktion, dass a,, = x, a + vy, b und b, = u, a + v, b.
Das Ergebnis (d, z,y) erfiillt also za + yb = d = ggT(a,b).

3.8. Lemma. Wenn n | ab und ggT(n,a) =1, dann n | b.

Beweis. Nach Satz 3.6 gibt es z und y mit xa + yn = 1. Wir multiplizieren mit b
und erhalten b = xab+ ynb. Da n ein Teiler von ab ist, teilt n die rechte Seite und
damit auch b. U

Als néchstes behandeln wir Primzahlen und die Primfaktorzerlegung.

3.9. Definition. Eine positive ganze Zahl p heifit Primzahl (oder ist prim), wenn
p > 1ist, und 1 und p die einzigen positiven Teiler von p sind.

(Das ist eigentlich die Definition eines ,irreduziblen Elements“ in einem Ring.)

3.10. Lemma. Seip eine Primzahl, und seien a, b ganze Zahlen mit p | ab. Dann
gilt p | a oder p | b.

(Das ist die eigentliche Definition eines ,, Primelements® in einem Ring]!)

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass p { a (sonst sind wir schon fertig). Dann ist
ggT(a,p) = 1 (weil der andere positive Teiler p von p nach Annahme a nicht teilt).
Aus Lemma 3.8 folgt dann, dass p b teilt. O

Sei jetzt n > 0 eine positive ganze Zahl. Dann ist entweder n = 1, oder n ist eine
Primzahl, oder n hat einen ,echten® Teiler d, d.h. mit 1 < d < n. Damit ist n = de,
wo ebenfalls 1 < e < n. Wenn wir in der gleichen Weise mit d und e fortfahren,
bekommen wir schliellich eine Darstellung von n als Produkt von Primzahlen.
(Fiir n = 1 ist das das leere Produkt von Primzahlen; ein leeres Produkt hat
definitionsgemafl den Wert 1.)

3.11. Satz. Diese Primfaktorzerlegung von n ist (bis auf die Reihenfolge der Fak-
toren) eindeutig.

Beweis. Induktion nach n. Fiir n = 1 ist die Aussage klar (es gibt nur eine leere
Menge von Primzahlen). Wir kénnen also annehmen, dass n > 1 ist und dass die
Aussage fiir alle kleineren n stimmt. Aus

n=mpip2...Pr = q1492...4q

(mit Primzahlen p;, ¢; und k,l > 1) folgt, dass p; das Produkt der g; teilt, also
muss p; nach Lemma 3.10 einen der Faktoren g; teilen. Nachdem wir die ¢; evtl.
umsortiert haben, konnen wir annehmen, dass p; | ¢;. Da p; # 1 und ¢; prim ist,
folgt p1 = 1. Sei n' = n/p; = n/q; dann ist

n/:P2p3--~pk:(I2Q3~-C]l-

Da n' < n, folgt aus der Induktionsannahme, dass k = [ und dass wir die g; so
umordnen koénnen, dass p; = ¢; fir 7 = 2,..., k. Damit ist die Aussage auch fiir
n gezeigt. U
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3.12. Definition. Aus dem Satz folgt, dass jede ganze Zahl n # 0 eindeutig
geschrieben werden kann als
n = :l: Hpvp(n)
p

wobei das Produkt iiber alle Primzahlen p lauft und die Exponenten v,(n) nicht-
negative ganze Zahlen sind, die nur fiir endliche viele p von null verschieden sind.
Dadurch ist v,(n) fiir Primzahlen p und ganze Zahlen n # 0 definiert. v,(n) heifit
die Bewertung von n bei p.

Es gelten die folgenden leicht zu beweisenden Eigenschaften.
(1) vp(mn) = vy(m) + vp(n).
(2) m|n <= Vp:uy(m) <vy(n).
(3) ggT m, 7’L Hpmm vp(m),vp(n ))7 kgv m, 7’L Hpmax(vp(m wp(n )

(4) v,(m+n) > mln(vp( ), Up(n)), mit Gleichheit im Fall v,(m) # v,(n).
Aus Eigenschaft (3) folgt ggT(m,n) kgV(m,n) = mn fiir positive m, n. Fiir m,n €
Z beliebig haben wir ggT(m, n) kgV(m,n) = |mn].

Wenn wir noch v,(0) = +o0o setzen, dann gelten alle Eigenschaften fiir alle gan-
zen Zahlen m,n (einschlieBlich 0). Dabei verwenden wir die tiblichen Regeln wie
min{e, 00} = e, e + 00 = 00 etc.

Wir kénnen die Bewertung v, von Z auf Q fortsetzen, indem wir

0 () = 0lr) = 0y(s)

definieren. Damit ist v, auf Q wohldefiniert, und Eigenschaften (1) und (4) oben
gelten auch fiir rationale Zahlen (Ubungsaufgabe). Eine rationale Zahl x ist genau
dann ganz, wenn v,(z) > 0 fiir alle Primzahlen p gilt.

Als néchstes behandeln wir Kongruenzen.

3.13. Definition. Seien a, b und n ganze Zahlen mit n # 0. Wir sagen, ,a ist
kongruent zu b modulo n“ und schreiben

=bmodn,

wenn n die Differenz a — b teilt.

3.14. Kongruenz ist eine Aquivalenzrelation.
Fiir a,b,c,n € Z mit n # 0 gilt:

(1) a = amod n.
(2) Aus a = b mod n folgt b = a mod n.
(3) Aus a = bmod n und b = ¢ mod n folgt a = ¢ mod n.

Bewezs.

(1) n teilt @ —a = 0.
(2) Wenn n | a — b, dann auch n | b — a.
(3) Ausn|a—bundn|b—cfolgtn|(a—b)+(b—c)=a—-c.
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Wir kénnen Z also in Kongruenzklassen (oder auch Restklassen) mod n zerlegen:
Wir schreiben

a=a+nZ={a+nzx|zeZ}={beZ]|a=bmodn}
(wenn wir @ schreiben, muss n aus dem Zusammenhang klar sein) und
Z/nZ ={a+nZ|a€l}.

Es gilt dann B
a=bmodn < bea < a=»b.

3.15. Satz. Die Abbildung
{0,1,....n—1}y — Z/nZ, r+~—7F=r+nk

ist bijektiv. Insbesondere hat Z/nZ genau n Elemente.

Beweis. Injektivitit: Seien 0 < r;s < n mit ¥ = 5. Dann gilt r = s mod n, also
n|r—s. Wegen |r —s| <n folgt r =s.

Surjektivitit: Sei a eine Kongruenzklasse. Wir schreiben a = ng+r mit 0 < r < n.
Dann ist a = 7. U

Die Tatsache, dass der Reprasentant r einer Klasse a durch den Rest von a bei
Division durch n gegeben ist, erkldrt den Namen ,,Restklasse®.

3.16. Die Restklassen mod n bilden einen kommutativen Ring.
Wir definieren Addition und Multiplikation auf Z/nZ durch

a+b=a+Db, a-b=ab
Wir miissen nachpriifen, dass diese Operationen wohldefiniert sind. Das bedeutet

hier, dass aus a = o’ mod n und b = b’ mod n folgt, dass auch a+b = o'+ mod n
und ab = a/b’ mod n. Nun ist

(a+b)— (' +bV)=(a—d)+ (b—10") teilbar durch n,
und auch
ab—ad't = (a—ad)b+d(b—1) ist teilbar durch n.
Sobald diese Addition und Multiplikation wohldefiniert sind, folgt die Giiltigkeit
der Axiome fiir einen kommutativen Ring mit 1 aus ihrer Giiltigkeit fiir Z.

Wir nennen daher Z/nZ auch den Restklassenring mod n.

3.17. Kongruenzen sind niitzlich. Warum? Wenn wir modulo n rechnen, er-
halten wir ein vergrobertes Abbild Z/nZ der ganzen Zahlen, dessen Hauptvorteil
darin besteht, dass es nur endlich viele Elemente gibt. Die Losbarkeit von Glei-
chungen in Z/nZ lésst sich also mit endlichem Aufwand tiberpriifen, im Gegensatz
zur Losbarkeit in Z, wo wir im Prinzip unendlich viele Moglichkeiten durchprobie-
ren miissten. Wir konnen also etwa nachweisen, dass eine Gleichung nicht in Z/nZ
losbar ist; in vielen Fillen folgt daraus, dass es auch keine Losung in Z gibt.

Wir kénnen zum Beispiel die Gleichung 22 + y? — 1522 = 7 betrachten. Hat sie
ganzzahlige Losungen? Das ist auf den ersten Blick schwer zu beantworten. Auf
der anderen Seite konnen wir aber leicht feststellen, welche Werte die linke Seite
mod 8 annehmen kann: Ein Quadrat ist stets kongruent zu 0, 1 oder 4 mod 8, und
—15 =1 mod 8, also ist die linke Seite kongruent zu einer Summe dreier Quadrate,
und man stellt schnell fest, dass dies niemals = 7 mod 8 sein kann (alle anderen
Restklassen konnen jedoch auftreten). Es gibt also keine Losung in Z/8Z. Wenn
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es eine Losung in Z gébe, dann wire aber ihr Bild in Z/8Z ebenfalls eine Losung,
also kann es auch keine ganzzahlige Losung geben.

Beim Studium der Restklassenringe Z/nZ stellt sich die Frage, welche ihrer Ele-
mente invertierbar sind. Sei also a € Z/nZ. Wir miissen also untersuchen, wann
sich die Kongruenz ax = 1 mod n l6sen lasst. Das ist dquivalent dazu, dass es
ganze Zahlen x und y gibt, so dass ax +ny = 1. Satz 3.6 sagt uns, dass das genau
dann der Fall ist, wenn ggT(a,n) = 1.

In diesem Fall sagen wir, dass a und n teilerfremd (oder auch relativ prim) sind, und
wir schreiben gelegentlich dafiir a L n. Der Erweiterte Euklidische Algorithmus 3.7
berechnet die passenden x und y; die Restklasse € Z/nZ ist dann das gesuchte
Inverse (und die Berechnung von y kénnen wir uns in diesem Zusammenhang
sparen).

Ein Ring ist genau dann ein Korper, wenn alle von null verschiedenen Elemente
invertierbar sind. Was bedeutet das fiir Z/nZ?

3.18. Satz. Der Ring Z/nZ ist genau dann ein Korper, wenn n eine Primzahl
15t.

Beweis. Das ist klar fiir n = 1 (ein Koérper hat mindestens die zwei verschiedenen
Elemente 0 und 1, und 1 ist keine Primzahl). Sei also n > 1. Dann ist Z/nZ genau
dann kein Korper, wenn es ein a € Z gibt mit n 1 a und d = ggT(n,a) > 1. Dann
muss 1 < d < n ein echter Teiler von n sein, also ist n keine Primzahl. Wenn
umgekehrt d > 1 ein echter Teiler von n ist, dann ist ggT(d,n) = d > 1, und d ist
nicht invertierbar, also ist Z/nZ kein Korper. U

Wenn ggT(n,a) = 1, dann heifit a auch eine prime Restklasse mod n; ihr eindeutig
bestimmtes Inverses in Z/nZ wird mit a~! bezeichnet. Die primen Restklassen
bilden eine Gruppe, ndmlich die multiplikative Gruppe (oder Einheitengruppe)
(Z/nZ)* des Rings Z/nZ.

Wenn n = p eine Primzahl ist, schreiben wir fiir den Korper Z/pZ auch F,; es ist
dann F =T, \ {0}; insbesondere #F5 =p — 1.

Beachte, dass viele Autoren auch die Schreibweise Z,, anstelle von Z/nZ (oder Z,
statt F,) verwenden. Wir werden das nicht tun, denn wir werden Z, als Bezeich-
nung fiir den Ring der p-adischen Zahlen verwenden, siche Abschnitt 8.

Die Ordnung der primen Restklassengruppe ist eine wichtige Grofie.

3.19. Definition. Die Fulersche ¢-Funktion ist fiir n > 0 definiert durch
o(n) =#Z/n2)* =#{a€Z|0<a<n,aLln}.

Hier ist eine kleine Tabelle:

n |1 234567891011 12 13 14 15 16 17 18 19 20
on)|1T 1 2 2 42646 4 10 4 12 6 8 8 16 6 18 8

Nach Satz 3.18 ist n prim genau dann, wenn ¢(n) =n — 1.

Wie konnen wir ¢(n) fir allgemeines n berechnen?
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3.20. Lemma. Seip eine Primzahl und e > 1. Dann ist ¢(p°) = p*~(p — 1).

Beweis. Klar fiir e = 1. Fiir e > 1 beachte, dass a L p° <= a L p <= p1aq,
also ist

o(p)=#{a€Z|0<a<ppfa}
=p'—#{a€Z|0<a<ppla}
:pe_pe—l — (p—l)pe_l.
O

3.21. Eine Rekursionsformel. Wenn wir die Zahlen zwischen 0 (einschlieflich)
und n (ausschlieBlich) entsprechend ihrem ggT mit n zusammenfassen und dann
abzahlen, erhalten wir die Beziehung

n
Zﬁb(g) = Z¢(d) =n.
dln din
(Denn die Zahlen 0 < a < n mit ggT(a,n) = d sind gerade von der Form a = bd
mit 0 < b < n/dund ggT(b,n/d) =1.)
Dies kann als eine Rekursionsformel fiir ¢(n) gelesen werden:

¢(n)=n— > ().

dln,d<n

Wir berechnen zum Beispiel

BL)=1-0=1, ¢(2)=2-¢(1)=1, ¢(3)=3—¢(1)=2,
(4) =4 —9(2) — (1) =2, (6) =6—(3) — 6(2) — H(1) =2, usw.

Offenbar ist ¢ durch diese Rekursion eindeutig bestimmt: Wenn ganze (oder auch
komplexe) Zahlen a,, fir n > 1 die Gleichung

E ag =N

din

erfiillen, dann gilt a,, = ¢(n). Das gilt auch noch, wenn n eingeschrinkt wird auf
die Teiler einer festen Zahl N.

Was wir bisher gelernt haben, erlaubt uns, lineare Kongruenzen zu 16sen: Wenn
a, b und n gegeben sind, was sind dann die Lésungen x von

ar =bmodn?

Anders gesagt, fiir welche x € Z gibt es y € Z mit ax +ny =07

3.22. Satz. Die Kongruenz axr = b mod n ist [6sbar genau dann, wenn b ein Viel-
faches von ggT(a,n) ist. In diesem Fall bilden die Losungen eine Restklasse mo-
dulo n/ggT(a,n).

Beweis. Nach Satz 3.6 ist die Bedingung ggT(a, n) | b notwendig und hinreichend
fiir die Existenz von Losungen. Sei also ¢ = ggT(a,n) ein Teiler von b. Dann
konnen wir die Gleichung ax + ny = b durch ¢ teilen und erhalten o’z +n'y =¥/,
wo wir a = a’g, n = n’g und b = b'g gesetzt haben. Dann ist ggT(a’,n’) = 1, und
wir kénnen die Gleichung @'z = V' in Z/n'Z nach z auflésen: 2 = ' (a’)~!. Die
Losungsmenge ist also durch die Restklasse b’ (@’)~' modulo n’ gegeben. O
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Ein wichtiges Resultat ist der Chinesische Restsatz, der es uns erlaubt, Kongru-
enzen modulo verschiedener Zahlen n miteinander in Beziehung zu setzen.
Wir betrachten ein System von zwei simultanen Kongruenzen:
r =a modm, x =bmodn

Gibt es eine Losung? Wie sieht die Losungsmenge aus? Ist d = ggT(m,n), dann
ist @ = bmod d offenbar eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit. Wenn
m 1 n, dann ist dies keine Einschriankung. Tatséchlich gibt es dann auch immer
Losungen:

3.23. Chinesischer Restsatz. Wenn m und n teilerfremd sind, dann hat das
System
r = a modm, x =bmod n

stets Losungen x € Z, und die Losungen bilden eine Restklasse modulo mn.
Beweis. Da m L n, kénnen wir nach Satz 3.6 v und v finden mit mu + nv = 1.
Sei x = anv + bmu, dann ist

x = anv + bmu = anv = a — amu = a mod m

und analog £ = b mod n. Wir haben also eine Losung gefunden. Wir zeigen noch,
dass y € Z genau dann eine Losung ist, wenn y = x mod mn: Es gilt

y=amodm, y=bmodm < y=zrzmodm, y=xmodn
= ml|ly—z, nly—=x
<~ kgV(m,n)=mn|y—=z.
O

Zum Beweis der Verallgemeinerung auf mehr als zwei simultane Kongruenzen
brauchen wir noch ein kleines Lemma.

3.24. Lemma. Seien a,b,c € Z mit a L b und a 1 c. Dann gilt auch a L bc.

Beweis. Andernfalls gébe es eine Primzahl p, die sowohl a als auch bc teilt. Dann
teilt p aber auch b oder ¢, im Widerspruch zur Voraussetzung. U

3.25. Chinesischer Restsatz. Wenn die Zahlen mq, mo, ..., my paarweise tei-
lerfremd sind, dann ist jedes System von Kongruenzen

r=armodmy, x=aymodmsy,..., x=a,modmy
losbar, und die Losungen bilden eine Restklasse modulo mims ... my.
Beweis. Induktion nach k. Der Fall £ = 1 ist trivial. Sei also & > 2. Nach Satz 3.23
gibt es eine Losung b des Systems

T =ap_1 modmg_1, = =ag modmy,
und jede Losung ist = b mod my_;my. Das urspriingliche System ist also dquiva-
lent zu
r=armodmy, ..., x=ag_omodmg o, x=0bmodmy_1my.

Nach Lemma 3.24 sind mq, ..., mg_o, mi_1my paarweise teilerfremd. Wir kénnen
also die Induktionsannahme auf dieses System anwenden, was dann direkt die
Behauptung liefert. O
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Jetzt konnen wir auch die Frage beantworten, wann ein beliebiges System von
zwei simultanen Kongruenzen eine Losung hat.

3.26. Satz. Das System
r = a modm, x =bmod n

ist genau dann losbar, wenn a = bmod ggT(m,n). In diesem Fall bilden die
Lésungen eine Restklasse modulo kgV(m,n).

Bewers. Die Notwendigkeit der Bedingung hatten wir schon gesehen. Nach Satz 3.6
gibt es, wenn die Bedingung erfiillt ist, ganze Zahlen v und v mit mu+nv = b—a.
Dann ist x = a + mu = b — nv eine Losung. Wie im Beweis von Satz 3.23 sehen
wir, dass y genau dann eine weitere Losung ist, wenn sowohl m als auch n die
Differenz y — z teilen. Das ist gleichbedeutend mit y = x mod kgV (m, n). U

Wir geben noch eine mehr algebraische Formulierung des Chinesischen Restsatzes:

3.27. Chinesischer Restsatz. Die Zahlen mq, mo, ..., my Seien paarweise tei-
lerfremd. Dann ist der natirliche Ringhomomorphismus

Z)/mimsy ... mpZ — L) myZ X L)moZ X - -+ X L/ myZ

ein Isomorphismus. Insbesondere haben wir einen Isomorphismus der Einheiten-
gruppen

(Z/myms ... mpL)* = (L)L) % (Z)maZ)* x -~ x (Z/myZ)* .

Beweis. Satz 3.25 sagt, dass der Homomorphismus bijektiv ist. U

3.28. Eine Formel fiir ¢(n). Daraus kénnen wir nun eine Formel fiir die Euler-
sche ¢-Funktion ableiten: Der Chinesische Restsatz 3.27 hat zur Folge, dass

d(mn) = ¢(m) ¢(n) falls m L n.

Eine dhnliche Beziehung gilt fiir Produkte mit mehr Faktoren, wenn diese paar-
weise teilerfremd sind. Wir wenden das auf die Primfaktorzerlegung von n an und

erhalten
o) = Tl ™1 — 1) — p 1y
o(n)=]]»r (p—1) | |(1 p)

pln pln

Die endlichen Kérper F,, (und alle ihre Erweiterungen, d.h. die Kérper der Cha-
rakteristik p) haben die schone Eigenschaft, dass Potenzieren mit p, x +— 2, nicht
nur eine multiplikative, sondern auch eine additive Abbildung ist.
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3.29. Satz. (,Freshman’s Dream*) Sei p eine Primzahl. Dann gilt fir alle z,y €
F,, dass (x 4+ y)? = 2P + yP. In anderen Worten: Sind a,b € Z, dann gilt

(a+b)P =da” + b’ mod p.

Beweis. Nach dem Binomialsatz ist

(a+b)P —aP —bP = (‘?) a’ b+ (g) e (Z) aPFpF 44 (pf 1) abP~t.

Alle Binomialkoeffizienten (Z) fir 1 < k < p—1 sind ganze Zahlen, die durch p teil-
bar sind (warum?), also ist die rechte Seite durch p teilbar, woraus die Behauptung
folgt. U

3.30. Satz. (,Kleiner Satz von Fermat“) Sei p eine Primzahl und a € Z. Dann
gilt a? = a mod p.

Gilt zusétzlich p { a, dann ist die Aussage dquivalent zu a?~! = 1 mod p.

Beweis. Fiir p | a sind beide Seiten = 0 mod p. Andernfalls ist a € F)’, und F)
ist eine Gruppe der Ordnung p — 1. Daher ist a?~! = 1, was zu ¢! = 1 mod p
dquivalent ist. O

Diese Aussage und ihr Beweis lassen sich verallgemeinern.
3.31. Satz. (Euler) Seim > 1 unda € Z mita L m. Dann gilt a®™ =1 mod m.

3.32. Beispiel. Was ist 7' mod 157 Es ist ¢(15) = 8, also geniigt es, 11'* mod 8
zu kennen. ¢(8) = 4, also 113 = 3" = 3 mod 8, und daher 71" = 73 = 343 =
13 mod 15.

3.33. Beispiel. Wir finden die letzten sechs Stellen der zur Zeit (Oktober 2008)
groBten bekannten Primzahl® 243112609 1 Da 2 nicht teilerfremd zu 10 ist, rech-
nen wir zunéichst modulo 5°. Wir haben ¢(5%) = 4 - 5° = 12500, und 43112609 =
109 mod 12500. Wir erhalten sukzessive

2l =2 22=4, 28=8, 20=64, 2'2=4096, 2'*=28192,
226 = 67108864 = 15114 mod 5%, 2?7 = 30228 = 14603 mod 5°,
254 = 213247609 = 13234 mod 5°, 2% = 175138756 = 13756 mod 5°,

2109 = 27512 = 11887 mod 5°
Auf der anderen Seite ist 243112699 patiirlich durch 2° teilbar. Wir kénnen mit Hilfe
des Chinesischen Restsatzes die Restklasse mod 10° finden, die = 0 mod 2° und

= 11887 mod 5% ist; wir erhalten 152512. Damit sind die gesuchten letzten sechs
Ziffern 152 511.

Ein wichtiges Ergebnis gibt uns die Struktur der multiplikativen Gruppe F; des
endlichen Korpers F, = Z/pZ.

Shttp: //prime.haugk.co.uk/
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3.34. Satz. Sei K ein Korper und G C K* eine endliche Untergruppe der multi-
plikativen Gruppe von K. Dann ist G zyklisch.

Beweis. Sei n = #G die Ordnung von GG. Angenommen, G ist nicht zyklisch. Dann
gibt es einen echten Teiler d von n, so dass g¢ = 1 fiir alle g € G. [G ist isomorph
zu einem Produkt

G=Z/e\Z X L]esZ X --- X L]e, 7

von zyklischen Gruppen (die hier additiv geschrieben sind) mit e; > 2, e; | ey,

ooy €1 | e, und 7 > 2 (sonst wére G zyklisch). Dann ist d = e, ein echter
Teiler von n = e - - - €, und hat die verlangte Eigenschaft.] Das bedeutet, dass alle
Elemente von G Nullstellen in K des Polynoms X¢ — 1 sind. Ein Polynom vom
Grad d kann in einem Korper aber hochstens d Nullstellen haben, ein Widerspruch
zu d < n. Also muss G zyklisch sein. O

3.35. Folgerung. Die Gruppe ¥ ist zyklisch.
Beweis. F ist eine endliche Untergruppe von F . U

Ist G = (g) zyklisch der Ordnung n = #G, dann sind die Erzeuger von G gerade
die Elemente ¢* mit @ L n. (Denn ein Element h € G erzeugt G genau dann, wenn
g = hY ist fiir ein b. Ist h = ¢, dann heiBt das ab = 1 mod n, d.h. @ muss modulo n
invertierbar sein.) Die Erzeuger entsprechen also gerade den primen Restklassen
modulo n, und es gibt ¢(n) Erzeuger.

Insbesondere sehen wir, dass es ¢(p — 1) Erzeuger von F)' gibt.

3.36. Definition. Sei p eine Primzahl. Dann heifit g € Z Primitivwurzel mod p,
wenn g € [, ein Erzeuger der multiplikativen Gruppe F,’ ist.

Hier ist eine kleine Tabelle von Primitivwurzeln:

Primzahl p | ¢(p — 1) | Primitivwurzeln
2 1 1
3 1 2
5 2 2,3
7 2 3,5
11 4 2,3,8,9
13 4 2,6,7,11

Eine beriihmte Vermutung® von Emil Artin behauptet, dass jede ganze Zahl g #
—1, die keine Quadratzahl ist, eine Primitivwurzel mod p ist fiir unendlich viele
Primzahlen p. (Warum ist das fiir Quadratzahlen falsch?) Es gibt einen Beweis
dafiir unter der Annahme der ,,Extended Riemann Hypothesis“ (erweiterte Rie-
mannsche Vermutung). Es gentigt, die Behauptung fiir Primzahlen g zu beweisen.
Das beste Resultat, das sich nicht auf unbewiesene Vermutungen stiitzt, sagt,
dass die Aussage fiir alle Primzahlen ¢ stimmt, mit héchstens zwei Ausnahmen.”
Allerdings konnte die Aussage noch fiir kein einziges konkretes g bewiesen werden!

Die néchste offensichtliche Frage ist jetzt, wann (Z/mZ)* zyklisch ist. Da wir die
Antwort im Folgenden nicht benotigen, werde ich nur das Resultat angeben.

Shttp: //en.wikipedia.org/wiki/Artin_conjecture_on_primitive_roots
"D.R. Heath-Brown, Artin’s conjecture for primitive roots, Quart. J. Math. Oxford Ser. (2)
37, 27-38 (1986)
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3.37. Satz. Seip eine ungerade Primzahl und g eine Primitivwurzel mod p. Dann
konnen wir h = g oder h = g+p wdahlen, so dass h+p"Z fiir allen > 1 die Gruppe
(Z)p"Z)* erzeugt. Insbesondere ist (Z/p"Z)* zyklisch.

3.38. Satz. Die Gruppe (Z/2"Z)* ist zyklisch firn < 2. Firn > 3 ist (Z/2"Z)*
ein Produkt von zwei zyklischen Gruppen der Ordnung 2 und 2"~ 2. Als Erzeuger
konnen wir —1 und 5 wdhlen.

3.39. Satz. Die Gruppe (Z/mZ)* ist zyklisch genau dann, wenn m =1, 2, 4, p"
oder 2p™ ist mit einer ungeraden Primzahl p und n > 1.

4. QUADRATISCHE RESTE UND DAS QUADRATISCHE REZIPROZITATSGESETZ

Der Chinesische Restsatz und der Euklidische Algorithmus erlauben uns, lineare
Kongruenzen oder Systeme von Kongruenzen zu 16sen. Der néchste Schritt fiihrt
uns zu quadratischen Kongruenzen.

4.1. Definition. Sei p eine ungerade Primzahl und a € Z kein Vielfaches von p.
Dann heifit a ein quadratischer Rest mod p, wenn die Kongruenz z?> = a mod p
Losungen hat. Andernfalls heifit a quadratischer Nichtrest mod p.

4.2. Beispiele.

p | qu. Reste | qu. Nichtreste
3 1 2

5 1,4 2,3

7 1,2,4 3,5,6
1111,3,4,5,9| 2,6,7,8,10

Sei g eine Primitivwurzel mod p; dann ist jedes a mit p { a kongruent zu ¢g* mod p
(fiir ein &, das mod p—1 eindeutig bestimmt ist; insbesondere ist die Paritét von k
eindeutig bestimmt, da p — 1 gerade ist). Wir schreiben k = log;a € Z/(p — 1)Z.

4.3. Satz. Sei p eine ungerade Primzahl und a € Z, p 1 a; sei weiter g eine
Primitivwurzel mod p. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) a ist quadratischer Rest mod p.
(2) log, a ist gerade.
(3) a?~Y/2 = 1 mod p (Euler-Kriterium,).

Beweis. Sei a = ¢g* mod p mit k = log; a. Ist k = 2[ gerade, dann ist a = 22 mod p
fir x = ¢, also ist a quadratischer Rest mod p. Wenn a quadratischer Rest ist,
also @ = 22 mod p fiir ein z € Z, dann ist a®Y/2 = 27~! = 1 mod p nach
dem kleinen Satz von Fermat. Ist schlieflich a®~"/2 = 1 mod p, dann haben wir
¢*P=1/2 = 1 mod p, und da ¢ eine Primitivwurzel ist, bedeutet das, dass p — 1
den Exponenten k(p — 1)/2 teilt, woraus wiederum folgt, dass k gerade ist.

Wir haben also (2) = (1) = (3) = (2) und damit die Aquivalenz der Aussagen
gezeigt. U

Daraus sehen wir bereits, dass es genau (p — 1)/2 quadratische Restklassen und
(p — 1)/2 quadratische Nichtrestklassen mod p gibt.
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4.4. Bemerkung. FEs gilt

a qu. Nichtrest mod p <= k ist ungerade <= a? V2 =_1modp.

Beweis. Es ist nur noch zu zeigen, dass a®"9/2 = £1 mod p ist (falls p { a).
Sei b = a2, Dann ist b*> = @' = 1modp, also (b — 1)(b+ 1) = 0 im
Koérper F,. Es muss also einer der Faktoren verschwinden, und damit ist b = 1
oder b = —1 mod p. U

4.5. Definition. Wir definieren das Legendre-Symbol fiir eine ungerade Prim-
zahl p und a € Z durch

1 wenn p{a und a quadratischer Rest mod p ist,
a i . .
(—) =< —1 wenn p{a und a quadratischer Nichtrest mod p ist,
p 0 wenn p | a.

b
Es gilt dann (9) = <—>, falls a = b mod p.
p p

4.6. Bemerkung. Aus dem Euler-Kriterium folgt, dass sich (E) effizient be-
p

rechnen lisst: Die Potenz a*~1/? € F,, ldsst sich mit O((logp)?) Bitoperationen
berechnen (O(log p) Multiplikationen in F,, um die Potenz durch sukzessives Qua-
drieren zu berechnen; eine Multiplikation ldsst sich in O((log p)Q) Bitoperationen
oder schneller erledigen).

Es ist eine ganz andere Sache, tatséchlich eine Quadratwurzel von a mod p zu
finden (also x € Z mit x> = a mod p), wenn a ein quadratischer Rest mod p ist.
Es gibt probabilistische Algorithmen, die polynomiale erwartete Laufzeit haben,
aber keinen effizienten deterministischen Algorithmus.®

4.7. Bemerkung. Die Anzahl der Losungen von X? = @ in F,, ist genau 1+ (2) .
p

4.8. Satz. Sei p eine ungerade Primzahl, a € Z. Dann gilt

(ﬂ) =a? Y2 mod p,
p

und der Wert des Legendre-Symbols ist durch diese Kongruenz eindeutig bestimmdt.

Beweis. Wenn p | a, dann sind beide Seiten null mod p. In den anderen bei-
den Fillen folgt die Kongruenz aus Satz 4.3 und der nachfolgenden Bemerkung.
Die Eindeutigkeitsaussage folgt daraus, dass das Legendre-Symbol nur die Werte
—1,0,1 annimmt, die mod p alle verschieden sind (denn p > 3). U

8http: //en.wikipedia.org/wiki/Quadratic_residue#Complexity_of_finding_square_roots
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4.9. Satz. Seien p eine ungerade Primzahl und a,b € Z. Dann gilt
5)-G)G)
p p)\p)
Beweis. Nach Satz 4.8 gilt

(2) (9) = QD2 0D/2 (g -1/ = (a_b) mod p.
p) \p p

Wie oben folgt Gleichheit, da die moglichen Werte —1,0, 1 der linken und rechten
Seite mod p verschieden sind. [l

4.10. Bemerkung. Insbesondere ist das Produkt von zwei quadratischen Nicht-
resten mod p ein quadratischer Rest mod p.

4.11. Bemerkung. Die wesentliche Aussage von Satz 4.9 ldsst sich auch folgen-
dermaflen ausdriicken: Die Abbildung

FX — {£1}, a— (g)

ist ein Gruppenhomomorphismus. Da es stets quadratische Nichtreste gibt (z.B.
ist jede Primitivwurzel mod p ein quadratischer Nichtrest), ist dieser Homomor-
phismus surjektiv; sein Kern besteht gerade aus den Quadraten in F ;.

a

4.12. Beispiel. Wir konnen (5) mit Hilfe der Primfaktorzerlegung von a fakto-

risieren. Sei a = j:ZGq{qu"’ .. .q}:’“ mit paarweise verschiedenen ungeraden Prim-
zahlen ¢;. Dann ergibt sich

G)-COE 6 6 -()
p p p p p p
Im Folgenden werden wir uns der Frage zuwenden, wie man die verschiedenen

Faktoren berechnen kann.

Der einfachste Fall ist ¢ = —1.

4.13. Satz. (Erstes Erginzungsgesetz zum Quadratischen Reziprozititsgesetz)
Sei p eine ungerade Primzahl. Dann ist

(—_1) _ (—1)0r = {1 wenn p = 1 mod 4,

p —1 wenn p =3 mod 4.

Beweis. Nach Satz 4.8 gilt

<_—1> = (—1)®""Y2 mod p.

p
Da beide Seiten +1 sind, folgt Gleichheit. U
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4.14. Bemerkung. Wenn p = 1 mod 4 ist, dann gibt es also eine Quadratwurzel
aus —1 mod p. Man kann eine solche sogar hinschreiben. Sei p = 2m + 1. Dann
gilt

(ml)? = (<) 12 (=) - (<2) - (~1)
=(-1)"-1-2---m-(m+1)---(p—1)
= (-D)™(p—1!'=(=1)™" mod p.
Hier haben wir im letzten Schritt die Wilsonsche Kongruenz (p —1)! = —1 mod p

benutzt. Diese beweist man, indem man in der Fakultéit jeden Faktor mit seinem
Inversen mod p zusammenfasst. Die einzigen ungepaarten Faktoren sind dann 1
und —1.

Wir sehen also, dass (m!)?> = —1 mod p, wenn m gerade, also p = 1 mod 4 ist.
Allerdings lédsst sich m! mod p nicht effizient berechnen, so dass diese Formel fiir
praktische Zwecke nutzlos ist.

Im anderen Fall, fiir p = 3 mod 4, ist (m!)?> = 1 mod p, also m! = 41 mod p.
Man kann sich fragen, wovon das Vorzeichen abhéngt. Es stellt sich heraus, dass
das Vorzeichen fiir p > 3 dadurch bestimmt ist, ob die Klassenzahl von Q(v/—p)
kongruent zu 1 oder zu 3 mod 4 ist. Im ersten Fall ist m! = —1, im zweiten Fall
= 1 mod p.

Der néachste Schritt betrifft a = 2. Hier ist eine kleine Tabelle:
p |1 3 5 7|9 11 13 15|17 19 21 23|25 27 29 31

2
<5> - -+ - - + - + - 4

Das Ergebnis ldsst vermuten, dass <]%> nur von p mod 8 abhéngt, und zwar sollte

gelten (%) =1 fiir p =1 oder 7 mod 8 und (%) = —1 fiir p = 3 oder 5 mod 8.

Um so eine Aussage zu beweisen, miissen wir das Legendre-Symbol auf andere
Weise ausdriicken. Dies wird durch das folgende Resultat von Gauf geleistet.

4.15. Lemma. Sei p eine ungerade Primzahl. Sei weiter S C Z eine Teilmenge
mit #S = (p—1)/2, so dass {0} USU—S ein vollstindiges Reprdsentantensystem
mod p ist. (Zum Beispiel konnen wir S = {1,2,...,(p—1)/2} nehmen.) Dann gilt

fira € Z mit pta:
a o
) = (=1 #{sGS\asEfS}.
() -

Hierbei bezeichnet S = {5 | s € S} die Menge der durch Elemente von S reprisen-
tierten Restklassen mod p.

Der quadratische Restcharakter von a héngt also davon ab, wie viele der Reste
in .S bei Multiplikation mit a ,,die Seite wechseln*.

Beweis. Fiir alle s € S gibt es eindeutig bestimmte t(s) € S und e(s) € {£1}
mit as = &(s)t(s) mod p. Dann ist S 3 s +— t(s) € S eine Permutation von S: Es
geniigt, die Injektivitét zu zeigen. Seien also s, s’ € S mit ¢(s) = ¢(s'). Dann ist
as = t+as’ mod p, also (da a mod p invertierbar ist) s = £s mod p. Das ist auf
Grund der Wahl von S nur moglich, wenn s = ¢'.
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Modulo p haben wir dann

(%) [Is=a""2]]s

seS seS

Il
A
=

= (—1)#lseSlel)=—1} H S.

seS

Da p das Produkt [, ¢ s nicht teilt, folgt

(E) = (_1)#{s€S|a(s):—1} _ (_1)#{565\56—5} modp,

p
und daraus die behauptete Gleichheit (beide Seiten sind +1). O
Wenn wir in diesem Lemma a = —1 setzen, bekommen wir wieder Satz 4.13.

Wir konnen jetzt unsere Vermutung iiber (%) beweisen.

4.16. Satz. (Zweites Ergidnzungsgesetz zum Quadratischen Reziprozitidtsgesetz)
Sei p eine ungerade Primzahl. Dann gilt

2\ _ (_1>(p271)/8 B 1 wenn p==+1modS§,
p) 1 =1 wennp= =43 mod 8.

Beweis. Wir verwenden Lemma 4.15 mit

S:{1,2,3,...,p%1}.

Wir miissen die Elemente von S abzihlen, die (mod p) aufierhalb von S landen,
wenn sie verdoppelt werden. Fiir s € S gilt das genau dann, wenn 2s > (p —1)/2,
also wenn (p — 1)/4 < s < (p — 1)/2 ist. Die Anzahl dieser Elemente ist dann
genau

np) =22 |22

2 4
Die folgende Tabelle bestimmt n(p) fiir die verschiedenen Restklassen mod 8.

p | nlp) (%)
Sk+1| 2k | +1
8k+3|2k+1| —1
8k+5|2k+1| —1
8k+7|2k+2| +1
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4.17. Wie sieht es nun mit (%) aus, wenn q eine feste ungerade Primzahl ist und

wir p variieren lassen?

Wenn wir dhnlich wie eben fiir a = 2 die Werte fiir a = 3 und fiir a = 5 tabellieren,
dann konnen wir vermuten, dass

3\ _ 1 firp=+lmod12, |
p) | -1 firp=4+5mod12; [ ] _

9\ _ 1 fiir p= 41 mod 5, _(]_9>

p) | -1 firp=+2mod5. [ \5/°
Fiir groflere q erhalten wir dhnliche Muster: Wenn ¢ = 1 mod 4, dann héangt das
Ergebnis nur von p mod ¢ ab, und wenn ¢ = 3 mod 4 ist, dann héngt das Ergebnis

nur von p mod 4q ab. Beide Félle konnen im folgenden Resultat zusammengefasst
werden.

(
(

) fiir p =1 mod 4,
) fiir p = —1 mod 4;

Wkt wiIg

4.18. Satz. (Quadratisches Reziprozititsgesetz; Gaufl 1796)
Wenn p und q verschiedene ungerade Primzahlen sind, dann gilt

()= (5) == ()
p q q
) falls p =1 mod 4 oder ¢ =1 mod 4,

|
(

RIT I3

) falls p=—1 mod 4 und ¢ = —1 mod 4.

#=DPp, d.h., p* = p fir p=1mod 4 und p* = —p fir

~—

Hier setzen wir p* = (—1

p = —1 mod 4.
q-1 .
2 P>
e S
7
T
4{’?’/
q+1 //4&7
7 8
! =i
LR
/‘//
pd
5 o
1 &2
p+1 -1
1 4 pT

ABBILDUNG 1. Skizze zum Beweis von Satz 4.18. Hier ist p = 47,
¢g=29mitm=11,n="17.
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Beweis. Wir stiitzen uns wieder auf das Lemma 4.15 von Gauf3. Da wir es mit
zwei Legendre-Symbolen zu tun haben, brauchen wir zwei Mengen

1 1
s=412,... 22V wa 7=1{12. .. -\,
2 2

Seim=#{s € S| gse€ —S} (mod p) und n = #{t € T | pt € =T} (mod q).
Dann haben wir
g ]_9 — (1Y (1) — (1Mt
(0)(2)-caron-cor

Wir miissen also die Paritat von m -+ n bestimmen.

Wenn ¢s = —s’ mod p fiir ein s’ € S, dann gibt es ein eindeutig bestimmtes ¢t € Z
mit pt —qs = s € S, also 0 < pt —qs < (p—1)/2. Diese Zahl ¢t muss in T sein,

denn

-1 -1 +1
pt >qs >0 und ptﬁZ)T+q8§(Q+1)p2 <1t)q2 ,

also t < (¢4 1)/2, und weil ¢ ungerade ist, heit das t < (¢ — 1)/2. Damit ist

—1
m:#{(s,t)GSXT‘O<pt—q5§pT}.

Auf die gleiche Weise sehen wir, dass

n:#ﬁ H)eSxT
Da pt — gs fiir s € S, t € T niemals verschwindet, ergibt sich m +n = #X mit

1
—T<pt—qs<0}

1
X:{( tye SxT ——<pt—qs<—}
Diese Menge X ist symmetrisch zum Mittelpunkt des Rechtecks [1, ”T] 1, qT]
+1 g+l _ (p+l +1
Punktspiegelung an (£=, £=) iiberfiihrt (s,t) in (s',t') = (5= — 5, 5= —t), u
q+1 p+1 pP—q
tl_ /: <—_t>_ (——):—— t_
pt' —gs' = p(— o(—— s 5~ — (t —gs).
Also gilt
p—1 qg—1
pt—q8§T<:>pt qs' >—T und

q—1 p—1
pt=gqs 2 ——5— < pt' —qs’ S 5
d.h. (¢,t') € X <= (s,t) € X. Da der einzige Fixpunkt der Punktspiegelung der
Punkt (p+1 qH) ist und dieser Punkt genau dann in X liegt, wenn er ganzzahlige
Koordinaten hat, sehen wir, dass

1 1
#X ist ungerade <= 1%, % 7 <= p=—1mod4 und ¢ = —1 mod 4.

Damit ist der Satz bewiesen. O

4.19. Beispiel. Wir konnen das Quadratische Reziprozitéitsgesetz dazu benutzen,
Legendre-Symbole auf die folgende Weise zu berechnen:

(5)-(2)-0)- -G
oo (2)e-(9)--() () -~

Der Nachteil dabei ist, dass wir die Zahlen, die in den Zwischenschritten auftau-
chen, faktorisieren miissen, was sehr aufwendig werden kann. Um dieses Problem
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zu umgehen, verallgemeinern wir das Legendre-Symbol, indem wir beliebige un-
gerade Zahlen anstelle nur ungerade Primzahlen im ,,Nenner* zulassen.

4.20. Definition. Sei a € Z, und sei n € 7Z ungerade mit Primfaktorzerlegung
n = +pi'ps? ... pi*. Wir definieren das ,,Jacobi-Symbol*“ durch

k e;
(%) =11 (_)
n i1 Dj

Das Jacobi-Symbol hat folgende Eigenschaften, die die entsprechenden Eigenschaf-
ten des Legendre-Symbols verallgemeinern:

(1) (%) =0 genau dann, wenn ggT(a,n) # 1.

(2) Wenn @ = b mod n, dann (£) = (2).

(3) (%) = () (2):

(3) Gm) = () (3)-

(4) (£) =1 wenn a L n und a ein Quadrat mod n ist.
Warnung: Wenn n nicht prim ist, gilt im allgemeinen die Umkehrung der letzten

Implikation nicht. Beispielsweise ist (%) = 1, aber 2 ist kein Quadrat mod 15
(denn 2 ist kein Quadrat mod 3 oder mod 5).

Die wichtigste Eigenschaft des Jacobi-Symbols ist jedoch, dass das Quadratische
Reziprozitéitsgesetz und seine Ergédnzungsgesetze giiltig bleiben.

4.21. Satz. Seien m,n € Z positiv und ungerade. Dann gilt

Beweis. Dazu iiberlegen wir zuerst, dass n — (—1)""D/2 und n — (=1)*~1/8

als Abbildungen von 1 4 2Z nach {#£1} multiplikativ sind. Da der Wert nur von
n mod 4 bzw. n mod 8 abhéngt, ist das eine endliche Verifikation. Ebenso priift
man nach, dass (m,n) — (—1)"~D@=D/4 multiplikativ in beiden Argumenten ist.
Alternativ kénnen wir so vorgehen:

/ !/ /

o' —1 n—-1 n'—1 (n—1)(n"—1) oz,

2 2 2 2

da n und n’ beide ungerade sind. Ebenso ist

(nn')? —1 B n?—1 B ()’ =1 (n*=1)((n')*-1) c 97

8 8 8 8
Damit folgt
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Daher sind in den obigen Aussagen jeweils beide Seiten multiplikativ in m und n,
wir konnen sie also auf den Fall von Primzahlen reduzieren, wo wir die bereits
bekannten Sétze 4.13, 4.16 und 4.18 erhalten. O

4.22. Beispiel. Wir wiederholen die Berechnung von (%):

(5)-(2)-(2)- () @)-()--()--

Man sieht, dass man auf diese Weise Legendre-Symbole (oder Jacobi-Symbole)
im wesentlichen genauso berechnen kann wie den ggT. Der einzige Unterschied
besteht darin, dass man Faktoren 2 herausziehen und extra verarzten muss.

4.23. Bemerkung. Das Euler-Kriterium 4.8 gilt fiir das Jacobi-Symbol nicht.
Zum Beispiel gilt

a®19/2 =1 mod 15
fiir alle @ mit a L 15, obwohl das Jacobi-Symbol (1"—5) auch den Wert —1 annimmt
(z.B. fir a = 7).

Mit dem Jacobi-Symbol ldsst sich folgendes Ergebnis (das man auch fiir das
Legendre-Symbol formulieren kann, wenn man es auf Primzahlen n einschréankt)
elegant beweisen.

4.24. Satz. Seia € Z\ {0}. Dann hingt der Wert von (£) (fir n > 0 ungerade)
nur von n mod 4a ab.

Beweis. Wir schreiben a = € - 2° - m mit m ungerade, m > 0, und € = +1. Dann

gilt nach Satz 4.21
O-(EE
_ ( (%) (—1)(m=Dn-1)/4 (%)

= (o) ) R () ()

m

)
)

Der erste Faktor hangt hochstens von n mod 4 ab. Wenn der zweite Faktor nicht
trivial ist, dann ist e > 0, also 2m | a, und der zweite Faktor hingt nur von
n mod 8 ab. Der dritte Faktor schliellich héngt nur von n mod m ab. Insgesamt
ist (%) bestimmt durch

e n mod m, falls a = 4% - m/ mit m’ = 1 mod 4;
e nmod 4m, falls a = 4% - m’ mit m’ = 3 mod 4;
e n.mod 8m, falls a = 4% - m’ mit m’ = 2 mod 4.

In jedem Fall gilt, dass m, 4m oder 8m ein Teiler von 4a ist. U

4.25. Beispiel. Wir wollen einmal sehen, wie man das Quadratische Rezipro-
zitdtsgesetz dazu benutzen kann, die Unldsbarkeit einer diophantischen Gleichung
zu beweisen. Die folgende Gleichung wurde von Lind” und Reichardt'” untersucht.

9Carl-Erik Lind, Untersuchungen tber die rationalen Punkte der ebenen kubischen Kurven
vom Geschlecht Fins, Uppsala: Diss. 97 S. (1940).

0Hans Reichardt, Finige im Kleinen dberall losbare, im Grossen unldsbare diophantische
Gleichungen, J. reine angew. Math. 184, 12-18 (1942).
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Satz. (Lind, Reichardt)
Die Gleichung X* — 17Y* = 2 Z? hat keine primitiven ganzzahligen Lésungen.

Man kann zeigen, dass diese Gleichung Losungen in R hat (klar), und dass es
immer primitive Losungen mod n gibt fiir alle n > 1. Man braucht also bessere
Methoden, um diesen Satz zu beweisen.

Beweis. Sei (X,Y,Z) eine primitive Losung, und sei p ein ungerader Primteiler
von Z. (Da 17 keine vierte Potenz in Q ist, kann Z nicht null sein.) Ware p = 17,
dann wiirde 17 auch X und dann Y teilen, was nicht geht. p ist kein Teiler von X
oder Y (denn ggT(X,Y,Z) = 1). Modulo p bekommen wir nun die Kongruenz
X* = 17Y*; das zeigt, dass 17 quadratischer Rest mod p ist. Es folgt nach dem

QRG 4.18, dass
P\ _ (1),
17) \\p)

Auflerdem gilt nach den beiden Ergéinzungsgesetzen 4.13 und 4.16 noch

5)-G)-

Da Z ein Produkt von Potenzen von —1, 2 und seinen ungeraden Primteilern ist,
folgt, dass Z ein quadratischer Rest mod 17 sein muss. Es gibt also W € Z mit
Z = W? mod 17. Damit bekommen wir die Kongruenz

X*=2W*mod 17

mit W # 0 mod 17. Wir kénnen also mit einem Inversen von W* mod 17 multi-
plizieren und erhalten

U* =2 mod 17
fiir geeignetes U € Z. Diese Kongruenz hat aber keine Losung (die Quadratwurzeln
aus 2 mod 17 sind £6, und das sind keine quadratischen Reste mod 17). Il

5. DER GITTERPUNKTSATZ VON MINKOWSKI

Bevor wir uns nun dem eigentlichen Thema der Vorlesung zuwenden, miissen wir
noch ein Hilfsmittel bereitstellen, mit dem sich viele der folgenden Aussagen auf
recht elegante Weise beweisen lassen. Die Grundidee dieses Prinzips sagt, dass
jede hinreichend grofle konvexe und zentralsymmetrische Teilmenge des R™ einen
von 0 verschiedenen Punkt mit ganzzahligen Koordinaten enthalten muss. Dies ist
die Aussage des Gitterpunktsatzes von Minkowski, den wir in diesem Abschnitt
beweisen werden.

Zuerst fithren wir aber den Begriff eines Gitters ein als Verallgemeinerung von
Zr C R™.

5.1. Definition. Ein Gitter A C R" ist die Menge der ganzzahligen Linearkom-
binationen einer Basis vq,...,v, von R". Insbesondere ist A dann eine additive
Untergruppe von R". Die Menge

F={> ;10 <t; <1 fiir alle j |
j=1
heifit eine Grundmasche des Gitters A, und A(A) = vol(F) = |det(vy,...,v,)]
heifit das Kovolumen von A. Beachte, dass viele verschiedene Basen das selbe
Gitter erzeugen. Die Grundmasche F' hiangt von der gewéhlten Basis ab, wahrend
das Kovolumen nur von A abhingt, da die Basiswechselmatrix A aus GL,(Z)
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kommen muss (d.h., sowohl A als auch A~! haben ganzzahlige Eintriige) und
somit ihre Determinante +1 ist.

Die wichtigste Eigenschaft von F ist, dass jeder Vektor v € R™ eindeutig geschrie-
ben werden kann als v = A 4+ w mit A € A und w € F. Anders gesagt ist R" die
disjunkte Vereinigung aller Translate F' 4+ A von F' um Gittervektoren A € A.

ABBILDUNG 2. Beispiel eines Gitters mit zwei Grundmaschen

5.2. Beispiel. Das Standardbeispiel eines Gitters im R" ist A = Z™ C R". Es wird
von der Standardbasis ey, ..., e, von R" erzeugt und hat Kovolumen A(Z") = 1.

In gewisser Weise ist dies das einzige Beispiel. Ist ndmlich A = Zv,+- - -+Zv,, C R"
irgendein Gitter, dann ist A das Bild von Z" unter der invertierbaren linearen
Abbildung T : R® — R", die die Standardbasis ey, ..., e, auf vy,...,v, abbildet.
Das Kovolumen ist dann A(A) = | det(7T')].

5.3. Satz. Sei A C R"™ ein Gitter, und sei A’ C A eine Untergruppe von endlichem
Index m. Dann ist N ebenfalls ein Gitter, und es gilt A(A') = m A(A).

Beweis. Wir haben A = Z" als abelsche Gruppen. Nach dem Struktursatz fiir
endlich erzeugte abelsche Gruppen gibt es einen Isomorphismus ¢ : A — Z",
der A" auf a1Z x - - - X a,,Z abbildet mit geeigneten nichtnegativen ganzen Zahlen
ai,...,a,. Da der Index von A’ in A endlich ist, sind die a; sogar positiv, und
ai---a, = m. Sei vy,...,v, die Basis von A, die unter ¢ auf die Standardbasis
abgebildet wird. Dann ist A’ = Zajv, + - - - + Za,v, C R™, woran wir sehen, dass
A’ ein Gitter ist. AuBerdem gilt

A(N) = |det(ayvy, . .., a,v,)| = ay -+ a, | det(vy, ..., v,)] = mA(A).
U

Dieser Satz gibt uns eine einfache Moglichkeit, Gitter zu konstruieren. In den
Anwendungen werden wir uns héufig auf diese Konstruktion stiitzen.
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5.4. Folgerung. Sei ¢ : Z" — M ein Gruppenhomomorphismus auf eine endliche
Gruppe M (d.h., ¢(Z"™) = M ). Dann ist der Kern von ¢ ein Gitter A C 2" C R"
mit Kovolumen A(AN) = #M.

Beweis. Es gilt Z" / ker ¢ = M, also ist A = ker ¢ eine Untergruppe des Gitters Z"
von endlichem Index (Z" : A) = #M. Die Behauptung folgt dann aus Satz 5.3
und aus A(Z") = 1. O

Jetzt konnen wir den Satz von Minkowski formulieren und beweisen.

5.5. Satz. (Minkowski) Sei A C R"™ ein Gitter, und sei S C R" eine (zen-
tral)symmetrische (S = —S) und konvexe Teilmenge, so dass vol(S) > 2"A(A).
Dann enthdlt S einen von Null verschiedenen Gitterpunkt aus A.

—F
\V 7,
—— \ e 74
/ N
A N
L g

74

ABBILDUNG 3. Skizze zum Beweis von Satz 5.5

Beweis. Wir beweisen zunéchst, dass X = %S mit einem seiner Translate X + A
um Elemente A € A nichtleeren Durchschnitt hat. Das liegt daran, dass vol(X) >
vol(F') ist, so dass die ganzen Translate von X | nicht genug Platz haben“ um
disjunkt zu sein.

Sei dazu F' eine Grundmasche von A. Wir setzen fiir A € A
Xh=FNn(X+X\).
R™ ist die disjunkte Vereinigung der F'— A mit A € A: R* =[], (¥ — ). Es folgt
X=]]&xnE-0)=TJ((x+0)nF) =) =]]x-N.

AeA AeA AeA
Damit ergibt sich (unter Verwendung der Voraussetzung vol(S) > 2"A(A))
D vol(Xy) =) vol(Xy — A) = vol(X) = 27" vol(S) > A(A) = vol(F) .
AeA AeA
Auf der anderen Seite gilt nach Definition

UXACF.
AEA
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Wiren die X, paarweise disjunkt, dann wiirde daraus

Z vol(X) < vol(F)

AeA
folgen, im Widerspruch zu dem gerade Gezeigten. Also muss es A\, u € A geben
mit A # g und X, N X, # (. Wir verschieben um —z und erhalten

XN(X+A=p) D (X, —p)N(Xn—p) #0.
(In der Skizze ist p = 0.)

Seinun z € XN (X +X—p). Dann ist 22 € 2X = S und 2z —2(A—p) € 2X = S.
Da S symmetrisch ist, haben wir auch 2(\ — u) — 2z € S. Da S auBerdem konvex
ist, muss der Mittelpunkt der Strecke, die 2z und 2(A — p) — 22 verbindet, ebenfalls
in S sein. Dieser Mittelpunkt ist aber gerade A — p € A\ {0}. Damit ist der Satz
bewiesen. U

5.6. Bemerkung. Alle drei Bedingungen an S in Satz 5.5 sind notwendig. Sei
zum Beispiel A = Z". Wahlen wir S als den offenen n-dimensionalen Wiirfel mit
Seitenldange 2 und Zentrum im Ursprung, dann ist vol(S) = 2" = 2"A(A), aber
dennoch S N'A = {0}. Man kann die strikte Ungleichung vol(S) > 2"A(A) ab-
schwichen zu vol(S) > 2"A(A), wenn man zusétzlich voraussetzt, dass S kompakt
ist (was fiir den offenen Wiirfel natiirlich nicht gilt), siche unten.

Es ist auch nicht schwer, Gegenbeispiele zu finden, bei denen S nicht symmetrisch
oder nicht konvex ist.

5.7. Satz. (Variante zum Gitterpunktsatz) Sei A C R™ ein Gitter, und sei S C R™
eine symmetrische, konvexe und kompakte Teilmenge, so dass vol(S) > 2"A(A).
Dann enthdlt S einen von Null verschiedenen Gitterpunkt aus A.

Beweis. Fiir t € Ry sei tS = {tx | x € S}. Dann ist vol(tS) = t" vol(S), und fiir
t > 1 erfiillt .S die Voraussetzungen in Satz 5.5. Fiir jedes m > 1 gibt es also einen
Gitterpunkt 0 # x,,, € (1+ =)S N A. Weil mit S auch 25 kompakt und A C R"
diskret ist, gibt es nur endlich viele Punkte in 25 N A. Es muss demnach einer
dieser Punkte unendlich oft als z,, vorkommen. Sei x ein solcher Punkt. Dann ist
x#0,2€Aund (14 1)z € S fiir unendlich viele m. Da S abgeschlossen ist,
folgt = = lim,, oo (1 + %)*% €S. O

6. SUMMEN VON ZWEI UND VIER QUADRATEN

In diesem Abschnitt werden wir die Frage beantworten, welche natiirlichen Zah-
len als Summe von (hochstens) zwei bzw. vier Quadratzahlen geschrieben werden
konnen.

Wir betrachten zunéchst Summen von zwei Quadraten. Sei
E2 = {1'2+y2 | T,y GZ}
=4{0,1,2,4,5,8,9,10, 13,16, 17, 18, 20, 25, 26, 29, 32, 34, 36, 37,40, ... } .

Offensichtlich sind alle Quadratzahlen in >5. Fast ebenso klar ist, dass alle Zahlen
n = 3 mod 4 fehlen, denn ein Quadrat ist stets = 0 oder 1 mod 4, eine Summe
von zwei Quadraten kann also niemals = 3 mod 4 sein. Auflerdem hat >, noch die
folgende wichtige Eigenschaft:
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6.1. Lemma. Y ist multiplikativ abgeschlossen: m,n € Yo = mn € X,.

Beweis. Wir verifizieren, dass

(22 + y))(u +02) = (zu F yo)? + (v + yu)?.

Eine Moglichkeit, diese Formel zu interpretieren, verwendet komplexe Zahlen:

| +iyl* = 2" +y* und | = [o*|B]".

Wegen dieser multiplikativen Struktur von 335 liegt es nahe, sich anzusehen, welche
Primzahlen in ¥ liegen. Wir haben schon gesehen, dass p ¢ ¥, wenn p = 3 mod 4
ist. Auf der anderen Seite ist natiirlich 2 € 5, und die Aufzédhlung der Elemente
von Y, oben ldsst vermuten, dass alle Primzahlen p = 1 mod 4 ebenfalls in ¥,
sind. Dies ist tatséchlich der Fall.

6.2. Satz. (Zwei-Quadrate-Satz fiir Primzahlen)
Ist p =1 mod 4 eine Primzahl, dann ist p € .

Erster Beweis. Dieser erste Beweis beruht auf der Abstiegsmethode von Fermat.

Wir wissen nach Satz 4.13, dass —1 ein quadratischer Rest mod p ist. Also gibt
esa € Z, k>1mit a®* +1 = kp. Wir kénnen |a| < (p — 1)/2 wihlen, dann gilt
k<p/4<p.

Sei jetzt k > 1 minimal, so dass es z,y € Z gibt mit 2%+ y? = kp. Wir miissen zei-
gen, dass k = 1 ist. Nehmen wir also £ > 1 an. Es gibt u = z mod k, v = —y mod k
mit |ul, |[v| < k/2. Dann ist u? + v* = 22 4+ y* = 0 mod k, also

u? + v = kE'
mit 0 < &' < k/2 < k. Nun kann &’ nicht null sein, sonst wire v = v = 0 und

damit % | z,y, also k? | kp, was nicht geht, weil k£t p (denn 1 < k < p). Also ist
1 <k < k. Nun gilt

ru—yv=2°+y*=0modk, v +yu =xy —yr = 0 mod k
und (zu — yv)? + (zv + yu)? = (22 + y?)(v® + v?) = k? K'p. Wir setzen
,  TUuU—Yv , TVt yu
T = T Yy = 2 )
dann wird (2/)* 4+ (v')*> = K'p mit 1 < &’ < k, im Widerspruch zur Minimalitét
von k. Also ist k£ > 1 nicht mo6glich, und wir miissen k£ = 1 haben. U

Die Idee in diesem Beweis ist die folgende. Sei & = z + iy mit |[£]? = kp. Wir
konstruieren 7 = u + iv mit n = £ mod k (im Ring Z[i]) und |n|> = kk’. Dann
wird én = |€[> = 0mod k, es ist also &n = k€' mit ¢ € Z[i], und wir haben
€% = 1&nl*/k* = K'p.

Jetzt wollen wir den Satz von Minkowski benutzen, um einen zweiten Beweis von
Satz 6.2 zu geben.

Zweiter Beweis. Fiir den Satz von Minkowski 5.5 brauchen wir ein Gitter A und
eine Menge S C R". Da wir es mit zwei Variablen zu tun haben, ist n = 2. Wir
werden das Gitter dazu benutzen, um sicherzustellen, dass z? + y? ein Vielfaches
von p ist, und wir werden S verwenden, um zu erreichen, dass x2 4 42 so klein ist,
dass 22 + y? = p die einzig verbleibende Moglichkeit ist.
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Um das Gitter zu konstruieren, beginnen wir wieder mit der Tatsache, dass —1
quadratischer Rest mod p ist. Sei also a € Z mit a® +1 = 0 mod p. Wir definieren

gb:ZQ—)]Fpa (xay)'ﬁj_aga

dann ist ¢ ein surjektiver Gruppenhomomorphismus auf die endliche (additive)
Gruppe F,. Nach Folgerung 5.4 ist dann A = ker ¢ ein Gitter mit Kovolumen
A(A) = #F, = p. Sei jetzt (z,y) € A. Dann gilt = ay mod p, also

22 4+ 92 = (ay)* + y* = (a* + 1)y* = 0 mod p,
also ist 22 + y? durch p teilbar.

Fiir S nehmen wir die offene Kreisscheibe vom Radius y/2p um den Ursprung.
Dann gilt fiir (z,y) € S, dass 22 + y* < 2p ist. Offensichtlich ist S symmetrisch
und konvex. Auflerdem ist

vol(S) = 27mp > 4p = 22A(A),

so dass wir Satz 5.5 anwenden koénnen. Der Satz liefert uns (0,0) # (z,y) € SNA.
Es folgt, dass 22 + y? ein Vielfaches von p ist mit 0 < 22 + y? < 2p, also muss
p =1z +y? € Xy sein. U

Aus dem, was wir bisher bewiesen haben, folgt bereits eine Richtung des folgenden
Ergebnisses, das die Elemente von Y, charakterisiert.

6.3. Satz. (Zwei-Quadrate-Satz) Fine positive ganze Zahl n kann genau dann als
Summe zweier Quadrate geschrieben werden, wenn jede Primzahl p = 3 mod 4 in
der Primfaktorzerlequng von n mit geradem Ezponenten auftritt.

Beweis. Wenn n die angegebene Form hat, dann ist n = p; - - - p,m? mit Primzah-
len p; = 2 oder p; = 1 mod 4. Wir wissen, dass alle Faktoren in ¥, sind (klar fiir 2
und fiir m?, eben bewiesen fiir p = 1 mod 4), also ist wegen der multiplikativen
Abgeschlossenheit von ¥y auch n € ¥,.

Fiir die Gegenrichtung nehmen wir an, dass n € ¥ ist, und dass wir bereits wissen,
dass alle m € ¥y mit m < n die angegebene Form haben. Sei p = 3 mod 4 ein
Primteiler von n. Wir kénnen (wegen n € X) n = z* +3? schreiben. Dann muss p
sowohl x als auch y teilen: Angenommen, p teilt etwa x nicht. Dann gibt es a € Z
mit az = 1 mod p, und nach Multiplikation mit a? folgt aus 0 = n = 2% +y? mod p

—1= -1+ (ax)® + (ay)* = (ay)* mod p.

Damit wére —1 ein quadratischer Rest mod p, was aber wegen p = 3 mod 4
nach Satz 4.13 nicht sein kann. Also war die Annahme falsch, und p muss x
und y teilen. Dann ist aber p? ein Teiler von n. Wir schreiben n = p?m. Es ist
m = (z/p)? + (y/p)? ebenfalls Summe von zwei Quadraten, also wissen wir nach
unserer Induktionsannahme, dass m die angegebene Form hat. Dann hat aber auch
n diese Form. U

Als néchstes wollen wir uns der Frage zuwenden, welche natiirlichen Zahlen Sum-
men von vier Quadraten sind. Wenn man etwas herumexperimentiert, wird man
feststellen, dass das anscheinend immer moglich ist. Sei also

2, 2, 2, 2
Yy=Aa7+ a3t ag+ay | w1, 00,73,74 €L}
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6.4. Lemma. (Euler 1748) ¥, ist multiplikativ abgeschlossen.

Beweis. Man iiberzeugt sich davon, dass
(a* 4+ 0* + 2 + d*) (A% + B* + C? + D?)
= (aA —bB — cC — dD)* + (aB + bA + ¢D — dC)?
+ (aC + ¢A — bD + dB)* + (aD + dA + bC — cB)*.
a

In der gleichen Weise, wie die Multiplikationsformel fiir Summen zweier Quadrate
mit den komplexen Zahlen zusammenhéangt, hat diese Formel fiir vier Quadrate
mit den Quaternionen zu tun. Sie wurden von Hamilton entdeckt und sind wie
folgt definiert: H ist eine R-Algebra. Als R-Vektorraum ist

H={a+0bi+cj+dk|abcdeR},
damit ist die Addition in H definiert. Die Multiplikation ist durch folgende Regeln
festgelegt:

2= 2=k =1,
1y =k, ji=—k, jk=i,kj=—i, ki=7j tk=—j.

Man sieht, dass H nicht kommutativ ist.
Zu einer Quaternion « = a+ bi + cj + dk definiert man die konjugierte Quaternion
als @ = a — bi — ¢j — dk. Dann priift man nach, dass

N(a):=aa =aa=a*+b*+c* +d°.
Da aff = Ba, folgt

N(aB) = aBaB = aBfa = aN(8)a = aaN(8) = N(a)N(8).

Dabei haben wir benutzt, dass N(3) € R ist und daher mit allen Quaternionen

kommutiert. Diese Multiplikationsformel fiir die ,Norm*“ N ergibt die Formel aus
Lemma 6.4, wenn man sie ausschreibt.

Da N(a) = a® + b + ¢ + d? ist, gilt N(a) # 0 fiir o # 0. Demnach ist
a = N(a)'a

ein Inverses von a@ # 0: H ist ein Schiefkorper. Mehr Informationen zu den Qua-
ternionen gibt es in [Z, §7].

Um zu beweisen, dass alle positiven ganzen Zahlen in >, sind, geniigt es also zu
zeigen, dass alle Primzahlen in 34 sind. Als Startpunkt brauchen wir folgendes
Resultat.

6.5. Lemma. Seip eine ungerade Primzahl und seien a,b,c € 7 keine Vielfachen
von p. Dann gibt es u,v € Z mit

a = bu?+ cv* mod p.

Beweis. Wir miissen in F,, die Gleichung a—bu? = ¢v? 16sen; hierbei sind a, b, & # 0.
Wir wissen, dass es genau (p + 1)/2 Quadrate in I, gibt (Null und die (p — 1)/2
quadratischen Restklassen). Beide Seiten der Gleichung kénnen also unabhéngig
voneinander jeweils (p + 1)/2 verschiedene Werte annehmen. Da F, aber nur
p<(p+1)/2+ (p+ 1)/2 Elemente hat, konnen diese beiden Wertemengen nicht
disjunkt sein. Es muss also u, v € Z geben, so dass beide Seiten gleich werden. [
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Insbesondere sehen wir, dass die Kongruenz u? +v%+1 = 0 mod p stets losbar ist.

6.6. Satz. (Vier-Quadrate-Satz fiir Primzahlen)
Sei p eine Primzahl. Dann ist p Summe von vier Quadraten ganzer Zahlen.

Wir werden wieder zwei Beweise geben.

Erster Beweis. Die Aussage ist klar fiir p = 2. Sei also p ungerade. Dann gibt
es nach Lemma 6.5 ganze Zahlen u,v mit (oBdA) |ul,|v] < (p — 1)/2, so dass
02+ 12 +u? +v% = kp ist mit 0 < k < p. Wir kénnen also jedenfalls ein Vielfaches
von p als Summe von vier Quadraten schreiben. Sei nun £ > 1 minimal, so dass
es a,b,c,d € Z gibt mit a® + b* + ¢ + d* = kp. Wir miissen zeigen, dass k = 1
ist. Also nehmen wir £ > 1 an. Analog wie im Beweis des Zwei-Quadrate-Satzes
betrachten wir die konjugierte Quaternion mod k: Wir wihlen A, B, C, D € Z mit
Al B, [Cl, |D] < k/2 und
A=a, =-b (C=-—c = —dmod k.

Es gilt dann jedenfalls A2+ B2+ C?+ D? < 4(k/2)? = k*. Wenn wir hier Gleichheit
haben, dann muss k = 2m gerade sein, und es muss A, B, C, D = +m gelten. Das
heiffit dann aber auch, dass a, b, c,d = m mod 2m sind; damit wéren a, b, ¢, d alle
durch m teilbar: a = ma’, b = mb', ¢ = mc’, d = md' mit o, V', ,d ungerade.
Dann wire

kp=a+ 0+ +d>=m*((d)>+ ) + () + (d)?)
durch k? = 4m? teilbar (denn (a')?, (V)% ()2, (d')> = 1 mod 4), was aber nicht

geht, da k wegen 1 < k < p kein Teiler von p ist. Ahnlich sieht man, dass A, B, C, D
nicht alle null sein kénnen. In jedem Fall ist

A+ B +CP+ D=+ ++d>=0mod k.
Also ist A% + B2 + C? + D? = kK’ mit 1 <k’ < k. Nun ist
EE'p = (a®> + b + & + d*)(A* + B> + C* + D?)
= (aA —bB — cC — dD)* + (aB + bA + ¢D — dC)?
+ (aC + cA — bD + dB)* + (aD + dA + bC — cB)*.

Man priift nach, dass alle vier Klammern im letzten Ausdruck durch k teilbar
sind. Wir konnen sie also jeweils durch k teilen und erhalten eine Darstellung von
k'p als Summe von vier Quadraten, im Widerspruch zur Minimalitit von k. [

Nun der Beweis mit Hilfe des Gitterpunktsatzes:

Zweiter Beweis. Wir miissen wieder ein geeignetes Gitter A und eine Menge S
konstruieren, diesmal im R*. Die Wahl von S ist ziemlich klar:

S = {(x1, 2, 73, 74) € R* | 23 + 25 + 23 + 27 < 2p}.

Um das Volumen von S zu berechnen, ist es niitzlich, die Volumenformel fiir die
n-dimensionale Einheitskugel zu kennen:

vol(B") = @

(dabei gilt wie iiblich (24+)! = 2 (22)l; auBerdem ist noch (—3)! = /7). Fiir

n = 4 ergibt sich vol(B*) = 72/2, also ist vol(S) = 72(2p)?/2 = 272p>.
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Daran kann man schon sehen, dass das Gitter A Kovolumen p? haben sollte.
Wir sollten also einen Homomorphismus ¢ : Z* — F; finden, so dass fiir alle
(71, T2, 3, 24) € ker ¢ gilt, dass 2% + x5 + 23 + 23 durch p teilbar ist.

Seien dazu wieder u,v € Z mit u? + v*> + 1 = 0 mod p. Wir definieren
G2 —Fo, (21,22, 73,34) — (Ty — UTy + Ty, Ty — UTy — VT1) .
Ist (21,29, x3,74) € A := ker ¢, dann gilt mod p:
o]+ x5+ a5 + 2 = 27+ (ury — vxy)? + (ury +vxy)? + 1]
= (L+v’+07)(a] +23) =0,

also ist p ein Teiler von x? + 3 + 73 + x3. Es ist klar, dass ¢ surjektiv ist, also ist
A(A) = p?. Nun gilt vol(S) = 2w%p > 16p* = 2*A(A), also gibt es

(0,0,0,0) # (x1, 22, x3,24) € SNA,

und wie im Beweis des Zwei-Quadrate-Satzes folgt dann 23 + 23+ 22 +22 =p. O

6.7. Folgerung. (Vier-Quadrate-Satz; Lagrange 1770)
Jede nichtnegative ganze Zahl ist Summe von vier Quadratzahlen.

Jetzt ist es natiirlich eine naheliegende Frage, wie es mit Summen von drei Qua-
draten aussieht. Dazu bemerken wir zunéchst Folgendes.

6.8. Lemma. Ist m von der Form 4*(81 + 7) (mit k,l > 0), dann ist m nicht
Summe von drei Quadratzahlen.

Beweis. Zuerst iiberlegen wir, dass fiir m > 1 mit 4m auch m Summe von drei
Quadraten ist: Gilt 4m = 2% + 23 + 22, dann ist 2% + 23 + 22 = 0 mod 4, und das
ist nur moglich, wenn w1, x5, x3 alle gerade sind. Dann ist aber

m = (21/2)* + (22/2)* + (23/2)°
ebenfalls Summe von drei Quadraten

Es geniigt also zu zeigen, dass m = 8k + 7 nicht Summe von drei Quadraten sein
kann. Das folgt nun aber aus einer Betrachtung modulo 8: Ein Quadrat ist stets
= 0,1 oder 4 mod 8; damit kann die Summe dreier Quadrate nicht = 7 mod 8
sein. U

Tatséchlich ist das die einzige Einschrénkung.

6.9. Satz. (Drei-Quadrate-Satz; GauB)
Eine ganze Zahl m > 0 ist genau dann Summe dreier Quadratzahlen, wenn m
nicht in der Form m = 4%(81 + 7) geschrieben werden kann.

Wir kénnen das jetzt noch nicht beweisen, aber wir konnen den Satz wenigstens
auf eine schwichere Aussage reduzieren.
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6.10. Lemma. Ist m € Z Summe dreier Quadrate rationaler Zahlen, so ist m
auch Summe dreier Quadrate ganzer Zahlen.

Beweis. (Siehe [Sch, S.198f].) Sei m = x3 + 2 + 23 mit z1, 29,73 € Q. Wir
konnen annehmen, dass der Hauptnenner ¢ von x1, 9, x5 minimal gewahlt ist. Wir
miissen ¢ = 1 zeigen, also nehmen wir ¢ > 1 an. Seien yq, 4o, y3 die zu x1, xs, T3
néichstgelegenen ganzen Zahlen (mit willkiirlicher Auswahl, wenn es zwei Moglich-
keiten gibt). Wir schreiben = = (21, z9,23) und y = (y1,¥2,y3) und verwenden
(x,y) = x1y1 + T2ys + w3y fir das Skalarprodukt. Wir schreiben |z| = /(z, z)
fiir die euklidische Liénge eines Vektors. Es gilt dann 0 < |z — y|? < 3/4 < 1.
AuBlerdem ist
di=clz—yP=cm—2cx) y+c) .
Der Punkt
2(x, x — 1
o=t B ) = (07 = m) e 2em — (e )))

erfiillt ebenfalls |z/|> = m (2’ ist der zweite Schnittpunkt der Geraden durch x
und y mit der Kugeloberfliiche |z|> = m) und hat einen Nenner, der ¢ < c teilt.
Das zeigt, dass ¢ nicht minimal war, und ergibt den gesuchten Widerspruch. [

Es bleibt also noch zu zeigen, dass m, wenn es nicht die Form 4%(8] + 7) hat, als
Summe von drei Quadraten rationaler Zahlen geschrieben werden kann. Das folgt
aus dem Hasse-Prinzip fiir quadratische Formen, das wir in Abschnitt 9 besprechen
werden.

Hier ist noch eine nette Konsequenz des Drei-Quadrate-Satzes. Eine Dreieckszahl
ist eine ganze Zahl der Form n(n+1)/2, also eine Zahl aus der Folge 0, 1, 3, 6, 10, 15,
21,28, ....

6.11. Satz. Jede nichtnegative ganze Zahl ist Summe dreier Dreieckszahlen.

Beweis. Sei m > 0 eine ganze Zahl. Dann ist nach dem Drei-Quadrate-Satz 6.9
8m + 3 = x2 + y? + 2% als Summe dreier Quadrate darstellbar. Dabei miissen
x,y, z ungerade sein (Betrachtung mod 4). Wir schreiben x = 2u+ 1, y = 2v + 1,
2z = 2w + 1. Es folgt

1 2 1 2 1 2
m:§((2u+1) —1)+§((20—|—1) —1)+§((2w+1) —1)

Cu(u+1) v+l ww+1)
T2 T T

g

Ein Grund dafiir, dass der Drei-Quadrate-Satz schwieriger ist als der Zwei- oder
der Vier-Quadrate-Satz, liegt darin, dass die Menge

Sy ={2*+y*+2*|z,y,2 € Z}

keine multiplikative Struktur besitzt wie ¥y und 4. (Zum Beispiel sind 3 und 5
in X3, 35 = 15 jedoch nicht.)

Es gibt eine analoge Identitdt wie in Lemma 6.1 und in Lemma 6.4 fiir acht
Quadrate.'" (Dahinter steckt die Algebra der Octonionen oder Oktaven, deren
Multiplikation nur noch eine schwichere Bedingung als die Assoziativitédt erfiillt.

Whttp: //en.wikipedia.org/wiki/Degen%27s_eight-square_identity


http://en.wikipedia.org/wiki/Degen%27s_eight-square_identity
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Siehe zum Beispiel [Z, §9].) Hurwitz hat 1898 bewiesen, dass es solche Identitéiten
nur fiir Summen von 1, 2, 4 oder 8 Quadraten geben kann. Siehe [Z, §10].

Man kann sich auch fragen, wie viele Moglichkeiten es gibt, eine gegebene natiirli-
che Zahl m als Summe von zwei oder vier Quadraten zu schreiben. Dafiir gibt es
die folgenden Formeln:'?

Ro(m) = #{(x,y) € Z* | &* +y* =m} =4 x(d)

dlm

Ry(m) := #{(w1, 19, w3, 24) €Z* | 2? + 22 + 22 + 22 =m} =8 Z d
dim,44d

Die Summen laufen jeweils iiber die positiven Teiler von m, und

0 falls d gerade,
x(d) = 1 falls d =1 mod 4,
—1 falls d = 3 mod 4.

Eine andere natiirliche Frage ist die folgende (Waring 1770):"?

Gibt es fir jedes k > 1 eine Zahl g(k), so dass jede natiirliche Zahl Summe von
hochstens g(k) k-ten Potenzen natirlicher Zahlen ist?

Der Vier-Quadrate-Satz sagt, dass g(2) = 4 ist. Waring vermutete ¢(3) = 9 und
g(4) = 19. Hilbert bewies 1909, dass Warings Frage eine positive Antwort hat.
Euler vermutete bereits, dass

=2+ |(3)] -2

fiir alle k£ gilt. (In jedem Fall gilt hier ,>¢  da dies die Maximalzahl von k-ten
Potenzen ist, die man fiir die Zahlen bis 3* — 1 braucht.) Heute ist bekannt, dass

(L) <2

gilt, was vermutungsweise immer der Fall ist. In jedem Fall kann es nur endlich
viele Ausnahmen geben (und man hétte dann ebenfalls eine Formel fiir g(k)).

Weit schwieriger ist die Frage, was die kleinste Zahl G(k) ist, so dass jede hin-
reichend groffe natiirliche Zahl Summe von G(k) k-ten Potenzen ist. Die einzigen
bekannten Werte sind G(2) = 4 und G(4) = 16; sonst gibt es nur untere und obere
Schranken, wie zum Beispiel 4 < G/(3) < 7 (mit der Vermutung G(3) = 4).

7. TERNARE QUADRATISCHE FORMEN

Wir haben bereits einige Beispiele von quadratischen Formen gesehen.

2http:/ /en.wikipedia.org/wiki/Jacobi%27s_four-square_theorem
1?’http: //en.wikipedia.org/wiki/Waring_problem


http://en.wikipedia.org/wiki/Jacobi%27s_four-square_theorem
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7.1. Definition. Eine quadratische Form in n Variablen ist ein homogenes Poly-
nom von Grad 2 in n Variablen mit ganzzahligen Koeffizienten. (Man kann aber
quadratische Formen auch allgemeiner iiber beliebigen Ringen betrachten.)

Ist n =2,3,4,...,sospricht man auch von bindren, terndren, quaterndren, . ..qua-
dratischen Formen. Binédre quadratische Formen haben also die Form

Qx,y) =ax® +bay +cy®.
Ternére quadratische Formen sehen so aus:

Q(r,y, 2) =ar’ +by* +cl +dry+eyz+ frx.

Im vorigen Abschnitt ging es um Darstellungen von Zahlen durch die quadrati-
schen Formen x? + y? und z? + 23 + 22 + z2. Eine andere Frage, die man stellen
kann, ist, ob eine gegebene quadratische Form eine nichttriviale Nullstelle hat.
Im Falle einer ternéren quadratischen Form Q(z,y, z) wire die Frage also, ob es
(0,0,0) # (x,y, z) € Z3 gibt mit Q(z,y, z) = 0. Damit werden wir uns im Folgen-
den beschéftigen.

Fiir bindre Formen ist das keine besonders interessante Frage: Die Existenz einer
nichttrivialen Nullstelle ist damit dquivalent, dass die Form in ein Produkt von
zwei Linearformen zerfillt, was genau dann der Fall ist, wenn die Diskriminan-
te b*> — 4ac ein Quadrat ist. Fiir terndre Formen ergibt sich aber ein durchaus
interessantes Problem.

Wir bemerken, dass wir immer annehmen koénnen, dass eine (nichttriviale) Losung
von Q(z,y,z) = 0 primitiv ist, d.h. ggT(x,y,z) = 1 erfiillt, denn wir kénnen
etwaige gemeinsame Teiler immer abdividieren.

7.2. Definition. Eine quadratische Form () in n Variablen kann auch durch ei-
ne symmetrische Matrix Mg beschrieben werden (mit ganzzahligen Diagonalein-
triigen und evtl. halbganzen sonstigen Eintriigen), so dass Q(x) = xMgx'. Dann
nennen wir det Q = det(Myp) die Determinante von (), und

disc Q = (—1)" 12272 det Q

heifit die Diskriminante von @); die Diskriminante ist immer eine ganze Zahl. (Die
Potenz von 2 in der Definition von disc(Q)) dient dazu, die Diskriminante ganz-
zahlig zu machen.)

Zum Beispiel ist
disc(a 2* + bzy + cy?) = b* — 4dac

und

disc(a2® + by* +c2*> +day + eyz + f 2x) = dabc + def — ae* — bf* — cd*.

Eine quadratische Form @) ist nicht-ausgeartet, wenn disc ) # 0, sonst ist sie aus-
geartet oder singuldr. Wenn () singulér ist, dann gibt es eine lineare Substitution
der Variablen, die () in eine quadratische Form in weniger Variablen als vorher
transformiert. (Wihle dazu ein Element des Kerns von M als einen der neuen
Basisvektoren.)
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7.3. Etwas Geometrie. Ternire quadratische Formen entsprechen Kegelschnit-
ten in der Ebene. Wenn wir etwa nach reellen Losungen von Q(x,y,z) = 0 mit
(z.B.) z # 0 suchen, dann kénnen wir die Gleichung durch 22 teilen und & = /2,
n = y/z setzen; wir erhalten dann Q(&,n,1) = 0; das ist die Gleichung eines
Kegelschnitts. (Wenn wir in der projektiven Ebene arbeiten, dann brauchen wir
die Punkte mit z = 0 nicht auszuschlieen: Sie kommen dann auf der unendlich
fernen Geraden zu liegen.) Primitive ganzzahlige Losungen von Q(z,y, z) = 0 ent-
sprechen dann rationalen Punkten (Punkten mit rationalen Koordinaten) auf dem
Kegelschnitt. Dabei entsprechen jeweils die zwei primitiven ganzzahligen Losungen
(x,y,2) und (—z, —y, —z) dem rationalen Punkt (z/z,y/z).

Zum Beispiel (wir haben das bereits ganz am Anfang gesehen) gehort zur quadrati-
schen Form Q(z,y, 2) = 2% +y*—2? der Einheitskreis, und die primitiven Lésungen
(in diesem Fall sind das die primitiven pythagoreischen Tripel) entsprechen den
rationalen Punkten auf dem Einheitskreis (es gibt keine Losungen mit z = 0). Wir
haben gesehen, wie man ausgehend von dem rationalen Punkt (—1,0) alle Punkte
parametrisieren kann, indem man den zweiten Schnittpunkt von Geraden durch
den gewéhlten Punkt mit dem Kegelschnitt betrachtet. Die gleiche Konstruktion
funktioniert mit jedem nicht-ausgearteten Kegelschnitt.

7.4. Satz. Sei Q(x,y,z) eine nicht-ausgeartete ternire quadratische Form, und
sei (o, Yo, 20) eine primitive Lisung von Q(x,y,z) = 0. Dann gibt es bindre qua-
dratische Formen R,, R, und R, so dass bis auf Multiplikation mit einem gemein-
samen (rationalen) Faktor alle ganzzahligen Lésungen von Q(x,y,z) = 0 gegeben
sind durch

(Ra(u,v), Ry(u,v), R.(u,v))
mit ganzen Zahlen u und v.
Beweis. Wir geben hier einen ,,algebraischen® Beweis. Man kann auch einen ,,geo-
metrischen“ Beweis geben analog zu dem fiir die pythagoreischen Tripel. Unser

Beweis hier hat den Vorteil, eine ,,minimale* Parametrisierung zu liefern, d.h. eine

mit | disc(R;)|, | disc(R,)], | disc(R.)| so klein wie moglich.
Wir betrachten erst einmal den Fall Q = y? — zz. Dann koénnen wir

R.(u,v) =u®, Ry(u,v)=wv, R.(u,v)=01?
wihlen. (Siehe Lemma 2.1.)
Als néchstes nehmen wir an, dass (xg, Yo, 20) = (1,0,0). Dann ist

Q(z,y,2) =by? +c2® +dwy +eyz+ f zx
(ohne z2-Term). Wenn wir
r=bX+eY+cZ, y=—dX—-fY, z=—-dY—-fZ

setzen, dann wird Q(z,y, z) = — disc(Q)(Y? — X Z), wie man leicht nachpriift. Da
disc(Q) # 0, folgt nach dem zuerst betrachteten Spezialfall, dass
R.(u,v) =bu+euwv+cv?, Ry(u,v)=—du’—fuw, R,(u,v)=—duww—fv’
geeignete bindre Formen sind.
Jetzt betrachten wir den allgemeinen Fall. Da ggT(xg,yo,20) = 1, gibt es eine
invertierbare ganzzahlige Matrix T (so dass T~! ebenfalls ganzzahlige Eintriige

hat: T' € GL3(Z)), so dass (2o yo 20) = (1 00)T (d.h. (zo yo 20) ist die erste Zeile
von T'). Wir setzen

(xyz)=@"y )T
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und Q'(2',y/,2') = Q(z,y, 2) (also Mg = TMgT"); dann ist
Q/(l, 0, 0) = Q(LU(], Yo, Zo) =0.

Nach dem gerade betrachteten Fall gibt es binéire quadratische Formen R, R, , R,
die die Losungen von @' = 0 parametrisieren. Dann sind

(Rs Ry R.) = (R, R, R,)T

die gesuchten bindren quadratischen Formen fiir ). O

7.5. Folgerung. Ist Q(z,y, z) eine nicht-ausgeartete terndre quadratische Form,
so dass Q@ = 0 eine nichttriviale Losung hat, dann gibt es eine ganzzahlige lineare
Substitution (x y z) = (XY Z)T mit det(T") = disc(Q), so dass

Q(z,y,2) = disc(Q)(XZ — Y?).

Beweis. Das folgt aus dem vorigen Beweis. U

7.6. Beispiel. Fiir Q(z,y,2) = 2% + y*> — 2? und die Ausgangslésung (—1,0, 1)
konnen wir die Matrix T" wéhlen als

-1 0 1
T=(0 1 0]:
0 01
damit ist v = —2/, y =/, z = 2’ + 2/, so dass

Q,(:E/v y/a Z/) = Q(_$,7 yla Cl?l + Z/) = (y/)2 - (Z/)Q - 2$,Z, :
Die quadratischen Formen fiir @)’ sind

R, (u,v) =u®—v*, R,(u,v) =2uv, R(u,v)=20".

Fiir die urspriingliche Form ¢) bekommen wir dann

R.(u,v) = =R (u,v) = v? — u?
Ry(u,v) = R, (u,v) = 2uv
R.(u,v) = R!(u,v) +R. (u,v) = u* + v?

Das ist wieder genau die bekannte Parametrisierung der pythagoreischen Tripel.

Wir sehen also, dass wir leicht alle Losungen finden kénnen, wenn wir erst ein-
mal eine kennen. Es bleiben noch zwei Fragen zu beantworten: Wie kénnen wir
feststellen, ob es eine Losung gibt? Und wie konnen wir, wenn es eine gibt, eine
Losung finden?

Dabei ist es hilfreich, sich darauf beschranken zu konnen, nur ,,diagonale” Formen
der Gestalt Q(z,y, 2) = ax® 4 by® + cz* zu betrachten. Dazu brauchen wir einen
Aquivalenzbegriff fiir quadratische Formen.
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7.7. Definition. Seien @), @)’ zwei quadratische Formen in derselben Zahl n von
Variablen. Wir nennen ) und @’ dquivalent, wenn

Q' (x1,22, ..., xy) = AQ(anzy + ajors + - - + a1,%n,

a21T1 + A22To + + + - + A2, Ty,

ap1T1 + An2T2 + -+ annxn)

mit A € Q* und einer Matrix

aix Qa2 - Qip
a21 QA2 -+  Q2p
Qp1 QAp2  **  App

Fiir die zugehérigen symmetrischen Matrizen bedeutet das Mg = ATTMgT;
insbesondere folgt disc(Q') = A" det(T)? disc(Q), so dass Q' genau dann nicht-
ausgeartet ist, wenn das fiir @ gilt. Es ist klar, dass wir eine Aquivalenzrelation
definiert haben.

Ist x = (#1,...,,) eine nichttriviale rationale Losung von Q(xy,zs,...,z,) =0,
dann ist x’ = x(T'")~! eine nichttriviale Losung von Q'(xy, s, ...,2,) = 0, und
ist x’ eine nichttriviale Losung von Q'(zy, s, ...,2,) = 0, dann ist x = x'T'" eine
nichttriviale Losung von Q(x1,zs,...,z,) = 0. Da die Existenz einer primitiven
ganzzahligen Losung zur Existenz einer nichttrivialen rationalen Losung dquivalent
ist, haben wir das folgende Resultat gezeigt:

7.8. Lemma. Sind Q und Q' dquivalente quadratische Formen und hat () = 0
eine primitive ganzzahlige Losung, so hat auch Q' = 0 eine primitive ganzzahlige
Lésung, und umgekehrt.

Folgerung 7.5 lasst sich dann auch so formulieren: Eine nicht-ausgeartete ternére
quadratische Form @ ist genau dann Aquivalent zu y? — xz, wenn es nichttriviale
ganzzahlige Losungen von ) = 0 gibt.

7.9. Bemerkung. Wenn man sich fiir die Werte einer quadratischen Form fiir
ganzzahlige Argumente interessiert statt fiir ihre Nullstellen, dann muss man
einen eingeschrénkteren Aquivalenzbegriff verwenden: Skalieren ist nicht erlaubt
(A = 1), und die Matrix 7" muss sogar in GL,,(Z) sein. Unter dieser Voraussetzung
sind die Wertemengen von @ und Q' gleich.

Jetzt zeigen wir, dass wir jede quadratische Form , diagonalisieren* kénnen.

7.10. Satz. Sei Q) eine quadratische Form in n Variablen. Dann ist Q) dquivalent
zu einer diagonalen quadratischen Form, d.h., einer der Gestalt a1x3 +agzi+-- -+
a,z’. Q ist genau dann nicht-ausgeartet, wenn ay, ..., a, # 0.

Beweis. Wir beweisen zunéchst die letzte Aussage. () ist genau dann nicht-aus-
geartet, wenn die Diagonalform nicht-ausgeartet ist. Die Determinante der Dia-
gonalform ist ajas - - - a,, also ist die Diagonalform genau dann nicht-ausgeartet,
wenn a, ..., da, # 0.

Die Methode fiir den Beweis ist sukzessives quadratisches Ergédnzen. Der Beweis
wird durch Induktion nach n gefithrt. Der Fall n = 1 ist trivial, denn dann
ist Q(z1) = ax? bereits diagonal.
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Sei also n > 2. Wenn () nicht von x; abhéangt, dann folgt die Behauptung direkt aus
der Induktionsannahme (wobei a; = 0). Im anderen Fall nehmen wir erst einmal
an, dass der Koeffizient von x? in @ nicht null ist. In diesem Beweis lassen wir
rationale (statt nur ganzzahlige) Koeffizienten zu; am Ende kénnen wir die Nenner
wieder wegmultiplizieren. Dann konnen wir erst einmal ¢) durch den Koeffizienten
von z? teilen. Danach sieht Q so aus:

Q(z1,T9,...,Tn) = 27 + by Ty + b3w1w3 + - - + b2y, + Qi(20, ..., 1)

Hier ist )y eine quadratische Form in n — 1 Variablen. Wir ersetzen jetzt x; durch
T, — %(bgl'g + -+ byz,), dann bekommen wir

Q'(w1,79,...,1,) =22+ Q(xa,...,1,).

Nach Induktionsannahme gibt es eine invertierbare lineare Substitution der Va-
riablen xo, ..., x,, die @)} diagonalisiert. Anwendung auf @)’ liefert

" 2 2 2 2
Q (%1,33'2,...,%”):x1+042$2+053373+"‘+@n33n.

Durch Multiplikation mit dem Hauptnenner der rationalen Zahlen o; bekommen
wir eine diagonale quadratische Form mit ganzzahligen Koeffizienten.

Wir miissen uns noch davon iiberzeugen, dass wir ) immer so transformieren
kiénnen, dass der Koeffizient von z7 nicht verschwindet. Sei also der Koeffizient
von z? in @ gleich null. Weil Q von x; abhingt, gibt es jedenfalls einen Index
2 < j <mn, so dass der Koeffizient von z;z; nicht verschwindet. Sei also

Q(x1, T2, ..., %,) = aT1; +bx? +...

mit a # 0, wobei die Punkte fiir Terme stehen, die ein 2 mit k& ¢ {1, j} enthalten.
Sei ¢ € Q* mit a+ bc # 0. Wenn wir x; durch z; + cx; ersetzen, erhalten wir eine
quadratische Form, in der der Koeffizient von 2% gegeben ist durch ac+bc® # 0. 0O

7.11. Beispiel. Sei Q(z,y,2) = zy + yz + zz. Um @ nach dem Verfahren im
Beweis zu diagonalisieren, miissen wir erst einmal einen Term mit 22 erzeugen.
Dazu ersetzen wir y durch y + x und erhalten

Qi(x,y,2) = x(y+ ) + (y + )z + 220 = 2 + 2y + 202 + y=.

Jetzt ersetzen wir x durch x — %y — z (quadratische Ergédnzung); das ergibt

2 2

Q2(l‘7y72):.732—(%3/4—2)2—1—:(/2:33 _leyz_z :

Um das Ergebnis etwas schoner zu machen, kénnen wir noch y durch 2y ersetzen
und erhalten die diagonale Form

Q'(v,y,2) =2 —y* — 2°.
Die Matrix T ist hier

100\ /1 —5 -1\ /100 1 -1 -1
T=(1 10|01 o0o]f0o20=1 1 -1},
001/\0 0 1/\001 0 0 1

dh, Q(x,y,2) =Q(r —y—z,x2+y— 2z, 2).
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7.12. Bemerkung. In praktischen Anwendungen, wenn wir tatséchlich Losungen
berechnen wollen, ist es meistens keine gute Idee, die gegebene Form zu diagona-
lisieren. Es werden dabei ndamlich zunéchst Nenner eingefiihrt, die dann am Ende
wegmultipliziert werden miissen, wodurch die Diskriminante mit Faktoren multi-
pliziert wird, die wir schlecht kontrollieren kénnen. Da man zur Berechnung einer
Losung die Diskriminante faktorisieren muss, kann das sehr nachteilig sein. Fiir
theoretische Untersuchungen spielt dieser Gesichtspunkt allerdings keine Rolle.
AuBlerdem werden wir auch einen Algorithmus angeben, der ohne Diagonalisie-
rung auskommt, so dass wir in der Praxis das angesprochene Problem umgehen
konnen.

Wir werden jetzt also erst einmal annehmen, die zu untersuchende ternire qua-
dratische Form sei diagonal:

Q(z,y, 2) = ax® + by + c2*.

Wir konnen natiirlich annehmen, dass ggT'(a, b, c¢) = 1 (sonst teilen wir die Form
durch den ggT von a,b, c). Wenn einer der Koeffizienten, sagen wir a, durch ein
Quadrat d? (mit d > 1) teilbar ist, dann kénnen wir = ersetzen durch z/d; das hat
den Effekt, dass a durch a/d? ersetzt wird. Wir kénnen also auch annehmen, dass
a, b und ¢ quadratfre: sind.

Wenn jetzt zwei der Koeflizienten, sagen wir b und ¢, einen gemeinsamen Primtei-
ler p haben, dann muss in jeder ganzzahligen Losung x durch p teilbar sein. Wir
ersetzen = durch px und teilen die Form durch p; dadurch wird aus (a,b,c) das
neue Koeffiziententripel (pa,b/p, c/p) mit kleinerem Absolutbetrag des Produkts.
Wir kénnen einen solchen Schritt also nur endlich oft durchfiihren, und danach
miissen die Koeffizienten paarweise teilerfremd sein.

Wir kénnen also annehmen, dass a, b, ¢ quadratfrei und paarweise teilerfremd sind.
Das ist dquivalent dazu, dass das Produkt abc quadratfrei ist.

7.13. Notwendige Bedingungen. Sei abc quadratfrei und (xo,yo, 20) €ine pri-
mitive ganzzahligen Lisung von az? + by* + cz® = 0. Dann sind axd, bys und cz}
paarweise teilerfremd, und es miissen folgende Bedingungen an a,b, ¢ erfillt sein:

(1) a, b und ¢ haben nicht alle dasselbe Vorzeichen.

(2) Wenn abc ungerade ist, dann sind a, b und c nicht alle zueinander kongru-
ent mod 4.

(3) Wenn a gerade ist, dann ist entweder b+ c =0 oder a + b+ ¢ =0 mod 8.

(4) Wenn b gerade ist, dann ist entweder a +c¢ =0 oder a+b+ ¢ =0 mod 8.

(5) Wenn ¢ gerade ist, dann ist entweder a +b =0 oder a + b+ c =0 mod 8.

(6) Wenn p ein ungerader Primteiler von a ist, dann ist —bc quadratischer

Rest mod p.

(7) Wenn p ein ungerader Primteiler von b ist, dann ist —ca quadratischer
Rest mod p.

(8) Wenn p ein ungerader Primteiler von c ist, dann ist —ab quadratischer
Rest mod p.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass ax3, byj, czi paarweise teilerfremd sind. Wenn
eine Primzahl p zwei der Terme teilt, dann auch den dritten. Da a, b, ¢ paarweise
teilerfremd sind, kann p hochstens einen der Koeffizienten teilen. Dann muss p
mindestens zwei der Zahlen x(, 1o und z, teilen. Da p? keinen der Koeffizienten
teilt, miisste dann auch die dritte der Zahlen durch p teilbar sein, im Widerspruch
zu ggT(z,y,2) = 1.
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Aussage (1) ist klar: Hiitten a, b, ¢ dasselbe Vorzeichen, dann wire az? + by + cz*
immer positiv oder immer negativ. Zum Beweis von (2) und (3-5) beachten wir,
dass von den drei Termen ax?, by?, cz? genau zwei ungerade sein miissen. Wenn
abc ungerade ist, liefert das die Bedingung a +b =0 oder b+ ¢ =0 oder a + ¢ =
0 mod 4; das ist Aussage (2). Wenn zum Beispiel a gerade ist, dann miissen y
und z ungerade sein; z kann gerade oder ungerade sein. Betrachtung modulo 8
liefert dann Aussage (3).

Zum Beweis von (6) ((7) und (8) werden ebenso bewiesen) beachten wir, dass y
und z nicht durch p teilbar sein kénnen. Wir haben by? + c2? = 0 mod p, also
(by)? = —bc - 2? mod p, und weil z mod p invertierbar ist, muss —bc quadratischer
Rest mod p sein. O

Fiir ungerade Primzahlen p, die keinen der Koeffizienten teilen, erhalten wir keine
Bedingungen, denn nach Lemma 6.5 gibt es immer nichttriviale Losungen mod p.

7.14. Bemerkung. Um diese notwendigen Bedingungen zu iiberpriifen (und iibri-
gens auch, um die , Normalform*“ mit abc quadratfrei herzustellen), miissen wir die
Koeffizienten a, b, ¢ faktorisieren. Man kann zeigen, dass es nicht einfacher gehen
kann: wenn man Nullstellen diagonaler terndrer quadratischer Formen berechnen
kann, dann kann man das dazu benutzen, ganze Zahlen zu faktorisieren.

Es stellt sich heraus, dass diese notwendigen Bedingungen sogar schon hinreichend
sind.

7.15. Satz. (Legendre 1785) Sei Q(x,y,2) = az® + by* + cz? mit abc quadrat-
frei. Wenn a, b, ¢ die Bedingungen in 7.13 erfillen, dann gibt es eine primitive
ganzzahlige Losung von Q(x,y,z) = 0.

Beweis. Wir geben hier einen Beweis mit Hilfe des Gitterpunktsatzes 5.5. Wir
miissen also wieder ein geeignetes Gitter A und eine passende symmetrische und
konvexe Menge S konstruieren.

Zuerst das Gitter. Sei D = |abc|. Wir wollen ein Gitter A C Z* konstruieren mit
Kovolumen A(A) < 2D, so dass fiir (z,y, z) € A gilt, dass 2D den Wert Q(z, vy, 2)
teilt. Nach Voraussetzung gibt es fiir jeden Primteiler p von a ein u, € Z mit
buf, + ¢ = 0mod p (auch wenn p = 2, dann ist die Aussage trivial). Nach dem
Chinesischen Restsatz gibt es dann v € Z mit « = u, mod p fiir alle p | a; daraus
folgt bu? + ¢ = 0 mod a. Entsprechend gibt es v, w € Z mit cv? +a = 0 mod b und
aw? + b = 0 mod c. Wir brauchen noch ein wenig Information mod 2. Falls abc
ungerade ist, setzen wir ¢o(x,y,2) =T+ y+ z € Z/2Z. Falls a gerade ist, miissen
b und ¢ beide ungerade sein. Wir schreiben b + ¢ = 2m und setzen ¢o(x,y, z) =
T+ my € Z/27. Falls b oder ¢ gerade sind, verfahren wir analog. Wir definieren
jetzt

A={(z,y,2) € Z® | y = uzmod a, z = vz mod b,z = wy mod ¢, p3(z,y,2) = 0}
=ker((z,y,2) — (§ — 02,2 — 0,7 — 0F, da(2,y, 2))
€ ZJaZ x TJVZ x L)cZ x T./2Z) .

Damit ist klar, dass A C R? ein Gitter ist mit A(A) < 2|abe] = 2D (es ist
nicht schwer zu sehen, dass tatséchlich A(A) = 2D ist). Wir miissen noch die
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Teilbarkeitsaussage beweisen. Sei also (x,y, z) € A. Dann gilt
az® + by* + c2* = b(uz)? + cz* = (bu® + ¢)z* = 0 mod a
azx® + by* + c2* = ax® + c(vr)? = (cv® 4 a)2? = 0 mod b
az® + by? + c2* = a(wy)?® + by* = (aw® + b)y* = 0 mod c.

Da a, b, ¢ paarweise teilerfremd sind, folgt jedenfalls schon D | Q(x,y,z). Wenn
abc ungerade ist, gilt zusatzlich

ar? + by + el =r4+y+2=0mod 2.

Wenn (z.B.) a gerade ist, dann ist a« = 2 mod 4, und wir haben y = uz = z mod 2
(u muss ungerade sein). Es folgt y* = 2? mod 4, und mit b + ¢ = 2m dann

ax2+by2+cz252x2+(b+c)y252(x+my) =0 mod 4,

weil ¢o(z,y,2) =T+ my =0 € Z/27Z ist. In beiden Fillen ergibt sich, dass sogar
2D | Q(z,vy, z), wie behauptet.

Nach Voraussetzung haben die Koeffizienten a, b, ¢ nicht alle dasselbe Vorzeichen.
Sei etwa das Vorzeichen von ¢ anders als das von a und b. Dann nehmen wir als
Menge S den elliptischen Zylinder

S = {(z,y,2) € R®: |a|z® + |b]y* < 2D und |c|z* < 2D} .

Wir berechnen

- 2D 2@:4\/%1)\/5
Vi9abl /el VD

Also gibt es nach Satz 5.5 ein (0,0,0) # (z,y,2) € SN A. Dann ist
Q@ y, 2)| = [(lala® + [oly*) — |c|]2*| < 2D,

denn beide Terme der Differenz liegen im Intervall [0, 2D[. Auflerdem ist Q(x,y, 2)
eine ganze Zahl, die durch 2D teilbar ist. Beides zusammen erzwingt Q(x,y, z) = 0.
Wir haben also eine nichttriviale ganzzahlige Losung gefunden, und damit gibt es
auch eine primitive ganzzahlige Losung. U

vol(S) = 427D > 16D > SA(A).

7.16. Bemerkung. Wir haben im Beweis die Bedingung mod 4 (fiir abc ungera-
de) bzw. mod 8 (fiir abc gerade) nicht benutzt. Der Beweis zeigt also, dass diese
Bedingung aus den anderen folgt.

Es gibt eine Variante des Beweises, die diese Bedingung verwendet, um ein Gitter
mit Kovolumen 4D zu konstruieren, fiir dessen Elemente 4D | Q(z,y, z) gilt. Fiir
die Menge S kann man dann das Ellipsoid |a|z? + |b|y? + |c|2? < 4D nehmen (fiir
unseren Beweis wire das Ellipsoid mit 2D statt 4D zu klein). Das zeigt, dass man
in diesem Fall die Vorzeichenbedingung nicht braucht: sie folgt aus den anderen
Bedingungen!

Hier zeigt sich ein allgemeineres Phénomen: Man kann die Bedingung an einer
sotelle (das heifit entweder die reelle Bedingung an die Vorzeichen oder die Be-
dingung, dass es Losungen modulo Potenzen einer bestimmten Primzahl p geben
muss) weglassen, und der Satz ist immer noch richtig. Diese Aussage ist dquivalent
zum Quadratischen Reziprozititsgesetz; wir werden sie in Abschnitt 9 beweisen.

Es gibt auch einen Beweis mit der Abstiegsmethode, siehe z.B. [IR, §17.3].
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7.17. Folgerung. Wenn az?4+-by?+c2? = 0 eine nichttriviale ganzzahlige Lésung
hat, dann gibt es eine mit

max{|a| 22, |b| y?, |c| 2°} < 4n~*3|abe| < 1,865|abc]
oder dquivalent dazu,

2] <2om ' B/foel, lyl < 25V feal, 2] < 2P /fad].

Es ist 2~/ < 1, 3656.

Beweis. Mit 2|abc| anstelle von 47~%/3|abc| folgt das aus dem Beweis von Satz 7.15.
Der Beweis funktioniert noch, wenn wir fiir S den abgeschlossenen elliptischen Zy-
linder nehmen, bei dem wir 2D durch oD mit a = 47~2/3 ersetzen. Das ergibt die
angegebene Schranke. (Die Beweisvariante mit dem Ellipsoid liefert eine schlech-
tere Schranke.) O

Tatséchlich gilt eine starkere Abschétzung.

7.18. Satz. (Holzer') Wenn az® + by? + c2? = 0 (mit abc quadratfrei) eine
nichttriviale ganzzahlige Losung hat, dann gibt es eine mit

max{|a|2*, |b] 5, |c| 2°} < |abe],
oder dquivalent dazu,

2| < Vlbel,  yl < Vleal,  [z] < V/]ab].

Sei zum Beispiel a,b > 0 und ¢ < 0. Um den Satz zu beweisen, geht man von
einer Losung mit |z| > Vab aus und zeigt dann, dass man eine andere finden
kann (als Schnittpunkt einer geeigneten Geraden durch die gegebene Losung mit
dem Kegelschnitt, der der quadratischen Form entspricht), die kleineres |z| hat.
Das zeigt, dass die Losung mit kleinstem |z| die angegebene Schranke erfiillt; die
Schranken fiir |z| und |y| folgen dann.

Der Satz von Holzer (oder auch schon Folgerung 7.17) lésst sich in einen Algorith-
mus zum Losen von az?+by?+cz? = 0 iibersetzen: Man suche in dem angegebenen
Bereich. Entweder man findet eine Losung, oder die Gleichung hat keine. Aller-
dings ist die Grofle des Suchraums ezponentiell in der Ldnge der Eingabe (die
ist O(log|abcl|)), daher ist dieses Verfahren fiir die Praxis im allgemeinen nicht
brauchbar.

Wir werden jetzt Satz 7.15 auf beliebige ternére quadratische Formen verallgemei-
nern.

7.19. Satz. Sei Q(x,y,z) eine nicht-ausgeartete terndre quadratische Form. Wir
setzen D = |disc(Q)|. Wenn es ein primitives Tripel (zo,vo,20) € Z> gibt mat
Q(x0,%0,20) = 0 mod D?, dann hat Q(x,y,2) = 0 eine nichttriviale ganzzahlige
Lésung.

Man beachte, dass wir hier die reelle Losbarkeit als Bedingung weglassen. Das
entspricht der , Ellipsoid-Variante“ im Beweis von Satz 7.15.

Bevor wir mit dem Beweis von Satz 7.19 beginnen, formulieren wir ein Lemma.

141, HOLZER: Minimal solutions of Diophantine equations, Canadian J. Math. 2, 238-244
(1950)
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7.20. Lemma. Seien Q(z,y,z) und D wie in Satz 7.19. Dann gibt es ein Gitter
A C Z3 mit Kovolumen A(A) = D und so dass Q(x,y,z) = 0mod D gilt fiir alle
(2,y,2) € A

Beweis. Sei A € GL3(Z). Dann kénnen wir Q durch AQ und xq = (z0, 0, 20)
durch xg- A~! ersetzen, wobei 4Q(x) = Q(x- A) (also ist die symmetrische Matrix
von 4@ gegeben durch AMgAT). Wenn wir fiir 4Q) beweisen, dass es ein passendes
Gitter 4A gibt, dann ist A = 4A - A ein geeignetes Gitter fiir Q. Beachte auch,
dass disc(1Q) = disc(Q) det(A)? = disc(Q).

Wir beweisen das Lemma durch Induktion iiber D. Im Fall D = 1 tut es A = Z3.
Wir konnen also D > 1 annehmen. Dann hat D einen Primteiler p. Wir behandeln
zunéchst den Fall, dass p ungerade ist. Die Determinante von 2Mg ist £2D, also
durch p teilbar. Deswegen hat die Matrix, die aus 2Mg entsteht, indem wir ihre
Eintrdge modulo p reduzieren, einen nichttrivialen Kern. Wir koénnen also ein
primitives Tripel (z1,41,21) € Z? finden mit (1,41, 21)Mg = (0,0,0) mod p. Sei
A € GL3(Z) mit erster Zeile (21,1, 21). Dann hat 4Q die folgende Form:

AQ(x,y,2) =paz® +by* +c22 +pdry +eyz+pf zx.
Sei (x), yh, 25) = (%0, Yo, 20) - A~ die zugehérige primitive Losung mod D?.
1. Fall: p teilt y; und z{. Dann kann p kein Teiler von xj, sein, und

4Q(x, Yo, 20) = pa(p)? mod p?,

also muss a durch p teilbar sein. Die Form
1 x
Q/(xa Y, Z) = E AQ(I’,py,pZ) = AQ <Ev Y, Z)

ist ganzzahlig, und D' = |disc(Q’)| = D/p? < D. Das primitive Tripel
Yo o
(I”,y,/, Z//) — (x/ , =, _)
0:%0> %0 0

liefert eine Lésung von Q'(x,y, 2) = 0 mod (D’)?. Wir kénnen also die Induktions-
annahme auf )’ anwenden und erhalten ein Gitter A’ fiir . Dann ist

AN ={(z,py,p2) | (z,9,2) € A}
ein Gitter fiir 4Q (beachte 4Q(z,py, pz) = p*Q'(x,y,z) und A(1A) = p?A(N)),
und A = 4A - A ist das gesuchte Gitter fiir Q.

2. Fall: p teilt y{ oder z{ nicht. Dann gilt p { ¢ = ggT(y, 2,). Wir koénnen eine
Matrix

1 0 0
B=10 w/g9 2/9]| € GLs3(Z)
0 = *

finden; dann ist (), yp, 25) - B~ = (5, ¢,0). Es ist 2(4Q) = P4Q und
BAQ(x,y, 2) = pax® +pb/ y* + ¢ 22 + pd ay + ¢ yz + pf 2z,
denn B4Q(x), g,0) = 0 mod p. Die Form
Q'(z,y,2) = %BAQ(% Y, Z)
ist ganzzahlig, und D’ = |disc(Q')| = D/p < D. Das primitive Tripel
(26,90, 20) = (25,9, 0)
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liefert eine Lésung von Q'(x,y, 2) = 0 mod (D’)?. Wir kénnen also die Induktions-
annahme auf )’ anwenden und erhalten ein Gitter A’ fiir Q. Dann ist

PN = {(z,y,p2) | (2,y,2) € A}
ein Gitter fiir 24Q (beachte BAQ(z,y, pz) = pQ'(x,y, z) und A(PAN) = pA(N)),
und A = BAA - BA ist das gesuchte Gitter fiir Q.

Wenn p = 2 ist, dann gibt es fiir  mod 2, evtl. nach geeigneter Transformation
mit einer Matrix A € GL3(Z), folgende Félle (Ubungsaufgabe):

Q([B, Y, Z) = 07 332) Ty oder -T2 + Yy + y2 mod 2.

Wenn ) = 0, dann koénnen wir einfach @ durch @' = /2 ersetzen und die
Induktionsannahme anwenden. Fiir das Gitter nehmen wir A = 2A’. Beachte, dass
= |disc(Q')| = D/8, A(A) = 8A(A') und Q(2x,2y,22) = 8Q'(x,y, 2).

Wenn @ = 22, dann muss zy gerade sein, Die Form Q'(z,y,z) = Q(2x,y,2)/2
ist ganzzahlig, hat kleineres D’ = D/2 und die primitive Losung (zo/2, o, 20)
mod (D’)2. Wir wenden die Induktionsannahme auf " an und schlieen wie oben.

Wenn () = xy, dann muss xy oder yy gerade sein. Wenn z.B. xg gerade ist, konnen
wir wie eben Q'(z,y,2) = Q(2x,y,2)/2 setzen; im anderen Fall verwenden wir

Q' (v,y,2) = Q(x,2y, 2)/2.

Wenn schlieBlich Q = x? 4+ xy + y?, dann miissen zo und 1, beide gerade sein;
damit ist zp ungerade. Wenn wir

Q(z,y,2) = a+1)y* + 20+ 1)y* +2c2° + (2d + 1) 2y + 2e yz + 2f 22

schreiben, dann wird Q(zo, Yo, 20) = 2¢ mod 4. Es folgt, dass ¢ gerade ist. Damit ist
D durch 4 teilbar, Q'(z,y, z) = Q(z,y, 2/2) ist ganzzahlig mit primitiver Losung
(70/2,90/2, 20) mod (D')?, und D' = D/4 < D. Wir schliefien analog zum 1. Fall
fiir ungerades p. O

Aus dem Beweis folgt iibrigens, dass es geniigt, eine primitive Losung mod DN
zu haben, wo N das Produkt der Primteiler von D ist.

Jetzt konnen wir Satz 7.19 beweisen.

Beweis. Sei A ein Gitter wie in Lemma 7.20. Nach Satz 7.10 gibt es eine Matrix
A € GL3(Q), so dass 4Q(z,y,2) = az? + By? + ~2? diagonal ist. Wir setzen
N = A-A7Y das ist ein Gitter im R mit Kovolumen A(A’) = A(A)/|det(A)].
Weiter definieren wir
S={(z,y,2) € R?| |alz® +|Bly* + |7|z" < D}.
Beachte, dass |afy| = | det(1Q)| = | det(A)|?D/4. Es ergibt sich
4r D32 8t D A(A)
vol(§) = — ———— = — > 2° = 2°A(N),
laBy| 3 |det(A)] | det(A)|
damit konnen wir den Gitterpunktsatz 5.5 anwenden. Wir erhalten einen Punkt
(0,0,0) # («/,y/,2") € N nS. Wir setzen (z,y,2) = (2/,y/,7') - A, dann folgt
(z,y,2) #(0,0,0), (z,y,2) €A,
Qz,y,2)| = "Qa",y, )] < lal(2)* + |B(y)* + V(') < D.
Aus (z,y,2) € A folgt Q(z,y,2) € DZ, wegen |Q(z,y,z)| < D muss dann also
Q(x,y,z) =0 sein. O
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7.21. Bemerkung. Die Konstruktion des Gitters A im Beweis von Lemma 7.20
fithrt zu einem Algorithmus zur Berechnung von A. Wir miissen dazu die Primfak-
toren von D kennen. Wir kénnen dabei die Losung mod D? jeweils in jedem Re-
kursionsschritt berechnen; dabei geniigt es fiir p ungerade, Quadratwurzeln mod p
berechnen zu kénnen. Wenn weder der 1. noch der 2. Fall anwendbar sind, bedeutet
das die Unlésbarkeit der Gleichung @ = 0.

Auch der Gitterpunktsatz lasst sich algorithmisch nutzen. Wir definieren die po-
sitiv definite quadratische Form

QF(w,y,2) = lal (@) + [BI(Y)* + W) mit (¢, 2) = (2,y,2) - A7

Es gibt effiziente Algorithmen, mit denen man (0,0,0) # (z,y,2) € A mit mi-
nimalem Q% (z,y, z) finden kann. Der Gitterpunktsatz sagt, dass fiir ein solches
(a:,y,z) ’Q(xaya Z)‘ < Q+($,y, Z) < D ist, damit ist dann Q(l‘,y,Z) = 0.

Eine detailliert ausgearbeitete Variante dieser Methode findet man in einer Arbeit
von Denis Simon."”

7.22. Beispiel. Wir betrachten
Q(z,y, 2) = 983487x% + 92527y + 309032 — 603321zy — 106946y 2 + 34867021 .

Fiir diese Form ist D = 7. Wir berechnen also die Matrix 2Mg reduziert mod 7;
wir erhalten

2 20
2Mog=(2 2 0] mod 7.
00 3
Der Kern ist eindimensional und wird erzeugt von (1, —1,0). Wir wihlen
1 =10
A=10 1 0] ;
0 0 1

dann ist
AQ(x,y,2) =2+ (—2+y)* =22 + 2x(—z +y) = y* — 222 mod 7.

Eine nichttriviale Losung mod 7 ist gegeben durch (y, z) = (1,2). Wir sind also
im 2. Fall und wahlen

B =

o O =
& OO
_ N O

Die Form Q'(x,y,2) = B4Q(x,y,72)/7 hat D’ = 1, also A’ = Z3. Das liefert uns
Z-(1,0,0)BA+Z-(0,1,0)BA+Z-(0,0,7)BA
—7Z-(1,-1,0)+Z-(0,1,2) + Z - (0,0,7).

Die Matrix
1 0 0

T = | 201107 655658 0
—1502 9762 25365

diagonalisiert (); wir haben

TQ(w,y, 2) = 983487x* + 19402559365y — 2536527 .

15D, Simon: Solving quadratic equations using reduced unimodular quadratic forms,
Math. Comp. 74, 1531-1543 (2005)
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Wir setzen also

QT (x,y,2) = 983487 (2")* + 19402559365(y)? + 25365(2')? = Q(z, y, 2)

2
55365
und finden ein nichttriviales Element von A mit minimalem Q*. Ein geeignetes
Computeralgebrasystem liefert uns (z,y, z) = (8, —45, —123); dies ist die gesuchte
Losung.

Wenn wir statt dessen auf die diagonalisierte Form 7@ den Beweis des Satzes von
Legendre anwenden wollten, erhielten wir zunéchst die Form

845522 4 21y — 32782922

mit paarweise teilerfremden Koeffizienten, die wir dann noch faktorisieren miissen.
Hier ist das noch nicht problematisch: 8455 = 5-19 -89, 21 = 3 -7, und 327829
ist prim. Man kann aber schon erkennen, dass man bei noch etwas gréfieren Ko-
effizienten der urspriinglichen Form schnell Koeffizienten bekommt, die man nicht
mehr ohne weiteres faktorisieren kann, und dann steckt man fest. Beachte, dass
die neu aufgetretenen Primzahlen 3, 5, 19, 89 und 327829 mit der urspriinglichen
Diskriminante —7 nichts zu tun haben!

Beispiele wie das eben behandelte, wo die Form grofle Koeffizienten, aber kleine
Diskriminante hat, treten iibrigens in manchen Anwendungen recht héufig auf.
In solchen Fillen ist es sehr viel effizienter, direkt mit der gegebenen Form zu
arbeiten, als sie zuerst zu diagonalisieren.

8. p-ADISCHE ZAHLEN

8.1. Motivation. Wir haben gesehen, dass eine diophantische Gleichung nur dann
(primitive) ganzzahlige Losungen haben kann, wenn sie (primitive) Losungen mo-
dulo m hat fiir jedes m > 2. Nach dem Chinesischen Restsatz 3.23 ist dies dquiva-
lent dazu, dass es Losungen modulo jeder Primzahlpotenz p™ gibt. Wir haben auch
die Losbarkeit in reellen Zahlen als weitere notwendige Bedingung betrachtet. Die
reellen Zahlen haben den Vorteil, dass sie einen Kérper bilden. Demgegeniiber ha-
ben die Ringe Z/p"Z zwar die schone Eigenschaft, endlich zu sein, sie sind jedoch
fiir n > 2 nicht einmal mehr Integritétsringe und deshalb zum Rechnen nicht so
praktisch. Es wére also wiinschenswert, eine Struktur zur Verfiigung zu haben,
die ein Korper oder ein Integritiatsring ist und auflerdem Aussagen modulo p™ fiir
alle n zu formulieren erlaubt. Dies kann erreicht werden, indem man in geeigneter
Weise zu einer Art algebraischem Grenzwert fiir n — oo iibergeht. Man erhélt
dann den Ring Z, der ganzen p-adischen Zahlen, der ein Integritétsring ist, und
den Korper Q, der p-adischen Zahlen als seinen Quotientenkorper. Die Existenz
(primitiver) ganzzahliger Losungen mod p" fiir alle n wird dann dquivalent zur
Existenz einer (primitiven) Losung in Z,.

Als Beispiel betrachten wir Losungen der Gleichung 2% 4+ 7 = 0 modulo Potenzen
von 2. In der Tabelle in Abbildung 4 sind die Losungen fiir n < 6 aufgelistet.

Es ist nicht schwer, sich davon zu iiberzeugen, dass es fiir n > 3 stets vier Losungen
mod 2" gibt. Das wire nicht moglich, wenn Z/2"Z ein Korper wére, denn in
einem Korper (oder Integritdtsring) kann eine quadratische Gleichung héchstens
zwei Losungen haben. Auf der anderen Seite sind jeweils zwei der vier Losungen
in einem gewissen Sinn keine ,richtigen“ Losungen, denn sie lassen sich nicht zu
Losungen mod 2"+ hochheben®. Wenn wir jetzt ,,zum Grenzwert {ibergehen® und
nur Losungen betrachten, die sich beliebig weit hochheben lassen, dann bleiben
zwei Losungen {ibrig, wie wir das erwarten wiirden.
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mod2': z=1

mod 2?: z=1,3
mod2®: x=1,357
mod 2*: x=3,511,13
mod 2°: x=5,11,21,27
mod 2°: 2 =11,21,43,53

ABBILDUNG 4. Losungen von 2 + 7 = 0 mod 2".

8.2. Definition. Sei p eine Primzahl. Der Ring Z, der ganzen p-adischen Zahlen
ist

Zy={(an+P"ZL)p>1 | an = any1 mod p" fiir alle n > 1} C H Z/p"7 .
n=1
Dabei sind Addition und Multiplikation komponentenweise definiert. Es sollte klar
sein, dass Z, tatsichlich ein (kommutativer) Ring (mit 1) ist.

Es gibt eine kanonische Einbettung Z — Z,, die gegeben ist durch
a+— (a,a,a,...)=(a+pZ,a+pZ,a+pZ,...).
Dies ist ein Ringhomomorphismus.
Die Elemente von Z, nach dieser Definition sind also gerade die Folgen
(a1 + pZ,ay + p*Z,as + p°Z, ..., an +p"Z,...),

die ,kompatibel sind; d.h., a,,11 = a, mod p". Im Beispiel oben erhalten wir etwa

(142Z,1+ 2°Z,5 + 2°Z,5 + 2*7Z,21 + 2°Z,53 + 2°Z, .. .) € Z,
als eine 2-adische Zahl, deren Quadrat —7 ist.

Wir miissen noch mehr {iber die Struktur von Z, wissen.

8.3. Satz. Z, ist ein Integrititsring. Das einzige maximale Ideal ist pZ,, und
alle von null verschiedenen Ideale haben die Form p"Z, fir ein n > 0. (Z, ist
also insbesondere ein Hauptidealring und damit faktoriell.) Die FEinheitengruppe
ist Ly = Ly \ PLp.

Beweis. (a) pZ, ist ein maximales Ideal: Wir zeigen, dass Z,/pZ, = Z/pZ; die
Behauptung folgt dann, weil Z/pZ = F,, ein Korper ist. Die Abbildung

¢:Z,> (a1 +pZ,ay + p*Z,...) — a1 + pZ € Z/pZ

ist ein Ringhomomorphismus und surjektiv, denn die zusammengesetzte Abbil-
dung

L — Ly — LJpZ
ist surjektiv. Es ist klar, dass pZ, C ker ¢. Sei jetzt (a1 +pZ, as+p°Z, . ..) € ker ¢.
Dann ist a; durch p teilbar. Wegen der Kompatibilitét der Folge sind dann alle a,,
durch p teilbar: a,, = pb,. Aus der Kompatibilitéit der a,, folgt b,; = b, mod p" .
Auflerdem ist pb,.+1 = a,11 = a, mod p". Daher gilt

(CLl +pZ,CL2 —i—pQZ,ag —l—p?’Z,...) =p- (b2 +pZ,b3 +p2Z,b4 —|—p32,...) Epr.
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Also gilt auch ker ¢ C pZ,. Nach dem Isomorphiesatz fiir Ringhomomorphismen
folgt

Zy,|pZL, = L,/ ker ¢ = im ¢ = Z/pZ .

(b) Es ist klar, dass Z) C Z,\ pZ, (ein Element eines maximalen Ideals kann keine
Einheit sein). Wir miissen die umgekehrte Inklusion zeigen. Sei also u € Z, \ pZ,.
Wir schreiben u = (uy + pZ,uy + p*Z,...); dann ist u, L p, also gibt es v,
mit u,v, = 1 mod p", und v, ist mod p" eindeutig bestimmt.

Da w,+1 = u, mod p", muss dann auch v,.; = v, mod p" sein. Damit ist dann

v=(v1 +pZ,vy+p*Z,...) €EZ,und u-v =1.

(c) Es folgt, dass pZ, das einzige maximale Ideal ist. Wére ndmlich m ein weiteres
maximales Ideal, dann wére m \ pZ, # 0. Nach (b) wiirde das bedeuten, dass m
eine Einheit enthélt, also wéire m = Z, und damit kein maximales Ideal.

(d) Es gilt (1,5, p"Z, = {0}: Denn a = (a1, ay,...) € p"Z, bedeutet a; = 0 fiir
7 < n.

(e) Fiir a € Z, \ {0} gibt es n > 0 und u € Z), so dass a = up™: Aus (d) folgt,
dass es ein n > 0 gibt, so dass a € p"Z, \ p""'Z,. Dann ist a = up", wobei
u € Zy \ pLy, =1

Beachte: Dies ist die Primfaktorzerlegung in Z, (mit der einzigen Primzahl p).
(f) Sei jetzt I C Z, ein von null verschiedenes Ideal. Aus (d) folgt wieder, dass es
ein n > 0 gibt mit I C p"Z,, aber I ¢ p"*1Z,. Es gibt also ein a € I der Form

a = up™ mit u € Z;. Weil u invertierbar ist, ist auch p" = uta € I. Es folgt
p"Zy C I, also I = p"Z,.

(8) Z,, ist ein Integritatsring: Seien a,b € Z, mit ab = 0, wobei
a = (a1 —|—pZ,a2 —i—pQZ,...) und b= (b1 +pZ,b2 +p2Z,...).

Wir kénnen a # 0 annehmen. Dann ist @ = up” mit geeigneten N > 0, u € Z,. Es
folgt pVb = 0. Fiir die Komponenten von b bedeutet das p™b,,.x = 0 mod pN*+"
und damit b, = byi, = 0 mod p" fiir alle n > 1, also b = 0. U

8.4. Bemerkung. Ein Hauptidealring mit genau einem maximalen Ideal (das
nicht das Nullideal ist) wird diskreter Bewertungsring genannt. Solche Ringe haben
analoge Eigenschaften wie die Ringe Z,.

Die Aussage in Teil (e) des Beweises von Satz 8.3 motiviert folgende Definition.

8.5. Definition. Fiira = (a1, as,...) € Z, definieren wir die p-adische Bewertung
als

vp(a) = max({0} U{n >1|a, =0}),

wenn a # 0, und v,(0) = oo. Fiir 0 # a € Z, gilt dann a = up*® mit u € Z.
Diese Bewertung setzt die p-adische Bewertung v, auf Z (siehe Def. 3.12) fort; die
Schreibweise ist also gerechtfertigt.

Wir definieren aulerdem den p-adischen Absolutbetrag durch
0, =0, lal, =p " fiir a # 0.
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8.6. Definition. Der Kdrper Q, der p-adischen Zahlen ist der Quotientenkorper
von Zj,.

Wie schen die Elemente von Q, aus? Seien a,b € Z, \ {0}, dann konnen wir
schreiben a = up™, b = vp" mit Einheiten v und v und m = v,(a), n = v,(b).
Dann ist a/b = (uv™!)p™™". Es geniigt also, p zu invertieren, um von Z, zu Q, zu
kommen: Q, = Z,[1/p].

Wir sehen auch, dass man die p-adische Bewertung und den p-adischen Absolut-
betrag auf Q,, fortsetzen kann (so wie wir das frither schon mit Z und Q gemacht

haben):
vp(a/b) = vp(a) — vp(b) und [a/bl, = lal,/|bl, -
vp(a/b) kann jetzt natiirlich eine beliebige ganze Zahl sein (oder 0o). Es gilt wieder
fiir alle a € Q;, dass
o = poel@y
mit u € Z.

Der p-adische Absolutbetrag hat Eigenschaften, die wir vom gewohnlichen Abso-
lutbetrag (auf R oder C) kennen.

8.7. Lemma. Fiir alle a,b € Q, gilt

(1) |abl, = |a|p |b|p§
(2) |a+ b|p < max{|a|p, |b|p} < |a|p + |b|p'

Beweis. Die Aussagen sind klar, wenn a = 0 oder b = 0. Seien also a und b von
null verschieden. Dann ist a = up®»® und b = vp**® mit u,v € Z, und damit

ab = wvp*r @+ ®) Wegen uwv € ZX folgt v,(ab) = v,(a)+v,(b), also |abl, = |al, [b],.
Sei jetzt ohne Einschrankung v,(a) < v,(b). Dann haben wir
a+ b= (U + vpvp(b)—vp(a))pvp(a) .

Da der erste Faktor in Z, ist, folgt v,(a + b) > v,(a) und damit wiederum die
Behauptung. [l

Wir sehen auch, dass |a + b|, = max{|al,, |b],} gilt, wenn |a|, # |b], (denn dann
ist u + vptr®)—vel@) ¢ 7).

Wir kénnen also (wie mit dem gewohnlichen Absolutbetrag) eine Metrik auf Z,
und auf Q, definieren durch

d(a,b) =|a—1bl,.

Beziiglich dieser Metrik ist dann zum Beispiel Z, die abgeschlossene Einheitskugel
in Q, (denn a € Z, <= vy(a) >0 < |a|, <1).

8.8. Satz. Der metrische Raum (Z,,d) ist kompakt. Q, ist ein lokal-kompakter
Korper und damit vollstindig.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass jede Folge (a,) in Z, einen Hiaufungspunkt hat.

Dazu schreiben wir wie in Def. 8.2 a, = (a\’,al?,...) € [[,n51Z/P™Z. Da es

fiir die erste Komponente aV) nur endlich viele Moglichkeiten gibt, muss einer

der moglichen Werte unendlich oft vorkommen. Sei a™) ein solcher Wert. Es gibt
dann unendlich viele n > 1 mit afml) = aW. Fiir ag) gibt es ebenfalls nur endlich

viele Moglichkeiten, also gibt es einen Wert a(?, so dass fiir unendlich viele n gilt
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ag) = qW und ag) = @ . Offenbar kénnen wir dieses Verfahren fortsetzen und
bekommen eine Folge (a™,a®,...) € 1,51 Z/p"Z, so dass es fiir jedes k > 1

jeweils unendlich viele n gibt mit o™ = o™ fiir alle 1 < m < k. Es folgt, dass
die Folge der a(™ kompatibel ist, d.h., a = (aV,a?,...) € Z,. Wir definieren
nun rekursiv ng = 1, und

ny = min{n > nx_; | o™ = a'™ fiir alle 1 <m < k}
fiir £ > 1. Nach Konstruktion ist die Folge (n) wohldefiniert, und es gilt
|ank - a|P < p_k :
Also konvergiert die Teilfolge (an, )r gegen a € Zy.

Fiir die zweite Aussage bemerken wir, dass Z, = {a € Q, | |a|, < p} auch offen
in Q, ist. Fiir jedes a € Q, ist dann a+Z,, eine kompakte Umgebung von a in Q,,. Ist
nun (a,) eine Cauchy-Folge in Q,, dann liegen (fiir n grof8 genug, aber tatséchlich
fiir alle n) die Glieder in einer kompakten Teilmenge, also gibt es eine konvergente
Teilfolge. Eine Cauchy-Folge mit einer konvergenten Teilfolge muss aber schon
selbst konvergieren. Ein lokal-kompakter Korper ist also vollstindig. U

8.9. Bemerkung. Ein anderer (und weniger konstruktiver) Beweis der Kompakt-
heit von Z, kann wie folgt gefiihrt werden: (1) Die Topologie auf Z, stimmt mit
der von [],~, Z/p"Z induzierten Teilraumtopologie iiberein, wobei das Produkt
die Produkttopologie beziiglich der diskreten Topologie auf jedem Faktor trégt.
(2) Endliche diskrete Réume sind kompakt, also ist [[,~; Z/p"Z nach dem Satz
von Tychonoff kompakt. (3) Z, ist in [], -, Z/p"Z abgeschlossen, also als abge-
schlossene Teilmenge eines kompakten Raums ebenfalls kompakt.

8.10. Satz. Z liegt dicht in Z,, und Q liegt dicht in Q,. Insbesondere ist Q, die
Vervollstindigung von Q beziiglich der durch | - |, gegebenen Metrik.

Beweis. Sei a = (aW,a?,...) € Z,. Dann kénnen wir fiir jedes n > 1 die
Restklasse a™ € Z/p"Z durch eine ganze Zahl a, reprisentieren. Es gilt dann
la — an|, < p~". Es gibt also eine Folge ganzer Zahlen, die gegen a konvergiert.

Sei nun a € Q,. Dann gibt es m > 0, so dass p™a € Z,. Sei (b,,) eine Folge ganzer
Zahlen, die in Z, gegen p™a konvergiert. Wegen

@ —p™"bulp = [P (p"a = by)lp = " |p"a — bulp
folgt, dass (b,/p™) gegen a konvergiert.

Damit erfiillt Q, die Bedingungen, um die Vervollstandigung von Q beziiglich |- |,
zu sein: Q,, ist vollstandig beziiglich | - |,, und Q C Q,, ist dicht. O

Wir sehen also, dass die p-adischen Korper Q,, eine sehr &hnliche Rolle spielen wie
die reellen Zahlen R, die ja die Vervollstindigung von Q beziiglich des gewhnli-
chen Absolutbetrages | - | sind.

Man definiert allgemein einen Absolutbetrag | - | auf einem Koérper K als eine
Funktion K > = — |z| € Rsg, die auf K* positiv ist, die multiplikativ ist:
|lzy| = |z||y|, und die Dreiecksungleichung erfiillt: |z + y| < |z| 4 |y|. Man kann
dann zeigen, dass bis auf eine natiirliche Aquivalenz die p-adischen Absolutbetrige
| - |, und der gewohnliche Absolutbetrag | - |o := | - | die einzigen nichttrivialen
Absolutbetrige auf Q sind. (Der triviale Absolutbetrag ist || = 1 fiir alle x # 0.)
Das kommt auch in der folgenden Relation zum Ausdruck.
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8.11. Satz. (Produktformel) Fiir alle a € Q* gilt

IT lal.=1.

v=p,0

Beweis. Zuerst miissen wir uns davon iiberzeugen, dass das unendliche Produkt
auf der linken Seite wohldefiniert ist. Das liegt daran, dass nur endlich viele Prim-
zahlen im Zéhler und im Nenner von a vorkommen; fiir alle anderen p ist |a|, = 1.
Also sind nur endlich viele Faktoren von 1 verschieden.

Alle Absolutbetriage sind multiplikativ, und jedes a € Q* ist ein Produkt von
Potenzen (mit moglicherweise negativen Exponenten) von —1 und Primzahlen. Es

geniigt also, die Félle « = —1 und a = p zu betrachten. Fiir a = —1 ist |a|, = 1 fiir
alle v (das gilt fiir jeden Absolutbetrag auf jedem Korper). Fiir a = p ist |a|oo = p
und |a|, = p~!; alle anderen Faktoren sind 1. O

Es ist ein allgemeines Prinzip in der Zahlentheorie, das oft sehr niitzlich ist, alle
Vervollstandigungen von QQ gleichberechtigt zu betrachten.

8.12. Bemerkung. Die Definition der p-adischen Zahlen in Def. 8.2 entspricht
der Konstruktion der reellen Zahlen durch Intervallschachtelungen: Die n-te Kom-
ponente in der Folge fixiert die Restklasse mod p™ und schrénkt die p-adische Zahl
damit auf ein kompaktes ,, Intervall“ vom Durchmesser p~" ein.

Die starke, manchmal auch ,ultrametrisch® genannte, Dreiecksungleichung
|a +b], < max{|al,, [b],}

hat Konsequenzen. Wir haben bereits gesehen, dass Z in der p-adischen Metrik
beschrdnkt ist: |al, < 1 fir a € Z (oder sogar a € Z,). Insbesondere gilt das vom
Arbeiten mit R her gewohnte Archimedische Prinzip nicht, demzufolge es zu jedem
Element « des betrachteten Korpers eine ganze Zahl a geben sollte mit |a| > |af.
Man spricht deshalb auch von nicht-archimedischen Koérpern.

Eine Interpretation der starken Dreiecksungleichung ist, dass sich ,, Rundungsfeh-
ler nicht verstarken kénnen, wenn man p-adische Zahlen addiert. Das bedeutet,
dass sich numerische Rechnungen sehr viel besser kontrollieren lassen, als wenn
man reelle Naherungen verwendet. Das ist in vielen Féllen sehr niitzlich.

8.13. Bemerkung. Fiir o € Q, gilt:
(1) a€Z, < |a|, <1
(2) a€Z) <= |af,=1.
(3) a € p"Z, = |a|, <p™™

Das folgt sofort aus entsprechenden Aussagen iiber v,(a).

Das folgende Lemma, dessen erste Aussage auch eine Art , Freshman’s Dream*
darstellt, beleuchtet die Wirkung der starken Dreiecksungleichung.



59
8.14. Lemma.
(1) PEine Rethe )", a, mit a, € Q, konvergiert genau dann in Q,, wenn (a,)
eine Nullfolge in Q,, 1ist.
(2) Jede Reihe Y~ " , cop™ mit ¢, € Zy, konvergiert in Z,.
(3) Jedes a € Z,, hat eine eindeutige Darstellung der Form

a=D_cup"
n=0
mit ¢, € {0,1,...,p— 1} fir allen > 0.

Beweis. (1) Eine unendliche Reihe kann nur dann konvergieren, wenn ihre Glieder
eine Nullfolge bilden (Beweis wie fiir R). Sei also umgekehrt (a,) eine Nullfolge
in Qp, und sei m € Z. Dann ist |a,|, < p™™ fiir n > N,,. Aus der starken
Dreiecksungleichung folgt, dass

v+k

P

n=v

<max{|a,|, |[v<n<v+k}<p™
p

fiir v > N, und k > 0. Das zeigt, dass die Folge der Partialsummen eine Cauchy-
Folge ist; nach Satz 8.8 konvergiert die Reihe also.

(2) Esist |c,p™|, = |cnlp p™™ < p~™, also bilden die Glieder der Reihe eine Nullfolge.
Nach Teil (1) konvergiert die Reihe dann.

(3) Ubungsaufgabe. O

Die Aussage von Teil (3) kann als p-adisches Analogon der Dezimalbruchentwick-
lung in R interpretiert werden.

8.15. Beispiel. In jedem Koérper K mit Absolutbetrag | - | gilt, dass fir |z] < 1
die geometrische Reihe >~ 7 2™ konvergiert, und zwar gegen 1/(1 — z):

1 N-1
‘1—:1:_203:”

In Q, gilt zum Beispiel mit z = p also

N N

1—=zx

- = =I5
-z 1-—z ! 11

1
‘: ||V — 0 fiir N — o0
-zl |1 —x

1
1+p+pﬁuﬁ+~-:th.

Fiir uns war die urspriingliche Motivation, die p-adischen Zahlen einzufiihren,
dass wir zu einem besseren Versténdnis von Kongruenzen mod p™ fiir alle n (bei
fester Primzahl p) gelangen wollten. Dieser Zusammenhang wird im folgenden Satz
formuliert.

8.16. Satz. Sei F' € Z[Xy,...,X}| ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten,
und set p eine Primzahl.

(1) V> 13(xy, ..., 2) €ZF:p" | Fwy, ..., 23)
— El(xl,...,xk)GZ’;:F(xl,...,xk):U
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(2) Wenn F homogen ist, gilt
VY > 13(xy, ..., 2) € ZE\ (pZ)F : p™ | F(ay,. .., 78)
= J(a1,...,2) € Zp\ (pZy)* : Flay,...,x) =0
= J(a1,...,2) €QEN{0}: Flay,...,a3) =0.

Beweis.

(1) Wenn (1, ...,x5) € Zj eine Losung ist, dann ist das Tupel (=, 2™ der
n-ten Komponenten der ganzen p-adischen Zahlen xz; eine Losung in Z/p"Z. Wir
konnen x§n) durch eine ganze Zahl z’; représentieren; dann folgt p" | F/(27, ..., z}).

Die Gegenrichtung ist die eigentlich interessante Aussage. Sei fiir n > 1 das Tu-
pel (2, ... 2"} € ZF so gewdhlt, dass p* | F(z",...,2"). Da mit Z, auch
Z’; kompakt ist, gibt es eine Teilfolge, die in Z’; konvergiert; (z1,..., ;) sei der
Grenzwert. Da F' als Polynom stetig ist (das folgt aus den Eigenschaften eines
Absolutbetrages), gilt

F(zy,...,2) = lim F(a:i"m),._.x;”m)) =0,

m—r0o0
denn ‘F(xgn)’ e ,x,(f))!p < p~". Dabei ist (n,, ), eine Teilfolge der Indizes, so dass
(:cﬁnm), . .x,(:’”)) in Z’; konvergiert.

(2) Die erste Aquivalenz wird wie in (1) gezeigt (und gilt auch ganz allgemein).
Dazu beachte man, dass Zj \ (pZy)* ebenfalls kompakt ist, denn (pZ,)* ist offen.

Die Richtung ,,=“ der zweiten Aquivalenz ist trivial. Zum Beweis der anderen
Richtung sei (z1,...,2,) € QF \ {0} mit F(zy,...,24) = 0, und F' sei homogen
vom Grad d. Da nicht alle z; verschwinden, ist v = min{v,(z;) | 1 < j < k} eine
wohldefinierte ganze Zahl. Wir setzen y; = p~"z;; dann ist

Up(y;) = vp(xj) —v >0 mit Gleichheit fiir wenigstens ein j.

Das bedeutet gerade, dass (y1,...,yx) € Z \ (pZy)*. AuBerdem ist

F(yr, ..., ye) = F(p ™ x1,...,p "xx) :p*d”F(ml,...,xk) =0.
O

8.17. Folgerung. Sei F' € Z[xy,..., x| ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizi-
enten. Dann sind dquivalent:

(1) Fiir jedes n > 1 gibt es (x1,...,x1) € ZF mit F(xy,...,z;) = 0 mod n.
(2) Fiir jede Primzahl p gibt es (xq,...,xx) € Z’; mit F(xq,...,2,) = 0.

Wenn F homogen ist, dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) Fiir jedes n > 1 gibt es (x1,...,x1) € Z¥ mit F(zy,...,7x) =0 mod n und
geT(zq,...,zp,n) = 1.
(2) Fiir jede Primzahl p gibt es (x1,...,x,) € Q) \ {0} mit F(xy,...,z) = 0.

Beweis. Nach dem Chinesischen Restsatz 3.25 sind die ersten Aussagen jeweils
dquivalent zu der gleichen Aussage mit n eingeschrinkt auf Primzahlpotenzen.
Nach Satz 8.16 ist fiir jede feste Primzahl p die erste Aussage fiir alle n = p™
aquivalent zur zweiten Aussage fiir p. O

Das néchste Resultat ist eines der wichtigsten in der Theorie der p-adischen Zahlen.
Es erlaubt uns namlich, die Existenz einer Losung in Z, auf ein endliches Problem
zu reduzieren.
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8.18. Satz. (Henselsches Lemma) Sei f € Z[z| (oder auch in Zy[z]), und sei
a € F, mit f(a) =0 und f'(a) # 0. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes o € Z,
mit f(a) =0 und & = a (in Z,/pZ, =F)).

Die Voraussetzung kann auch so formuliert werden: Es gibt ein a € 7Z, so dass
f(a) =0mod p und f'(a) # 0 mod p. Es gilt dann o = a mod p.
Die Ableitung f’ wird formal entsprechend den Ableitungsregeln gebildet:
f=cpua"+ - Farx+ce = [f=ncx" '+ 4c.
Es gilt dann
fly) = f(@) + (y — ) f(2) + (y — 2)°g(2, y)
mit einem Polynom ¢ € Z[x, y| (oder Z,[z, y]).

Beweis. Die Idee fiir den Beweis kommt (vielleicht etwas {iberraschend) vom New-
ton-Verfahren.

Zuerst bemerken wir, dass fiir alle o € Z, mit & = a gilt f(a 0 mod p und

f'(a) Z 0 mod p (genauer gilt f'(a) = f'(a)). Insbesondere ist f’(_&) € Z}, denn
|f'(a)lp = 1.

Sei jetzt ag € Z, beliebig mit ap = a. Wir definieren rekursiv

Opq1 = Qp — f/<04n>_1f<04n) :
Es gilt dann (wie man mit Induktion sieht) f(a,) = 0 mod p, also @, = a,, =
ap mod p und damit f'(c,) € Z). Ich behaupte jetzt, dass die Folge (av,) in Z,
konvergiert. Sei ndmlich g € Z,[x,y| das Polynom mit

f) = f@)+ (y—x)f(x) + (y — x)’g(x,y)
dann gilt

flant1) = flan) + (a1 — an) f' (@) + (Qnga — Ozn)Qg(Ozn, Qpy1)

= f/(an)_zf(an)Qg(am i) -
Das zeigt

|f(ans)lp = |f () [y lg(an, ansn)lp < [f ()l -
Da |f(ao)|, < 1, gilt f(aw,) — 0 fiir n — oco. Aus der Definition von (c,) folgt
dann, dass auch o, 1 —a, gegen null geht. Nach Lemma 8.14 konvergiert demnach
die Reihe Y7 (ay41— ), das heiBt aber gerade, dass die Folge (a,) konvergiert.
Sei a = lim,,_, o, v, der Grenzwert. Da f als Polynom stetig ist, folgt

fla) = lim f(an) =0.

Es bleibt die Eindeutigkeit von « zu zeigen. Sei also o’ eine Nullstelle von f mit
@’ = a. Dann gilt

0= f(a') = fla) = (o’ —a)(f'(a) + (&' — a)g(a,a)).

Da |f'(a)], = 1, |& — ], < 1 und |g(e, )|, < 1, kann der zweite Faktor nicht
verschwinden. Es folgt also o/ = a. g

Der Beweis ist konstruktiv: Er sagt uns, wie wir a mit beliebig vorgegebener p-
adischer Genauigkeit bestimmen konnen.

Das folgende Resultat zeigt die Niitzlichkeit des Henselschen Lemmas.
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8.19. Lemma. Sei p eine ungerade Primzahl und a € Z, mit p 1 a. Dann ist a
genau dann ein Quadrat in Z,, wenn a ein quadratischer Rest mod p ist.

Wenn a € Zs ungerade ist, dann ist a genau dann ein Quadrat in Zs, wenn
a =1 mod 8 ist.

Beweis. Es ist klar, dass ein Quadrat in Z, insbesondere ein Quadrat mod p (bzw.
mod 8 fiir p = 2) sein muss. Fiir die Gegenrichtung sei zunéchst p ungerade. Wir
betrachten f(x) = 2* —a. Wenn a ein quadratischer Rest mod p ist, dann gibt es
s € F, mit f(s) = 0. AuBlerdem ist f’(s) = 2s # 0. Nach Satz 8.18 gibt es also
(genau) ein o € Z, mit (6 = s und) o% = a.

Im Fall p = 2 miissen wir etwas anders vorgehen, da die Ableitung von 22 — a
immer gerade ist. Wir schreiben a = 84 + 1 mit A € Z, und betrachten jetzt
f(x) =22% + 2 — A. Dann ist f(A) = 2A? gerade und f'(A) = 4A + 1 ungerade.
Wir konnen also wieder Satz 8.18 anwenden: f hat eine Nullstelle o € Z,. Es folgt
(da+1)* —a=8f(a) =0. O

Das zeigt zum Beispiel, dass —7 ein Quadrat in Z, ist.

Allgemeiner haben wir folgendes Resultat iiber Quadrate in Q,.

8.20. Lemma. Seia € Q); dann ist a = p"u mit u € Z; (und n = vy(a)). a ist
ein Quadrat in Q, genau dann, wenn n gerade ist und u ein Quadrat in 7, ist.

Beweis. Dass die Bedingung hinreichend ist, ist klar. Ist umgekehrt a = b, dann
muss n = v,(a) = 2v,(b) gerade sein, und u = (b/p™/?)* € Z ist ein Quadrat in Q,,.
Es ist aber v,(b/p™/?) = 0, also ist u das Quadrat eines Elements von Z,. d

Als eine weitere Folgerung sehen wir, dass die (p — 1)-ten Einheitswurzeln in Z,
enthalten sind.

8.21. Folgerung. Sei p eine Primzahl. Dann hat 2P~ — 1 in Z, genau (p — 1)
verschiedene Nullstellen.

Beweis. Nach dem kleinen Satz von Fermat 3.30 gilt a?~! = 1 fiir jedes a € Fy.
Sei f(z) = 2P~ — 1, dann gilt also fiir jedes 0 # a € F,, dass f(a) = 0 und
f'(a) = (p— 1)aP=? = —aP™? # 0. Nach Satz 8.18 folgt, dass es genau eine
Nullstelle @ € Z, von f gibt mit & = a. Das zeigt, dass es mindestens (p — 1)
verschiedene Nullstellen in Z, gibt. Auf der anderen Seite kann ein Polynom vom
Grad (p — 1) im Integritdtsring Z, aber auch nicht mehr als (p — 1) verschiedene
Nullstellen besitzen. U

9. DER SATZ VON HASSE UND DAS NORMRESTSYMBOL

Wir wollen jetzt das, was wir iiber p-adische Zahlen gelernt haben, auf quadratische
Formen anwenden.

Zum Beispiel sehen wir, dass die notwendigen Bedingungen 7.13 fiir die nichttri-
viale Losbarkeit von az? 4+ by? + c2?> = 0 (mit abc quadratfrei) die nichttriviale
Losbarkeit in R (das ist einfach Bedingung (1)) und in allen Q, impliziert. Ist
etwa p ungerade mit p | a, dann sagt Bedingung (6), dass es y,z € F) gibt
mit by* 4+ ¢z? = 0. Sei z € Z, ein Reprisentant von z. Dann hat das Polynom
f(X) =bX?%+c2% € Z,[X] eine einfache Nullstelle g in F, (denn f(3j) = 2by # 0),
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also gibt es nach Satz 8.18 eine Nullstelle in Z,. Alternativ kénnen wir mit Lem-
ma 8.19 argumentieren, dass —bc ein Quadrat in Z, sein muss und daraus eine
Losung in Z, konstruieren. Falls p ungerade ist und abc nicht teilt, dann gibt es
eine Losung mod p nach Lemma 6.5, und wir kénnen wie eben verfahren (wobei
wir die Variable im Polynom so wéhlen, dass die Nullstelle mod p nicht bei null
liegt). Im Fall p = 2 kénnen wir erreichen, dass wir Quadratwurzeln aus Zahlen
ziehen miissen, die = 1 mod 8 sind, was nach Lemma 8.19 in Zy immer moglich
ist.

Man beachte, dass wir den Satz von Legendre in dieser Uberlegung nicht benutzt
haben. Natiirlich kann man auch argumentieren, dass es nach dem Satz von Le-
gendre sogar eine nichttriviale ganzzahlige Losung geben muss, die dann auch eine
reelle bzw. eine p-adische Losung ist. Der Punkt ist, dass wir unabhéingig von
Resultaten iiber Losungen in Z oder in Q mit endlichem Aufwand entscheiden
konnen, ob es reelle und p-adische Losungen (fiir alle Primzahlen p) gibt. Dies
gilt auch noch in sehr viel allgemeineren Situationen, wo es kein dem Satz von
Legendre vergleichbares Resultat gibt.

In jedem Fall sehen wir, dass der Satz von Legendre 7.15 und auch seine allgemei-
nere Form in Satz 7.19 zu folgender Aussage dquivalent sind.

9.1. Satz. Sei Q(z,y, z) eine nicht-ausgeartete terndre quadratische Form. Dann
sind dquivalent:

(1) Q(z,y,z) = 0 hat eine primitive ganzzahlige Losung.
(2) Q(z,y,z) =0 hat eine nichttriviale Losung in R und in Q,, fir jede Prim-
zahl p.

Hierbei kann in der zweiten Aussage entweder auf die Losbarkeit in R oder auf die
Lasbarkeit in Qo verzichtet werden.

Beweis. Zunéchst einmal ist klar, dass beide Aussagen wahr bzw. falsch bleiben,
wenn wir () durch eine dquivalente Form )’ ersetzen. Es geniigt also, sich auf
diagonale Formen Q = ax? + by? + cz? mit abc quadratfrei zu beschrinken.

Die Implikation (1) = (2) ist trivial. Die umgekehrte Implikation folgt aus dem
Satz von Legendre 7.15, und der Zusatz aus den beiden Beweisvarianten, die ent-
weder die 2-adische oder die reelle Losbarkeit nicht verwenden. U

Dieses Ergebnis wird das Hasse-Prinzip oder das Lokal-Global-Prinzip fiir ternére
quadratische Formen genannt. Es besagt, dass die Existenz ,lokaler* Losungen
(in R und in Q, fiir alle p) die Existenz ,globaler Losungen (in Q) zur Folge hat.
Die Aussage gilt allgemeiner fiir quadratische Formen in beliebig vielen Variablen;
wir werden das spéter sehen.

9.2. Bemerkung. Das Lokal-Global-Prinzip gilt keineswegs immer. Ein berithm-
tes Gegenbeispiel' ist die Gleichung

328 +4y°+52°=0.

Man kann (relativ leicht) zeigen, dass sie nichttriviale reelle und p-adische Losun-
gen hat (fiir alle Primzahlen p), aber (das ist schwieriger) keine nichttriviale ra-
tionale Losung.

Da wir die folgende Uberlegung mehrfach verwenden werden, formulieren wir sie
als ein Lemma.

16E S. Selmer: The Diophantine equation az® +by® +cz3 = 0, Acta Math. 85, 203-362 (1951).
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9.3. Lemma. Sei Q(z1,...,x,) = alx% + -+ anzci eine nicht-ausgeartete dia-
gonale quadratische Form. Wenn p eine ungerade Primzahl ist und mindestens
drei der Koeffizienten a; p-adische Einheiten sind, dann hat Q) = 0 nichttriviale
Lésungen in Q,.

Beweis. Wir kénnen (eventuell nach Vertauschen der Variablen) annehmen, dass
a1, as und az p-adische Einheiten, also hier nicht durch p teilbare ganze Zahlen
sind. Nach Lemma 6.5 gibt es dann u,v € Z mit a; = —asu® — a3v? mod p. Dann
ist (in Z,) (—agu® — azv?)/a; = 1 mod p; nach Lemma 8.19 ist also

(—agu® — azv®)/ay = t* fiir ein t € Z,,.

Damit ist (z1,...,z,) = (t,u,v,0,...,0) eine nichttriviale Losung von @ = 0. O

Wir wollen jetzt das Phdnomen, dass man eine der lokalen Bedingungen in Satz 9.1
weglassen kann, genauer untersuchen. Dazu fithren wir das Normrestsymbol ein.
Es kodiert die reelle bzw. p-adische Losbarkeit terndrer quadratischer Formen.

Wir hatten gesehen, dass jede nicht-ausgeartete ternédre quadratische Form zu
einer Diagonalform ax? + by? + cz? (mit abc # 0) dquivalent ist. Dies ist wiederum
dquivalent zu (—ac)z? + (—bc)y? — 2? (multipliziere mit —c und ersetze 2 durch
z/c). Wir kénnen uns also auf Formen der Gestalt ax? + by* — 2? beschriinken.

9.4. Definition. Seien a,b € Q*. Fiir eine Primzahl p setzen wir

(&)1

falls a 2? 4+ by? = 2? eine nichttriviale Losung in @, hat. Andernfalls setzen wir

(&)1

In dhnlicher Weise definieren wir
b
(a’_> _ 1,
00

falls es eine nichttriviale reelle Losung gibt, andernfalls

(&)1

Das Symbol (%b) heifit Hilbertsches Normrestsymbol oder kiirzer Normrestsymbol
oder Hilbertsymbol.

Satz 9.1 sagt dann, dass a 2% +by? = 22 genau dann eine nichttriviale Losung in Q
hat, wenn

b
<a;> =1 fiir alle ,,Stellen” v = p, v = .
v

Wir wollen jetzt den Wert des Normrestsymbols bestimmen. Wir beginnen mit
dem einfachsten Fall.

9.5. Lemma.

b
<CL) =—-1 <= a<0undb<0.
00
Insbesondere ist das Symbol (%’) in beiden Argumenten multiplikativ.

Beweis. Das ist klar. O

Fiir die anderen Félle ist folgende Eigenschaft niitzlich.
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9.6. Lemma. Fir a,b,c € Q* und jede ,Stelle” v gilt

<ab1,)ac) _ (ab,q}—bc) '

Beweis. Die Formen abz? + acy? — 2% und ab x2® — bey? — 22 sind #quivalent (mul-
tipliziere mit —ab, skaliere x und y so dass die Quadrate in den Koeffizienten
verschwinden, und vertausche z und z). U

9.7. Definition. Zur Vereinheitlichung der Schreibweise setzen wir Q,, = R (ana-
log zu [ - [oo = [ -])-

Eine weitere einfache Beobachtung ist, dass

bt b
(as, > = (a;> , wenn s,t Quadrate in Q, sind,
v

v
(a,b) B <b,a)
v/ \Nwou/’
9.8. Lemma. Seip eine ungerade Primzahl und uy,uy € Q* NZ,;. Dann gilt

(U1,U2) 1 (Ulpy U2> _ (@) und <u1p, U2p> _ (—U1U2)
p ’ p p p p

Das Symbol (‘%’) ist in beiden Argumenten multiplikativ.

und natiirlich

Beweis. Die Gleichung w22 4-usy? = 22 hat nach Lemma 9.3 stets eine nichttriviale
in Q.

Wenn u, ein quadratischer Rest mod p ist, dann gibt es nach Lemma &8.19 eine
Quadratwurzel s von uy in Z,, und (x,y, 2z) = (0,1, s) ist eine nichttriviale Losung
von u1pr? 4+ ugy? = 22. Gibt es umgekehrt eine nichttriviale Losung in Q,, dann
auch eine primitive Losung in Z, (hier heifit ,primitiv®, dass nicht alle Variablen
durch p teilbar sind). In einer primitiven Losung kann p nicht y und z teilen;
Reduktion mod p zeigt dann, dass uy ein quadratischer Rest mod p sein muss.

Die dritte Formel folgt aus Lemma 9.6 und der zweiten Formel.

Die Multiplikativitdat priift man fiir die verschiedenen Félle nach; beachte, dass
Potenzen von p? in den Argumenten ignoriert werden kénnen. O

Der komplizierteste Fall ist v = 2.

9.9. Lemma. Seien ui,us € Q* NZ5. Dann gilt

1 ’U«%* uyp—1 ug—1
(“1’2“2):(_1)“1%”2%, (2“12’“2):(_1) I

u2u27 w1 —1 uo—
(2U1;22U2) _ (_1) 12 1(_1) L 1 221.

Das Symbol (%’) ist in beiden Argumenten multiplikativ.
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Beweis. Da wir u; und us mit beliebigen rationalen Zahlen multiplizieren kénnen,
die Quadrate in @Q, sind, geniigt es, die Fille u; = £1,43 zu betrachten. In
jedem Fall sieht man, dass man entweder mit Hilfe von Lemma 8.19 eine Losung
konstruieren kann, oder dass man einen Widerspruch mod 8 erhilt, entsprechend
dem behaupteten Wert des Symbols.

Die Multiplikativitdt kann man wiederum fallweise nachpriifen. O

Um zu verstehen, woher der Name ,,Normrestsymbol“ kommt, schreiben wir die
Gleichung ax? + by? = z? um als 22 — ax? = by?. Wenn es nichttriviale Losungen
gibt, dann gibt es auch eine Losung mit y # 0 (wenn man eine Losung mit y = 0
hat, dann ist @ = s? ein Quadrat, und man kann jedes Element als (z — sz)(z + sz)
schreiben). Es gilt also

(“’—b):1 e XY €Q,: X2 —aY2=b.

v
(Wir teilen durch y? und schreiben X = z/y, Y = z/y.)

Wenn a kein Quadrat in Q, ist, dann ist die linke Seite X? —aY? gerade die Norm
des Elements X 4+ Yy/a in der Korpererweiterung Q,(1/a). Das Symbol (%b) ist
also 1 genau dann, wenn b eine Norm von Q,(y/a) ist. Die Norm ist multiplikativ
(leichte Rechnung; vergleiche auch Lemma 6.1), also bildet die Menge N, der
Normen von Elementen in Q,(y/a)* eine Untergruppe von Q. Daraus folgt sofort:

(B2 (251 — (2
(B2 -1 (5=t = (22)-

(Diese Eigenschaften des Normrestsymbols kann man iibrigens verwenden, um die
Bestimmung der Werte bei v = 2 etwas zu vereinfachen.)

Die noch fehlende Aussage

(Bt (S2)- = (2

ist dann dquivalent dazu, dass die Normgruppe NN, Index 2 in Q, hat. In jedem Fall
sehen wir, dass es zum Nachweis der Multiplikativitat geniigt, nur diesen letzten
Fall zu betrachten.

Die Aussage, dass der Index der Normuntergruppe in diesem Fall immer 2 ist,
ist ein Spezialfall eines allgemeineren Resultats der sogenannten ,lokalen Klas-
senkorpertheorie.

Wir kommen jetzt zum Hauptergebnis iiber das Normrestsymbol.

9.10. Satz. Seien a,b € Q*. Dann ist fiir alle bis auf endlich viele Primzahlen p,

(&)1

und wir haben die Produktformel
I1 (“—b) ~1.
v
V=p,00
(Dabei liuft v iber alle Primzahlen und cc.)

Die Produktformel besagt, dass es immer eine (endliche und) gerade Anzahl von
Stellen v gibt, so dass ax? + by? = 22 keine nichttrivialen Losungen in Q, hat.
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Beweis. Wir konnen annehmen, dass a und b quadratfreie ganze Zahlen sind (denn

wir konnen a und b mit Quadraten rationaler Zahlen multiplizieren, ohne den

a,b

Wert der Symbole zu verdndern). Nach Lemma 9.8 ist dann (7) = 1 fiir alle

ungeraden Primzahlen p, die weder a noch b teilen. Das zeigt die erste Behauptung.
Insbesondere ist das Produkt definiert.

Wir haben gesehen, dass alle Symbole im Produkt in beiden Argumenten multi-
plikativ sind. Daher geniigt es, folgende Félle zu betrachten:

<a7 b) = (_17_1>7 (_172>7 (_17]7)7 (272)7 (Q,p), <p7p>7 (p7Q)'

Dabei sind p und ¢ verschiedene ungerade Primzahlen. Wegen

a,a\ (—1la
(57) = (=7)
reduzieren sich die Falle (a,b) = (2,2) und (p, p) auf (a,b) = (—1,2) und (-1, p).

Fiir die verbleibenden Fille ergibt sich die folgende Tabelle (alle anderen Symbole
sind 1):

a,b a,b a,b a,b
wn ()] (5) |G|
(-1,-1)|| -1 -1 +1 +1
(-1,2) | +1 +1 +1 +1
L) |+ | DT (5|
(2,p) 1| (- (3) | +1
(pg) | +1 [(=D=T ] (9 | (2)

Wir sehen, dass die Produktformel genau zum Quadratischen Reziprozititsge-
setz 4.18 und seinen beiden Ergénzungsgesetzen 4.13 und 4.16 dquivalent ist. [J

Die Produktformel fiir das Normrestsymbol ist also nur eine andere Moglichkeit,
das Quadratische Reziprozititsgesetz samt Ergdnzungsgesetzen zu formulieren. In
gewisser Weise ist die Produktformel schoner, da sie eine einzige einfache Aussage
darstellt anstelle von drei verschiedenen.

Die Produktformel fiir das Normrestsymbol fiithrt zu folgender Verbesserung von
Satz 9.1.

9.11. Satz. SeiQ(x,y, z) eine nicht-ausgeartete ternire quadratische Form. Dann
sind dquivalent:

(1) Q(z,y,z) =0 hat eine primitive ganzzahlige Lisung.
(2) Q(z,y,z) =0 hat eine nichttriviale Losung in Q, fir alle bis auf eventuell
eine Stelle v (v =p Primzahl oder v = 00).

Beweis. Wir konnen @ durch eine dquivalente Form der Gestalt az? + by? — 22

ersetzen. Die Implikation ,,(1) = (2) ist wieder trivial. Fiir die Gegenrichtung tref-
fe (2) zu. Aus der Produktformel 9.10 folgt dann, dass es tatsdchlich nichttriviale
Losungen in Q, fiir alle v geben muss. Aussage (1) folgt dann aus Satz 9.1. U

Wir wollen jetzt das Hasse-Prinzip auf quadratische Formen in beliebig vielen
Variablen verallgemeinern. Der entscheidende Schritt ist der von drei zu vier Va-
riablen; hierfiir brauchen wir den berithmten Satz von Dirichlet {iber Primzahlen
in arithmetischen Progressionen.
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9.12. Satz. (Dirichlet 1837) Sei n > 1 und a € Z mit a L n. Dann gibt es
unendlich viele Primzahlen p mit p = a mod n.

Es ist klar, dass die Voraussetzung a | n notwendig ist, denn anderenfalls kann
es hochstens eine Primzahl = a mod n geben.

Beweis. Der Beweis wird mit analytischen Hilfsmitteln (Dirichletschen L-Funktio-
nen) gefiithrt. Wir werden ihn am Ende der Vorlesung in Abschnitt 11 nachholen.
Nachlesen kann man einen Beweis etwa in [IR, Ch. 16] oder [Sch, Kap. §]. O

9.13. Lemma. Sei Q(x1,2s,...,x,) eine nicht-ausgeartete quadratische Form in
n Variablen. Wenn es nichttriviale Losungen in Q (oder Q,) gibt von Q@ =0, dann
gibt es auch Losungen in Q (oder Q,) mit x, = 1.

Beweis. Eine nicht-ausgeartete quadratische Form in einer Variablen hat die Form
az? mit a # 0, hat also keine nichttrivialen Nullstellen. Wir konnen also n > 2
voraussetzen. Sei K = Q oder K = Q, der betrachtete Korper.

Es geniigt zu zeigen, dass es eine Losung mit x,, # 0 gibt (dann konnen wir die
Losung durch z,, teilen). Sei (&1,...,&,-1,0) eine Losung. Seien ny,...,m,-1 € K;
dann ist

Q&+t ... &y + o1, t) = (L, a1, 1) + Q- M1, 1))

wobei L eine Linearform ist. (L ist y = x-2Mg -y ; hier ist x = (&1,...,&,.1,0).)
Wire L(ny, ..., mn-1,1) = 0 fiir alle Wahlen der 7;, dann wére x im Kern von Mg;
das hiele aber det(Mg) = 0, und @ wére ausgeartet, im Widerspruch zur Vor-
aussetzung. Es gibt also ny,...,m,-1 € Q mit L(m,...,n,-1,1) # 0. Gilt dann
QM ... Mn_1,1) = 0, so haben wir eine Losung mit z, = 1 gefunden. An-
derenfalls setzen wir t = —L(n1,...,M0-1,1)/Q(m,...,Mn—1,1) # 0; dann ist
(& +tm, ..., &1 + tny_1,t) eine Losung mit x,, # 0. O

Dieser Beweis hat einen geometrischen Hintergrund: Wir betrachten Geraden
durch die gegebene Losung und zeigen, dass es eine Gerade gibt, deren zweiter
Schnittpunkt mit der Quadrik ) = 0 die Bedingung x,, # 0 erfiillt.

Wir konnen jetzt das Hasse-Prinzip fiir quadratische Formen in vier Variablen
beweisen.

9.14. Satz. Sei Q(x1,wa,x3,14) €ine nicht-ausgeartete quadratische Form in vier
Variablen. Dann sind dquivalent:

(1) @ = 0 hat eine primitive ganzzahlige Losung.
(2) @ = 0 hat eine nichttriviale Lésung in Q, fir alle Stellen v (v = p Primzahl
oder v =00).

Beweis. Esist nur ,(2) = (1)“ zu zeigen. Beide Aussagen bleiben wahr oder falsch,
wenn wir zu einer dquivalenten quadratischen Form {ibergehen. Wir kénnen also
ohne Einschrinkung annehmen, dass Q = a;23 + asz3 — azzi — asz? diagonal ist
mit quadratfreien und teilerfremden ganzen Zahlen aq, ..., a4. Da die Koeffizienten
nicht alle dasselbe Vorzeichen haben kénnen (reelle Losbarkeit), konnen wir (nach
eventueller Permutation der Variablen) annehmen, dass ay,az > 0.

Fiir jede Primzahl p, die D := 2a,asa3a4 teilt, gibt es nach Annahme einen ge-
meinsamen Wert u, € Q, von a;23 + asz3 und asza3 + asxi (fiiv (vq, 22), (v3,24) €
Q2 \ {0}). Wenn u, = 0 ist, dann gibt es nach Lemma 9.13, angewendet auf
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a12% + azy? — 2? und azx? + aqy® — 2% auch eine Losung, die u, = 1 liefert. Wir
konnen also u, € Q) annehmen. Offenbar kénnen wir w, mit einem beliebigen
Quadrat in Q multiplizieren; damit kénnen wir u, € Z,; U pZ, erreichen. Sei d
das Produkt der Primzahlen p, so dass u, ¢ Z.

Nach dem Chinesischen Restsatz 3.25 gibt es u € Z mit u = u, mod p? fiir alle
ungeraden p | D und u = up mod 16; es ist v = du’ mit ggT(vw', D) = 1. Nach
Satz 9.12 gibt es eine Primzahl ¢ mit ¢ = «’ mod 4D?/d. Wir betrachten jetzt die
nicht-ausgearteten terndren quadratischen Formen

Qi(z,y,2) = ma® + asy® —dgz® und  Qs(x,y,2) = aza® + asy® — dgz*.

Wir wollen zeigen, dass beide nichttriviale Nullstellen in Q haben. Wegen a, a3 > 0
gibt es jedenfalls reelle Losungen von (); = 0. Fiir Primzahlen p { ¢D gibt es nach
Lemma 9.3 immer p-adische Losungen. Wenn p | D, dann ist dg = u, mod p? (oder
mod 16, wenn p = 2). Da v,(u,) € {0, 1}, folgt daraus, dass dg/u, ein Quadrat
in Q, ist (vergleiche Lemma 8.20), also gibt es eine p-adische Losung von () = 0
und von (s = 0.

Aus Satz 9.11 folgt jetzt, dass Q1 = 0 und ()2 = 0 nichttriviale Losungen in QQ ha-
ben (wir haben die Existenz von Losungen in Q, fiir alle v mit der einen Ausnahme
v = g nachgewiesen). Nach Lemma 9.13 gibt es dann auch Losungen mit z = 1. Das
bedeutet, dass dg sowohl in der Form a;2% + as23 als auch in der Form a3 + a,23
(mit 1,29, 23,74 € Q) geschrieben werden kann. Damit ist (1, xe, 23, 74) eine

Losung von ) = 0, und nichttrivial, weil dq # 0 ist. U

Damit konnen wir nun endlich den Drei-Quadrate-Satz 6.9 beweisen.

9.15. Beweis des Drei-Quadrate-Satzes. Nach Lemma 6.10 geniigt es zu zei-
gen, dass jede natiirliche Zahl n, die nicht die Form 4*(8]+7) hat, Summe von drei
rationalen Quadraten ist. Dazu betrachten wir die nicht-ausgeartete quadratische
Form

Q(iUl, 1’2,553,374) = x% + x% + x% — nxi.

Die Gleichung @) = 0 hat sicher reelle Losungen und nach Lemma 9.3 auch Losun-
gen in allen Q, fiir p # 2. Es bleibt zu zeigen, dass es auch eine 2-adische Losung
gibt. Dazu kénnen wir annehmen, dass n nicht durch 4 teilbar ist (denn mit n ist
auch 4n Summe von drei Quadraten). Dann gibt es (fiir n # 7 mod 8) stets eine
Darstellung

n =% + x5+ x; mod 8,

in der wenigstens ein x; ungerade ist. Wiederum nach Lemma 8.19 fiihrt das zu
einer nichttrivialen Losung in Z.

Aus Satz 9.14 folgt jetzt, dass es eine nichttriviale rationale Losung von @) = 0
gibt. Darin muss x4 # 0 sein; wir kénnen also durch z7 teilen und erhalten eine
Darstellung von n als Summe dreier rationaler Quadrate. U

Beachte, dass in Satz 9.14 im Unterschied zu Satz 9.11 tatséchlich die Existenz
von Losungen in Q, fiir alle v verlangt werden muss!

Die Aussage von Satz 9.14 gilt jetzt ganz allgemein fiir nicht-ausgeartete quadra-
tische Formen in beliebig vielen Variablen.
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9.16. Satz. Sei Q(z1,...,x,) eine nicht-ausgeartete quadratische Form in n Va-
riablen. Dann sind dquivalent:

(1) @ =0 hat eine primitive ganzzahlige Lisung.
(2) @ = 0 hat eine nichttriviale Losung in Q, fir alle Stellen v (v = p Primzahl
oder v = 00).

Beweis. Wir kénnen wieder annehmen, dass Q(z1,...,2,) = @123 + -+ + a,12
diagonal ist mit quadratfreien Koeffizienten a;.

Der Fall n = 1 ist trivial (a;2z3 = 0 hat niemals eine nichttriviale Losung, weder
in Q noch in Q,).

Im Fall n = 2 ist Q(x1,22) = a1z} + azx3, und die Existenz einer nichttrivialen
Losung ist dquivalent dazu, dass —as/aq ein Quadrat ist (in Q bzw. in Q,). Es ist
aber leicht zu sehen, dass a € Q* genau dann ein Quadrat in Q ist, wenn a ein
Quadrat in Q, ist fiir alle bis auf endlich viele Primzahlen p (Ubungsaufgabe).

Der Fall n = 3 wurde in Satz 9.11 erledigt, und der Fall n = 4 in Satz 9.14.

Den Fall n > 5 beweisen wir durch Induktion mit einem &hnlichen Argument wie
Satz 9.14. Wir nehmen an, dass () = 0 nichttriviale Losungen in allen Q, hat. Da
@ = 0 insbesondere nichttriviale reelle Losungen hat, kénnen wir (moglicherweise
nach Umordnen der Variablen) annehmen, dass a; > 0 und a,, < 0. Sei wieder
D = 2a, ...ay. Fir jede Primzahl p | D gibt es dann u, € Q, und (z1,...,2,) €
Q\ {0} mit

— 2 2 _ 2 2
Up = 1T+ + Qp 2T, _9 = —Ap_1T,,_1 — T, .

Wie im Beweis von Satz 9.14 kénnen wir annehmen, dass u, € Z) U pZ, ist. Sei
d das Produkt der Primzahlen p, so dass u, ¢ Z.

Nach dem Chinesischen Restsatz 3.25 gibt es wieder u € Z mit u = u, mod p?
fiir alle ungeraden p | D und u = uy mod 16; es ist u = du’ mit ggT(v/, D) = 1.
Nach Satz 9.12 gibt es eine Primzahl ¢ mit ¢ = v/ mod 4D?/d. Wir betrachten die
nicht-ausgearteten quadratischen Formen

Qi(x1,. .., Tpoo,y) = a2 + -+ + @22’ _, —dgqy® und
Qo(Tp_1,Tp,2) = an_172 | + apx’ + dqz*.

Wie vorher sieht man, dass )1 und ) jeweils nichttriviale Nullstellen in allen Q,
mit v # ¢ haben. Da (), eine ternédre Form ist, folgt dann nach Satz 9.11 bereits,
dass Q2 = 0 eine nichttriviale rationale Losung hat. Auf der anderen Seite sind die
(wegen n > 5) mindestens drei Koeffizienten ay, . .., a,_s nicht durch die ungerade
Primzahl g teilbar, daher hat (J; = 0 nach Lemma 9.3 auch nichttriviale Lésungen
in Q,. Damit gibt es nichttriviale Losungen von @)1 = 0 in allen Q,, nach Induk-
tionsvoraussetzung (Q); ist eine Form in n — 1 Variablen) also auch nichttriviale
rationale Losungen.

Nach Lemma 9.13 gibt es dann auch Losungen mit y = z = 1. Das bedeutet, dass

dq sowohl in der Form a;z%?+ - -+a,_»x2_, als auch in der Form —a,_122_| —a,x2
(mit x1,...,z, € Q) geschrieben werden kann. Damit ist (z1,...,z,) eine Losung
von () = 0, und nichttrivial, weil dq # 0 ist. O

9.17. Definition. Eine nicht-ausgeartete quadratische Form ) heiflt indefinit,
wenn () = 0 eine nichttriviale reelle Nullstelle hat.
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9.18. Folgerung. Sei () eine indefinite nicht-ausgeartete quadratische Form in
n > 5 Variablen. Dann hat (Q = 0 eine primitive ganzzahlige Lisung.

Beweis. Ist p eine Primzahl, dann hat () = 0 stets nichttriviale Losungen in Q,
(Ubungsaufgabe). Nach Voraussetzung hat ¢ = 0 auch eine nichttriviale Losung
in R. Insgesamt sind also die Voraussetzungen von Satz 9.16 erfiillt, so dass ) = 0
eine primitive ganzzahlige Losung haben muss. U

Damit konnen wir den Vier-Quadrate-Satz 6.7 noch einmal beweisen. Sei n > 1.
Wir betrachten

2, 2, 2, 2 2
Q(z1, T2, 73,74, T5) = T] + 15 + T3 + 1§ — N5 .

Dann ist ) offensichtlich indefinit, also gibt es, wie wir eben gesehen haben, nicht-
triviale rationale Losungen von ) = 0. Nach Lemma 9.13 gibt es dann auch eine
Losung mit x5 = 1, d.h., n ist jedenfalls Summe von vier rationalen Quadraten.

Wir miissen noch zeigen, dass daraus folgt, dass n auch Summe von vier ganz-
zahligen Quadraten ist. Dazu gehen wir wie im Beweis von Lemma 6.10 vor: Sei
x = (71,72, 23,74) von |z|? = n eine rationale Losung mit Nenner ¢. Wir nehmen
fiir den Augenblick einmal an, dass wir nicht den Fall ¢ = 2 mit 2x4, ..., 2x4 unge-
rade haben. Dann gibt es y € Z* mit |y — x| < 1, und man kann wie in Lemma 6.10
schlieflen, dass

2(x,x —y)
o=+ —"—— (y—x)
|z —y|?
ebenfalls eine Losung ist und kleineren Nenner hat.

Im verbleibenden Fall x = (my/2,mq/2,m3/2,my/2) mit mq, ms, mg, my ungera-
de schreiben wir p = my + mai + msj + myk als Quaternion mit ganzen Koef-
fizienten. Wir wéhlen s, s9, 53,54 = £1 mit s = m; mod 4, sy = —my mod 4,
s3 = —mgz mod 4, s4 = —my mod 4 und setzen o = s1 + S9i + S35 + S4k. Dann ist

po=pi=N(p)=mi+mi+mi+mi=1+1+1+1=0mod4,
also ist po /4 eine Quaternion mit ganzen Koeffizienten. Auerdem gilt
N(uo/4) = N(u/2)N(o)/d=n-4/4=n.
Damit haben wir auch in diesem Fall eine ganzzahlige Losung gefunden.
Man kann natiirlich auch den Zwei-Quadrate-Satz 6.3 mit Hilfe des Satzes 9.11

beweisen, wobei man am einfachsten die Bedingung der 2-adischen Losbarkeit
wegldsst (Ubungsaufgabe).

9.19. Bemerkung. Fiir jede Primzahl p gibt es nicht-ausgeartete quadratische
Formen in vier Variablen, die keine nichttriviale p-adische Nullstelle haben. Fiir p
ungerade sei a ein quadratischer Nichtrest mod p; dann hat

Q(x1, 29, T3, 74) = 5 — axs + pr3 — apr;
keine nichttriviale p-adische Nullstelle. Fiir p = 2 kann man
Q(xla T, T3, CL'4) = ‘T"% + l'% + ZL'% + l’i
nehmen.

Zum Abschluss werden wir noch zeigen, dass die Produktformel 9.10 die einzige
Relation zwischen den verschiedenen Normrestsymbolen ist.
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9.20. Satz. Seien e, = %1 fir alle Stellen v (v = p oder v = ) gegeben mit
ey = 1 fir alle bis auf endlich viele v und [[, €, = 1. Dann gibt es a,b € Q* mit
(%b) = g, fiir alle v.

Beweis. Seien py, ..., p; die (endlich vielen) ungeraden Primzahlen mit e, = —1.
Fiir jedes 1 < j < k sei d; ein quadratischer Nichtrest mod p;. Nach dem Chinesi-
schen Restsatz 3.25 und dem Satz von Dirichlet 9.12 gibt es eine Primzahl ¢ mit
¢ = €x0dj mod p; fiir alle 1 < j <k und

1 fallseqw= lundey= 1
) 3 fallseqo =—1und ey = —
=19 5 falls €o = lund ey =—1 mod 8.
7 fallseqo =—1lund ey = 1
Sei a = e5,q und b = —2p; - - - pi. Dann ist jedenfalls (%’) = €40, Siehe Lemma 9.5.

Da e,¢g = 1 mod 4, ist auch (%b) = (=1)@*~D/8 = ¢, siehe Lemma 9.9. Fiir alle

1 < j <k ist eq ein quadratischer Nichtrest mod p;, also ist (‘;—b) =-1=¢,,
J

sieche Lemma 9.8. Fiir alle Primzahlen p ¢ {2,py,...,pk, ¢} sind a und b nicht

durch p teilbar, also ist <“Tf’ = 1 = ¢,, siche ebenfalls Lemma 9.8. Aus der

Produktformel 9.10 folgt schlieSlich, dass (%) =TI, 4q€v = Eq = 11st. O

9.21. Bemerkung. Man kann auch zeigen, dass die Werte des Normrestsymbols
terndre quadratische Formen bis auf Aquivalenz klassifizieren. Genauer gilt:

Zwei nicht-ausgeartete terndre quadratische Formen Q und Q' sind genau dann
dquivalent, wenn fiir jedes v die Gleichungen Q = 0 und Q" = 0 entweder beide
nichttriviale Losungen oder beide keine nichttrivialen Losungen in Q, haben.

10. DIE PELLSCHE GLEICHUNG

Sei d > 0 eine ganze Zahl, die kein Quadrat ist. Die Gleichung
2> —dy* =1 oder auch z?—dy*==+1,

die in ganzen Zahlen x und y zu l6sen ist, wird Pellsche Gleichung genannt. Diese
Bezeichnung geht auf Euler zuriick, der offenbar irrtiimlich annahm, dass Pell (ein
englischer Mathematiker) an der Entwicklung eines Losungsverfahrens beteiligt
war. Tatséchlich hatte Brouncker auf eine Herausforderung von Fermat hin ein
solches Verfahren entwickelt, das spéter unter anderem von Wallis in einem Buch,
das mit Pells Hilfe entstand, wiedergegeben wurde. Tatséchlich waren aber schon
indische Mathematiker im 11. oder 12. Jahrhundert im Besitz eines dquivalenten
Verfahrens. Lagrange gab dann eine préazise Formulierung der Methode und bewies,
dass sie immer zum Ziel fiihrt.

Die Voraussetzung ,,d > 0 und kein Quadrat* schlieft uninteressante oder triviale
Fille aus. Die rationalen Losungen lassen sich fiir jedes d, ausgehend von der
offensichtlichen Losung (x,y) = (1,0), leicht parametrisieren, vergleiche Satz 7.4.

Wir betrachten ein paar Beispiele. Fiir d = 2 erhalten wir folgende Losungen von
2% —2y* = 1 mit a2,y > 0.
ZE‘1‘3‘17‘99‘577‘3363‘19601‘
y\O‘Z\12‘70‘408‘2378‘13860‘
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Fiir d = 3 finden wir:
x|1]2]7]26]97]362 1351 |
y|0[1]4]15]56]209] 780 |

Und fiir d = 409 sind die beiden kleinsten Losungen (die wir schon in der Einlei-
tung gesehen haben):

x ‘ 1 ‘ 25052977273092427986049 ‘
Yy ‘ 0 ‘ 1238789998647218582160 ‘

In den betrachteten Fillen gibt es also immer nichttriviale Losungen (als trivial
wollen wir hier die Losungen mit y = 0 betrachten). Mindestens fiir d = 2 und
d = 3 scheint es eine Folge regelméflig wachsender Losungen zu geben. Wir sehen
aber auch, dass die kleinste nichttriviale Lésung im Vergleich zu d recht grof3 sein
kann.

10.1. Struktur der Lésungsmenge. Analog zu der Beobachtung
2 +y’ = (v +iy)(z —1y),
die beim Studium der Summen zweier Quadrate wichtig war, gilt hier
2* —dy? = (z + yVd)(z — yVd).
Wenn wir die zwei Ausdriicke z +yv/d und u +vv/d multiplizieren, sehen wir, dass
(2% — dy?) (u? — dv?) = (zu + dyv)* — d(av + yu)?.
Lemma 6.1 ist der Spezialfall d = —1 dieser Beziehung.

Analog zum Ring Z[i] der ganzen Gaufischen Zahlen kénnen wir hier den Ring
R = Z[Vd] = {a +b/d | a,b € Z} betrachten. Die Abbildung N : R — Z,
a+bVd — a? —db? ist dann gerade die Norm; wir haben eben schon gesehen, dass
die Norm multiplikativ ist. Wir sehen auch, dass a + bv/d in R invertierbar ist,
falls N(a + bv/d) = £1 ist. (Das Inverse ist dann 4(a — bv/d)). Umgekehrt muss
die Norm einer Einheit ein Teiler von 1 sein, also ist

R* ={a+b/d|d® —db* = +1}.
Die Einheiten mit Norm 1 bilden eine Untergruppe

R ={a+b/d|a®—d*=1}.

Es ist entweder RY = R* (zum Beispiel fiir d = 3 mod 4 ist a® — db* niemals
= —1mod 4), oder R} hat Index 2 in R* (die nichttriviale Nebenklasse wird
dann von den Einheiten mit Norm —1 gebildet).

Ubersetzt auf die Losungsmengen
Si={(w,y) €2’ |2* —dy’ =1} wd T, ={(x,y) € Z* | &> - dy’ = £1}

der Pellschen Gleichung heifit das, dass sie eine natiirliche Struktur als abelsche
Gruppen haben, wobei die Verkniipfung gegeben ist durch

(z,y) * (2, y") = (z2’ + dyy', xy’ + ya') .

Die Abbildung Z? > (,y) + 2 + yV/d € R liefert Isomorphismen S; = RX und
T, = R”.

Wir wollen jetzt die Struktur dieser Gruppen ermitteln. Dazu betrachten wir

¢:Sqg— R*, (x,y)l—>x+y\/3.
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Hier ist v/d € R die positive reelle Quadratwurzel (d.h., wir verwenden die of-
fensichtliche Einbettung von R in R). Es ist 1/¢(x,y) = = — yv/d, also haben

T = ¢(x7y)+1/¢(w7y) und y = ¢(x7y)_1/¢(xay)
2V/d '

2
Das zeigt, dass ¢ injektiv ist. Auflerdem gilt

o(r,y) >0 <= >0 und ¢(z,y) >1 < x,y>0.

Nach dem oben Gesagten ist ¢ ein Gruppenhomomorphismus. Weil (—1,0) € Sy,
ist der Homomorphismus Sy — {£1}, (z,y) — sign(¢(z,y)) surjektiv; sein Kern

Sy ={(z,y) € Sy | = >0}
ist also eine Untergruppe von Sy vom Index 2. Es gilt (—1,0) % (z,y) = (—z, —y).

10.2. Lemma. Wir nehmen an, dass S, mnicht trivial ist (d.h., es gibt Lésungen
(z,y) von x®> —dy* = 1 mit x > 1). Sei (z1,y1) die Lisung mit x1 minimal, so
dass x1,y1 > 0. Dann wird die Gruppe S; von (z1,y1) erzeugt und ist unendlich.

Beweis. Sei a = ¢(x1,y1); es ist @ > 1, und es gibt dann kein (z,y) € S mit
1 < ¢(z,y) < a (denn sonst wire y > 0 und 1 < z < z4).

Sei jetzt (z,y) € S beliebig; setze 8 = ¢(x,y) > 0. Daa > 1ist, gibt eseinn € Z
mit o < § < o™t Wenn wir das m-fache Produkt von (z,y) in der Gruppe S
mit (z,y)*™ bezeichnen, dann haben wir

1< /Ba_n = gb((x,y) * (xlvyl)*(_n)) <a.

Dann muss ¢((z,y) * (z1,y1)* ™) = 1 sein, also

(2, y) * (xlayl)*(in) =(1,0) = (z,y) = (v, )™

Damit ist gezeigt, dass jedes Element (z,y) € S; eine Potenz von (z1,y;) ist. Da
#(S;) ={a™ | n € Z} unendlich ist, ist auch S unendlich. O

Hinter dem Beweis steht folgende Beobachtung: logo¢ liefert einen Homomor-
phismus von S in die additive Gruppe R mit diskretem Bild. Eine nichttriviale
diskrete Untergruppe I" von R hat aber stets die Form Z - r fiir ein r > 0; genauer:
r =min(I' N R<g) (hier ist r = log av).

Wir sehen also, dass es, sobald es eine nichttriviale Losung gibt, schon unendlich
viele Losungen geben muss, die (bis aufs Vorzeichen) alle die Form (x,,, y,) haben
mit n € Z, wobei

Ty + yn\/g = (o1 + yl\/C_Dn .
Da

n n

a”+a " o o — o~ o
Tp=———~— und y,= =

2/d 2d'

(die Ndherungen gelten fiir n > 0) sehen wir, dass die Losungen exponentiell
wachsen, wie wir das in den ersten beiden Beispielen auch beobachtet haben.

Es bleibt noch zu zeigen, dass es tatséchlich immer nichttriviale Losungen geben
muss.
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10.3. Diophantische Approximation. Eine Lésung von 22 — dy? = 1 mit
x,y > 0 liefert eine sehr gute rationale Niherung von v/d:

2 — dy? 1
0<Z-Vd=—""2Y -
y yP(Vd+aly)  2Vdy?
(beachte, dass ¥ > Vd).

Umgekehrt liefert eine Néherung ¥ mit 0 < % — Vd < 1/(2v/dy?) eine Losung,
denn

1 1 1
0<a?—dy? = (2 = V) (T + Vi) < —=(2Vd+ =) =1+ - <2.
AN Y 2V/d 2V/d 4d
Wir miissen also zeigen, dass es so gute Ndherungen stets gibt. Als ersten Schritt

beweisen wir folgendes Ergebnis, das immerhin bis auf einen konstanten Faktor
an unser Ziel herankommt.

10.4. Lemma. Sei a € R\ Q eine irrationale reelle Zahl. Dann gibt es unendlich
viele rationale Zahlen p/q mit

Beweis. Wir bezeichnen mit (x) = = — |z] den gebrochenen Anteil von z € R.
Der Beweis benutzt das ,,Schubfachprinzip.“ Sei n > 1. Von den n + 1 Zahlen

0, (), (2a), ..., (na)

im halb-offenen Intervall [0,1] muss es (wenigstens) zwei geben, die im selben
Teilintervall [k/n, (k + 1)/n[ zu liegen kommen, fiir ein 0 < k& < n. Es gibt dann
also 0 <1 <m < n, so dass

~ > |(ma) — {1a)] = [(m ~ D ~ (Ima] ~ [ta)].

Mit p = |ma] — |la| und ¢ = m — [ heifit das
0< ‘a _ Pl L < lz .
q ng g
(Da « irrational ist, ist a # p/q.) Wenn p/q eine gegebene Naherung ist, konnen
wir n so grof§ wihlen, dass | — p/q| > 1/n ist; die neue Néherung p'/q’, die wir
dann finden, erfiillt |« — p'/¢'| < 1/nq’ < 1/n, und ist daher von p/q verschieden.
Indem wir also n immer grofler wahlen, finden wir unendlich viele Naherungen mit
der verlangten Eigenschaft. U

10.5. Bemerkungen.

(1) Die Eigenschaft, dass die Menge
{Be@‘0<)a—z—) <12}
q q q

unendlich ist, charakterisiert die irrationalen Zahlen unter den reellen Zah-

len . Denn ist « = r/s € Q, dann ist |a — p/q| entweder gleich null oder

mindestens 1/gs, so dass 0 < |a — p/q| < 1/¢? nur fiir ¢ < s moglich ist.

Fiir jedes gegebene ¢ gibt es hochstens ein p (oder zwei fiir ¢ = 1), das die

Ungleichung erfiillt. Wenn ¢ beschréankt ist, muss die Menge also endlich

sein.
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(2) Wenn a € R algebraisch ist (also Nullstelle eines normierten Polynoms mit
rationalen Koeffizienten), dann ldsst sich o nicht wesentlich besser durch
rationale Zahlen approximieren als in Lemma 10.4. Genauer gilt fiir jedes
e > 0, dass es nur endlich viele p/q € Q gibt mit

1
q2+€ .

o -] <
q

Dieses Ergebnis ist nicht einfach zu beweisen. Es ist als Satz von Roth
bekannt (oder auch als Satz von Thue-Siegel-Roth, denn Thue und Siegel
bewiesen schwichere Versionen). Man kann zum Beispiel daraus folgern,
dass eine Gleichung
F(a,y) =m

mit F' € Z[x,y] homogen und irreduzibel vom Grad > 3 und 0 # m € Z
nur endliche viele ganzzahlige Losungen haben kann. (Solche Gleichungen
heiflen Thue-Gleichungen, denn Thue benutzte sein oben erwéhntes Resul-
tat, um die Endlichkeit der Losungsmenge zu beweisen.)

Wir werden jetzt das Approximationslemma 10.4 dazu verwenden, die Existenz
von nichttrivialen Losungen der Pellschen Gleichung nachzuweisen.

10.6. Satz. Die Pellsche Gleichung x* — dy* = 1 hat (fiir d > 0 kein Quadrat)
stets nichttriviale Losungen. Die Losungsmenge Sy trdigt eine natiirliche Struktur
als abelsche Gruppe; es qilt Sq = 7./27. X 7.

Beweis. Wir haben bereits gesehen (Lemma 10.2), dass S = Z, sobald es nichttri-
viale Losungen gibt. Dann ist S, das direkte Produkt der zweielementigen Gruppe
{(1,0),(-1,0)} und S;. Es geniigt also, die Existenz einer nichttrivialen Losung
Zu zeigen.

Behauptung: Es gibt unendlich viele Paare (z,y) € Z* mit |2* — dy?| < 2Vd+1.

Zum Beweis beachten wir, dass es nach Lemma 10.4 unendlich viele Paare (z,y)
ganzer Zahlen gibt mit |x/y — v/d| < 1/y* (hier benutzen wir die Voraussetzung
d > 0 und d kein Quadrat, also v/d € R\ Q). Es folgt

E—\/c_i‘(er\/El)<f+\/8:2\/8+<§—

y y y y
1

gzx/&+‘§—\/&‘<2\/8+y—2§2\/&+1.

2% — dy?| = o

Vi)

Es gibt nur endliche viele ganze Zahlen m mit |m| < 2v/d + 1, also muss es ein m
geben, so dass x? — dy? = m fiir unendlich viele (z,y) (hier verwenden wir die un-
endliche Version des Schubfachprinzips). Um daraus eine Losung von z? —dy* = 1
zu konstruieren, wollen wir zwei Paare mit 22 — dy? = m durcheinander , dividie-
ren.“ Damit dabei ganze Zahlen herauskommen, miissen die beiden Paare (z,y)
zueinander mod m kongruent sein. Da es nur endlich viele Paare von Restklassen
mod m gibt, gibt es jedenfalls 0 < x < v und 0 < y, v mit 2% —dy? = u?> —dv? = m
und x = u mod m, y = v mod m. Dann wird

(zu — dyv)? — d(uy — 2v)* = m?,
und

vu—dyv=2> —dy* =m = 0mod m, uy —zv =2y —zy =0 mod m,
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also haben wir mit

—d _
(xu yv’uy xv) e st
m m
eine nichttriviale Losung gefunden. (Wére die Losung trivial, dann wére uy = zv
und xu — dyv = £m, woraus man mzx = z(u? — dv?) = (xu — dyv)u = +mu, also
x = tu folgern kénnte, im Widerspruch zu 0 < z < u.) O

10.7. Definition. Der Erzeuger (x1, ;) von S; mit z1,y; > 0 (und damit z; > 0
minimal in einer nichttrivialen Losung) heifit Grundiosung der Pellschen Gleichung
2?2 —dy? = 1.

Hier ist eine Tabelle mit Beispielen:

d| x| d |z | d |z | ®n d |z |y
21312 71813 1207 [ 2 17133 [ 8
31211 8131 13649 | 180 18] 17 | 4
51914 1019/ 6 14|15 | 4 19 1170 | 39
6|52 1110 3 150 4 | 1 201 9 | 2

Es bleibt die Frage zu kldaren, wie man diese Grundlosungen findet, beziehungswei-
se, wie man die guten rationalen Ndherungen effizient finden kann, deren Existenz
wir in Lemma 10.4 bewiesen haben.

10.8. Kettenbriiche. Sei a € R\Q eine irrationale reelle Zahl. Wir setzen oy = «
und definieren rekursiv fiir n > 0

1

an_an‘

Qp = LanJ ) Apt1 =

Es ist klar, dass alle «,, ebenfalls irrational sind; daher ist stets «,, # a,, und a,
ist fur alle n > 0 definiert. Fir n > 1 ist «,, > 1 und damit auch a,, > 1.

Es gilt dann

ap—1 + —
n

Zur Vereinfachung der Notation kiirzen wir den geschachtelten Bruch auf der rech-
ten Seite ab durch

lag; ay, ag,. .., an_1, 0] .

(Diese Schreibweise ist fiir beliebige ay, . . . , a,_1, a;, sinnvoll.) Wir haben dann die
Rekursion

[ag] = ao, lag; a1, ..., an_2,an_1,7] = [ag;a1,...,an_2,0n_1 + %] (n>1).
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10.9. Definition. Der formale Ausdruck

[ao;a1,a2,a3,-~']

heifit die Kettenbruchentwicklung von «.

Wenn ag, a, as, ... ganze Zahlen sind mit ay, as, -+ > 1, dann ist [ag;aq, ..., a,]
fiir jedes n eine rationale Zahl. Wir konnen diese Zahl berechnen, indem wir den ge-
schachtelten Bruch von innen her auflésen (d.h., wir verwenden obige Rekursion).
Das hat den Nachteil, dass wir jedesmal wieder neu anfangen miissen, wenn wir
den Kettenbruch verldngern. Das folgende Lemma zeigt eine bessere Alternative
auf.

10.10. Lemma. Sei ag, a1, as,... eine Folge ganzer Zahlen mit ai,as,... > 1.
Wir setzen p_o =0, g2 =1, p_1 =1, q_1 = 0 und definieren rekursiv
DPn+1 = Qp1Pn + Pn-1, Qn+1 = Gpt1Gn + Gn-1 -

Die Folgen (py) und (¢q,) haben folgende Eigenschaften.
(1) Put1Gn — Pudnir = (—1)™ fir alle n > —2. Insbesondere gilt p, L q,.
(2) [ao;ar,...,an) = pn/qn fir alle n > 0.

(3) Wenn [ag; a1, aq,...] die Kettenbruchentwicklung von « ist, dann gilt fir
n=0 1 1
dn AnGn+1 q,

Auferdem ist sign(a — pp/qn) = (—1)".
(4) Unter den Annahmen von (3) gilt

@<@<E<...<a<...<&<&<ﬂ.

do 42 44 ds a3 q1
Der Bruch p,/q, = [ag;aq,...,a,] heifit der n-te Ndiherungsbruch von « (engl.:
nth convergent), wenn |ag; a1, as, . . . | die Kettenbruchentwicklung von « ist.

Beweis.

(1) Die Behauptung gilt nach Definition fiir n = —2. Wir beweisen den allge-
meinen Fall durch Induktion. Sei n > —1 und die Behauptung fiir n — 1
schon gezeigt. Dann gilt

Prn+19n — PnQn+1 = (an-i-lpn + pn—l)Qn - pn(an+1Qn + Qn—l)
- _(ann—l _pn—lc_In) - _(_1)n—1 = (_1)71 .
(2) Es gilt allgemeiner fiir n > —1 und beliebiges x:
Pn® + Prn—1
lag; ay, ... an, 0] = ————.
gnT + gn—1

Dasist klar fiirn = —1: © = (p_12+p—_2)/(¢-12+q_2). Unter der Annahme,
dass die Beziehung fiir n — 1 gilt, folgt

[ag; a1, ..., an-1, an, ] = [ag; a1, . .., Ap1, ap + %]

_ Pn— (an + %) + Pn—2 . (anpnq +pn72>x + Pn—1
B qn—1 (an + i) + gn—2 B (anqn—l + Qn—2>x + qn—1
_ PnT + Pp
B GnT + Gn-1

Wenn wir hierin « = a,,1 setzen, erhalten wir die Aussage des Lemmas.
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(3) Es ist o = [ag;a1,...,an, Aypt1]. Aus der eben bewiesenen Aussage und
Teil (1) folgt
& o On41Pn +pn—1 . & o _(ann—l _pn—IQn) o (_1)n

dn Ont1Gqn + qn-1  qn N Gn(Qni1Gn + Gn—1) N Gn(Ong1Gn + Gn1)
Das zeigt die Behauptung iiber das Vorzeichen der Differenz. Weiter ist
Qpg1 > Apy, AlSO pg1Gn + @1 > Ant1Gn + Gn—1 = @n41 und daher
n 1
a—nl < .
dn dnqn+1

Schliefflich ist g,+1 = Anr1Gn + @1 > Gn-
(4) Die Differenz

Pniy2  Pn an+2(pn+1Qn _annJrl) . an+2<_1)n

n+2 dn AnGn+2 dnqn+2
ist positiv fiir gerades n und negativ fiir ungerades n.

10.11. Folgerung.
(1) Sei a € R\ Q. Ist [ag; a1, as, . ..] die Kettenbruchentwicklung von o, so gilt

lim 2 = lim l[ag; ar, ..., a,) = .
n—oo q,n n—oo
(2) Seien ag,ay,as,... € Z mit aj,as,... > 1. Sei
Pn
- — [CLO)alaaQa o 7an]
dn
wie 1 Lemma 10.10. Dann konvergiert die Folge Z—Z gegen einen Grenz-
wert a, und [ag; ay, as, .. .| ist die Kettenbruchentwicklung von c.

Bewezs.

(1) Das folgt sofort aus Lemma 10.10, (3).

(2) Nach Lemma 10.10, (1) gilt |pni1/Gnr1 — /@0l = 1/(qnGns1). Fiir n > 2
ist ¢, > n (Induktion: go =1, ¢1 = a1 > 1, ¢ = anGn-1 + Gn—2 > -1 + 1
fir n > 2), also konvergiert die Reihe ) ., 1/(¢ngn+1). Das zeigt, dass
die Folge (p,/¢n) eine Cauchy-Folge ist; sie konvergiert daher gegen einen
Grenzwert a.

Fiir n > 2 ist ap = po/qo < pn/gn < p1/q1 < ag + 1, also gilt ag = |«].
Dann ist

1 .
= lim [ay;a9,...,a,)].

Es folgt, dass a; = |a] ist, und auf gleiche Weise ergibt sich induktiv,
dass [ao; ai, ag, . ..] die Kettenbruchentwicklung von « sein muss.

o] =

O
Man kann dieses Ergebnis auch so formulieren: Die Abbildungen
a — Kettenbruchentwicklung von «
und

[ag; ai, ag,...| — lim [ag; aq, ..., a,)
n—oo
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sind zueinander inverse Bijektionen zwischen {(a,)n>0 | @0 € Z,a1,a2,... € Z>1}
und R\ Q.

Wir miissen jetzt noch zeigen, dass jeder hinreichend gute Nédherungsbruch fiir a
auch als Naherungsbruch in der Kettenbruchentwicklung von « auftaucht.

10.12. Lemma. Sei a € R\ Q, und sei p/q € Q mit
o-t]<3,

Dann ist p/q = pn/qn der n-te Niherungsbruch von « fir ein n > 0.

Beweis. Wir behandeln zuerst den Fall ¢ = 1. Dann ist p/q = p die zu a néchst
gelegene ganze Zahl. Wenn p < a, dann haben wir p = a9 = po/qo. Wenn p > a,
dann ist p = ap + 1, und wir haben ag + 1/2 < «, woraus sich a; < 2, also a; =1
ergibt, und wir erhalten p; /¢ = ap +1 = p.

Fiir ¢ > 2 behaupten wir, dass sogar eine etwas stirkere Aussage gilt: | — p/q| <
1/(q(2q — 1)) hat bereits zur Folge, dass p/q = pn/q, fir ein n. Wir kénnen
annehmen, dass p/q vollstandig gekiirzt ist.

Wir beweisen die Behauptung durch Induktion iiber ¢. Wir kénnen o und p/q
durch o — ag und p/q — ag ersetzen und daher annehmen, dass 0 < o < 1. Dann
muss auch 0 < p/q < 1 gelten: Wegen ¢ > 1 kann Gleichheit nicht eintreten, und
aus (z.B.) p/q < 0 wiirde folgen, dass

1
q(2¢ — 1)

im Widerspruch zu ¢ > 2. Ahnliches ergibt sich fiir p /q>1.Esmussalso0 < p <gq
gelten.

1
et 2
q q q

Wir haben nun
o 2=l < s
— = =la-5 =< —.
@ p qlpa  pa(2q—1)
AuBlerdem ist

j% 1 p 1
20—z (P J@a-)=2-L--=2p-1,
q q(2¢—1) q q
so dass . )
o
—— <.
‘a pl " p(2p—1)

Wenn p > 2 ist, dann folgt nach Induktionsannahme, dass ¢/p ein Naherungsbruch
der Kettenbruchentwicklung von 1/a = «; ist; damit ist p/q ein Ndherungsbruch
der Kettenbruchentwicklung von a. Im Fall p = 1 haben wir

20-2 1 1 1 2
@10 ¢ a0 T a1 21
und damit
q—%<l<q+L<q+1.
o 2(q—1)
Es folgt a; = q oder a; = ¢ — 1. Im ersten Fall ist p;/¢1 = 1/q = p/q; im zweiten
Fall ist as = 1 und dann py/qs = 1/q = p/q. O

Damit kénnen wir jetzt die Pellsche Gleichung 16sen.
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10.13. Satz. Sei d > 0 kein Quadrat. Seien p,/q, die Niherungsbriche der Ket-
tenbruchentwicklung von vd. Dann ist die Grundlésung der Pellschen Gleichung

?—dy? =1
gegeben durch (x1,v1) = (P, gn), wobei n > 0 minimal ist, so dass p? — dg? = 1.

Beweis. Wir haben in 10.3 gesehen, dass jede nichttriviale Losung (z,y) mit xz,y >
0 die Ungleichung

x 1 1
-z <
‘\/E y‘ = 2vdy? ~ 2y°
erfiillt. Nach Lemma 10.12 folgt, dass (z,y) = (pn,¢,) sein muss fiir ein geeig-
netes n. Da alle a, (einschliefllich ag) positiv sind, ist die Folge (pn)n>0 streng
monoton wachsend; die Grundlésung ist also durch das kleinste n gegeben, das
eine Losung liefert. U

10.14. Beispiel. Zur llustration berechnen wir die Grundlésung fiir d = 31. Es
gilt 5 < v/31 < 6. Wir erhalten folgende Tabelle.

n| oy, an | pn | g |Ph —3lq;
0|31 505 |1 —6
1 m==Y 1] 6 |1 5
2| g =¥ 1)1 2 -3
3| =t | 3|39 |7 2
4| A= 51206 | 37 | -3
5| = Y3 | 3| 657 | 118 5
6| =1 |1 863|155 —6
T| e =¥ | 1| 1520|273 1
8| s = V31 +5
Die Grundlosung ist also (1520, 273).
Wenn wir zuerst eine Losung (xg, 7o) von 2% — dy? = —1 finden, dann gilt (mit

einem analogen Beweis wie fiir Lemma 10.2, wenn man ¢(x,y)? verwendet), dass
(z0,v0) die Gruppe T = {(z,y) € Ty | © > 0} erzeugt. Es folgt, dass S} gerade
aus allen (z,y)** mit (z,y) € T besteht. Insbesondere ist die Grundlésung dann

(z1,11) = (0, y0)** = (2§ + dyg, 2xoy0) = (2x5 + 1, 2z0Y0) -

Fiir d = 13 erhalten wir beispielsweise:

n|ay Qn | Pn | Gn pi—13q721

0]V13 331 —4
1 _ V1343

1 m_g_r; 141 3
4 _ V13+1

2| g =i 2| -3

3| g =Y 1 113 4

4| P =YB 5| 1

Also ist (zg, yo) = (18,5) ein Erzeuger von 75, und
(z1,91) = (2-18% 4+ 1,2- 18- 5) = (649, 180)

ist die Grundlésung in Si.
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Eine weitere Bemerkung, die die Arbeit erleichtern kann, ist die folgende. Wenn
man zuerst ein n > 0 findet mit p? — dg?> = +2, dann liefert ,,Quadrieren® von
(Pn, qn) die Relation

(202 F1))* = d(2pngn)? = (P2 + dg2)? — d(2pnan)® = 4,

also eine Losung (z1,y1) = (P2 F 1,pngn) von x? — dy* = 1, die wiederum die
Grundlosung ist. Im ersten Beispiel oben mit d = 31 war etwa (ps,q3) = (39,7)
mit p2 —31¢3 = 2, also ist die Grundlésung (z1,y1) = (392—1,39-7) = (1520, 273).

An Hand der obigen Tabellen macht man folgende Beobachtungen:
o a, = (Vd+uy,)/v, mit u, € Z, v, € Zng und v, | d — u2.

o p; —dgy = (=1)"on .

Das werden wir jetzt beweisen.

10.15. Lemma. Sei o = /d (mit d > 0 kein Quadrat). Dann gilt fiir die Grifen
Qs An, P, Qn, die zur Kettenbruchentwicklung von o gehéren:

(1) Fiirn >0 gibt es u, € Z, v, € Zsg mit v, | d —u?, so dass o, = %.

n’ N
n+1

(2) Fiirn > —1 gilt pppn—1—dgnGn-1 = (=1)"Upy1 und p2—dq? = (—1)" v, 4.
Aus Lemma 10.18 unten wird sich noch ergeben, dass fiir n > 1

O<un<\/2l und 0<\/3—un<vn<un+\/a<2\/a
gilt.

Beweis.

(1) Induktion nach n. Fiir n = 0 ist ay = a = V/d; die Behauptung gilt also
mit ug = 0 und vy = 1.
Sei jetzt n > 0. Wir haben

1 Un—1
an = =
Qp—1 — Ap-1 \/C_i + Up—1 — Qp—1Vn_1
. \/C_Z + Ap_1VUp—1 — Up_1 . \/a + U,

Un, U,

mit u, = dy,_1Vy_1 — Up_ und v, = (d — u?)/v,_;. Wir miissen zeigen,
dass v, hier ganz ist. Nach Induktionsannahme ist d = u2_; mod v,_;. Da
Up = —Uy,_1 mod v,_q, folgt d = u2 mod v,,_1, also ist d —u? = v,,_1v, mit
Up € Z. Aus Teil (2) (dessen Beweis nicht benutzt, dass v, > 0 ist) folgt
signv, = (—=1)"sign(p?_, —dq¢>_ ;) = 1.

(2) Induktion nach n. Fiir n = —1 sind die Behauptungen klar. Sei jetzt n > 0.
Dann ist (unter Verwendung der Induktionsannahme)

PPt — dgngn-1 = an(p2_1 — dq>_1) + Pn1Pn—2 — dGn—1Gn—2
= ap(—1)"vy + (=1)" My = (= 1) Uppy
und

(2 — dg2)(p2_y — dap_y) = ((PuPn—1 — dgnGn—1)* — d(PuGn-1 — Pu-1Gn)?)
= _(d - ui+1) = T Un+1Un
= (_1>n+lvn+1(pif1 - dqgfl) )

also ist p2 — dqg? = (—=1)" T,y
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g

Wir kénnen die Berechnung also stoppen, sobald v, = 1 wird. Dann ist entweder
p2 —dg? = 1 (falls n ungerade), und (p,,q,) ist die Grundlésung, oder (falls n
gerade) p? — dg? = —1, dann ist (2p2 + 1,2p,q,) die Grundlésung.

Wenn v,,1 = 2 zuerst auftritt, dann haben wir bereits gesehen, dass (z,y) =
(p?2 + (=1)", pnqs) eine Losung liefert. Wir miissen noch zeigen, dass dies die
Grundlosung ist. Andernfalls wire (z,vy) = (2, yn) = (21, y1)™ mit n > 2; insbe-
sondere miisste gelten 5 = 222 — 1 < x = p2 + (—1)". Es folgt

P
2

Wir wissen, dass x; = p,, ist fiir ein geeignetes m. Aus der obigen Ungleichung

folgt, dass
2
pmleg ?n—i_]-gpna

auler moglicherweise, wenn p,, = 1 ist. Wegen des streng monotonen Wachstums
von (pi)x>o muss dann n = 0 sein. Es ist p2 —dgZ = 1 —d = —2, also d = 3,
und die Grundlésung ist (z1,41) = (2,1) = (p3 + 1,poqo) wie behauptet. In allen
anderen Fillen ist p,, < p,, also m < n, und weil m = n nicht moglich ist, folgt
m < n. Dann war aber bereits v,,,; = 1, und wir hatten v, ; = 2 gar nicht erst
erreicht. Dieser Widerspruch beweist die Behauptung.

1
xfgi(pi+1+(—1)")§ +1.

10.16. Algorithmus. Wir erhalten folgenden Algorithmus fiir die Berechnung der
Grundlésung der Pellschen Gleichung 22 — dy? = 1.

(1) Initialisierung.
Setze P2 = 07 q—2 = 17 b1 = 17 q-1 = O? k= L\/Eja Uy = 07 Vo = L.

(2) Iteration.
Fir n = 0,1,2,... berechne a, = |(k + un)/vn], Pn = @uPn-1 + Pn_2,
On = QpQn-1 1 Gn-2, Upt1 = ApUp — Uy und Un+1 = (d - u?prl)/vn-

(3) Abbruch.
Wenn v, = 1, dann gib (p,, ¢,) aus, wenn n ungerade ist, anderenfalls
gib (2p2 + 1,2p,q,) aus.
Wenn v,,,1 = 2, dann gib (p2 + (—1)", pngn) aus.

Man beachte, dass (sobald k = |[v/d| bestimmt ist) in diesem Algorithmus nur
Operationen mit ganzen Zahlen vorkommen.

Fiir die Berechnung von w,, und v, ist es nicht einmal nétig, a,, zu berechnen: Es
gilt u,1 = —u, mod v,, und aus der Formel fiir a,, folgt

k+u,
Un,

ay <

<a,+1 = k—v,<ayv,— U, =1up1 <k,

so dass u,y1 durch die Kongruenz und die Ungleichungen eindeutig bestimmt ist.

10.17. Definition. Wir nennen eine Zahl o = (v/d + u)/v (mit v € Z, v € Zyg
und u? = d mod v) reduziert, wenn a > 1 und —1 < & = (—Vd +u)/v < 0.
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10.18. Lemma.

(1)
(2)
(3)

Ist a = (Vd 4 u)/v reduziert, so ist auch o/ = 1/(a — |a|) reduziert. Es
gilt o/ = (Vd+u) /v mit v = |a]v—u und v = (d — (u')?)/v.

In der Kettenbruchentwicklung von o = v/d ist o, reduziert, sobald n > 1
151.

Ist « = (Vd4u) /v reduziert, so gibt es ein eindeutig bestimmtes reduziertes
of = (Vd+u)v, so dass a =1/(a’ — |]).

Beweis. Die Abbildung o = 4 yvd — a = z — yv/d ist ein Automorphismus des
Kérpers QWd)={z+yVd|z,ycQ}. Dh esgilt a+f=a+0, af =a-p,

(1)

(2)

(3)

al=al

Aus a > 1 und —1 < @ < 0 folgt mit a = |a], dass 0 < @ —a < 1 und
a—a < —1, also

1 _
o = >1 und —1<ao =—
a—a a—a

<0.

Die Formeln fiir «/ und v" ergeben sich wie in Lemma 10.15.

Esist oy = 1/(vd—|Vd]) > 1, und &, = —1/(v/d+ |V/d]) ist negativ und
hat Betrag < 1. Also ist ay reduziert. Nach Teil (1) folgt mit Induktion,
dass auch alle folgenden «,, reduziert sind.

Die Ungleichungen in Definition 10.17 fiir o/ bedeuten |v/d—v'| < v/ < V/d.
AuBerdem muss vv' = d — u? und v’ = —u mod v’ gelten. Dadurch sind v’
und dann v’ eindeutig bestimmt, falls sie existieren.

Es bleibt die Existenz von o' zu zeigen. Sei apy = «, und fiir n > 0 sei
i1 = 1/(an — |o]). Da fiir (vV/d + u)/v reduziert stets 0 < u < v/d und
0 < v < u+Vd< 2Vd gilt, gibt es nur endlich viele reduzierte Zahlen
dieser Form. Nach Teil (1) sind alle v, reduziert, also gibt es m > 1 und
kE > 0 mit agym = ag. Sei &k minimal gewahlt. Dann muss & = 0 sein,
denn sonst wiren a1 und agy.,_1 zwei verschiedene reduzierte Zahlen,
die beide auf oy = ap.,, abgebildet werden, was der schon bewiesenen
Eindeutigkeit widerspriache. Es gilt also «,,, = «; damit leistet o/ = «,,,_1
das Gewiinschte.

0

10.19. Folgerung. Sei o = v/d mit d > 0 kein Quadrat. Sei weiter m > 1 die
kleinste Zahl mit v, = 1. Dann gilt:

(1)
(2)

Gpim = ap fiir alle n > 1. Insbesondere ist die Kettenbruchentwicklung
von Vd ab a; periodisch.

= 209 = 2|Vd|.

Beweis. Nach Lemma 10.15 ist ay, = Vd + Uy, als0 @, = L\/gj + u,, und

1

Om+1 \/C_l ~ L\/C_U aq .

Da a1 nur von «,, abhéngt, folgt mit Induktion, dass v, ,, = «a,, fiir alle n > 1;
damit ist auch a,i, = a,. Das beweist Teil (1). Fiir Teil (2) bleibt zu zeigen,
dass u,, = |V/d] ist. Das folgt aber aus der Beobachtung, dass v/d + [v/d] der
eindeutig bestimmte reduzierte Vorgénger von a1 = oq = 1/(v/d — [Vd]) ist:

Vd+[Vd] > 1und -1 < —Vd + [Vd] < 0. O
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Wir sehen, dass die Kettenbruchentwicklung einer Quadratwurzel schliellich pe-
riodisch wird. Wir wollen nun die Zahlen charakterisieren, deren Kettenbruchent-
wicklung dieselbe Eigenschaft hat.

10.20. Lemma. Seia € R\Q, und sei [ag; a1, as, .. .| die Kettenbruchentwicklung
von . Wenn es k > 0 und m > 1 gibt, so dass a,im = ay, flir alle n >k, dann
ist o Nullstelle eines irreduziblen Polynoms x* + ax + b € Q[z].

Man sagt dann auch, « sei eine quadratische Irrationalitit.

Beweis. Zunéchst folgt, dass auch «,, ., = a, ist fiir alle n > k, denn

Opym = [an—‘rm; Ap+m+1; Cntm+2; - - ] = [ana Qp41, An42, - - ] = Qp .
Wenn p, /g, die Ndherungsbriiche der Kettenbruchentwicklung von o und p!, /¢,
diejenigen der Kettenbruchentwicklung von ay = a1, sind, dann gilt nach dem
Beweis von Lemma 10.10, Teil (2):

10 + Pr— _oQ¥ — Pi_
@:pkzlk Pr—2 o = qr—2 Pk—2

Qe—10% + Qr—2 —Qr—10+ D1

und
_ P 1t + Plo _ Prn1Qk + P

1Ok + Gy D1 O+ Gy
Aus der zweiten Gleichung folgt

(6973

/ / /
2 Qm—2 — pm—la N P2 _ 0’

oy + k
g Gm—1 T
und aus der ersten folgt eine dhnliche Gleichung fiir a.. Das Polynom muss irredu-
zibel sein, weil es keine rationale Nullstelle hat. U
10.21. Beispiel. Der einfachste Kettenbruch ist [1;1,1,1,...]. Fiir die zugehorige

quadratische Irrationalitéit ¢ ergibt sich die Gleichung

¢>:1+% — Fp-1=0 — ¢:‘/52+1.

(Das Vorzeichen der Wurzel ist positiv, da ¢ > 0.) Das ist der Goldene Schnitt.

10.22. Beispiel. Wir finden die Zahl mit dem Kettenbruch [1;2,3,3,3,...].
Zunichst ist as = [3,3,3,...] = ag. Wir haben pj =3, ¢, =1,p" ;, =1,¢,=0
und damit af — 3as — 1 = 0, also ay = (3 + /13)/2 (das Vorzeichen ist positiv,
da ag > 3). AuBlerdem ist k =2, py =1, g0 = 1, p1 = 3, ¢1 = 2 und damit

3 +1 S +3V13 54413

o= = = .

200 + 1 4413 6

Tatséchlich ergibt sich fiir die Folge (a,):
V1345 Vv13+1 Vv13+3 V1343
> > — —

6 2 2 2 Y
was die korrekte Folge (a,) = (1,2,3,3,3,...) liefert.

Wir wollen nun die Umkehrung beweisen: Die Kettenbruchentwicklung einer qua-
dratischen Irrationalitdt wird schliellich periodisch.

Der wesentliche Schritt wird im folgenden Lemma erledigt.
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10.23. Lemma. Sei a € R\ Q eine quadratische Irrationalitit. Dann gilt fir die
L,Reste” ay, in der Kettenbruchentwicklung von o, dass

oy > 1 und -1<a,<0 fiirn > 0.

Beweis. Nach dem Beweis von Lemma 10.10 gilt

o — PnOn+t1 + Pn—1
GnQin41 + Gn—1

Y

also
Qi = Gn—1Q — Pn—1
—(qnO + Pn
und damit
Gy = Qn—ldi_ Pn-1
—qnQ + pp
Es folgt
. 1 o Qn@ — Dn . dn - %
Onpl Gnoa® —Dno1 Qo1 @ — Z% .

Fiir n — oo konvergiert f;—: gegen « # @, also konvergiert der zweite Faktor gegen 1.
Genauer gilt

a— b Pn-1 _ Pn (_1)n
=14t
5 _ Do q _ Dot Gn-1qn(@ — @ +€,-1)

qn—1 dn—1

mit ¢, — 0. Es folgt

_ 1 = n + (="
U1 Qo1 Goq(@—a+enq)

> 1

fiir n > 0, denn der erste Summand ist mindestens 1 + 1/q,_1, und der zweite
Summand ist vom Betrag kleiner als 1/¢,_1, wenn n geniigend gro8 ist. Es folgt
(fiir diese n) —1 < &, < 0. Nach Konstruktion gilt in jedem Fall «,, > 1 fiir alle
n>1. O

Jetzt miissen wir uns noch davon iiberzeugen, dass «,, wie oben auch in unserem
Sinn reduziert ist. Wir definieren zunéchst:

10.24. Definition. Sei d > 0 kein Quadrat. Wir setzen

Rd:{&:\/c_hru

’ «Q reduziert}
v

und erinnern uns daran, dass @ € Ry genau dann gilt, wenn [vd—v| < u < Vd
und v | d — u?. Teile (1) und (3) von Lemma 10.18 lassen sich dann auch so
formulieren, dass der Kettenbruchalgorithmus eine Bijektion ¢ : Ry — R, liefert.
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10.25. Lemma. Ist « € R\ Q eine quadratische Irrationalitit mit o > 1 und
—1 < a<0, dann ist « € Rp fiir ein geeignetes D.

@ fiir eine quadratfreie positive

ganze Zahl d und ganze Zahlen r,s,t mit r # 0 und ¢t > 0. Dann ist a = —””QTW
und erfiillt die verlangten Ungleichungen. Aufierdem gilt 72t*d—(st)* = t?(r?d—s?).
Damit ist @ € Rp mit D = r?t?d (und u = st, v = t?). O

Beweis. Wir kénnen jedenfalls schreiben o =

Das eben konstruierte D muss nicht optimal sein: es kann echte Teiler von D
geben, die ebenfalls funktionieren.

10.26. Satz. Sei a € R\ Q. Die Kettenbruchentwicklung von « ist genau dann
schliefSlich periodisch, wenn o eine quadratische Irrationalitdt ist.

Beweis. Die eine Richtung wurde in Lemma 10.20 bewiesen. Sei also fiir die Ge-
genrichtung a eine quadratische Irrationalitdt. Nach Lemma 10.23 ist a,, > 1,
-1 < @, < 0 fiir ein n. Nach Lemma 10.25 ist «,, € Rp fiir ein D, und nach
Lemma 10.18 ist dann «,, € Rp fiir alle m > n. Da Rp endlich ist, muss die Folge
der o, und damit auch die Folge der a,, periodisch werden. Genauer gilt, dass die
Folgen der Reste a,, und die der Zahlen a,, genau ab m = n periodisch werden,
wenn n der kleinste Index ist, fiir den «,, > 1 und —1 < @, < 0 gilt. O

10.27. Beispiel. Wir bestimmen die Kettenbruchentwicklung von oo = —@. Wir
finden (unter Beachtung von |5v/21] = [V/525]| = 22):

Qp, a,
5x/§+25 11
5v/21+19 1

11

5v21 + 22 | 44

5v/21+22 1
11

5v/21+19

SV2LHY |

521421 | o
2

521421
M |10

0l O U W NN~ O3

521419 | 4
41

Hier ist as € Rs2.91, und die Kettenbruchentwicklung ist

[—1;11,T,44, 1, 10, 2, 10|

(wobei der periodische Teil durch den Uberstrich gekennzeichnet ist).

Zum Abschluss der Diskussion der Kettenbruchentwicklung von v/d wollen wir
noch zeigen, dass die Periode symmetrisch ist.
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10.28. Lemma. Sei o € Ry fiir ein d > 0, d kein Quadrat, und sei

a = [ag, ar, -+, Q1)

die (rein periodische) Kettenbruchentwicklung von «. Dann ist

1
[an—l,an_g, Ce 7a1;a0] = ——.
o

Beweis. Seien py/q die Ndherungsbriiche der Kettenbruchentwicklung von «, und
seien pj. /g, die Ndherungsbriiche von [@,_1, .-, ar, ao). Die Rekursionen fiir die py,
Qk, Dy q lassen sich recht elegant durch Matrizen beschreiben:

Pe Gk \ _ (o 1\ (Pr-1 @k
Pk—1 qk—1 1 0 Prk—2 qk—2
(8, &)= )
Pr1 4k 1 0) \Pk—2 @2

(fiir 0 <k <n—1). Es folgt

Pn-1 Gn-1) _ (an—1 1) (a1 1) fag 1
Pn—2 Qn-—2 N 1 0 1 0 1 0/

und

also
/ / T
Prno1 qn—1 — Qo 1 a1 1 . Ap—1 1 — Pn—1 QGn—
Phoa Q2 10 10 10 Pn—2 Q4n—2
Sei o/ der Wert von [@,_1, ..., ar, ag|. Dann gilt
_ Pn1@ + Pn—2 o p;zflo/ + pIn72 _ pn—IO/ + qn—1
oa=—" " und a == p — = p .
Gn—1¢ + qn—2 qn1& + qn—2 Pn—2C + qn—2
« ist also eine Nullstelle des Polynoms f(x) = ¢,_12*+ (¢n—2 — Pn_1)T — Pp_2, und
o ist eine Nullstelle von p, 22* + (¢y_2 — Ppn_1)T — ¢u_1 = —2?f(—1/x). Es muss
also o/ = —1/a oder —1/a& sein (denn « und @& sind die Nullstellen von f). Da
—1/a < 0 ist, kommt nur die zweite Moglichkeit in Frage. U

10.29. Satz. Sei d > 0 und kein Quadrat. Sei

Vid = lag; a1, az, . .., an_1, 20

die Kettenbruchentwicklung von Vd. Dann qilt ap, = a,_ fir alle 1 < k <n.

Beweis. o = vd+ag = vVd+ |Vd] ist reduziert, und a = [2a9, ay, . . ., an_1). Nach
Lemma 10.28 ist
1

\/C_Z_CLO.

[anfla e 7CL1,2CL0] = ——=
a

Also ist

2a0,an 1,052, ...,a1] = 2a9+ (\/E— ag) = \/E—l—ao = a = [2a9,a1,09,...,0,_1],

woraus sich die behauptete Symmetrie ergibt. U
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10.30. Beispiel. Eine Quadratwurzel, die eine etwas lingere Periode liefert, ist
etwa

V163 = [12;1,3,3,2,1,1,7,1,11,1,7,1,1,2,3,3,1, 24| .

Wir wollen nun die Pellsche Gleichung etwas verallgemeinern und Gleichungen der
Form

22 —dy* =n

betrachten. Hier ist d wie immer positiv und kein Quadrat, und n ist irgend eine
von null verschiedene ganze Zahl.

10.31. Definition. Wir setzen
Sa(n) = {(2,y) € Z° | 2* — dy* = n}.
(In unserer bisherigen Schreibweise ist also Sy = Sg(1) und T,; = Sq(1) U Sg(—1).)

10.32. Satz. Die Verkniipfung (z,y) * (2',y') = (xa’ + dyy', vy’ + ya') liefert eine
Operation der Gruppe Sy = Sq(1) auf Sy(n). Die Menge Sq(n) zerfdillt in endlich
viele Bahnen unter dieser Operation.

Beweis. Die Verkniipfung * ist assoziativ und definiert allgemeiner eine Abbildung
Sa(ny) x Sg(ngy) — Sa(ning), die fiir ny = ny = 1 gerade die Gruppenstruktur
von Sy = Sy(1) liefert. Daraus folgt die erste Behauptung (unter Beachtung von

(1,0) * (z,y) = (x,9)).

Zum Beweis der zweiten Aussage betrachten wir wieder die Abbildung ¢ : Z? — R,
(z,y) = x + y/d. Sei (z1,y;) die Grundlésung der Gleichung 22 — dy® = 1, und
sel ¢ = ¢($1,y1> > 1. Sei (C(Z,y) € Sd(”) Da ¢((xay) * (IL‘/,y,)) = ¢($,y)¢($/,y,),

gibt es ein eindeutig bestimmtes m € Z mit

1 < emita )l < VR

Dann ist (2/,y") = (x1,y1)"" * (z,y) € Sq(n) in derselben Bahn wie (z,y). Durch
,Multiplikation* mit (—1,0) € Sy kénnen wir noch erreichen, dass ¢(z’,y’) > 0
ist. Weiterhin gilt

1 1 x—y\/_

o y)  a+yVd o n

Es folgt
y/ _ ¢(Z’l, y/) - ngb(x’, y/)_l
2V/d

Analog gilt |2/| < y/|nle. Damit gibt es nur endlich viele Moglichkeiten fiir 2’
und 3’. Also gibt es auch nur endlich viele Bahnen. U

== ly'| <

W+W \/W

Der Beweis liefert ein Losungsverfahren, das allerdings nicht sehr effizient ist, wenn

V Inle/d gro wird.
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10.33. Beispiel. Wir bestimmen S5(—4), also die Losungen von
r? =5y = —4.

Die Grundlésung (xq,4;) von 2% — 5y? = 1 ist (9,4), also ist

/ 4
%: 4M%3’7g;
d 5

damit ist |y| < 3 fiir einen Représentanten jeder Bahn. Wir probieren die verschie-
denen Moglichkeiten aus:

y=0 = keine Losung
y=+1 — z==£1
y=42 = 2z=:4
y=13 = keine Losung
und berechnen ¢(z,y):
T -1 -1 1 1 —4 —4 4 4
y| —1 1 -1 1 -2 2 -2 2
o(z,y) | —3,24 1,24 —1,24 3,24 —8,47 0,47 —0,47 8,47

Es ist v/|n|/e = 0,47 und \/|n|e ~ 8,47. Alle positiven Werte sind im richtigen
Bereich, mit Ausnahme von (z,y) = (4,2); hier ist |¢(z,y)| = +/|n|e. Es gilt
namlich € = (2—1—\/5)2, also 44+2v/5 = V/4e. Es folgt, dass es genau drei Bahnen von
Losungen gibt, die von (x,y) = (=1,1), (1,1) und (—4,2) représentiert werden.
(Und (4,2) = (9,4) % (—4,2) ist in derselben Bahn wie (—4,2).)

10.34. Bemerkung. Wenn es ganzzahlige Losungen von 22 — dy? = n gibt, dann
sicher auch rationale. Bevor man also versucht, eine Losung zu finden, sollte man
priifen, ob die ternire quadratische Form x? — dy? — nz? nichttriviale Nullstellen
hat. Zum Beispiel kann es keine ganzzahligen Losungen von 22 — 5y = 42 oder
+3 geben, da die rechten Seiten keine quadratischen Reste mod 5 sind.

Fiir kleine n findet man die relevanten Losungen gewissermaflen ,,auf dem Weg*
zur Berechnung der Grundlésung der zugehérigen Pellschen Gleichung. Zunéchst
ein Lemma.

10.35. Lemma. Sei d > 0 und kein Quadrat, und seien py/q. die Néiherungs-

briiche der Kettenbruchentwicklung von \/d; diese habe die minimale Periode m.
Dann gilt fir alle k > —1, dass

(Pt Grtm) = Pm—1, Gm-1) * Pks @) = (Pm—1Dk + Am—1Qk; Pm-1Gk + Gm—1Pk) -

Beweis. Sei dazu v/d = l[ag; a, ..., am_1,2a0] und
[ ag 1
= (% o)
sowie A = AgA,,—1--- Ay A1 Ap. Es ist dann

A — AO Pm-1 dm-—1 _ aoPm—1 +pm—2 Aoqm—1 +Qm—2 )
Pm—2 (dm-2 Pm—1 dm—1
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Da die A; symmetrisch sind und A,,_, = A, gilt fir 1 < k < m, folgt, dass
auch A symmetrisch ist: ap¢m_1 + ¢m-2 = pm_1. Wegen det A, = —1 haben wir
det A = (—=1)™*1 also folgt

p12nfl - dq72nf1 =(=1)"=—detA= p72nfl — (aopm—1 + Pm—-2)Gm—-1
und damit agpm_1 + Pm_2 = dgm_1. Es ist also
A= <de—1 pm—l) '
Pm—1 dm—1

Wir setzen a,, = 2a¢ und ag,, = a; fiir alle £ > 0; A sei entsprechend definiert.
Dann gilt
(20 1\ _, (01
4, ( 1 O) Ao(l 0>A0.

Pk dk
= A A - -AA
<pk—1 Qk—1> kk—1 1410 »

also haben wir fiir £ > 0 (unter Benutzung von Ay, = Ay, fiir £ > 1)

Fiir jedes k£ > 0 ist

(pk+m Qk-i-m):Ak+m...Am+1Am---A1A()
Prk+m—1  Qk4+m—1

01
= Ap -+ A1 4o (1 0) AoAm-1--- A1Ao

— Pk qk Pm—1 Gm-1
Pr-1 QGk—1 dgm-1 Pm—1
[ PkPm-1 + koQm—l Prdm—1 + qkPm—1
= . . .
Das zeigt die Behauptung (fiir & = —1 ist sie trivial). O
Wir koénnen die eben bewiesene Aussage dazu verwenden, die Folge der (px, qx)

,hach links* fortzusetzen. Da sich fiir k = —2 etwas anderes ergibt als die bisherige
Festlegung (p_2,q_2) = (0, 1), d&ndern wir die Bezeichnung ein wenig.

10.36. Definition. In der Situation des vorangehenden Lemmas definieren wir
(P> @) = (P, @) fiir k> =1
und
(1 q) = (1)1, —(=1)"Gm-1) * (Dhm> Togm)  fiir & < —1.
Wegen
(=1)™pm-1, =(=1)"Gm-1) * (Pm-1,Gm—1) = ((=1)™(p2,_, — dg?,_,),0) = (1,0)

gilt dann (P}, Gim) = Pm—1, Gm-1) * (0}, q;) fiir alle k € Z.

10.37. Lemma. In der Situation von Definition 10.56 gilt

p*_1—k = (_1)kp*—1+k und Q:—k = (_1)k_1qi1+k

fur alle k € Z.



92

Beweis. Mit der Schreibweise aus dem Beweis von Lemma 10.35 und den Abkiir-

zungen
Mk — < gk’ gk ) und Al — (pml le)
Pr—1 qip—1 d¢m-1 Dm—1
gilt fiir alle £ € Z (mit einem N > 0, so dass Nm + k > 0):
Mp(AYN = Mymir = AnvmaskANmek_1 - A1Ag
= ANmikMymik-1 = AxmerMyp_1 (A

also (wegen der Periodizitét der Ay fir k > 1) My = Ap My_1 mit £’ = k mod m
und 0 < & < m. Wegen der Symmetrie der Periode (Satz 10.29) gilt dann auch
M_;, = A M_j;,_1. Man findet zum Beispiel

ety (01 a 1\ _ (1 0
Moy =4, Mo(l —2a0) (1 0)<—a0 1)’

was die Behauptung fiir & = £1 zeigt. Allgemein gilt

() rm o) 5)

Fiir £ = 1 haben wir das gerade gesehen, und fiir £ > 2 folgt es durch Induktion

unter Beachtung von
1 (0 -1 0 -1
W= ()i )

denn

Obige Gleichung lautet ausgeschrieben

(7 i) - g (7))

P q_y, L

die beiden oberen Eintrige ergeben die Behauptung fiir |k| > 1; fiir & = 0 folgt
sie aus ¢*; = g1 = 0. U

Da p, und ¢ immer teilerfremd sind, kénnen wir in dieser Form nur Losungen
mit teilerfremden x und y erwarten.

10.38. Definition. Eine Losung (z,y) € Sy(n) heiBt primitiv, wenn x L y. Wir
schreiben S1(n) fiir die Menge der primitiven Losungen von z2 — dy? = n.

Man beachte, dass der ggT von z und y auf Bahnen konstant ist. Daher konnen
wir eine Sg-Bahn in Sy(n) primitiv nennen, wenn ihre Elemente primitiv sind, und
S+(n) ist Vereinigung von Bahnen in Sg(n).

Offensichtlich gilt
San) = |J {(az,ay) | (z,y) € Si(n/a®)},

a>0,a2|n
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und die Vereinigung ist disjunkt.

10.39. Satz. Sei d > 0 und kein Quadrat, und sei |n| < v/d. Seien weiter py,/q
die Niherungsbriiche der Kettenbruchentwicklung von v/d; diese habe die minimale
Periode m. Sei m’ =kgV(2,m). Dann ist die Menge der (pg,qx) mit

pi—dgi =n und —1<k<m' -1

ein vollstindiges Reprisentantensystem der Bahnen von Sy (n) unter Sy.

Beweis. Zunichst stellen wir fest, dass (x1,21) = (Pm/—1, ¢m—1) die Grundlosung
von x? — dy? = 1 ist (vergleiche Satz 10.13 und die nachfolgenden Ergebnisse.)
Nach Lemma 10.35 gilt dann (fiir m’ = 2m beachte (x1,v1) = (Pm—1, Gm-1)*?)

(Phsmss Gorrnr) = (21, 91) * (D1 @) -

Es folgt, dass jede Bahn von Sj(n), die ein Paar der Form (p}, ¢;) enthélt, einen
eindeutigen Repréisentanten mit —1 < k& < m’ — 1 besitzt. Es bleibt zu zeigen,
dass tatsédchlich alle Bahnen auftreten. Dazu verwenden wir wieder Lemma 10.12.
Sei zunéchst (z,y) € Sy (n) mit x,y > 0. Aus 2? — dy* = n folgt

W—_z‘: L I S
vl yle+yvd)  2Vdyr -1 297

fiir y hinreichend grofi. Wir kinnen (x,y) durch (2/,y') = (z1,y1)*N * (z,y) fiir
N > 0 ersetzen, dann sind 2/, 3’ > 0 und ¢y’ wird beliebig grof}. Nach Lemma 10.12
ist dann (2/,y') = (pk, @) fur ein geeignetes k, also hat die Bahn von (z,y) einen
Vertreter der gewiinschten Form.

Wenn z,y < 0, dann kénnen wir (z,y) durch (—z, —y) = (—1,0) * (z,y) ersetzen
und wie eben schlieflen.

Sei nun zum Beispiel £ > 0 und y < 0. Nach dem schon Bewiesenen gibt es ein k,
so dass (pg,qxr) in der Bahn von (x, —y) liegt; dann liegt (px, —qx) in der Bahn
von (z,y). Nun gilt aber nach Lemma 10.37, dass (p*,_5,¢%, 5) = Pk, —qk),
also in der relevanten Bahn ist. Der Fall x < 0, ¥y > 0 kann genauso behandelt
werden. Ist schlieSlich y = 0, dann muss = £1 sein, und (z,y) = £(p_1,9-1). O

10.40. Beispiel. Sei wieder d = 163. Wir haben m’ = m = 18 und erhalten
folgende Tabelle:

k| —1 01 23 45 6 7 8 91011 1213 1415 16
pi—dgi| 1-196 —-79 —11 14 -321 =221 -3 14 —11 9 -7 6 —19

Fiir alle n mit 0 < |n| < 12 finden wir Reprisentanten aller Bahnen von Sis;(n)
unter Sigz in der Form (py, ¢x) mit k& im Bereich dieser Tabelle. Insbesondere gibt
es keine primitiven Losungen fiir [n| < 12, die nicht vorkommen.

Fiir grofiere n, die in der Tabelle auftreten, muss das nicht mehr gelten. Es ist
etwa 642 — 163 - 5% = 21, aber (64, 5) ist nicht von der Form (py, g). Ahnliches gilt
fiir (z,y) = (217,17) mit 2? — 163y* = —18.

In jedem Fall gilt fiir jedes n, das in der Tabelle vorkommt, |n| < 2v/d (denn |n|
ist der Nenner v eines Elements o € Ry, vergleiche den Beweis von Lemma 10.18).

Zum Abschluss dieses Kapitels mochte ich noch eine Anwendung der Theorie
vorfithren. Unser Ziel ist es, folgenden Satz zu beweisen.
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10.41. Satz. Seien Fy =0, Fy =1, F,,.o = F,,.1+ F, die Fibonacci-Zahlen. Dann
sind die Ldsungen von

n+1 n .
= >
( I ) <k:+1> mitn>k>0

gegeben durch k = Fy;Faji 3, n = FyjoFs;5 —1 fiir j =0,1,2,....

Wir formen die Gleichung erst einmal um:

(n?) - (k:il) A k!(qin—+k14)r!1)! - (k+1)!(77:!—k— !

— (n+1)k+1)=n—-k+1)(n—k)
— n®>—3nk+k*—-2k—1=0

Wir multiplizieren mit 4, dann ergibt quadratische Ergénzung
(2n —3k)* —5k* -8k —4=0.
Jetzt multiplizieren wir mit 5 und ergénzen wieder; das ergibt
5(2n — 3k)? — (5k +4)> —4 =0
oder
(5k +4)* — 5(2n — 3k)? = —4.
Wir erkennen die Gleichung 22 — 5y* = —4 aus Beispiel 10.33. Wir suchen also
alle Losungen (x,y) € S5(—4), so dass
r—4 y + 3k

und n =
5 2

ganzzahlig sind. Die Bedingungen dafiir sind x = 4 mod 5 und y = k = x mod 2.
Die letzte Bedingung y = x mod 2 ist immer erfiillt.

k=

Wir hatten gesehen, dass S5(—4) unter der Operation von S; in drei Bahnen
zerfallt, die von (1,1), (—=1,1) und (—4,2) représentiert werden. Um herauszu-
finden, welche Losungen die Bedingung x = 4 mod 5 erfiillen, betrachten wir
die Losungen modulo 5. Unter ,Multiplikation“ mit der Grundlosung (9,4) =
(—1,—1) mod 5 erhalten wir

(1,%) = (—=1,%) = (1,%),
also erfiillt jede zweite Losung in jeder Bahn die Bedingung;:
{(z,y) € S5(—4) | =4 mod 5} = {(9,4)*™ x (2/,¢) | m € Z,(«',y) € U}
mit
U=1{(29,13),(—1,-1),(=1,1),(=11,-5),(4,2), (4, -2)} .

Man fithrt nun am besten den Goldenen Schnitt ¢ = (14++/5)/2 ein. Man berechnet
folgende Tabelle von Potenzen von ¢:

l -3 —1 1 3 ) 7
20° | —4+2V5 =145 1++v56 4+2V5 11+5V5 29+ 13V5
AuBerdem ist ¢ = 9 4 4+/5. Es folgt (mit ¢ = —¢p~1)
{(z,y) € S5(—4) | z = 4 mod 5}
= {(z,y) | z £ yV5 = 2¢6*™ ! fiir ein m € Z} .

Dann ist
T = ¢4m71 4 ¢4m71 — L4m—1
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(dabei sind Ly = 2, Ly = 1, Lo = Lyi1 + Ly, die Lucas-Zahlen) und
1

4

Yy \/5

Es ist L_,, = (—1)™L,,, also muss oben m > 1 sein, damit © = 5k +4 > 0 ist.
Nun beachten wir, dass fiir L,, und F,, allgemein folgende Relationen gelten:

5FpnFnry = (0™ = ¢") (9" — ") = P 4 P — (—1)™ (¢ + @)
= Lom+j — (=1)"L;
2Lmra = 20"+ 4 26™12 = (3 4+ V5)™ + (3 — V5)™
=3(¢™ + ™) + V5(¢™ — ¢™) = 3L,, + 5F,
2 g =202+ 20" 2 = (3 - V5)¢" + (34 V5)P"
=3(¢" + ") — V5(¢" — ") = 3Ly — 5F
Fiir die urspriinglichen Variablen £ und n folgt also mit m =j5+1, 5 > 0:
v—4  Lyjr3—4  Lyjs— Ls

(¢4m71 o g547)171) — :l:F4m,1 )

I — = : — - = FyFoi.3
8k 5Fyys+3Lajps—12 Ly — L
. y+2 _ o4+ 104J+3 _ 4J+55 ! 1= Fajialoj3—1

oder
_ —5F4j+3 + 3L4j+3 —12 _ L4j+1 — L1
10 )

Bei der zweiten Moglichkeit fiir n gilt allerdings n < k, also kommt sie nicht in
Frage.

- 1 — FQjF2j+1 - 1

Satz 10.41 gibt eine unendliche Folge von Losungen der Gleichung

(i) = (i)

an, die fast alle den zusétzlichen Bedingungen 1 < k£ < n/2, 1 < k' < n’/2,
(n,k) # (n', k') geniigen (die man sinnvollerweise stellt, um triviale Losungen
auszuschliefen). Die ersten dieser Losungen sind

2\ (1 15\ (14 104\ (/103 714\ (713
o) \1)’ 5) \6)’ 39 ) \40)7 \272) \273)’
Es sind nur noch einzelne weitere Losungen bekannt, ndmlich
16 (10 56\ (22 120\ (36 21\ (10
2) \3)’ 2/ \3)’ 2 ) \3)’ 2 /) \4)’
78 15 14 153 19 221 17
- (: ), = und = .
G)=(D=Cp (2)=() = (5)-(0)
Fiir die Paare

(k, k') = (2,3), (2,4), (2,5), (2,6), (2,8), (3,4), (3,6), (4,6)

ist die obige Gleichung vollsténdig gelost. Ob es noch weitere Losungen gibt, ist
eine offene Frage.
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11. PRIMZAHLEN IN RESTKLASSEN

Zum Abschluss dieser Vorlesung wollen wir noch eine Liicke stopfen: Wir haben
mehrfach den Satz 9.12 von Dirichlet iiber Primzahlen in ,arithmetischen Progres-
sionen® (d.h. Restklassen) verwendet, etwa fiir Satz 9.14, Satz 9.16 oder Satz 9.20.
Insbesondere hing auch der Drei-Quadrate-Satz 6.9 davon ab. Diesen Satz von
Dirichlet wollen wir jetzt beweisen.

11.1. Satz. (Dirichlet 1837) Sei N > 1 und a € Z mit a L N. Dann gibt es
unendlich viele Primzahlen p mit p = a mod N.

Sicher ist jedem der klassische Beweis von Euklid bekannt, der zeigt, dass es un-
endlich viele Primzahlen gibt. Man kann leichte Variationen dieser Idee benutzen,
um Satz 11.1 fiir gewisse Restklassen zu beweisen.

11.2. Satz. Es gibt unendlich viele Primzahlen p = 3 mod 4.

Beweis. Wir zeigen, dass es zu jeder endlichen Menge {pi,ps,...,pr} von Prim-
zahlen p; = 3 mod 4 eine weitere solche Primzahl gibt. Dazu bilden wir die Zahl
N = 4pips---pr — 1 > 3. Dann ist N = 3 mod 4, also muss N einen Primteiler
p = 3mod 4 haben (warum?), und p muss von allen p; verschieden sein. (Das
funktioniert auch mit der leeren Menge, dann ist N = p = 3.) U

Auf die gleiche Weise zeigt man, dass es unendlich viele Primzahlen p = 2 mod 3
(oder = 5 mod 6) gibt.

Fiir die jeweils andere prime Restklasse ist der Beweis etwas schwieriger.
11.3. Satz. FEs gibt unendlich viele Primzahlen p =1 mod 4.

Beweis. Wir zeigen, dass es zu jeder endlichen Menge {pi,ps,...,pr} von Prim-
zahlen p; = 1 mod 4 eine weitere solche Primzahl gibt. Dazu bilden wir die
Zahl N = 4(pipa---pr)> +1 > 5. Sei p ein Primteiler von N. Dann ist —1
ein quadratischer Rest mod p, also muss p = 1 mod 4 sein, und natiirlich ist

p¢{p1;---,pk}- U

Man kann diese Ansétze verallgemeinern und zum Beispiel zeigen, dass es fiir jede
quadratfreie ganze Zahl d unendlich viele Primzahlen p gibt, so dass d quadra-
tischer Rest mod p ist. Allerdings kommt man auf diesem Weg nicht sehr weit,
wenn man etwas iiber einzelne Restklassen beweisen mochte.

Man braucht also eine neue Idee. Dazu diskutieren wir erst einmal einen anderen
Beweis fiir die Unendlichkeit der Menge der Primzahlen, der auf Euler zuriickgeht.
Euler betrachtet die Funktion

1

=35

die fiir reelle s > 1 (oder komplexe s mit Res > 1) definiert ist, denn dann
konvergiert die Reihe auf der rechten Seite. Diese Funktion ist unter dem Namen
,Riemannsche Zetafunktion“ bekannt, seit Riemann in einer beriihmten Arbeit
von 1860 diese Funktion und ihre funktionentheoretischen Eigenschaften mit dem
Ziel studierte, eine Strategie fiir den Beweis des Primzahlsatzes (der angibt, wie
viele Primzahlen < x es asymptotisch fiir grofles x gibt; er wurde von Gaufl und
Legendre um 1800 vermutet und kurz vor Ende des 19. Jahrhunderts von Hada-

mard und de la Vallée Poussin unabhéngig voneinander bewiesen) zu formulieren.
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11.4. Lemma. Fir s> 1 (oder Res > 1) gilt
LRI
—~n? . 1—-p~

wobei das Produkt tber alle Primzahlen p lduft und absolut konvergiert.

Beweis. Formal ist das einfach eine Formulierung der eindeutigen Primfaktorzer-
legung: Jeder Faktor im Produkt ergibt eine geometrische Reihe Y~ p~™*, und
wenn man diese Reihen zusammen multipliziert, dann bekommt man jeden Term
n~% genau einmal.

Da die Reihe absolut konvergiert, kann man die Terme beliebig umordnen, und

man erhélt jedenfalls
()=l ==+ 2 n"

p<X neENx

- P
wobei Nx die Menge der ganzen Zahlen > 1 ist, die einen Primteiler p > X haben.
Nun ist sicher Nx C Zsx, wegen der absoluten Konvergenz der Reihe > ., n™*

geht der Fehlerterm fiir X — oo also gegen 0. Damit ist die behauptete Gleichheit
bewiesen.

Nach Definition konvergiert ein unendliches Produkt [[, (1 + a,) absolut, wenn
die Reihe ) a, absolut konvergiert. Hier ist

S:1+<pfs+p72s+p73s_'_.”>7

1—p-
und der Term in der Klammer ldsst sich abschétzen gegen 2|p~°|. Die absolute
Konvergenz folgt dann aus der der Reihe ) n™. O
Nun gilt

Die Funktion ((s) ist ndmlich fiir s > 1 streng monoton fallend (denn das gilt
fiir jeden Summanden in der definierenden Reihe), und die harmonische Reihe
> n>1 1/n divergiert. Es folgt
—2s —3s
_ p p
i S 2 )
= Jtm > (7

p

lim log((s) = lim Zlog

s—1+ s—1+
= lim E 4 f(s) =
s—1+ p f
p

(denn f(s) ist beschrinkt), also muss es unendlich viele Primzahlen geben. Es gilt
sogar, dass ) 1/p divergiert.

Dass f(s) beschrankt ist, sieht man so:

=YY <2 3o

p k>2 k>0

—Z g Z—<Z—=—

n>1

Die Idee fiir den Beweis von Satz 11.1 ist jetzt, entsprechend zu zeigen, dass

lim Z p ¥ =+400.

s—1+
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Dazu muss man einen Umweg gehen, denn ganz direkt lésst sich der Beweis nicht
iibertragen. Wir zeigen am Beispiel N = 4, wie es funktioniert. Dazu definieren
wir die Funktion

X)) _ 11 1 B 1
)= =gt = s

n=1 p

wobei x(n) = 0 fiir n gerade, und x(n) = (=1)™~Y/2 fiir n ungerade. Die Reihe
konvergiert fiir s > 0 (alternierende Reihe mit gegen Null abfallenden Betrigen

der Glieder), und
1 1 1 m
L(l):1—§+g—?+—---:arctan(1):Z>0.

Ahnlich wie fiir die Zetafunktion ergibt sich fiir s > 1

log L(s Zlog ZX p)p° + fy(s)

mit f,(s) beschrénkt fiir s — 14. Es folgt, dass log((s) £ log L(s) fiir s — 1+
gegen Unendlich geht, also gilt dasselbe auch fiir

SIS
p=1 mod 4 p=3 mod 4
Damit ist wieder gezeigt, dass es unendlich viele Primzahlen p = 1 mod 4 und
unendlich viele Primzahlen p = 3 mod 4 gibt. Genauer folgt sogar, dass

L D pmimeddP L YpmsmeadP T 1
lim = lim = —,
DI DD 2

was die Tatsache ausdriickt, dass beide Restklassen ihren fairen Anteil an Prim-
zahlen erhalten.

Fiir allgemeines N miissen wir mehrere Funktionen wie L oben verwenden, mit
einer passenden Menge von Funktionen y, die es uns erlauben, die relevante Rest-
klasse mod N herauszufiltern.

11.5. Definition. Ein Dirichlet-Charakter mod N ist eine Funktion y : Z — C,
die die folgenden Eigenschaften hat:

(1) x(n) hingt nur von der Restklasse von n mod N ab.
(2) x(n) # 0 genau dann, wenn n L N.
(3) x(mn) = x(m)x(n) fur alle m,n € Z.

Die L-Rethe zu  ist fiir s > 1 durch

L(x,s) =

1
=11 1 —x(p)p~~

n=1 P

definiert. Dabei wird die zweite Gleichheit wie fiir ((s) bewiesen. Ein Produkt
dieser Art heifit Euler- Produkt.

Der triviale Dirichlet-Charakter mod N ist xo mit xo(n) = 1 falls n L N (und
= 0 sonst). Es gilt
_ H 1 . )

L(X07 8) =
pr p|N
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Insbesondere gilt wieder

51—1>I1n+ log L(x0,s) = +00.

11.6. Beispiel. Wir betrachten noch einmal den Fall N = 4. Ein Dirichlet-
Charakter y mod 4 ist durch die Werte x(1) und x(3) bestimmt. Fiir jeden
Dirichlet-Charakter gilt x(1) = 1; aulerdem haben wir x(3)? = x(3?) = x(9) =
x(1) =1, also muss x(3) = +1 sein. Beide Wahlen sind méglich, und wir erhalten
den trivialen Charakter yo, und den nichttrivialen Charakter xi, der gleich der
Funktion y ist, die wir oben benutzt haben.

X0
X1

S OO

— = =

O O N
—_

11.7. Beispiel. Fiir einen Dirichlet-Charakter x mod 5 gilt x(4) = x(2)?, x(3) =
X(2)3, 1= x(1) = x(2)%, also ist x durch den Wert x(2) eindeutig bestimmt, und
x(2) € {1,i,—1,—i}. Wir erhalten die vier Dirichlet-Charaktere der folgenden
Tabelle:

o1 2 3 4
xo/0 1 1 1 1
x1/0 1 ¢ —i2 —1
x2/0 1 -1 —1 1
x3|!0 1 —2 ¢ —1

Wir miissen noch ein wenig allgemeine Theorie betreiben.

11.8. Definition. Sei G eine Gruppe. Ein Charakter von G ist ein Gruppenhomo—
morphismus x : G — C*. Wir schreiben G fiir die Menge der Charaktere von G} G
ist eine (abelsche) Gruppe unter punktweiser Multiplikation: (x¢)(g) = x(g )w(g);
G heiBit daher die Charaktergruppe von G.

11.9. Bemerkung. Die Menge der Dirichlet-Charaktere mod N steht in Bijektion
mit der Charaktergruppe von (Z/NZ)*. Der Zusammenhang ist wie folgt. Wenn
x ein Dirichlet-Charakter mod N ist, dann definiert ¢)(a) = x(a) einen Charakter
auf (Z/NZ)* (da x(a) nur von a abhéngt, ist ¢» wohldefiniert). Ist umgekehrt v
ein Charakter von (Z/NZ)*, dann definiert

y(a) = {@D(a) falls a L N,

o sonst

einen Dirichlet-Charakter mod N. Wir werden im Folgenden haufig beide Sicht-
weisen nebeneinander verwenden.

Fiir endliche abelsche Gruppen wie (Z/NZ)* hat die Charaktergruppe besonders
schone Eigenschaften.
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11.10. Satz. Ist G eine endliche abelsche Gruppe, dann ist G 1somorph zu G.

Beweis. Sei zunéchst G zyklisch der Ordnung n, und sei g ein Erzeuger von G.
Fiir jeden Charakter y von G haben wir dann x(g*) = x(g)*, also ist x eindeutig
durch x(g) bestimmt, und x(g) muss eine nte Einheitswurzel sein. Man priift nach,
dass jede der n moglichen Wahlen dieser Einheitswurzel einen Charakter ergibt.
Bezeichnet u, = {z € C | 2" = 1} die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln, dann
haben wir also einen Isomorphismus

o — G, (= (6= ()
wegen p, = Z/nZ = G gilt die Behauptung also in diesem Fall.

Jetzt zeigen wir, dass Gx H~GxH.Im Gegensatz zum gerade behandelten Fall
(wo der Isomorphismus von der Wahl von Erzeugern von p,, und von G abhéngt)
ist dieser Isomorphismus kanonisch:
GxH—GxH
p— (g ©(g,1),h— ¢(1, 1))
((g, 1) = x(9)¥(h)) +— (x. %)

Man iiberzeugt sich davon, dass die angegebenen Abbildungen wohldefiniert und
invers zueinander sind.

Fiir allgemeines G benutzen wir die Tatsache, dass G ein Produkt von zyklischen
Gruppen Gy, ..., G}, ist:

G:Glx---ka%élx---xék%(Glx---ka)A:G
O

Es folgt zum Beispiel, dass es genau #(Z/NZ)* = ¢(N) verschiedene Dirichlet-
Charaktere mod N gibt.

11.11. Bemerkung. Aus dem Beweis von Satz 11.10 sehen wir, dass die Werte
eines Charakters y einer endlichen Gruppe G stets Einheitswurzeln sind. Insbe-

sondere gilt x(g9) = x(9)™! = x(¢7!), oder auch kurz y = y~'.

Als néchstes beweisen wir die ,,Orthogonalitéatsrelationen® fiir Charaktere. Sie
werden es uns gestatten, aus den Logarithmen der verschiedenen L-Reihen die
gewiinschte Restklasse herauszufischen.

11.12. Lemma. Sei G eine endliche abelsche Gruppe und 1 # g € G. Dann gibt
es einen Charakter x € G- mit x(g) # 1.

Beweis. Angenommen, x(g) = 1 fiir alle x € G. Sei H = (g) die von g erzeugte
Untergruppe von G. Dann héngt x(¢’) nur von der Restklasse ¢’H ab, induziert
also einen Charakter auf der Quotientengruppe G/H. Wir bekommen also eine

injektive Abbildung G — C?/?—I . Auf der anderen Seite ist aber

#G/H = #G/H < #G = #C,

also kann es eine solche Injektion nicht geben. O
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11.13. Satz. Sei G eine endliche abelsche Gruppe.

(1) Fiir alle x € G gilt

}:sz{#G‘MkXZ%

v 0 sonst

und deshalb fiir alle x1,x2 € G

# ZXl—@Xz(g) =

geG
(2) Fir alle g € G gilt

ZX(Q) _ {#G falls g = 1

/ 0 sonst
xX€G

0 sonst

{1 Jalls x1 = x2

und deshalb fiir alle g1, g2 € G:

G M) =

xed

{1 falls g1 = ¢

0 sonst

Bewezs.

(1) Falls x = 14 der triviale Charakter ist, dann ist x(g) = 1 fir alle g € G, und
die erste Aussage ist trivial, Andernfalls gibt es ein h € G mit x(h) # 1.

Dann folgt
(L=x()> x(9) = x(9) = > x(hg) => x(g) = > x(9) =0,
geG geG geG geG geG

also ist auch > x(g9) = 0 (denn 1 — x(h) # 0). Die Behauptung iiber
x1 und Y, folgt, indem man die erste Aussage auf x = X;x2 = Xi X2
anwendet.

(2) Wenn g = 1¢ ist, dann ist x(g) = 1 fiir alle x € G, und die erste Aussage
ist wiederum trivial (unter Beachtung von #G = #G). Andernfalls gibt es
nach Lemma 11.12 ein ¢ € G mit ¥ (g) # 1. Dann gilt wie eben

(1—1(g)) Zx(g) = Zx(g) - Z(wx)(g) = Zx(g) - Zx(g) =0,

also Zx X(g) = 0. Die Behauptung tiber g; und go folgt wieder, indem
man die erste Aussage auf g = g; 'go anwendet und dabei beachtet, dass
x(g:) = x(91)"" = x(a1)-

g

11.14. Folgerung. Wenn wir Satz 11.13 auf die Dirichlet-Charaktere mod N an-
wenden, erhalten wir fiir a 1L N die Relation

1 — ~J1 fallsm =amod N,
W ;X(G)X(n) B {0 sonst,

wobei die Summe tber alle Dirichlet-Charaktere mod N lduft.
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11.15. Lemma. Sei x ein Dirichlet-Charakter mod N. Dann gilt fir s > 1

log L(x, s Zx PP+ fils)
mit einer Funktion f,, die fiir s — 14 beschrdnkt bleibt.

Bewezs. Wie oben haben wir

mit
1 ks w2
A6 =[S e < SN = e < T
p k22 p k>2
Dabei haben wir verwendet, dass |x(p)| < 1 ist. O

11.16. Folgerung. Fir s — 1+ und a L N gilt

Zx Jog L(x,s) = > p "+ fan(s)

p=a mod N

mit einer fir s — 1+ beschrinkten Funktion f,n. (Die erste Summe lduft iber
die Dirichlet-Charaktere mod N, die zweite tber alle Primzahlen p = a mod N.)

Beweis. Es gilt nach Folgerung 11.14

Zx )log L(x, s) = Zx (Zx PIp~° + fi(s ))
:Z¢ (Sxn )7 + 577 LA@AG)
= Z P+ fan

p=a mod N
mit
faN ZX fx

beschrankt fiir s — 1+ (da die f, nach Lemma 11.15 alle beschrénkt bleiben). [

Um den Beweis von Satz 11.1 abzuschliefen, miissen wir also noch zeigen, dass
fiir x # xo die Funktionen log L(y, s) fiir s — 14 alle beschrénkt bleiben.

Fiir den trivialen Dirichlet-Charakter yo mod N gilt, wie oben schon gesehen, die
folgende Aussage.
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11.17. Lemma. Sei xq der triviale Dirichlet-Charakter mod N. Dann ist fiir s > 1

Lixo ) =TT (1= ) <ts).

pIN 4
also ist
log L(x0, s) — log ((s Z log(1 —
pIN
fiir s — 14 beschrdankt.

Beweis. Man vergleiche die Produktentwicklungen
() =JJa-p"

und

Anders gesagt,
i 108 Lxo, )
im ————=

=1.
s—1+ Ep p—s

Wir miissen nun erst einmal etwas {iber das Konvergenzverhalten von sogenannten
Dirichlet-Reihen Y >° | a,,n~* beweisen. Fiir uns wird spéter wichtig sein, von Null-
und Polstellenordnungen reden zu kénnen, was fiir holomorphe oder meromorphe
Funktionen moglich ist (aber nicht fiir beliebige glatte reelle Funktionen); deshalb
betrachten wir hier komplexe Argumente s.

11.18. Satz.

(1) (,Abelsche partielle Summation®) Seien (a,) und (b,) Folgen komplexer
Zahlen, und sei weiter A, = > _, ai. Dann gilt

Zanb —ZA —byi1) + Anby .

(2) (Vemllgememerung des Konvergenzkmtemums fir alternierende Reihen)
Falls zusdtzlich (A,,) beschrdankt und (b,) eine monoton fallende Folge re-
eller Zahlen mit b, — 0 ist, dann konvergiert Zzozl anb,, und

00
E an n E A - n+1
n=1

(3) Konvergiert (Ay) und ist (b,) beschrankt mit >~ | |b, — byt1| < 00, dann
konvergiert > 7 | a,by ebenfalls.

(4) Set f(s) = 0", cyn=*. Wenn die Reihe fir s = sy € C konvergiert, dann
konvergiert sie fir alle s € C mit Re(s — sg) > 0. Die Konvergenz ist
gleichmdf$ig im Bereich |s — so| < ARe(s — so) fiir jedes A > 1. Insbe-
sondere ist f holomorph auf der rechten Halbebene Res > Resg, und die
Ableitungen von f kénnen gliedweise berechnet werden:

FOs) = (-1 Y ol
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Beweis. (1) Wir formen um (beachte, dass Ay = 0):

N N
Z anbn = Z(An - An—1>bn
n=1 n=1
N N—-1
= Z Anbn - Anbn-I—l
n=1 n=0
N-1

=" A (by — bosr) + Anby -

n=1
(2) Nach (1) gilt fir M < N:
N
Z anb = Z A - n+1 +ANbN —AMbM
n=M+1

Sei nun |A,| < A fiir alle n. Es folgt
N-1

N
Y o (Z(bn—an)erMerN) — A(bar— by +bar +by) = 24by; — 0

n=M+1 n=M

fir M — oo, also bilden die Partialsummen von ) a,b, eine Cauchy-Folge. Aus
Anby — 0 und (1) folgt dann auch die behauptete Formel fiir den Wert der
Reihe.

(3) Sei A = lim,, o A, dann ist A, = A+ &, mit £, — 0. Dann gilt auch
oy =sup{le,| | » > N} — 0 fir N — oo. Sei weiter |b,| < B. Wie eben haben
wir

N N-1
D anbn =Y Au(bn = buy1) + Anby — Anbu
n=M+1 n=M

N-1
= A(by — bn) + Z en(bn — bpy1) + A(by — bar) + enby — enbus
n=M

N-1

8n n_ n+1 +5NbN_5MbM

n=M
Es folgt
N N—-1 o)
Y (Z |bn—bn+1|+|bM|+|bN|> §5M<Z |bn—bn+1|+23> =0
n=M+1 n=M n=M

fir M — oo, und Konvergenz folgt wie in (2).

(4) Wir setzen a, = c,n™* und b, = n~*7°0), Dann ist fiir Res > sy jedenfalls
|by| = n~Rels=50) < 1. AuBerdem gilt
n+1
by — bpsa| = [~ 770 — (n 1) 7%0)| = ‘—(8 — o) / ¢ (sms0) 1 dt)

n
n+1

< |s — so| / ¢ Re(s=s0)=1 gy
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und damit

b n < _ t—Res 80 1dt | SO|
Z| b < Js = 5o / s

Weiterhin konvergiert (A,) gegen f(sg). Die Voraussetzungen von (3) sind damit
erfiillt. Aus der eben hergeleiteten Abschétzung sieht man auch, dass die Konver-
genz gleichméfig ist, wenn |s — so| < ARe(s — s¢) ist. Eine gleichméfig konver-
gente Folge holomorpher Funktionen hat einen holomorphen Grenzwert, und weil
A > 1 beliebig grol gewihlt werden kann, ist die Grenzfunktion holomorph auf
Re s > sg. AuBlerdem konvergiert die Folge der Ableitungen gegen f’, damit kann
man f’ gliedweise berechnen, und fiir die hoheren Ableitungen gilt dasselbe. [

11.19. Bemerkungen.

(1) Die Formel von Teil (2) fiir den Wert der Reihe braucht in der Situation
von (3) nicht zu gelten (denn Axby muss keine Nullfolge sein). Stattdessen
hat man mit den Bezeichnungen aus dem Beweis von (3)

Zanb _Ab1+z<€n n n+1

(2) Der Bereich |s — so| < ARe(s — s¢) ist ein sich nach rechts 6ffnender
Winkelbereich mit Scheitel sp, symmetrisch zur Geraden Im(s — sg) = 0
und mit Offnungswinkel o = 2 arccos A7,

11.20. Folgerung. Sei f(s) =Y ", c,n"* eine Dirichlet-Reihe. Dann tritt einer
der folgenden drei Fille ein.

(1) Die Reihe konvergiert fir kein s € C.

(2) Die Reihe konvergiert fir jedes s € C. Dann ist f eine ganze Funktion
(also holomorph auf C).

(3) Es gibt so € R, die sogenannte Konvergenzabszisse, so dass die Reihe fiir
Res > so konvergiert und fiir Res < so divergiert. In diesem Fall ist f
eine holomorphe Funktion auf der rechten Halbebene Res > sg.

Beweis. Wir nehmen an, dass Fall (1) nicht eintritt. Es gibt also Zahlen s € C, so
dass die Reihe konvergiert. Sei so = inf{Res | f(s) konvergiert} € {—oco} UR. Ist
so = —o0, dann gibt es fiir jedes s; € C ein s’ € C mit Re s’ < Re sy, so dass die
Reihe fiir s = s’ konvergiert. Nach Satz 11.18, (4) konvergiert die Reihe auch fiir
s = s1, und f ist holomorph in der rechten Halbebene Res > Re s, also in einer
Umgebung von s;. Da s; beliebig war, ist f holomorph auf ganz C.

Im verbleibenden Fall ist sg € R. Fiir s € C mit Re s > sq zeigt dasselbe Argument
wie eben, dass die Reihe konvergiert und dass f auf der Halbebene Res > sg
holomorph ist. Ist Res < sp, dann kann die Reihe nach Definition von sy nicht
konvergieren. U

11.21. Bemerkungen.

n

(1) Alle drei Fille konnen auftreten. Zum Beispiel konvergiert » 7 2"n~
nirgends, wihrend > | 27"n~* {iberall in C konvergiert. Die Zetafunktion
> >, n~*® hat Konvergenzabszisse sy = 1.
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(2) Sehr @hnlich (sogar einfacher) ldsst sich die analoge Aussage fiir das Gebiet
der absoluten Konvergenz zeigen. Man erhélt eine Abszisse s; der absolu-
ten Konvergenz (+o0o im ersten Fall, —oo im zweiten Fall). Wenn s; € R
ist, dann gilt sy < s; < s+ 1, und beide Grenzfille sind méglich (Ubungs-
aufgabe!). In diesem Punkt unterscheiden sich Dirichlet-Reihen in ihrem
Konvergenzverhalten von Potenzreihen, bei denen der Konvergenzradius
nicht davon abhéngt, ob man absolute Konvergenz oder nur Konvergenz
betrachtet.

Wir werden diese Ergebnisse jetzt auf unsere L-Reihen anwenden. Zunéchst zeigen
wir, dass sich die Zetafunktion bis auf einen einfachen Pol bei s = 1 ein Stiick weit
nach links fortsetzen lésst.

11.22. Lemma. FEs gibt eine auf Res > 0 holomorphe Funktion f, so dass fiir
Res > 1 gilt
1
((s) = —= + /).
Wir definieren ((s) durch diese Formel fir alle s # 1 mit Res > 0 Dann ist
meromorph auf Res > 0, holomorph bis auf einen einfachen Pol ber s = 1 mit
Residuum 1.

Beweis. Fiir Res > 1 konnen wir die Reihe fiir die Zetafunktion wie folgt umfor-
men:

o n+1 n+1
Zn S—Z(/xsd:v—l—/(ns—xs)dx)
n=1 " "

7 5dm+7 o) " — o) dr =+ f(5).
1 1

Es gilt

|z —a% = /st51 dt .
=]

Damit kénnen wir f(s) noch umschreiben:

f(S):/(L 7 d$:s//t_s 1dtdx_s/(m £yt dt

1 1 |z

Fiir Res > ¢ > 0 hat der Integrand in diesem Ausdruck die gleichméBige integrier-
bare Majorante t—°~!; es folgt, dass f(s) fiir Res > 0 eine holomorphe Funktion
definiert.

Damit ist ((s) = 1/(s — 1) + f(s) meromorph auf Res > 0 mit einem einzigen
Pol, bei s = 1, der einfach ist und das Residuum lim,_;(s — 1)((s) = 1 hat. O

11.23. Bemerkung. Tatsdchlich ldsst sich ((s) sogar zu einer auf ganz C mero-
morphen Funktion fortsetzen, die immer noch s = 1 als einzigen Pol hat. Eine
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Moglichkeit, zu dieser Fortsetzung zu gelangen, ist wiederholte partielle Integrati-
on. Um auf Res > —1 fortzusetzen, schreiben wir (fiir Res > 0)

o0 o0

£ =s [ = ar=s [ (71— e=3)ear+

1 1

I 1
=s(s+1) /g(t)t_s_2 dt + 3
1

wobei
ow) = [(161=t=3)de= 5 (111 = )(1t) =t~ 1)

beschrankt ist (0 < g(x) < 1/8). Es folgt, dass das Integral fiir Res > —1 lokal
gleichméfig konvergiert, also dort eine holomorphe Funktion definiert. Wir haben
dann also fiir Res > —1:

o

((s) = ! + ! +s(s+1) /g(t)t_s_2 dt .

s—1 2
1

Insbesondere siecht man, dass ((0) = —1/2 ist.

Alternativ kann man auch zunéchst fiir 0 < Res < 1 die Funktionalgleichung

W_S/2F<§>C(s) = ﬂ_(l_s)/2F<1 — S)C(l —5)

beweisen (was aber nicht so ganz trivial ist) und damit dann ((s) auf einen Schlag
auf ganz C fortsetzen.

Jetzt wenden wir uns der L-Reihe L(y, s) zu.

11.24. Satz. Sei x ein nichttrivialer Dirichlet-Charakter mod N. Dann konver-
giert die Reihe
— x(n)

ns
n=1

fiir Res > 0 und definiert dort eine holomorphe Funktion.

L(x,s) =

Beweis. Da y nichttrivial ist, gilt nach Satz 11.13 32 x(n) = 0. Daraus folgt,
dass die Folge der Summen > x(n) (fiir M > 0) beschréinkt ist. Ist nun ¢ > 0,
so folgt aus Satz 11.18, Teil (2) (mit a, = x(n) und b, = n~?), dass L(x,0d)
konvergiert. Nach Teil (4) desselben Satzes folgt dann die Behauptung. U

11.25. Bemerkung. Tatsdchlich ist sy = 0 die Konvergenzabszisse von L(x;, s).
Die Abszisse der absoluten Konvergenz ist dagegen s; = 1.

11.26. Satz. (Landau) Sei (a,) eine Folge nichtnegativer reeller Zahlen, und sei
f(s) eine auf Res > oo holomorphe Funktion, so dass fir Res > o1 > oq gilt
f(s) = Z apn~?.
n=1
Dann konvergiert die rechts stehende Dirichlet-Reihe fir alle s mit Res > oq
gegen f(s).
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Beweis. Indem wir a,, durch a,n~7° ersetzen, kénnen wir annehmen, dass oy = 0
ist. Wenn die Behauptung falsch ist, dann gibt es 6 > 0, so dass die Reihe fiir
s = ¢ nicht konvergiert, aber fiir Res > %5 konvergiert. Wir betrachten jetzt die
Taylorreihe von f im Entwicklungspunkt 25. Weil f auf Res > 0 holomorph ist,
ist der Konvergenzradius dieser Reihe mindestens 29. Die Koeffizienten der Reihe
sind

fM(@20)  (=1)F i ay(logn)®

“T TR T Tk 120

n=1
Wir werten die Taylorreihe jetzt bei s = § aus:

o0

(1
F6)=3 (5 = 20)" Zk,Za e
. 00 . 0o 51 k o) a, . 0o .

(An der Stelle (x) verwenden wir, dass die Doppelreihe absolut konvergiert, da
alle Terme > 0 sind.) Am Ende steht aber gerade die Dirichlet-Reihe fiir s = 0,
die also doch konvergiert. Dieser Widerspruch beweist, dass die Reihe fiir alle s
mit Re s > 0 konvergiert. Nach dem Identitétssatz der Funktionentheorie muss sie
dann auch gegen f(s) konvergieren. O

11.27. Bemerkungen.

(1) Die Positivitétsvoraussetzung an die Koeffizienten a,, ist wesentlich. Man
kann zum Beispiel (dhnlich wie fiir die Zetafunktion) zeigen, dass sich jede
L-Reihe L(x, s) zu einem nichttrivialen Dirichlet-Charakter y zu einer auf
ganz C holomorphen Funktion fortsetzen lisst. Trotzdem konvergiert die
definierende Dirichlet-Reihe nur fiir Re s > 0.

(2) Aus dem Beweis ergibt sich auch folgende Aussage:

Ist o die Konvergenzabszisse der Dirichlet-Reihe im Satz, dann lisst sich
f micht holomorph in eine Umgebung von o fortsetzen.

Wir kénnen dazu o0 = 0 annehmen. Wenn sich f holomorph in eine Umge-
bung von 0 fortsetzen lésst, dann gibt es ¢ > 0, so dass der Konvergenzra-
dius der Taylorreihe von f bei € grofler als ¢ ist. Mit der gleichen Rechnung
wie im obigen Beweis stellt man fest, dass die Dirichlet-Reihe auch noch
links von 0 konvergieren miisste.

Wir werden den Satz von Landau dazu benutzen, das Nicht-Verschwinden der
Werte L(x, 1) fir x # xo zu beweisen. Dazu brauchen wir noch zwei Lemmas.

11.28. Lemma. Sei G eine endliche abelsche Gruppe und g € G ein Element der
Ordnung m. Dann gilt

[Tt - x(9)x) = (1 — x™y#c/m
xe@

im Polynomring C[X].

Beweis. Die Abbildung G > X — X(9) € py, ist ein surjektiver Gruppenhomomor-
phismus. (Surjektiv: sonst wire x(g*) = 1 fiir alle x € G fiir k = m/#H > 1, wo
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H das Bild des Homomorphismus ist, im Widerspruch zu Lemma 11.12.) Es folgt
[T —x@)X) =[] (1 -¢x)#m = (1 - xm)#e/m,

XEG CEUm

denn die m-ten Einheitswurzeln (die Elemente von p,,) sind gerade die Nullstellen
von X — 1. g

11.29. Lemma. Sei F'(s) =[], L(x, s) das Produkt der L-Reihen zu allen Dirich-
let-Charakteren mod N. Dann gilt fiir Res > 1, dass

Flis)=Y =
ns
n=1
mit a, > 0 fir alle n und a, > 1 fir alle n der Form n = m®WN) mit m > 1,

m 1L N.

Beweis. Wir betrachten das Euler-Produkt von F(s), giiltig fiir Res > 1. Dazu
sei f, die Ordnung der Restklasse von p in der Einheitengruppe (Z/NZ)* und

gp = ¢(N)/ fp. Dann gilt

F(s) =TT 069 = TTTI0 = xew ) ™" = TT(TT( - x)» ™))

p X

-1

und nach Lemma 11.28:

_ H(l - p—fps>—gp _ H i (gp _lj + k)p—kfps — iann—s .
PN n=1

PIN k=0

In jedem Faktor des letzten Produkts haben die Glieder der Reihe nichtnegative
Koeffizienten, und die Terme p~ (V)5 treten fiir alle [ > 0 mit positivem Koeffizi-
enten auf. Die Behauptung folgt durch Ausmultiplizieren des Produkts. O

Jetzt konnen wir endlich beweisen, dass L(y, 1) # 0 ist.

11.30. Satz. (Dirichlet) Ist x ein nichttrivialer Dirichlet-Charakter mod N, dann
ist L(x, 1) # 0.

Beweis. Angenommen, L(x,1) = 0 fiir einen nichttrivialen Charakter y. Dann
hebt die Nullstelle von L(,s) bei s = 1 den einfachen Pol von L(xo, s) im Pro-

dukt F(s) auf. Da alle L-Reihen bis auf diesen einfachen Pol von L(xo,s) fiir
Re s > 0 holomorph sind, muss F(s) dann ebenfalls auf Re s > 0 holomorph sein.

Nach Lemma 11.29 ist F(s) = ZnZIann_s mit a, > 0 und a,,ex) > 1 fir alle
m L N. Die F(s) darstellende Reihe konvergiert daher fiir s = 1/¢(N) nicht:

o0

DT R AC S S D) RGN %:OO

n=1 m>1mLlN m>1,mlN

Nach dem Satz 11.26 von Landau miisste die Reihe aber fiir Re s > 0 konvergieren.
Dieser Widerspruch beweist, dass unsere Annahme ,, L(x,1) = 0 fiir ein x*“ falsch
sein muss. U

Jetzt haben wir alles zusammen.
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11.31. Beweis von Satz 11.1. Sei N > 1 und a L. N. Nach Folgerung 11.16 gilt

flir s > 1
Y o= Zx )log L(x; s) = fan(s)

p=a mod N

logL(XO, s) 1 —
= + > x(@)log L(x, s) = fan(s)
SN) o) 2
mit f, y(s) beschrankt fiir s — 14. Nach Satz 11.30 sind alle L(x,1) # 0 fiir
X # Xo, also ist log L(x,s) fir s — 14 beschrinkt. Nach Lemma 11.17 gilt
log L(xo0, $) — 400 fir s — 1+, also folgt auch

Z p° — 400 fiir s — 1+.

Das ist nur moglich, wenn die links stehende Summe unendlich viele Terme hat.
Also muss es unendlich viele Primzahlen p = a mod N geben. U

Wir wollen jetzt noch eine Verschiarfung beweisen, ndmlich dass in einem gewissen
Sinn die Primzahlen sich gleichméBig auf die primen Restklassen mod N verteilen.
Dazu miissen wir ein Maf3 dafiir definieren, welcher Anteil aller Primzahlen in einer
gegebenen Menge von Primzahlen steckt.

11.32. Definition. Sei P eine Menge von Primzahlen. Falls der Grenzwert
§(P) = lim —ZPEP? -
s—1+4+ pr
existiert, heifit 6(P) die Dirichlet-Dichte der Menge P.

11.33. Satz. (Dirichlet) Sei N > 1. Dann hat fir jedes a L N die Menge
P,y = {p | p Primzahl, p = a mod N}
die Dirichlet-Dichte (P, n) = 1/¢(N).

Bewers. Es ist
log L(xo, s) = log ((s) + beschrénkt = Zp_s + beschrankt ,
p
also haben wir
Z p° Z p~° + beschréankt ,
p=a mod N

woraus die Behauptung folgt. O

11.34. Bemerkung. Es erscheint vielleicht naheliegender, die natiirliche Dichte

Plp<X
X —o00 7T(X>
zu betrachten (hier ist m(X) die Anzahl der Primzahlen < X). Tatséchlich gilt

auch ¢'(P,n) = 1/¢(N); der Beweis ist aber schwieriger und benutzt Methoden,
die auch beim Beweis des Primzahlsatzes 7(X) ~ X/log X gebraucht werden.
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Allgemein gilt, dass eine Menge P von Primzahlen, die eine natiirliche Dichte
besitzt, auch eine Dirichlet-Dichte hat, und beide stimmen {iberein. Das sieht man
wie folgt: Sei mp(x) = #{p € P | p <z}, dann gilt nach Voraussetzung

mp(x) =0 (P)m(x) + e(x)m(x)

mit |e(z)] <1 und e(z) — 0 fiir x — oco. Fiir s > 1 und n > 1 ist

oo

n ° = s/x51 dz .

n

Fiir eine beliebige Menge M natiirlicher Zahlen und entsprechender Definition
von 7y (x) folgt dann

Z n® = Z s/w_s_l dr = S/’/TM<37).CIZ_S_1 dx .
neM neM o 1
Wir erhalten also mit a > 1
Zp_s = S/TP(ZL‘)QT_S_I dx
peP 1
= 5’(P)s/7r(a:)x81 dz + s / e(z)m(x)z™* " da
1 1
=0'(P) Zp_s +5 / e(x)m(x)r > tdr + s / e(z)m(x)r ™ dr.
p 1 a

Der Betrag des zweiten Summanden in der letzten Zeile ist beschrénkt durch as,
denn |e(z)| < 1 und 7(z) < . Sei g, = sup{|e(z)| | * > a}, dann ist der Betrag
des dritten Summanden beschrankt durch

o0

aas/ﬂ(x)a:Sl dr < ¢, Zp’s.
p

Es folgt

Zpep p° as
>0 dpp°
Wenn wir s gegen 1 gehen lassen, sehen wir, dass der Betrag der Differenz im

Grenzwert durch ¢, beschréankt ist. Da wir a beliebig grofi wihlen kénnen und
gq — 0 fiir a — oo, ergibt sich wie gewiinscht, dass

l. ZpEP p*S
1m ——-
s—1+ Zp p—*

—(5’(P)‘§ +€q-

— §'(P).

Die umgekehrte Implikation, d.h., dass die Existenz der Dirichlet-Dichte die Exi-
stenz der natiirlichen Dichte zur Folge hat, ist aber falsch.



112

11.35. Bemerkung. Obwohl wir also eine Art Gleichverteilung der Primzahlen
auf die verschiedenen primen Restklassen mod N haben, kann es interessante
Phénomene geben, wenn man die Anzahl der Primzahlen < x in den Restklassen
miteinander vergleicht. Zum Beispiel scheint es fast immer mehr Primzahlen =
3 mod 4 zu geben als Primzahlen = 1 mod 4. Wer dariiber mehr wissen méchte,
dem sei der sehr schone Artikel ,,Prime Number Races“!” von Andrew Granville
und Greg Martin ans Herz gelegt.

Wir wollen nun zum Abschluss noch in einigen Féllen den Wert L(y, 1) berechnen.

11.36. Definition. Ein Dirichlet-Charakter x mod N heifit primitiv, falls y nicht
von einem Dirichlet-Charakter x’ modulo einem echten Teiler N’ von N im fol-
genden Sinn induziert wird:

X'(n) fallsn L N,
x(n) =
0 sonst.

Wenn wir x und x’ mit Charakteren der Einheitengruppen von Z/NZ und Z/N'Z
identifizieren, dann bedeutet obige Relation, dass das folgende Diagramm kom-
mutiert:

(Z/NZ) (Z/N'Z)"

CX

11.37. Lemma. Ist x ein primitiver Dirichlet-Charakter mod N, und ist N = dN'
mit d > 1, dann gilt

ISH

—1

XUN +k)=0

<.
Il
o

fiir alle k € Z.

Beweis. Ist ggT(jN'+ k) > 1 fiir alle j, dann sind alle Terme in der Summe null.
Anderenfalls gibt es jy € Z, so dass (joN'+k) L N. Die Summe é&ndert sich nicht,
wenn wir k durch joN' + k ersetzen, also konnen wir annehmen, dass k L N. Sei
[ € Z mit kl =1 mod N. Dann ist x(I) # 0 und

XY XGN'+K) = S XONGN +K) = Y xGIN'+ 1)

hier summieren wir iiber die Untergruppe (1+N'Z/NZ)N(Z/NZ)* von (Z/NZ)*,
also den Kern des kanonischen Homomorphismus (Z/NZ)* — (Z/N'Z)*. Da x
primitiv ist, ist y ein nichttrivialer Charakter auf dieser Untergruppe, also muss
die Summe nach Satz 11.13 verschwinden. 0

11.38. Definition. Sei y ein Dirichlet-Charakter mod N, und sei a € Z. Wir
definieren die Gauf$-Summe von x als

N-1
ga(X) — Z X(n)GQWian/N )
n=0

Im Fall a = 1 schreiben wir auch g(x) fir g;(x).

17 Amer. Math. Monthly 113, no. 1, 1-33 (2006)
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11.39. Satz. Ist x ein primitiver Dirichlet-Charakter mod N, dann gilt

9a(x) = x(a)g(x)

und
lgx)P =N

Beweis. Ist x(a) =0, also d = ggT(a, N) > 1, dann ist a = da’, N = dN’, und

N-1
ga(X) _ Z X 27rmn/N Z X 27ria’n/N’

n=0
N'—-1 d—1

= ( (N + k)>€27”“ FINT =0 = x(a)g(x)
k=0  j=0

nach Lemma 11.37.
Im Fall a 1L N, also x(a) # 0, gilt

N-1
X(a)ga(X) = X((Z) Z X(n 2mian/N _ Z X an 27rzan/N
n=0

. x(n)e

=z

2min/N

=g(x),

3
Il
=)

denn n +— an induziert eine Permutation von Z/NZ. Multiplikation mit y(a)
(unter Beachtung von |x(a)|? = 1) liefert die Behauptung.

Fiir die zweite Aussage rechnen wir

SN =) 9a(X)ga(x)

—/>€27ria(nfn’)/N

N-1N-1 N-1

= 33 ) Y e

n'=0 a=0

Damit haben wir die diskrete Fourier-Transformation von y berechnet:

11.40. Folgerung. Sei x ein primitiver Dirichlet-Charakter mod N > 1. Dann
qilt
1

N—
_ X 27rz'mn/N )
(x —

Beweis. Wende Satz 11.39 auf y an und beachte, dass x(0) = 0 ist. O

Wir brauchen noch ein Lemma {iber die Logarithmusreihe.



114

11.41. Lemma. Sei z = €% mit 0 < ¢ < 2m. Dann konvergiert die Reihe
S 2" /n, und ihr Wert ist

2" . P ™= .
E — =—log(l—2)=-1 (2 —>+ :
2. og(l —z) og(2sin 5 5

Beweis. Die Reihe konvergiert nach Satz 11.18, Teil (2), denn

>

ist beschréankt. Dass der Wert dann —log(1 — z) ist, folgt aus dem Abelschen
Grenzwertsatz, und die Zerlegung in Real- und Imaginérteil ergibt sich aus

2
<
~ e

_‘ 1—2N

1—2

1 — 2= —e/2(e/? — e7/2) = _jei?/22 sing = ZSing L eile=m/2,
U

Damit kénnen wir jetzt die Reihe fiir L(, 1) umformen. Wir setzen dabei x als
primitiv und N > 1 voraus.

x(n)
L(x,1) = -
n=1
1 0o N-1 6271'1'mn/N
= = Z x(m)
g(X) n=1 m=1 n
N-1 o) ; n
1 (627sz/N)
= —= x(m
i 2N
N-1
! (m ( log(QSin 7rm> + <7r Wm)z’)
9(X) == N 2 N
N-1
! (m) (log sin =2 4 Wmi)
9(x) 5= N N

Im vorletzten Schritt haben wir Lemma 11.41 benutzt, und im letzten, dass die
Summe - x(m) verschwindet (um die konstanten Terme log?2 und mi/2
loszuwerden).

Wir beschréanken uns jetzt auf spezielle Charaktere.

11.42. Definition. Ein Dirichlet-Charakter x mod N heiBt quadratisch (oder re-
ell), wenn x? = xo (oder dquivalent Y = ) ist. Das bedeutet, dass x nur die Werte
0,1, —1 annimmt.

11.43. Definition. Sei y ein Dirichlet-Charakter mod N. Dann gilt y(—1)? =
x(1) = 1, also ist x(—1) = +1. x heiBit gerade, wenn x(—1) = 1 und ungerade,
wenn y(—1) = —1.

X ist dann tatséchlich eine gerade bzw. ungerade Funktion Z — C, denn

x(—=n) = x(=1)x(n) = £x(n).
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11.44. Satz. Sei x ein primitiver quadratischer Dirichlet-Charakter mod N > 1.
Dann ist fiir x gerade
N-1

1 ™
L(x,1) = ——— x(m) log sin —
(x; 1) 900 2= (m) N
und fiir x ungerade
N-1
m=1

Beweis. In jedem Fall ist ¥ = x, also gilt

N-1
1 ™~ Tm

L(x,1) = 300 g x(m) (logsmw + WZ)

m=1

Wir ersetzen in der Summe m durch N — m, dann erhalten wir

L(x, :—%Z <10gsm<ﬂ—%) + <7T—%>’l>

~ D 3w osn T- T)

Dabei haben wir benutzt, dass sin(m — x) = sin z ist, und dass wir den konstanten
Term 72 in der Summe weglassen konnen.

Ist jetzt y gerade, also x(—1) = 1, dann ergibt Addition beider Ausdriicke und
Halbieren

N-1
mwm
L m)1 —
(1) = =7 3 n(m) logsin 5

denn die Imaginérteile in der Summ heben sich weg. Wenn x ungerade ist, be-
kommen wir entsprechend

N-1

g 2 X

=1

L(X: 1) - =

3

11.45. Beispiel. Fiir den nichttrivialen Charakter y mod 4 ergibt sich
gl) =i = =2i

und dann
T

Lo = 5 (1-3) = ],

was den Wert besttigt, den man aus der Arkustangensreihe z —x3/3+2%/5—...
fiir x = 1 mit dem Abelschen Grenzwertsatz bekommt.

Fiir den (geraden) nichttrivialen quadratischen Charakter x(n) = (%) mod 5

haben wir mit ¢ = *7/5

900 === =5
und dann

1++5
o

2 2
= —=log(2cos §) = —=log

1
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Wenn y ein quadratischer Charakter ist, kann man den genauen Wert der zu-
gehorigen Gaufl-Summe bestimmen.

11.46. Satz. Sei x ein primitiver quadratischer Dirichlet-Charakter mod N. Dann
qilt
B VN fiir x gerade,
900 = VN fir x ungerade.
Wenn N = p prim ist, dann ist x genau dann gerade, wenn p = 1 mod 4 ist.

Beachte, dass es keine primitiven Charaktere mod 2 gibt, so dass p automatisch
ungerade ist.

Beweis. Wir konnen g(y) sehr einfach bis aufs Vorzeichen bestimmen. Sei dazu y
ein primitiver quadratischer Charakter mod N. Dann gilt

N = [g(x)* = 9(x)9(x) = 9(x)g-1(x) = x(—1)g(x)?,

also ist g(y) = =v'N, wenn x gerade ist, und g(x) = iv/N, wenn y ungerade
ist.

Fiir N = p ist der einzige primitive (oder auch nur nichttriviale) quadratische

Charakter das Legendre-Symbol n +— y,(n) = (E) (Die Charaktergruppe von
p

(Z/pZ)* ist zyklisch, hat also nur ein Element der Ordnung 2.) Wir wissen, dass

—1 1 fiir p =1 mod 4,
wn= () - {

[ —1 fiir p =3 mod 4,
also ist , genau dann gerade, wenn p = 1 mod 4 ist.

Es bleibt zu zeigen, dass wir das richtige Vorzeichen haben. Der Beweis ist nicht
ganz einfach (Gauf selbst hat vier Jahre gebraucht, bis er einen fand); ich verweise
deswegen hier einfach auf [I1R, § 6.4]. O

11.47. Folgerung. Sei x ein primitiver quadratischer Charakter mod N > 1.
Falls x gerade ist, gilt

L(X? 1) = _\/LN

N-1
m

™m
| in —
Zx(m) og sin N

=1

und falls x ungerade ist,

L&ﬂ)z—ﬁgﬁEZMmW%

11.48. Lemma. Sei x ein nichttrivialer quadratischer Dirichlet-Charakter. Dann
ist L(x,1) > 0.

Bewezs. Fiur s > 1 ist

-M%QZIIl_l

S
. x(p)p~*

denn alle Faktoren sind positiv (1 — x(p)p™ > 1 —p~® > 1/2) und das Produkt
konvergiert. Da L(x, 1) # 0 nach Satz 11.30, muss L(x, 1) auch positiv sein. O
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11.49. Folgerung. Seip = 3 mod 4 eine Primzahl. Dann ist die Summe der qua-
dratischen Nichtreste mod p zwischen 1 und p — 1 grofler als die Summe der qua-
dratischen Reste im selben Intervall.

Im Durchschnitt sind die Nichtreste also gréfler als die Reste.

Beweis. Die Differenz der Summen (Reste minus Nichtreste) ist gerade

ZXP —L(xp, 1 )pg <0

nach Folgerung 11.47 und Lemma 11.48. U
Wir kénnen den Ausdruck ) x(m)m noch umschreiben.

11.50. Lemma. Fiir p =3 mod 4 prim gilt

p—1 (p—1)/2
Xp\T)m = X
mZ plm)m = —5——= Z )
Bewezs. Wir haben einerseits
p—1 (p—1)/2 (p—1)/2
D xwmm= Y xpmym+ D xplp—m)-(p—m)
m=1 m=1 m=1
(p—1)/2
Xp(m) - (2m — p)
m=1
(p—1)/2 (p—1)/2
=2 > xpmm—p > xp(m)
m=1 m=1
und andererseits
(p—1)/2 (p—1)/2
> xp(m)ym = Xp(2m)2m+ Y xu(p —2m) - (p — 2m)
= m=1 m=1
(p—1)/2
= Xp(2m) - (4m — p)
m=1
(p—1)/2 (p—1)/2
=4(2) D wmm = x,2p > xp(m).
m=1 m=1

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit 2y,(2) und subtrahieren die zweite,
dann ergibt sich die behauptete Formel. U

11.51. Folgerung. Fiir p =3 mod 4 prim gilt

(p—1)/2

(2—X2 Z Xp

Es gibt mehr quadratische Reste mod p zwzschen 1 und (p—1)/2 als quadratische
Nichtreste.

L(xp, 1) =

Beweis. Wir setzen die Formel aus Lemma 11.50 in den Ausdruck fiir L(x,, 1) aus
Folgerung 11.47 ein. Die zweite Aussage folgt dann wieder aus L(x,,1) > 0. O
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11.52. Beispiele. Fiir die ersten paar p = 3 mod 4 ergibt sich folgende Tabelle.
Dabei steht unter R die Zahl der quadratischen Reste mod p von 1 bis (p —1)/2
und unter N die Zahl der Nichtreste.

P xp(2) | R|N|R—N|L(xp, 1)
31 -1 ]11]0 1 5
7001 |21 1 N
1| -1 |41 3 =
19/ -1 |63 3 7
23| 1 | 7|4 3 j—%
310 1 (96 3 %
431 -1 |121]9 3 75
471 1 1419 5 %

Man sieht, dass fiir p > 3 (p = 3 ist ein spezieller Fall) immer

T
L(xp,1) = h—

VP

gilt mit einer positiven ungeraden ganzen Zahl

- R—N falls p = 7 mod 8,
N 3(R—N) falls p=3mod 8.

~—

Hier bezeichnen R und N wie oben die Anzahl der quadratischen Reste bzw.
Nichtreste mod p in {1,2,..., ’%1}
Diese Zahl h hat eine Bedeutung: Sie ist die Klassenzahl des Korpers Q(y/—p),

also die Ordnung der Idealklassengruppe des zugehorigen Rings Z[%jp]. Mehr
dazu findet man in [/, § 12,13].
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