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(1) Sei V ein Vektorraum und sei (Ai)i∈I eine Familie von Teilmengen von V . Zeigen Sie:∑
i∈I

〈Ai〉 = 〈
⋃
i∈I

Ai〉 . (20)

(2) Seien V ein Vektorraum und p ∈ End(V ) ein Endomorphismus mit p ◦ p = p. Sei

weiter p′ = idV −p. Zeigen Sie:

(a) p ◦ p′ = p′ ◦ p = 0 und p′ ◦ p′ = p′.

(b) V = ker(p)⊕ im(p). (10+20)

(3) Sei V ein reeller Vektorraum und sei f ∈ End(V ) mit f ◦ f = idV .

Finden Sie ein Komplement in V des Untervektorraums U = {v ∈ V | f(v) = v}
(natürlich mit Beweis).

Hinweis: Betrachten Sie p = (idV +f)/2. (25)

(4) Finden Sie ein Beispiel für einen Vektorraum V und Untervektorräume U1, U2, U3 mit

dim(U1 + U2 + U3) + dim(U1 ∩ U2) + dim(U1 ∩ U3) + dim(U2 ∩ U3)

6= dimU1 + dimU2 + dimU3 + dim(U1 ∩ U2 ∩ U3) (25)

(5) Bonus Problem.

Consider the standard vector space Kn with its standard basis (e1, . . . , en).

Fix 0 ≤ m ≤ n and let U0 = 〈e1, . . . , em〉. Denote by C the set of all complements

to U0 in Kn. If U ∈ C, then πU : Kn → U0 denotes the projection to U0 associated to

the splitting Kn = U0 ⊕ U .

(a) Show that the two maps

F : C −→ Un−m
0 , U 7−→ (πU(em+1), . . . , πU(en))

and

G : Un−m
0 → C, (u1, . . . , un−m) 7→ 〈em+1 − u1, . . . , en − un−m〉

are inverses of each other (and that G is well-defined).

(b) What is the number of complements of a 2-dimensional subspace in F4
2?

(20+10 extra points)


