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3 Analysis in mehreren Variablen

9 Differentialrechnung bei mehreren Variablen

9.1 Funktionen zwischen Tupelr äumen

9.1.1 Die betrachteten Funktionentypen

Wir werden in diesem Kapitel Funktionen (Synonym für Abbildungen, s.7.1.1 ) folgenden Typs
untersuchen:
Rn ⊇ D

f−→ R Typ (1) (reellwertige Funktionen)

R ⊇ D
f−→ Rn Typ (2)

Rn ⊇ D
f−→ Rn Typ (3)

Rn ⊇ D
f−→ Rm Typ (4) ( allgemeiner Typ)

Übereinkunft
Wir schreiben in diesem Kapitel dien-Tupel x ∈ Rn meist, wie in der Analysis̈ublich, als
x = (x1, x2, ..., xn) und nur selten als einspaltigen Vektor, wie wir es in der Linearen Algebra
getan haben.

Anmerkung
Bei Funktionen aus den Anwendungen in der Wirtschaftstheorie wird der DefinitionsbereichD
oft die Teilmenge

Rn
≥0 := {x ∈ Rn | xi ≥ 0 für alle Koordinatenxi vonx }

sein.
Wir nennenRn

≥0 den nicht-negativen Quadrantenvon Rn . (Ein “Quadrant” ist es nur imR2 , im
R3 ist es ein “Oktant” und imR3 die entsprechende Verallgemeinerung. In Ermangelung eines
entsprechenden allgemeinen Ausdrucks bleiben wir beim Wort “Quadrant”.)
Die Teilmenge

Rn
>0 := {x ∈ Rn | xi > 0 für alle Koordinatenxi vonx }

heißt entsprechend der positive Quadrantim Rn .

Beispiele (zur Motivation):

1 Lineare Funktionen
Lineare Funktionen des allgemeinen Typs (4) haben wir in 7.1. behandelt:

Für A ∈ Rm×n hat manfA : Rn −→ Rm, x 7−→ A · x (s.7.1.2)

Spezielle Funktionen des Typs (1) sind die (linearen) Zielfunktionen der linearen Program-
mierung:

f = fZ : Rn −→ R, x 7−→ z1x1 + . . . + znxn = Z ·x mit Z = (z1 . . . zn) ∈ R1×n
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2 Hier Beispiele f̈ur reellwertige Funktionen, wie sie in den Wirtschaftswissenschaften be-
nutzt werden.
(i) In allemeinen Wirtschaftstheorien arbeitet man oft mit Funktionen in drei Variablen:

f(K, A, t), wo K = Kapital, A = Arbeit, t = Parameter f̈ur den technischen Fortschritt

(ii) Beliebte Funktionen in Wirtschaftstheorien sind Funktionen wie

f(x, y, z) = xα · yβ · zγ mit x, y, z ∈ R, 0 ≤ α, β, γ, 1 = α + β + γ

(iii) In der Wirtschaftstheorie arbeitet man auch mit sog. “Nutzenfunktionen”. Das sind
reellwertige Funktionenf(x1, x2, . . . , xn) in n Variablen, die so interpretiert werden:

Die Argumentex = (x1, . . . , xn) stehen f̈ur Güterb̈undel (s.6.1.1 Anwendun-
gen (2) ).

Die Funktionf wird benutzt, um den Nutzen von solchen Bündeln zu “verglei-
chen”:

f(x1, . . . , xn) > f(y1, . . . , yn) bedeutet: Das B̈undelx wird dem B̈undely
vorgezogen.

(iv) Der Mittelwert (a1, ..., an) 7−→ a :=
1
n

n∑
i=1

ai und die Varianz(a1, ..., an) 7−→

1
n

n∑
i=1

ai sind Funktionen des Typs (1) .

3 Funktionen des Typs (2) werden oft als Kurveninterpretiert.

−→

Mit solchen Kurven lassen sich etwa Bahnen von Himmelssonden modellieren.

4 Funktionen des Typs (3) treten als Koordinatentransformationen auf. Zum Beispiel:

R2 \ {0} =: D
f−→

{(
r
α

)
∈ R2 | r > 0, 0 ≤ α < 2π

}
⊂ R2

x =
(

x1

x2

)
7−→

 r = ‖x‖

α = der Winkelα, für den 1
‖x‖

(
x1

x2

)
=
(

cos α
sinα

) 
Der Übergang vonx zu diesemf(x) heißtÜbergang zu Polarkoordinaten.
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9.1.2 Anschauliche Vorstellung 1 : Der Graph einer reellwertigen Funktion

n=1 :
Man hat das̈ubliche Schaubild (den Graph):

Der Graph vonf : I −→ R ist die Kurve{(
x

f(x)

)
| x ∈ I

}
im R2

n = 2 :

Man definiert den Graphen von
f : D −→ R (D ⊆ R2) durch

G(f) =
{ x

y
z

∣∣∣∣( x
y

)
∈ D, z = f

(
x
y

)}

Stellt man sich ein Stück “abstrakter” Erdoberfl̈ache vor, para-
metrisiert durchx = Längengrad,y = Breitengrad, und istz =
h(x, y) = Höhe von(x, y) über dem Meeresspiegel, so ist der
Graph die “echte” Erdoberfl̈ache (mit all ihren Zerkl̈uftungen).
Siehe Bild.

Skizzen einiger weiterer Graphen:

f(x, y) = y2

“Rinne”
f(x, y) = x2 + y2

Rotationsparaboloid
f(x, y) = x2 − y2

Sattelfl̈ache
f(x, y) = x3 − 3xy2

“Affensattel”

Anmerkung:
In den Dimensionenn ≥ 3 ist der Graph eine Teilmenge desRn+1 , n + 1 ≥ 4 und kann direkt
nicht mehr vorgestellt werden. In der Dimension 3 kann man noch die Höhenlinien des folgenden
Abschnitts zur Veranschaulichung hinzuziehen.



9. DIFFERENTIALRECHNUNG BEI MEHREREN VARIABLEN 203

9.1.3 Anschauliche Vorstellung 2 : Die H öhenlinien

Bezeichnung(Isoquanten)
Sei D ⊆ Rn und f : D −→ R eine reelle Funktion aufD .
Die PunktmengenIc = {x ∈ D | f(x) = c }, c ∈ R , heißenHöhenlinien für n = 2 , Höhen-
flächenfür n = 3 undIsoquantenvonf für allgemeinesn .
Manchmal sagt man “Ḧohenlinien” der Einfachheit halber auch im allgemeinen Fall.

Anschaulich: Beim Vergleich des Schaubilds vonf mit dem Relief einer Landschaft entsprechen
die Ic’s denüblichen Ḧohenlinien, wie sie auf Karten eingezeichnet sind.
Höhenfl̈achen imR3 muß man sich i.a. als gekrümmte Fl̈achen vorstellen.

Beispielebei früher betrachtetenf :

Funktion Höhenlinien

f(x) = z1x1 + . . . + znxn

linear (Gewinn-, Kostenfunktion) Die Isogewinn- bzw. Isokostengeradenf(x) = c

f(x, y) = y2

“Rinne”
Ic = die beiden Parallelen zury-Achse mity = +

√
c

undy = −
√

c für c 6= 0 und die(x-Achse f̈ur c = 0)

f(x, y) = x2 + y2

Die Ic, c > 0, sind die konzentrischen Kreise um0
mit Radius

√
c

f(x, y) = x2 − y2

Für c 6= 0 sind dieIc Hyperbeln (mit zweiÄsten)
mit den Asymptotenx− y = 0 undx + y = 0
Für c 6= 0 ist Ic das Koodinatenkreuz.
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Noch eine abstrakte Landschaft:

9.1.4 Stetigkeit. Offene Mengen.

Bezeichnung:
Für x ∈ Rn, ε > 0, heißt

Bε(x) = {y ∈ Rn | ‖y − x‖ < ε}
die (offene)ε-Kugel oder dieε-Umgebung vonx.

Für die Anschauungsdimensionen:
Im R1: Intervall mit Mittelpunktx und Länge2ε.
Im R2: Kreisfläche mit Mittelpunktx und Radiusε.
Im R3: Kugel mit Mittelpunktx und Radiusε, etc.

Definition 1 (Stetigkeit):

SeiD ⊆ Rn, f : D −→ Rm eine Abbildung,a ∈ D.
f heißt stetig ina, wenn gilt:
Für alleε > 0 gibt es einδ > 0, so daß f̈ur allex ∈ Bδ(a) ∩D ⊆ Rn gilt:

f(x) ∈ Bε(f(a)).

Wir haben die Definition nur notiert, um zu zeigen, daß sich die Definition von der einfachen
Situation mit einer Variablen (siehe dieε − δ-Definition der Stetigkeit in 3.3.1 ) problemlos auf
den allgemeinen Fall der Funktionen vom Typ (4)übertragen l̈aßt.
Weitergehend werden wir Stetigkeit nicht untersuchen. Das Phänomen der Stetigkeit ist in den
Rn , n ≥ 2 , trotz der formal gleichen Definition viel komplexer als für n = 1 .

Definition 2:

D ⊂ Rn heißt offen:⇐⇒ Für allex ∈ D gibt es einε > 0, so daß nochBε(x) ⊆ D.

Definition 3:

Sei D ⊆ Rn . Ein x ∈ D heißt eininnerer Punkt von D , wenn es einε > 0
gibt mit Bε(x) ⊆ D . Die Menge aller inneren Punkte vonD heißt dasInnere
von D . Ein Punkt ausD , der kein innerer Punkt ist, heißt einRandpunkt von D .
Die Menge aller Randpunkte vonD , heißt derRand von D .

Schreibweisen:
◦
D := das Innere vonD , ∂ D := der Rand vonD .
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Beispiele

(i) Ist D = I ein Intervall im R1 = R , so stimmt das hier definierte Innere mit dem Innern des
Intervallsüberein, wie es in 4.2.3 definiert wurde.

(ii) Sei D = Rn
≥0 der nicht-negative Quadrant. Dann ist

◦
D = Rn

>0 der positive Quadrant und
∂D = {x ∈ D | xi = 0 für mindestens eini mit 1 ≤ i ≤ n } .

(iii) Bei den in 8.1.2 und 8.4.3 gezeichneten zulässigen BereichenK von Linearen-Optimierungs-
Problemen ist der Rand∂K von K die Vereinigung der Randgeradenstücke (der “Seiten”) von

K und das Innere
◦
K ist das schraffierte Innere des Bereiches ohne die Seiten. /bin/sh: schraffierte:

command not found

Bemerkung

Das Innere
◦
D einesD ⊂ Rn ist offen. (Die leere Menge gilt als offen.)

9.2 Differenzieren reellwertiger Funktionen auf dem Rn

Gemeint sind Funktionen des TypsRn ⊇ D
f−→ R .

9.2.1 Die partielle Ableitung

Definition 1 (partielle Ableitung):

Seif : D −→ R eine Funktion und seix ein Punkt im Innern
◦
D von D .

Für i ∈ {1, 2, . . . , n} sei ei = (0, ..., 0, 1
↑
i

, 0, ..., 0) deri-te Einheitsvektor.

Betrachte den Limes

lim
h→0

f(x + h · ei)− f(x)
h

!= lim
h→0

f(x1, . . . , xi−1, xi + h, xi+1, . . . , xn)− f(x)
h

Existiert dieser Limes und ist gleichα, so heißtf in x nach deri-ten Variablen
partiell differenzierbar. Der Limesα heißt diei-te partielle Ableitungvonf in x.

Schreibweisen: α =: ∂f
∂xi

(x) =: fxi(x) =: fi(x) =: Dif(x).

Ist ∂f
∂xi

(x) definiert f̈ur allex ∈ D, so heißt die Funktion

∂f

∂xi
: D −→ R, 7−→ ∂f

∂xi
(x)

die i-te partialle Ableitung vonf , f heißt partiell differenzierbar inD nach deri-

ten Koordinate (“nachxi” oder kurz “nach i” ). Ist zudem∂f
∂xi

stetig, so heißtf
stetig partiell differenzierbar.
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Merkregel:
Beim partiellen Ableiten nachi wird angenommen, die Variablenxj , j 6= i, seien konstant, und nur
diei-te Variablexi sei variabel. Dann hat man eine Funktion vorliegen, die nur von einer Variablen,
nämlich vonxi, abḧangt. Diese Funktion wird dann nachx := xi abgeleitet wie gewohnt.

Bemerkung: Ist x auf dem Rand von∂D von D , so existieren eventuell die entsprechenden
einseitigen Limites lim

h→0−
oder lim

h→0+
(s. 3.3.3 ) statt des Limeslim

h→0
in der Definition. Als parti-

elle Ableitungen nimmt man dann diese “einseitigen Ableitungen”.
Beispiel f̈ur so eine Situation:D := Rn

≥0 und x ein Punkt ausD , bei dem (mindestens) eine
Koordinate0 ist.

Beispiele (für partielle Ableitungen):

(i) f(x, y, z) = x3 · y4 · z2 − x · y
∂f
∂x (x, y, z) = 3x2 · y4 · z2 − y,
∂f
∂y (x, y, z) = 4x3y3 · z2 − x,

∂f
∂z (x, y, z) = 2x3 · y4 · z

(ii) f(x, y, z) = x2 · y · z − e2x · ey2 · ex·sin z

∂f
∂x (x, y, z) = 2xyz − 2e2x · ey2 · ex·sin z − sin z · e2x · ey2 · ex·sin z

∂f
∂z (x, y, z) = x2 · y − x · cos z · e2x · ey2 · ex·sin z

∂f
∂y (x, y, z) = x2 · z − 2y · e2x · ey2 · ex·sin z

Veranschaulichung

Im “Schaubildraum”Rn × R = {(x, z) | x ∈ Rn, z ∈ R} betrachte die Parallelen zurxi-Achse
und zurz-Achse im Punkte(x, 0), x ∈ D ⊂ Rm. Die von diesen beiden Geraden erzeugte Ebene
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E schneidet das SchaubildGf = {(x, f(x)) | x ∈ D} in einer Kurve. InE mit der Parallelen zur
xi-Achse als reeller Achse bekommt man so das Schaubild einerüblichen reellen Funktion mitxi

als reellem Parameter. Der Anstieg der Tangente dieses Schaubilds im Punktxi = i-te Koordinate
vonx ist dann ∂f

∂xi
(x).

Definition 2: (höhere (“gemischte”) partielle Ableitungen)

Die i-te Ableitung ∂f
∂xi

als Funktion sei definiert.
Seij ∈ {1, 2, . . . , n}.
Ist dann ∂f

∂xi
(in x) nach derj-ten Variablen partiell differenzierbar, so heißt die parti-

elle Ableitung

∂

∂xj

(
∂f

∂xi

)
(x) =:

∂2f

∂xj∂xi
(x) =: fxixj (x) =: DjDif(x)

die partielle Ableitung 2. Ordnung(2. partielle Ableitung) nachi und nachj in x .
Entsprechend sind höhere “gemischte” partielle Ableitungenbetrachtet, etwa

∂3

∂x3(∂x1)2
:=

∂

∂x3

(
∂

∂x1

(
∂f

∂x1

))
,

∂3f

∂xk∂xj∂xi
usw.

Beispiel:

(iii) f(x, y, z) = x3 · y2 · cos z

∂3f
∂z·(∂x)2

(x, y, z) = ∂
∂z (6x · y2 · cos z) = −6x · y2 · sin z

Anmerkung
Die andere Reihenfolge der Indizes bei der Schreibweisefxixj (x) kommt daher, daß nach Defi-
nition fxixj (x) := (fxi)xj ist.
Diese leichte Irritation durch die Bezeichnung ist aber folgenlos, da die gemischte 2. partielle
Ableitung nach der Tatsache in 9.2.3 bei allen gebräuchlichen Funktionen unabhängig von der
Reihenfolge ist.

9.2.2 Gradient und Hesse-Matrix

SeiD ⊂ Rn offen,f : D −→ R sei inx partiell differenzierbar nach allen Variableni = 1, . . . , n.
(Ist D von Anfang an nicht offen, so kann man sich auf die “offene Situation” zurückziehen,
indem man die Funktion auf das Innere vonD einschr̈ankt.)

Definition 1 (Gradient):

Das Tupel (der “ Vektor”):

gradf (x) :=
(

∂f

∂x1
(x),

∂f

∂x2
(x), . . . ,

∂f

∂xn
(x)
)

=
(
fx1(x), fx2(x), . . . , fxn(x)

)
heißt der Gradient vonf in x.
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Definition 2 (Hesse-Matrix):

Existieren alle partiellen Ableitungen 2. Ordnung inx, so heißt die(n, n)-Matrix

Hf (x) =
( ∂2f

∂xj∂xi
(x)
)

i=1,...,n
j=1,...,n

=


fx1x1(x) fx1x2(x) . . . fx1xn(x)

fx2x1(x) fx2x2(x) . . . fx2xn(x)
...

... · · ·
...

fxnx1(x) fxnx2(x) . . . fxnxn(x)


dieHesse-Matrix vonf in x.

Beispiel: Seif(x1, x2, x3) = x2
1x

3
2x3. Es ist

gradf (x) = ( 2x1x
3
2x3, 3x2

1x
2
2x3, x

2
1x

3
2 )

Hf (x) =

 2x3
2x3 6x1x

2
2x3 2x1x

3
2

6x1x
2
2x3 6x2

1x2x3 3x2
1x

2
2

2x1x
3
2 3x2

1x
2
2 0


und konkret an der Stellex = (−1, 2, 3) :

gradf (−1, 2, 3) = (−48, 36, 8) , Hf (−1, 2, 3) =

 48 −72 −16
−72 36 12
−16 12 0


Einfaches, aber wichtiges allgemeines Beispieldes Gradienten:

Sei f : Rn −→ R, f(x) = z1x1 + . . . znxn linear. Dann ist

gradf (x) = (z1, z2, ..., zn) für alle x .

Beobachtung
Die Hesse-Matrix im Beispiel ist symmetrisch (s. 6.2.5 ). Das ist kein Zufall, sondern ein genereller
Sachverhalt wegen folgender Tatsache:

Tatsache (“Lemma von Schwarz”):
Seif : D −→ R 2-mal stetig differenzierbar, d.h. alle partiellen Ableitungen bis zur Ordung 2
existieren und sind stetig. Dann gilt:

∂2f

∂xj∂xi
(x) =

∂2f

∂xi∂xj
(x) für alle x ∈ D

und allei, j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Das heißt f̈ur jedesx ∈ D : Die Hesse-MatrixHf (x) ist eine symmetrische Matrix.

Hinweis
Bei den sp̈ater behandelten Extremwertbestimmungen bei mehreren Variablen werden der Gradi-
ent die Rolle der ersten Ableitung und die Hesse-Matrix die Rolle der zweiten Ableitungüberneh-
men.
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9.2.3 Richtungsableitungen

Vorbemerkung:
Erinnere die Definition

lim
h→0

f(x + h · ei)− f(x)
h

=:
∂f

∂xi
(x)

der partiellen Ableitung. Sie gibt den Anstieg der Funktionf in Richtung der positivenxi-Achse
wider.
Nun gibt es noch all die anderen Richtungen, die nicht in Richtung einer Koordinatenachse zeigen.
Man kann den Anstieg vonf auch in diesen Richtungen definieren. Dazu eine formale Definition
des Begriffs Richtung.

Bezeichnung:
Ein e ∈ Rn mit ‖e‖ = 1 heißt eineRichtung im Rn.
Die Menge{ e ∈ Rn | ‖e‖ = 1 } aller Richtungen
wird oft mit Sn−1 bezeichnet undEinheitsspḧare genannt.

Beispieleim R2: (Man denke beie an eine Kompaßnadel.)
Die Richtung (1,0) ist die Richtung in positiverx-Achse (“Osten”), (0,-1) “zeigt” in Richtung
negativery-Achse (“S̈uden”), 1√

2
(1, 1) zeigt in Richtung der positiven Hauptdiagonalen (“Nord-

osten”) usw.

Definition (Richtungsableitung):

Betrachtef : D −→ R und seie eine Richtung. Existiert der Limes

lim
h→0

f(x + h · e)− f(x)
h

so wird er dieRichtungsableitung von f in Richtung e genannt.

Schreibweise: lim
h→0

f(x + h · e)− f(x)
h

=:
∂f

∂e
(x) .

Wir werden in 9.3 als Anwendung der Kettenregel (s.dort) nachweisen, daß sich für die gebr̈auch-
lichen Funktionen die Richtungsableitungen inx ∈ D auf folgende Weise aus dem Gradienten
gradf (x) berechnen lassen.

Tatsache:
Sei D ⊆ Rn offen. Seif : D −→ R stetig differenzierbar, d.h. alle partiellen Ableitungen inD
existieren und sind stetig. Sei danna ∈ D unde ∈ Rn, ‖e‖ = 1 , sei eine Richtung. Dann gilt

∂f
∂e (a) = 〈gradf(a) , e〉 (Skalarprodukt).

Beispiele:

(i) e = ei : ∂f
∂e (x) = ∂f

∂xi
(x)
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(ii) e = 1√
2
(1, 1) : ∂f

∂e (x) = 1√
2

∂f
∂x1

(x) + 1√
2

∂f
∂x2

(x)

(iii) f(x, y, z) = x2 · z · y2 − 2
x·y·z , x = (1, 1

2 , 1)

Richtung: vonx zum Punkt(6, 3, 6).

Dann:
gradf(x) = (2xyz2 + 2

x2·y·z , x2z2 + 2
xy2y

, 2x2yz + 2
xyz2 )

gradf(x) = (5, 9, 5)

Der Richtungsvektor ist e =
(6, 3, 6)− (1,

1
2
, 1)

‖(6, 3, 6)− (1,
1
2
, 1)‖

=
(5,

5
2
, 5)

‖(5,
5
2
, 5)‖

= (
2
3
,
1
3
,
2
3
).

Die gesuchte Richtungsableitungist also:

∂f

∂e
(x) = 〈(5, 9, 5), (

2
3
,
1
3
,
2
3
)〉 = 3 +

20
3

= 9
2
3

.

9.2.4 Prägnante Eigenschaften des Gradienten

Wir beginnen mit einer Ungleichung zum Skalarprodukt, die eigentlich in den Abschnitt 6.3.5
geḧort. (Sie wird beim Beweis der dort formulierten Dreiecksungleichung für die Norm gebraucht.)

Tatsache 1 (Die Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung)
Für alle x , y ∈ Rn gilt

| 〈x, y 〉 | ≤ ‖x‖·‖y‖ .

Dabei gilt die Gleichheit dann und nur dann, wennx und y linear abḧangig sind.

Der Beweis ist nicht schwer aber nicht trivial.

Als Anwendung erḧalt man:

Tatsache 2
Der Gradient zeigt in die Richtung, in der die Richtungsableitung maximal ist. Genauer:

Sei a ∈
◦
D und sei gradf (a) 6= 0 . Sei γ :=

gradf (a)
‖gradf (a)‖

die “Richtung des Gradienten”.

Dann gilt für alle Richtungene ∈ Sn−1 :
∂f
∂e (a) ≤ ∂f

∂γ (a) = ‖gradf (a)‖

Beweis: ∂f
∂e (a) = 〈gradf (a), e 〉 ≤ ‖gradf (a)‖ · ‖e‖ = ‖gradf (a)‖ =

1
‖gradf (a)‖

·

〈gradf (a), gradf (a) 〉 = 〈gradf (a),
gradf (a)
‖gradf (a)‖

〉 = 〈gradf (a), , γ 〉 =
∂f

∂γ
(a) .

Die Ungleichung dabei ist die Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung, die darauf folgende Glei-
chung gilt, weil ‖e‖ = 1 ist. Der Rest sind Umformungen.
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Eineökonomische Deutung von Tatsache 2
Ist f eine Produktionsfunktion, so hat man: DieÄnderungsrate der Produktion ist am größten bei
einer “Faktorvariation” in Richtung des Gradienten.

Eine anschauliche Eigenschaft des Gradienten ist die
folgende:

Tatsache 3

Der Gradient vonf in a steht senkrecht auf der
Isoquante vonf durcha . (Das ist die Isoquante
If(a) .)

Siehe die Vorlesung für Genaueres.

Ein einfaches Beispiel zum Verständnis:
Für linearef : Rn −→ R, f(x) = z1x1 + . . . znxn ist der Gradient gleich(z1, z2, ..., zn) für alle
x . Aus 6.3.3 wissen wir (dort in der Dimension 3 ), daß dieser Vektor senkrecht auf den Geraden
steht, die durchz1x1 + . . . znxn = c definiert sind und diese Geraden sind die Isoquanten
von f .

9.3 Extremwertbestimmung

9.3.1 Extremwerte ohne Nebenbedingung

2 isolierte Maxima, 1 Sattelpunkt ganzex-Achse besteht aus Minima (nicht isoliert)

Bezeichnung 1:
Sei D ∈ Rn , f : D −→ R und seia ∈ D .

f hat in a ein lokales Maximum (isoliertes lokales Maximum).

⇐⇒


Es gibtε > 0 , so daß gilt:
Für alle x ∈ D mit ‖x− a‖ < ε gilt f(a) ≥ f(x) .(
Bzw.im Fall des isolierten lokalen Maximums: Es ist

f(a) > f(x) für alle x ∈ D mit x 6= a und ‖x− a‖ < ε
)
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Eine analoge Definition gilt f̈ur lokale Minima.

Anschauliche Beispiele oben.

Satz:
Sei D ∈ Rn und f : D −→ R sei 2-mal stetig differenziebar. Seia ∈

◦
D (dem Innern vonD ).

(1) Hatf in a ein Extremum, so ist gradf(a) = 0.

(2) Sei gradf(a) = 0. Dann:

(i) Hf (a) positiv definit =⇒
{

f hat ina ein isoliertes lokales Minimum

(ii) Hf (a) negativ definit=⇒
{

f hat ina ein isoliertes lokales Maximum

(iii) Hf (a) indefinit =⇒
{

f hat ina keineExtremstelle

Im Vergleich zur Dimension 1:
Der Gradienẗubernimmt die Rolle der 1. Ableitung.
Die Hesse-Matriẍubernimmt die Rolle der 2. Ableitung.
Dabei übernimmt die positive Definitheit die Rolle des “Positiv-Seins”, die negative Definitheit
die Rolle des “Negativ-Seins”.
Die Definitheit der Hesse-Matrix untersucht man mit Hilfe des Hurwitz-Kriteriums in 7.7.43 .

Musterbeispiele:
(i) f(x, y) = x2 + y2,

gradf(x, y) = (2x, 2y) = 0 ⇐⇒ x = y = 0 ,

Hf (x, y) =
(

2 0
0 2

)
allgemein undHf (0, 0) =

(
2 0
0 2

)
sind positiv definit.

Also: Isoliertes Minimum (s. Schaubild) ina = 0 .

(ii) f(x, y) = −x2 − y2

Auch hier gradf(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y = 0 .

Diesmal istHf (0, 0) =
(
−2 0

0 −2

)
negativ definit.

Ergebnis: Isoliertes Maximum in0 .

(iii) f(x, y) = x2 − y2, gradf(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y = 0

In (0, 0) : Hf (0, 0) =
(

2 0
0 −2

)
=: A, ist indefinit, denn:

Für x =
(

1
0

)
ist xtAx = 2 > 0 und für y =

(
0
1

)
ist ytAy = −2

Ergebnis: Kein Extemwert.

Bezeichnung 2:
Die Punktea mit gradf(a) = 0 bezeichnet man auch alskritische Punkte vonf .
Die kritischen Punkte imR2 mit indefiniter Hesse-Matrix werdenSattelpunktegenannt.

Weniger einfaches Beispiel:
(iv) f(x, y) = −(x2 + y2)2 + x2 − y2
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∂f
∂x (x, y) = −4x(x2 + y2) + 2x = −4x(x2 + y2 − 1

2)
∂f
∂y (x, y) = −4y(x2 + y2)− 2y = −4y(x2 + y2 + 1

2)

Dann: ∂f
∂y (x, y) = 0 ⇐⇒ y = 0 , weil (x2 + y2 + 1

2) immer> 0 , also6= 0 ist. .

∂f
∂x (x, 0) = 0 ⇐⇒ −4x3 + 2x = 0 ⇐⇒ x = 0 oderx = ±

√
2

2

Fazit: Die kritischen Punkte sind:(0, 0), (
√

2
2 , 0) und(−

√
2

2 , 0).

Hesse-MatrixHf (x, y) =
(
−12x2 − 4y2 + 2 −8xy

−8xy −4x2 − 12y2 − 2

)
Dann:

Hf (0, 0) =
(

2 0
0 −2

)
indefinit (s. Beispiel (iii))

Hf (
√

2
2 , 0) =

(
−4 0

0 −4

)
= Hf (−

√
2

2 , 0)

Also: Ein Sattelpunkt in(0, 0) und zwei relative Maxima in(
√

2
2 , 0) und(−

√
2

2 , 0).

(Das Schaubild siehẗahnlich aus wie das Anfangsbild dieses Abschnitts.)

Zur Beachtung: Die analoge “Warnung” wie in 4.2.3 ist auch hier angebracht:
Erstens: Die kritischen Punkte liefern erst einmal nur Kandidatenfür Extremwerte.
Zweitens: Auf dem Rand∂D von D können Extremstellen vorliegen, ohne daß der Gradient0
ist, d.h. Randextrema m̈ussen extra untersucht werden.
Es kommt hinzu, daß in der Dimensionn ≥ 2 der Rand einesD recht kompliziert sein kann.

Wir geben noch eine explizite Beschreibung der Definitheitsfrage im Falle einer (2,2)-Matrix, weil
dieser einfache Fall ḧaufig vorkommt.

Definitheit der Hesse-Matrix bei zwei Variablen:

SeiA =
(

a b
b d

)
symmetrische2, 2)-Matrix. Dann:

A positiv definit ⇐⇒ a > 0 undad− b2 > 0
A negativ definit⇐⇒ a < 0 undad− b2 > 0

Man kann zeigen:ad− b2 < 0 ⇐⇒ A indefinit

Für die HessescheHf (x, y) =
(

fxx fxy

fyx = fxy fyy

)
(dabeifx := ∂f

∂x , fy := ∂f
∂y ) heißt das:

Hf (x, y) positiv definit ⇐⇒ fxx > 0 undfxx · fyy − f2
xy > 0

Hf (x, y) negativ definit⇐⇒ fxx < 0 undfxx · fyy − f2
xy > 0

fxx · fyy − f2
xy < 0 ⇐⇒ Hf indefinit.



9. DIFFERENTIALRECHNUNG BEI MEHREREN VARIABLEN 214

9.3.2 Extremwerte unter Nebenbedingungen

Situation:

Man hat eine FunktionRn ⊇ D
f−→ R , eine weitere Funktiong : Rn −→ R und ein c ∈ R .

Bezeichnung:
Sei Mc := {x ∈ Rn | g(x) = c} die Isoquante vong zum Wert c . Sei a ∈ D . Man sagt:

f hat in a ein lokales Maxi-
mum unter der Nebenbedingungg(x) = c

}
⇐⇒


Es istg(a) = c , d.h. a ∈ D ∩Mc

und es gibtε > 0 , so daß gilt:
Es ist f(a) ≥ f(x) für alle
x ∈ D ∩Mc mit ‖x− a‖ < ε

Also: Es ist a ∈ Mc und zum Vergleich mit dem Wert vonf in a werden nur die Werte vonf
in denjenigenx ∈ D herangezogen, die inMc liegen.
Bemerke: Das Maximum unter der Nebenbedingung braucht kein Maximum für das gesamteD
zu sein.
Eine analoge Definition hat man für lokale Minima .

Musterbeispiel aus der̈Okonomie:

Es seif : Rn
≥0 = D −→ R eine “Nutzenfunktion”. Dasg sei in diesem Fall eine Kostenfunktion

g : D −→ R , x 7−→ p1x1 + p2x2 + . . . + pnxn und die Nebenbedingung ist eine “Budget-
Gleichung” p1x1 + p2x2 + . . . + pnxn = β .
Gesucht: Das G̈uterb̈undel x maximalen Nutzens unter der Nebenbedingungp1x1 +p2x2 + . . .+
pnxn = β , d.h. f̈ur das das Geld noch reicht.

Eine Möglichkeit zur L̈osung solcher Probleme bietet der folgende Satz:

Satz:

Die Situation sei wie in der Bezeichnung.

Außerdem: Es seia aus dem Innern
◦
D von D und sowohlf als auchg seien nach

allen Koordinaten stetig partiell differenzierbar.
Schließlich: Es sei gradg(x0) 6= 0.
Dann gilt:
Hat f in a ein lokales Extremum unter der Nebenbedingungg(x) = c , so folgt:
Es gibt einλ ∈ R mit

gradf(a) = λ·gradg(a) ( d.h. gradf(a) und gradg(a) zeigen in dieselbe Richtung)

d.h. mit
∂f

∂xi
(a) = λ · ∂g

∂xi
(a) für alle i = 1, . . . , n

Name: Das λ heißt einLagrangescher Multiplikator für die Extremstelle.
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Beachte:
(1) Der Satz gibt wieder nur eine “notwendige Bedingung” für Extremstellen an. D.h. er liefert
Kandidaten f̈ur Extremstellen. Ob tatsächlich ein Maximum oder Minimum vorliegt und welches
von beiden, muß jeweils extra untersucht werden.
Auch die Bedingung “gradg(a) 6= 0 ” muß sei, damit der Satz funktioniert.
(2) Um die Koordinatenx1, ..., xn der Extremstellen-Kandidaten und, als Hilfswert, dasλ zu
bestimmen, stehen folgenden + 1 Gleichungen zur Verf̈ugung:

∂f

∂xi
(x) = λ · ∂g

∂xi
(x) für i = 1, . . . , n und g(x) = c.

Beispiel:
f : R2

>0 −→ R , f(x, y) = x2 + 4xy , mit der Nebenbedingungg(x, y) = x2 · y = c > 0 .

Kandidaten f̈ur Extremwerte sind diejenigen(x, y), wo

(1) (2x + 4y, 4x) = gradf(x, y) = λ · gradg(x, y) = λ · (2xy, x2)

und: (2) g(x, y) = x2 · y = c > 0

Aus (1) :
(3) 2x + 4y = λ · 2xy

(4) 4x = λ · x2 =⇒ λ = 4
x

=⇒
aus(3)

2x + 4y = 8y =⇒ x = 2y

Eingesetzt in (2): 4y3 = c =⇒ y = 3
√

c
4 und x = 2 3

√
c
4

Die Nebenbedingung kann für beliebig großesx erfüllt werden (wenn nury =
c

x2
). Also kann

f(x, y) beliebig groß werden. Andererseits istf(x, y) > 0 , d.h. nach unten beschränkt. Aus all

dem l̈aßt sich schließen, daßf in a = (2 3
√

c
4 , 3
√

c
4) ein Minimum hat.

Ein weiteres einfaches Beispiel:

Gesucht: Extremwerte vonf(x, y) = x2 + y2

unter der Nebenbedingungg(x, y) = 2x + y = 4 .

Man hat gradf =
(

2x
2y

)
, gradg =

(
2
1

)
.

Bedingungen:
(1) 2x = 2λ , (2) 2y = λ und (3) 2x + y = 4

Daraus: λ = x =⇒
in(2)

y = x
2 =⇒

in(3)

5
2x = 4.

Also: x = 8
5 , y = 4

5 . Somit ist a =

(
8
5
4
5

)
das einzige m̈ogliche Extremum.

Dax2 + y2 für x, y mit großem Betrag beliebig groß wird, liegt ein Minimum vor.
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Geometrische Deutung des letzten Beispiels:

Für X = (x, y) ist x2 + y2 = ‖X‖2 != Quadrat des Abstands vonX vom Nullpunkt.

Also: a =

(
8
5
4
5

)
ist der Punkt auf der Geradeng 2x + y = 4 , welcher von0 den kleinsten

Abstand hat!

Alternative L ösungsmethode mittels Substitution:
Unter Umsẗanden kann man die Nebenbedingungg(x) = c nach einer der Variablen, etwa nach
xn , “auflösen”, d.h. f̈ur die Punktex ∈ Mc kann manxn , zumindest in einer Umgebung vonx,
als Funktionxn = ϕ(x1, ..., xn−1) darstellen.

(In unseren Beispielen z.B. geht das: Im ersten Beispiel isty =
c

x2
und im zweiten Beispiel ist

y = 4− 2x .)
In diesem Fall kann man die FunktionF (x1, ..., xn−1) := f(x1, ..., xn−1, ϕ(x1, ..., xn−1)) be-
trachten. In ihr ist die Nebenbedingung “integriert”. Das Problem, Extremstellen für f unter der
Nebenbedingung zu finden, ist transformiert in das Problem, Extremstellen vonF ohne Neben-
bedingung und bei nur nochn − 1 Variablen zu finden. Diese Problem löst man dann mit den
Methoden aus 9.3.1 (oder, wennn = 2 also n − 1 = 1 ist, mit den Methoden der (Schul-
)Kurvendiskussion aus 4.2.3 ).

Etwa bei unserem ersten Beispiel:y =
c

x2
in f eingesetzt ergibtF (x) = x2 +

4c

x
. Die Ablei-

tung ist F ′(x) = 2x− 4c

x2
. Dies nullgesetzt ergibt0 = 2x− 4c

x2
⇔ x3 = 2c ⇔ x = 3

√
2c

(= 2 3

√
c

4
wie oben errechnet; die letzte Gleichung bitte als kleineÜbung in Wurzelrechnen nach-

prüfen).

Die zweite AbleitungF ′′(x) = 2+
8c

x3
ist gleich6 > 0 fürx = 3

√
2c . Also hat man ein Minimum.

Deny-Wert im Minimum erḧalt man durch Einsetzen vonx = 3
√

2c in die Substitutionsgleichung

y =
c

x2
. Es ist y = 3

√
c
4 wie auch oben errechnet.

Als Übung l̈ose man das zweite Beispiel mit der Substitutionsmethode.

Alternative Formulierungen zum Satz
Viele Autoren schreiben die Nebenbedingung nur in der Formg(x) = 0 . Das ist keine Ein-
schr̈ankung der Allgemeinheit. Denn man kanng(x) = c als g(x)−c = 0 und dies als̃g(x) = 0
schreiben mit̃g := g − c als neuer Nebenbedingungsfunktion.
Die Gradienten vong und g̃ sind dieselben.

Gegeben seif und die Nebenbedingungg(x) = 0 . Man kann die Funktion

f(x) + λ g(x) =: L(x, λ) = L(x1, ..., xn, λ)

in den n + 1 Variablenx1, ..., xn und λ betrachten und registriert:
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gradL(x, λ) = 0 ⇐⇒


D1f(x) + λ D1g(x) = 0

... . . .
...

Dnf(x) + λ Dng(x) = 0
g(x) = 0

⇐⇒


gradf(x) = −λ gradg(x)

und
g(x) = 0

Das sind (mit−λ statt λ ,was irrelevant ist) dieselben notwendigen Bedingungen wie sie im Satz
für eine Extremstelle verlangt sind.
Der Satz lautet in dieser Formulierung also:

In einer Extremstelle gilt gradL(x, λ) = 0 .

9.4 Die (totale) Ableitung

9.4.1 Die Definition der Ableitung

Erinnerean den Abschnitt 4.1.2 “Differenzierbarkeit und lineare Approximation”. Dort hatten wir
die Differenzierbarkeit folgendermaßen charakterisiert:

f ist differenzierbar ina
mit Ableitung α

}
⇐⇒

 Es ist f(x) = f(a) + α·(x− a) + r(x) mit

einem “Rest”r(x) , für den lim
x→x0

r(x)
x− x0

= 0 .

In Worten:
Die lineare Funktiont(x) := f(x0)+α·(x−x0) approximiertf(x) in der N̈ahe vonx0 besonders

gut, und zwar so, daß für x → x0 nicht nur der Restr(x), sondern sogar
r(x)

x− x0
gegen 0 strebt.

Die lineare Funktiont : R −→ R, t(x) = f(x0) + α ·(x − x0) war dann die Gleichung der
Tangente anf beix0 .

Verallgemeinerung auf unsere Situation
Es stellt sich heraus, daß die zitierte Charakterisierung den besten Ansatz liefert, den Begriff der
Ableitung einer Funktion auf unsere Funktionen mit mehreren Variablen zu verallgemeinern.

Wir machen dies gleich im allgemeinen Fall von Funktionen des TypsRn ⊇ D
f−→ Rm .

Definition (Differenzierbarkeit und Ableitung):

Sei D ⊇ Rn f−→ Rm eine Funktion und seia ∈
◦
D . Dann:

f heißt

differenzierbar in a

}
:⇐⇒



Es gibt eine lineare AbbildungFa : Rn −→ Rm ,

so daß gilt: Istr : D −→ Rm die “Restfunktion”

aus der Gleichungf(x) =: f(a) + Fa(x− a) + r(x) ,

so ist lim
x→a

‖r(x)‖
‖x− a‖

= 0

Gilt die rechte Seite, so heißtFa dieAbleitung von f in a .
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(Auch die Bezeichnungtotales Differential vonf in a ist für Fa gebr̈auchlich.)

Schreibweisen: Fa =: dfa =: Dfa .

Vergleiche: Das ist formal die gleiche Definition wie bei Funktionen in einer Variablen. Anstelle
der simpelsten linearen FunktionR 3 x 7−→ αx hat man hier dasFa und weil man den Vektor
r(x) nicht durch den Vektorx − a dividieren kann, bildet man erst die Norm von beiden. Das
liefert reelle Zahlen und die kann man dividieren.

Der Limes in der Definition bedeutet folgendes:

Die Funktion D 3 x 7−→


‖r(x)‖
‖x− a‖

x 6= a

0 x = a
ist stetig ina .

Bemerkung
Man kann zeigen, daß einFa wie auf der rechten Seite der Definition eindeutig ist, sofern es
existiert. Daher ist die Definition vonFa als derAbleitung sinnvoll.

Zum Einpr ägen: Die Ableitung vonf in a ist eine lineare Abbildung vomRn in den Rm !

Interpretation als lineare Approximation
Wie bei der Differenzierbarkeit bei Funktionen einer Variablen läßt sich die Differenzierbarkeit
einer Funktion als Approximation durch eine lineare Funktion deuten:

Die “lineare” Funktion t(x) := f(a) + Fa(x − a) approximiertf in der N̈ahe vona so gut,

daß nicht nur der Restr(x) , sondern sogar
‖r(x)‖
‖x− a‖

gegen Null geht f̈ur x → a .

Zur anschaulichen Bedeutung vont(x) siehe 9.4.4 .

Die Existenz der Ableitung ist eine starke Eigenschaft. Wie in einer Variablen gilt

Satz (Stetigkeit differenzierbarer funktionen)

f differenzierbar ina =⇒ f stetig in a .

Der Beweis ist nicht schwer.

9.4.2 Die Jakobi-Matrix

Bezeichnungswahl: In den n̈achsten Abschnitten werden wir die Tupel aus den TupelräumenRn ,
wie in der Linearen Algebra, wieder als 1-spaltige Matrizen schreiben.

Sei D ⊇ Rn f−→ Rm eine Funktion wie im Abschnitt zuvor. Man hat also:

x =


x1

x2
...

xn

 7−→ f(x) =:


f1(x)
f2(x)

...
fm(x)


Die i-te Koordinate vonf(x) , haben wir dabeifi(x) genannt,i = 1, ...,m .
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Bemerke: Dadurch werdenm reellwertige Funktionen

fi : D −→ R , x 7−→ fi(x) := i−te Koordinate vonf(x) , i = 1, ...,m ,
definiert.

Bezeichnung:
Diesefi heißen dieKoordinatenfunktionen von f .

Man kann dann f̈ur alle i = 1, . . . ,m und allej = 1, . . . , n die j-te partielle Ableitung vonfi

betrachten:
∂fi

∂xj
(x) =: Djfi(x), i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n

↖ wir übernehmen hier diese Schreibweise

Definition: BetrachteRn ⊇ D
f−→ Rm, x 7−→

 f1(x)
...

fm(x)

 .

Sei dannx aus dem Innern vonD
und allefi seien partiell differenzierbar nach allen Variablen.

Die Matrix

Jf (x) = (Djfi(x)) i=1,...m
j=1,...,n

=


D1f1(x) D2f1(x) . . . Dnf1(x)
D1f2(x) D2f2(x) . . . Dnf2(x)

...
...

D1fm(x) D2fm(x) . . . Dnfm(x)


heißt die Jakobi-Matrix vonf in x.

Spezialf̈alle:

1 m = 1 : Das heißt,f ist reellwertig (vomTyp (1) ). Dann:

Jf (x) = (D1f(x) D2f(x) . . . Dnf(x)) !=
(

gradf(x)
)t

.

Also: Die Jakobi-Matrix einer reellwertigen Funktion ist die transponierte des Gradienten.

Anmerkung: Im Fall reellwertiger Funktionen sind also die Jakobi-Matrix und der Gradient
im wesentlichen das gleiche. Der (feine) Unterschied in der Schreibweise wird z.B. ermögli-
chen, die Kettenregel besonders einfach und prägnant zu formulieren.

2 n = 1 , d.h. Typ (2) : Der Fall der “Kurven”.
Da wir dann nur ein Variable im Spiel haben, sind die Koordinatenfunktionen gewöhnliche
reelle Funktionen. Es gibt nur eine Variable und deshalb nur eine “partielle” Ableitung, und
das ist die geẅohnliche Ableitung aus dem Paragraphen 4 . Also:

Jf (x) =


d
dxf1(x)

...
d
dxfm(x)

 =

 f ′1(x)
...

f ′m(x)

 (x ∈ R) =: f ′(x)

Bezeichnung:
Dasm-Tupel Jf (x) = f ′(x) nennt man in diesem Fall denTangential- oderGeschwin-
digkeitsvektor der “Kurve” f .
Im Punkt f(x) angesetzt, ist der Vektorf ′(x) tangential zur Kurvef .
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3 Eine Funktion vom Typ (3): Der̈Ubergang zu den Polarkoordinaten (s, 9.1.1 )

f : R2 \ {0} −→ R2 , f(r, ϕ) =
(

r · cos ϕ
r · sinϕ

)
In diesem Fall:

Jf (r, ϕ) =
(

cos ϕ −r · sinϕ
sinϕ r · cos ϕ

)
9.4.3 Jakobi-Matrix ≡ Ableitung

In 7.1.2 haben wir den engen Zusammenhang zwischen MatizenA aus Rm×n und lineare Ab-
bildungen vomRn in den Rm kennengelernt.

Zu FunktionenRn ⊇ D
f−→ Rm haben wir bisher lineare Funktionen als Ableitung und Ma-

trizen als Jakobi-Matrix eingeführt. Es stellt sich nun heraus, daß beide für alle gebr̈auchlichen
Funktionen im Sinne der linearen Algebra dasselbe sind:

Satz

Gegeben seien die FunktionRn ⊇ D
f−→ Rm und ei a ∈

◦
D , dem Innern vonD .

(1) Ist f in a differenzierbar mit AbleitungDfa , so sind alle Koordinatenfunktionenfi ,
i = 1, ...,m von f nach allen Koordinaten partiell differenzierbar. Es existiert also die
Jacobi-MatrixJf (a) und sie ist die Matrix der Ableitung, d.h. für alle x ∈ Rn, ist

Dfa(x) = Jf (a)·x

(2) Ist f stetig differenzierbar in
◦
D , d.h. existieren dort alle partiellen Ableitungen aller Ko-

ordinatenfuktionenfi und sind sie stetig, so istf differenzierbar in (jedem)a und es gilt
erneut

Dfa(x) = Jf (a)·x für x ∈ Rn .

AnmerkungDie Zusammenḧange bei allgemeineren Voraussetzungen sind recht komplex. Die
Existenz der Ableitung ist die stärkere Eigenschaft. Es gibt z.B. Funktionen, bei denen alle parti-
ellen Ableitungen, also die Jakobi-Matrizen, in einema existieren, wo aberf in a nicht diffe-
renzierbar ist.

9.4.4 Die Ableitung bei reellwertigen Funktionen

Situation

Die Funktionf : Rn ⊇ D −→ R sei gegeben und differenzierbar ina ∈
◦
D . Für x ∈ Rn

betrachte

t : Rn −→ R, t(x) := f(a) + Dfa(x)(x− a) = f(a) + Jf (a)·(x− a)
!= f(a) + 〈gradf(a) , x− a 〉.

Bemerkung 1:
Das Schaubild vont ist durch die Gleichungxn+1 = t(x1, ..., xn), gegeben und beschreibt eine
Hyperebene (s. Def.2 in 6.3.2 ) imRn+1 , für n = 2 also eine Ebene imR3 .

Bezeichnung
Dieses Schaubild heißt dieTangential-Hyperebene (Tangentialebenefür n = 2 ) von f in a .
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Vorstellung: Es ist die (Hyper-)Ebene durch den Punkt(a, f(a)) ∈ Rn+1 , an die sich das Schau-
bild der Funktion “anschmiegt”. Siehe das folgende Bild.

Bemerkung 2:
Wie in der Dimension 1 werden die Punkte auf der Tangentialhyperebene als Näherungswerte für
die f(x) , x nahe beia , angesehen:

f(x) ≈ f(x) + Jf (x)·(x− a) =
n∑

i=1

Dif(a) (xi − ai) = 〈gradf(a) , x− a 〉

oder f̈ur ∆ f := f(x)− f(a) und ∆ x := x− a :

∆ f ≈ Jf (x)·∆ x = 〈gradf(a) ,∆ x 〉

↖ ungef̈ahr, “in 1. N̈aherung”
(das alles f̈ur x nahe beia )
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9.4.5 Kettenregel

Bemerke:
Wie in 3.2.2 f̈ur die geẅohnlichen reellen Funktionen kann man auch unsere allgemeineren Funk-
tionen hintereinanderschalten (komponieren):

Gegeben seien die FunktionenRn ⊇ D
f−→ Rm und Rm ⊇ D′ g−→ Rk und es seif(D) ⊆ D′ .

Dann existiert dieKomposition vonf undg , das ist die Funktion

g ◦ f : D −→ Rk, a 7−→ g ◦ f(x) := g(f(x)) .

In 4.1.5 haben wir mittels “Kettenregel” die Ableitung der Komposition bei gewöhnlichen (d.h. es
ist n = m = 1 ) differenzierbaren Funktionen berechnet. In diesem Fall gilt für x ∈ D :

(g ◦ f)′(x) = g′(f(x)) · f ′(x).

In Worten: Die Ableitung vong ◦ f in x ist gleich dem Produkt der Ableitung vong in f(x) mit
der Ableitung vonf in x .
Es stellt sich heraus, daß wir diese Formulierung beinahe wörtlich auch im Fall mehrerer Variablen
übernehmen k̈onnen:

Satz(Kettenregel):

Gegeben seienRn ⊇ D
f−→ Rm , Rm ⊇ D′ g−→ Rk und es seif(D) ⊆ D′ .

Es seiena ∈
◦
D und f(a) ∈

◦
D′ . Dann:

Ist f differenzierbar ina und g differenzierbar inf(a) , so ist g ◦ f differenzierbar
in a und für die Ableitung gilt

D(g ◦ f)a = Dgf(a) ◦Dfa

In Worten: Die Ableitung der Komposition differenzierbarer Funktionen ist die Kom-
position der entsprechenden Ableitungen.

Für die Jakobi-Matrizen gilt diëaquivalente Aussage:

Jg◦f (a) = Jg(f(a))·Jf (a) (Matrizenprodukt)

Also: Die Jakobi-Matrix der Komposition differenzierbarer Funktionen ist das Pro-
dukt der ensprechenden Jakobi-Matrizen.

Zum Beweis benutzt man die Approximationsaussagen der Differenzierbarkeitsdefinition und muß
einige Tatsachen̈uber Grenzwerte bei Funktionen mehrerer Variablen sorgfältig beachten.

AnmerkungMan erkennt, wie perfekt diese Verallgemeinerung ist. In gewissem Sinne gewinnt
sogar das fr̈uhere Ergebnis bei einer Variablen durch die verallgemeinerte Fassung an Klarheit
und Kontur.
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9.4.6 Spezialf älle der Kettenregel

(Wir geben die Formulierungen für die Jakobi-Matrizen)

1 Hier sei R f−→ Rm g−→ R
t 7−→ f(t) 7−→ g(f)t))

, d.h. es istn = k = 1.

Es gilt in diesem Fall

d

dt
(g ◦f)(t) = (g ◦f)′(t) = Jg(f(t)) ·Jf (t) = (D1g(f(t)) . . . Dmg(f(t)) ·


df1

dt (t)
...

dfm

dt (t)

 .

Das Ergebnis als Funktion geschrieben ist also:

(∗) d

dt
(g ◦ f) =

m∑
j=1

Djg ·
dfj

dt
= 〈gradg , f ′ 〉

Als Anwendung(Beweis der Tatsache aus 9.3.2 ):

Wir benutzen die jetzigen Bezeichnungen:
Es seiRm ⊇ D′ g−→ Rk die Funktion, deren Richtungsableitungen wir berechnen wollen, und

es seia ∈
◦

D′ . Sei e eine Richtung imRm . Sei ] − δ , δ [ =: D mit δ > 0 ein Intervall in R ,
so daßa + he ∈ D′ ist für alle h ∈ D . Wir betrachten dann die Abbildungf : D −→ D′ ⊆
Rm, h 7−→ a + he , und schließlich die Kompositiong ◦ f .
Man stellt fest:

(i) Es ist g ◦ f(h) = g(a + he) und g ◦ f(0) = g(a) . Daraus

(ii) Es ist lim
h→0

g(a + h · e)− g(a)
h

= (g ◦ f)′(0) .

(iii) Es ist f ′(0) != e .
Aus all dem und aus(∗) folgt dann:

∂g
∂e (a) = 〈gradg(a) , e 〉

Das ist aber, modulo der Bezeichnung, die Aussage der Tatsache in 9.3.2 .

2 Kompositionen des TypsRn f−→ Rn g−→ R .

Die Formel ist in diesem Fall:

(∗∗) Jg◦f (x) =
(
D1g (f(x)) D2g (f(x)) . . . Dng (f(x))

)
·


D1f1(x) . . . Dnf1(x)
D1f2(x) . . . Dnf2(x)

...
...

...
D1fn(x) . . . Dnfn(x)


Das liefert f̈ur die einzelnen partiellen Ableitungen:

Di(g ◦ f)(x) =
n∑

j=1

Djg(f(x)) ·Difj(x).



9. DIFFERENTIALRECHNUNG BEI MEHREREN VARIABLEN 224

Beispiel: f(r, ϕ) =
(

r · cos ϕ
r · sinϕ

)
(Polarkoordinaten)

Hier

Jf (r, ϕ) =
(

cos ϕ −r · sin ϕ
sinϕ r · cos ϕ

)

Schreibt man

{
x1 := r · cos ϕ für f1(r, ϕ)
x2 := r · cos ϕ für f2(r, ϕ)

, so erḧalt man

∂
∂rg(x1, x2) = ∂g

∂x1
(x) · cos ϕ + ∂g

∂x2
(x) · sinϕ

∂
∂ϕg(x1, x2) = − ∂g

∂x1
· r · sinϕ + ∂g

∂x2
· r · cos ϕ

9.5 Einige Anwendungen

9.5.1 Partielle Wachstumsraten und Elastizit äten

Bezeichnung:

Gegeben seiRn⊇D
f−→ R . Es seif differenzierbar inx und f(x) 6= 0 für alle x ∈ D .

∂f
∂xi

(x) · 1
f(x) =: rf,i(x) heißtpartielle Wachstumsratenach deri-ten Variablen.

∂f
∂xi

(x) · xi
f(x) =: εf,i(x) heißtpartielle Elastizit ät nach deri-ten Variablen.

(Die partielle Ableitung ∂f
∂xi

(x) selbst nennt man manchmal auchÄnderungsratenach der
i-ten Variablen.)

Beispiel: f(x, y) = xα · yβ. Dann:

εf,1(x) = α · xα−1 · yβ · x
xα·yβ = α und analog εf,2(x) = β .

Diverse Bezeichnungsweisen:
Für konkrete und spezielle Funktionen hat man oft auch spezielle, in der jeweiligen Situation aber
meist unmißverständliche Namen f̈ur diese Elastiziẗaten. Zum Beispiel:
Sei x(A,K) eine Produktionsfunktion, abhängig von den “Faktoren” Arbeit (A) und Kapital (K).
Man gibt dann denεx,i(x) auch die entsprechenden konkreten Namen:

εx,1(x) = ∂x
∂A(A,B) · A

x heißt Elastiziẗat der Produktion nach der Arbeitund

εx,2(x) = ∂x
∂K (A,B) · K

x heißt Elastiziẗat der Produktion nach dem Kapital.

Die Interpretation: Die Interpretation ist entsprechend der für einfache Elastiziẗaten, s. 4.1.4 (und
Vorlesung).
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9.5.2 Skalenelastizit ät

So heißt die Elastizität bei der sogenannten“proportionalen Faktorvariation”. Das ist, ausgehend
von einema 6= 0 im Definitionsbereich vonf , eineÄnderung der Variablen ( =: “Faktoren”) auf
der GeradenR·a .
(Im Kontrast dazu steht die sogenannte “partielle Faktorvariation”, wo man die Variablen in Rich-
tung der Parallelena + R ·ei zur xi-Achse ver̈andert und die zur partiellen Ableitung und zur
partiellen Elastiziẗat führt.)
Genauer (wir beschränken uns auf die gebräuchliche Situation):

Gegeben: f : Rn
>0 =: D −→ R, und a ∈ D . Seiδ > 0 so, daßλ·a ∈ D ist für alle λ mit

1− δ < λ < 1 + δ . Man kann dann betrachten

ϕ :]1− δ, 1 + δ[−→ R, λ 7−→ ϕ(λ) := f(λ·a)

Definition (Skalenelastiziẗat)

Die Skalenelastiziẗat εf,λ(λ·a) von f in λ·a ist definiert als die (geẅohnliche) Elastiziẗat
von ϕ in λ .
Für λ = 1 erḧalt man dieSkalenelastiziẗat εf,λ(a) von f in a .

Weil εϕ(λ) =
ϕ′(λ)
ϕ(λ)

·λ =
ϕ(λ)=f(λ·a)

ϕ′(λ)
f(λ·a)

· λ gilt also in Formeln:

εf,λ(λ·a) =:
(∗)

ϕ′(λ)
f(λ·a)

·λ und

εf,λ(a) =:
(∗)

ϕ′(1)
f(a)

.

Anwendung der Kettenregelbringt uns detailliertere Informationen:

Betrachte die Abbildung
σ : ]1− δ, 1 + δ[ =: I −→ R , λ 7−→ λ·a .

Dann gilt:

ϕ ist die Kompositionϕ
!= f ◦ σ und

d σ

d λ
(λ) = σ′(λ)

!≡ a =

 a1
...

an

 für alle λ ∈ I .

Die Kettenregel in der Form des Spezialfalls1 liefert daher (mit den jetzigen Bezeichnungen) :

(f ◦ σ)′(λ) =
(∗∗)

n∑
i=1

∂f

∂xi
(λ·a) · ai

Die Gleichung(∗∗) in die Gleichung(∗) eingesetzt ergibt:

εf,λ(λ·a) =
n∑

i=1

∂f
∂xi

(λ·a)

f(λ·a)
· λ·ai︸ ︷︷ ︸ =

n∑
i=1

εf,i(λ·a) .

‖
εf,i(λ·a)



9. DIFFERENTIALRECHNUNG BEI MEHREREN VARIABLEN 226

Als Ergebnis erhalten wir den

Satz (Wicksell-Johnson-Theorem):

Die Skalenelastiziẗat ist die Summe der partiellen Elastizitäten.
Oder als Formel: F̈ur alle a ∈ D ist

εf,λ(a) =
n∑

i=1

εf,i(a).

Bemerkung
Das Wicksell-Johnson-Theorem erlaubt es, die Skalenelastizität direkt f̈ur alle a zu definieren
ohne Rekurs auf die Abbildungλ 7−→ λ·a , nämlich als Summe der partiellen Elastizitäten.

Beispiel:
Betrachte die Funktionf(x, y) = xαyβ mit α, , β > 0 . Dann ist (s. dieses Beispiel in 9.5.1):
εf,λ(a) = α + β für allea , insbesondere istεf,λ(a) konstant ina .

Bezeichnung
Ist f eine (Produktions-)Funktion, so spricht man von

konstanten Skalenerträgen (constant returns to scale) wennεf,λ = 1 in ganzD ,
wachsenden Skalenerträgen (increasing returns to scale) wennεf,λ > 1 in ganzD ,
fallenden Skalenerträgen (decreasing returns to scale) wennεf,λ < 1 in ganzD .

(Interpretation in der Mikröokonomie.)

9.5.3 Homogene Funktionen

Definition: (homogene Funktionen):

SeiRn ⊇ D
f−→ R und seir ∈ R .

f heißt homogen vom Grader ⇐⇒
{

für alle x ∈ D und alleλ ∈ R mit
λ x ∈ D gilt: f(λ x) = λrf(x).

Beispiel: f(x, y) = xα ·yβ mit α + β = r ist homogen vom Grader .

Denn:
f(λx, λy) = λα xα · λβ yβ = λα+β · xαyβ = λrf(x).

Die hier und auch schon früher als Beispiel betrachteten Potenzfunktionen sind wichtig zur De-
monstration grundlegender Zusammenhängeökonomischer Theorien und haben einen klassischen
Namen:

Bezeichnung (Cobb–Douglas-Funktionen):

Sei f : Rn
>0 −→ R, f(x) = f(x1, . . . , xn) := c·xα1

1 ·xα2
2 · . . . ·xαn

n , mit α1 + α2 + . . . + αn = r
und einer Konstantenc > 0 .
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Dann heißtf eine(allgemeine) Wicksell-Cobb-Douglas-Funktion.
Mit Cobb-Douglas-Funktionschlechthin bezeichnet man meist die mitr = 1 .
Wicksell-Cobb-Douglas-Funktionen sind homogen vom Grader (Beweis wie im Beispiel).

Die Eulerschen Homogenitätsrelationen:

Vorausgesetzt: f : D −→ R sei homogen vom Grader und es seix ∈ D .
Betrachte ein IntervallI in R mit 1 ∈ I und λ·x ∈ D für alle λ ∈ I und die zusammengesetzte
Abbildung ϕ definiert durchϕ := f ◦ σ , wo

ϕ : I
σ−→ D

f−→ R , also ϕ(λ) := f(λ·x)
λ 7−→ λ · x 7−→ f(λ·x).

Es gilt dann:
f(λ·x) = λr · f(x)

Beide Seiten nachλ abgeleitet, links nach der Kettenregel, ergibt:

(∗)
n∑

i=1

Dif(λ·x) · xi =
df

dλ
(λ·x) =

d

dλ
λr · f(x) = r · λr−1 · f(x)

Für λ = 1 liefert das den:

Satz
Unter den bisherigen Voraussetzungen gilt:

r · f(x) =
n∑

i=1

Dif(x) · xi (Eulersche Homogenitätsrelation)

Dividiert man noch durchf(x) (für f(x) 6= 0), so erḧalt man

r =
n∑

i=1

εf,i(x) (Eulersche Homogenitätsrelation f̈ur die partielle Elastiziẗat).

9.5.4 Herleitung ökonomischer Gesetzm äßigkeiten mittels Lagrange-Theorie

Gegeben: Güterb̈undelx = (x1, . . . , xn) ∈ Rn≥ 0
Preisvektorp = (p1, . . . , pn) mit pi > 0, für alle i
(pi = Preis pro Einheit vonxi)
Nutzenfunktion:f : Rn −→ R
Budgetbeschränkung:

∑
xipi = c = g(x)

Gesucht: Maximum vonf unter der Budgetbschränkung als Nebenbedingung.

Die Theorie der Extremstellen unter Nebenbedingungen in 9.3.2 legt die Vorgehensweise nahe:
Man bestimme diex mit
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gradf(x) =


∂f
∂x1

(x)
...

∂f
∂xn

(x)

 = λ ·

 p1
...

pn

 = λ · gradg(x).

D.h. mit
∂f

∂xi
(x) = λ · pi bzw. λ =

∂f
∂xi

(x)

pi
, i = 1, . . . , n.

Ergebnis: Die Quotienten rechts in der letzten Gleichung müssen alle gleich sein.

Wir haben folgendes “Gesetz” hergeleitet:

Satz (sogenanntes 2. Gossensches Gesetz):

Mit den bisherigen Bezeichnungen und Voraussetzungen gilt:

In einemxm mit maximalem Nutzen ist das Verhältnis

∂f
∂i (xm)

pi
=

Grenznutzen nachxi

Preis pro Einheit vonxi
für allei dasselbe.

Oder in anderer Form: Es ist

∂f
∂xi

(xm)

pi
=

∂f
∂xj

(xm)

pj
=⇒ für alle 1 ≤ i, j ≤ n.

Bringt man in diesen Gleichungen die Preise auf eine Seite, so erhält man folgende Variante:
Im Punktexm maximalen Nutzens gilt für allei, j die Gleichheit folgender Verḧaltnisse:

∂f
∂xi

(xm)
∂f
∂xj

(xm)
=

Grenznutzen nachxi

Grenznutzen nachxj
=

pi

pj

9.5.5 Ausgleichsgerade

Dies ist eine Anwendung der Extremwertbestimmung (ohne Nebenbedingungen) in der Statistik.
Ausgangslage:
Bei einer Erhebung festgestellt (bzw. bei einem Experiment gemessen) wurden für gewisse Argu-
mentex1, x2, . . . , xn ∈ R die Meßdateny1, y2, . . . , yn.

Gesucht:
Eine Geradeg(x) = ax + b , so daß

Q(a, b) =
n∑

i=1

(g(xi)− yi)2 =
n∑
1

(axi + bi − yi)

minimal wird.
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Die Theorie der Extremwertbestimmung gibt vor:

Zu suchen sind die(a, b) mit gradQ(a, b) = 0 d.h. mit
∂Q

∂a
= 0 =

∂Q

∂b
, also mit:

∂Q

∂a
=

n∑
i=1

2(axi + b− yi) · xi = 2 · ((
n∑
1

x2
i ) · a + (

n∑
1

xi) · b−
n∑
1

xiyi = 0

∂Q

∂b
=

n∑
i=1

2 · (axi + b− yi) = 2 · ((
n∑
1

xi) · a + n · b− (
n∑
1

yi)) = 0

Dabei: Die
∑

xi,
∑

x2
i ,
∑

yi,
∑

xiyi sind durch das Experiment gegebene und also konstante
Zahlen.
Man erḧalt ein Gleichungssystem aus zwei linearen Gleichungen für die beiden Unbekanntena undb:

(
n∑
1

xi) · a + n · b =
n∑
1

yi

(
n∑
1

x2
i ) · a + (

n∑
1

xi) · b =
n∑
1

xiyi

(Name f̈ur dieses Gleichungssystem:System der Normalgleichungen).

Daraus lassen sicha undb bestimmen.

AnmerkungEs lohnt sich nicht, die nicht ganz̈ubersichtlichen Koeffizienten dieser Gleichungen
auswendig zu lernen. Einfacher ist es, sich die Herleitung zu merken und sich die Koeffizienten
selbst zu bestimmen.
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9.6 Aufgaben

Aufgabe 1. Gegeben sei die Funktion:

f : R2 → R, f(x, y) = x4 − 4x2y2 + y4 .

Betrachten Sie die davon hergeleiteten Funktionenfy=0 undfx=0, die jeweils die Einschränkung
vonf auf diex-Achse bzw. diey-Achse darstellen:

fy=0 : R → R, fy=0(x) = f(x, 0) = x4

fx=0 : R → R, fx=0(y) = f(0, y) = y4 .

Zeigen Sie, dass sowohlfy=0 als auchfx=0 an der Stellex = 0 (bzw.y = 0) ein Minimum haben.
Können Sie daraus schließen, dass die Funktionf an der Stelle(x, y) = (0, 0) auch ein Minimum
hat?Überpr̈ufen Sie Ihre Aussage durch Einsetzen verschiedener Punkte.

Aufgabe 2. Bestimmen Sie Gradient und Hessematrix für folgende Funktionen:

f1 : R2 → R (x, y) 7→ 3xy + 5y2 + 2
f2 : R2 → R (x, y) 7→ sin(xy)

f1 : R3 → R (x, y, z) 7→ x · sin(yz)− ex2+z

Aufgabe 3. Bestimmen Sie Gradient und Hessematrix von (vgl. Aufgabe 1):

f : R2 → R, f(x, y) = x4 − 4x2y2 + y4 .

Zeigen Sie, dass die Hessematrix am Punkt(0, 0) indefinit ist.

Aufgabe 4. Bestimmen Sie die relativen Extrema der Funktion:

f : R2 → R, (x, y) 7→ x3 + 3x2y + 3y2x− 3x

Aufgabe 5. Eine Firma stellt aus den Produktionsfaktorena undk ein ProduktP her. Die Pro-
duktionsfunktion sei

x(a, k) = 20a
1
4 k

1
2 ,

und das Endprodukt lasse sich zum fixen Marktpreis vonp = 10 EUR absetzen. Eine Arbeits-
stundea kostet 5 EUR, eine Einheitk des Kapitalstocks kostet 10 EUR. Welcher Faktoreinsatz
maximiert den Gewinn, wenn keine weiteren Kosten anfallen? Wie hoch ist dieser?

Aufgabe 6. Berechnen Sie die partiellen Elastizitäten sowie die Skalenelastizitäten folgender
Funktionen:
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a) f(x, y) = ex2+y b) f(x, y, z) = x2yz3

Aufgabe 7. Betrachten Sie folgende Produktionsfunktion in Abhängigkeit der Faktoren Arbeit
und Kapital:

f(A,K) = (A− 1
2 + 2K− 1

2 )−2 .

Zeigen Sie, dass diese Funktion Skalenelastizität1 besitzt.

Aufgabe 8. Bestimmen Sie m̈ogliche Extrema der Funktion

f(x, y, z) = (x− 1)2 + y2 + z2

unter der Nebenbedingung
x + 2y + 2z = 10

(vgl. auch Klausuraufgabe 15 von letztem Jahr ).


