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3 Analysis in mehreren Variablen

9 Differentialrechnung bei mehreren Variablen

9.1 Funktionen zwischen Tupelr &aumen
9.1.1 Die betrachteten Funktionentypen

Wir werden in diesem Kapitel Funktionen (Synonyiir Abbildungen, s.7.1.1 ) folgenden Typs
untersuchen:

R*D D TR Typ (1) (reellwertige Funktionen)

RD D L Rre Tvp (2)

R">D LR Typ(3)
R"> D -1 R™  Typ(4) (aligemeiner Typ)

Ubereinkunft

Wir schreiben in diesem Kapitel die-Tupel x € R™ meist, wie in der Analysigiblich, als

x = (x1,z2,...,2,) Und nur selten als einspaltigen Vektor, wie wir es in der Linearen Algebra
getan haben.

Anmerkung
Bei Funktionen aus den Anwendungen in der Wirtschaftstheorie wird der Definitionsbdpeich
oft die Teilmenge

RZ, := {z € R" | z; > 0 fur alle Koordinaterx; vonz }
sein. -
Wir nennenRZ, den nicht-negativen Quadranteon R™ . (Ein “Quadrant” ist es nur inR?, im
R3 ist es ein “Oktant” und imR? die entsprechende Verallgemeinerung. In Ermangelung eines
entsprechenden allgemeinen Ausdrucks bleiben wir beim Wort “Quadrant”.)
Die Teilmenge

RZy := {x € R" | z; > 0 fur alle Koordinatern:; vonz }

heil3t entsprechend der positive QuadientR™ .

Beispiele (zur Motivation)

Lineare Funktionen
Lineare Funktionen des allgemeinen Typs (4) haben wir in 7.1. behandelt:

Fur Ae R™"™ hatmanfs :R" — R™ z+— A-z (s.7.1.2)

Spezielle Funktionen des Typs (1) sind die (linearen) Zielfunktionen der linearen Program-
mierung:

f:fZ:R"—>R,x»—>zlx1+...—|—znxn:Z-xmitZ:(zl...zn)E]Rlxn
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Hier Beispiele @ir reellwertige Funktionen, wie sie in den Wirtschaftswissenschaften be-
nutzt werden.
(i) In allemeinen Wirtschaftstheorien arbeitet man oft mit Funktionen in drei Variablen:

f(K,A,t), wo K = Kapital, A = Arbeit, t = Parameterir den technischen Fortschritt

(i) Beliebte Funktionen in Wirtschaftstheorien sind Funktionen wie
f(x,y,z) :xOL yﬁ 'Z’y mith’,y,Z GR, 0 S 0675777 1 :Oé‘i‘ﬂ"f—FY

(iii) In der Wirtschaftstheorie arbeitet man auch mit sog. “NutzenfunktibnBas sind
reellwertige Funktionery (z1, z2, ..., z,) inn Variablen, die so interpretiert werden:

Die Argumentex = (z1,...,x,) Stehen @ir Giterliindel (s.6.1.1 Anwendun-

gen (2) ).
Die Funktion f wird benutzt, um den Nutzen von solcheiirigleln zu “verglei-
chen”:
f(z1,...,2n) > f(y1,...,yn) bedeutet: Das Bndelxz wird dem Bindely
vorgezogen.
1 n
(iv) Der Mittelwert (ay,...,a,) — @ := — » a; und die Varianz(as, ...,a,) —
n

i=1

1 E a; sind Funktionen des Typs (1) .
n
i=1

Funktionen des Typs (2) werden oft als Kuniaterpretiert.

L4 rd 14 %
a z i)

Mit solchen Kurven lassen sich etwa Bahnen von Himmelssonden modellieren.

Funktionen des Typs (3) treten als Koordinatentransformationen auf. Zum Beispiel:

r

R2\ {0} = D L {(a

1 r= [z
x:<x2>% a—derWinkela,fUrden”;l(m>_<cosa)

>€R2|T>O,O§a<2ﬂ}CR2

To sin av

Der Ubergang von: zu diesemy (z) heiRtUbergang zu Polarkoordinaten
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9.1.2 Anschauliche Vorstellung 1 : Der Graph einer reellwertigen Funktion

n=1|
Man hat dagibliche Schaubild (den Graph):

/\./ Der Graph vonf : I — R ist die Kurve
X .
€1 imR?
- > (st 1221

Inirrvatt L

7= Man definiert den Graphen von
2 f:D—R (D CR?) durch
) [ v
T > cn={(v])|(5)er=s(3)}

Stellt man sich ein $ick “abstrakter” Erdoberdiche vor, para-
metrisiert durche = Langengrady = Breitengrad, und ist =
h(z,y) = Hohe von(z,y) Uber dem Meeresspiegel, so ist der
Graph die “echte” Erdobeéthe (mit all ihren Zerklftungen).
Siehe Bild.

D
‘ﬁ =2 ?
| ®
Sx
flz,y) =y flz,y) = a? +y? flz,y) = 2> —y° flz,y) = 2> = 3y
“Rinne” Rotationsparaboloid Sattelfache “Affensattel”

Anmerkung

In den Dimensionem > 3 ist der Graph eine Teilmenge d&'*!  n + 1 > 4 und kann direkt
nicht mehr vorgestellt werden. In der Dimension 3 kann man noch diehlinien des folgenden
Abschnitts zur Veranschaulichung hinzuziehen.
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9.1.3 Anschauliche Vorstellung 2 : Die H 6henlinien

Bezeichnung(lsoquanten)

SeiD CR"™ und f: D — R eine reelle Funktion auD .

Die Punktmengerd, = {z € D | f(z) = ¢}, ¢ € R, heiBenHodhenlinienfirn = 2, Hoéhen-
flachenfir n = 3 undlsoquantenvon f fir allgemeines: .

Manchmal sagt man “bhenlinien” der Einfachheit halber auch im allgemeinen Fall.

Anschaulich Beim Vergleich des Schaubilds vghmit dem Relief einer Landschaft entsprechen
die I.’s denublichen Hbhenlinien, wie sie auf Karten eingezeichnet sind.
Hohenfachen imR? muR man sich i.a. als gakmmte Fachen vorstellen.

Beispielebei friher betrachtetefi:

Funktion Hohenlinien

flx) =221+ ...+ zpxy

linear (Gewinn-, Kostenfunktion) Die Isogewinn- bzw. Isokostengerafien = c
fl@y) =y
C_.EW e —Je
AL e
& 2 \)___ — o
Finne ' . |
“Rinne” I. = die beiden Parallelen zyrAchse mity = ++/c

undy = —y/cfurc # 0 und di€z-Achse firc = 0)

Die I, c > 0, sind die konzentrischen Kreise um
mit Radius,/c

Fir ¢ # 0 sind diel. Hyperbeln (mit zweiAsten)
mit den Asymptoterr —y = O0undz +y =0
Fir ¢ £ 0 ist I. das Koodinatenkreuz.



9. DIFFERENTIALRECHNUNG BEI MEHREREN VARIABLEN 204

Noch eine abstrakte Landschaft:

9.1.4 Stetigkeit. Offene Mengen.

Bezeichnung
Fiarz € R®, ¢ >0, heil3t

Be(z) ={y eR" | ||y — zf| <&}
die (offene)s-Kugel oder dies-Umgebung vorx.

Fur die Anschauungsdimensionen:

Im R': Intervall mit Mittelpunktz und Lange2e.
Im R2: Kreisflache mit Mittelpunkt: und Radius:.
Im R3: Kugel mit Mittelpunktz und Radius, etc.

Definition 1 (Stetigkeit):

SeiD CR", f:D — R™ eine Abbildunga € D.
f heil3t stetig im, wenn gilt:
Fur allee > 0 gibt es einy > 0, so dal3fir allex € Bs(a) N D C R™ gilt:

f(z) € Be(f(a)).

Wir haben die Definition nur notiert, um zu zeigen, dal3 sich die Definition von der einfachen
Situation mit einer Variablen (siehe die— §-Definition der Stetigkeit in 3.3.1 ) problemlos auf

den allgemeinen Fall der Funktionen vom Typ idbertragend(3t.

Weitergehend werden wir Stetigkeit nicht untersuchen. Da@n@men der Stetigkeit ist in den

R™,n > 2, trotz der formal gleichen Definition viel komplexer algfn = 1.

Definition 2:
D c R™ heil3t offen <= Fur allez € D gibt es eire > 0, so daf3 noclB.(z) C D.
Definition 3:

Sei D C R™ . Ein x € D heif3t eininnerer Punkt von D, wenn es eire > 0
gibt mit B.(z) € D . Die Menge aller inneren Punkte voPR heif3t dasinnere
von D . Ein Punkt ausD , der kein innerer Punkt ist, heil3t dRandpunkt von D .
Die Menge aller Randpunkte voP , heif3t delRand von D .

Schreibweisenzo) :=das Innere vonD ;0 D :=der Rand vonD .
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Beispiele
(i) Ist D =1 einIntervallimR! = R, so stimmt das hier definierte Innere mit dem Innern des
Intervallsiiberein, wie es in 4.2.3 definiert wurde.

(i) Sei D = RY, der nicht-negative Quadrant. Dann Lét: RZ,, der positive Quadrant und
0D = {x € D | x; = 0furmindestens einmit1 <i <n}.

(iii) Beidenin8.1.2 und 8.4.3 gezeichnetenasgigen Bereichei” von Linearen-Optimierungs-
Problemen ist der Ran@K von K die Vereinigung der Randgeraddingte (der “Seiten”) von

K unddas Innerq% ist das schraffierte Innere des Bereiches ohne die Seiten. /bin/sh: schraffierte:
command not found

Bemerkung
Das InnereD einesD C R" ist offen. (Die leere Menge gilt als offen.)

9.2 Differenzieren reellwertiger Funktionen auf dem R

Gemeint sind Funktionen des Tyfi&* © D IR,

9.2.1 Die partielle Ableitung

Definition 1 (partielle Ableitung):

Seif : D — R eine Funktion und set ein Punkt im Innernzoj von D .
Furie {1,2,...,n} seie; = (0,...,0, 1,0,...,0) deri-te Einheitsvektor.
T

Betrachte den Limes
fle+h-e)— f(z) 1 flay, oo xim, 2 + hyxigr, .., xpn) — f(2)

li = 1i
hli% h hli% h

Existiert dieser Limes und ist gleich, so hei3tf in z nach deri-ten Variablen
partiell differenzierbarDer Limesa heil3t diei-te partielle Ableitung/on f in x.

Schreibweisenn =: 5L (z) =: f,,(x) =: fi(z) =: D; f(x).
Ist ngi@) definiert fr allex € D, so heif3t die Funktion
of of

die i-te partialle Ableitung vory, f heil3t partiell differenzierbar i nach deri-

ten Koordinate (“nache;” oder kurz “nach i’ ). Ist zudemg;% stetig, so heil3tf
stetig partiell differenzierbar '

D—>R7'—> ('I)
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Merkregel

Beim partiellen Ableiten nachwird angenommen, die Variablen, j # 7, seien konstant, und nur
diei-te Variablex; seivariabel. Dann hat man eine Funktion vorliegen, die nur von einer Variablen,
namlich vonz;, abtangt. Diese Funktion wird dann nach:= x; abgeleitet wie gewohnt.

Bemerkung: Ist = auf dem Rand voroD von D , so existieren eventuell die entsprechenden
einseitigen L|m|tes lim oder hm (s. 3.3.3) statt des L|mesk1rr(1) in der Definition. Als parti-
—0- h—

elle Ableitungen nlmmt man dann diese “einseitigen Ableitungen”.
Beispiel Uir so eine SituationD := R%, und = ein Punkt ausD, bei dem (mindestens) eine
Koordinate0 ist.

Beispiele (fur partielle Ableitungen):

() flz,y,2)=a -yt 22 -2y

0
8 (z,y,2) =322 -yt 22—y,
0
ai(m y,z) = 4x3y3 - 22 — 1,
af

Lw,y,2) =223yt 2

(i) fa,y,2)=a? y-z— 2. - grsin:

oL 2z 2 z-sin z . 2 2 Zesin 2
aﬂf(xy’ z) = 2xyz — 2 - eV - e —ginz-e?*.e¥ . e

o = z? 2z, Ly? | jwsinz

az(fE,%Z)—x ‘Y —XT-COSz-€ .eY . ¥

=L 2 .
gi(CU,y,Z):xz-z—Zy.e?x.ey . eTsinz

Veranschaulichung

y = Anglrep dies~ Jan rnle

el

_Zl(t) - ﬂh{/f”
V2] ﬁay ~
Graph
! o
[}
»
=7 / -
Z P
v x .
x S .
| / =z > , >,

Im “SchaubildraumR” x R = {(z,2) | = € R", z € R} betrachte die Parallelen zuf-Achse
und zurz-Achse im Punktéz, 0), © € D C R™. Die von diesen beiden Geraden erzeugte Ebene
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E schneidet das Schaubifd; = {(z, f(x)) | € D} in einer Kurve. InE mit der Parallelen zur
z;-Achse als reeller Achse bekommt man so das Schaubild ébntiehen reellen Funktion mi;
als reellem Parameter. Der Anstieg der Tangente dieses Schaubilds inxPunkte Koordinate
vonz ist danng’ (z).

Definition 2: (hdhere (“gemischte”) partielle Ableitungen)

Die i-te AbIeitung% als Funktion sei definiert.
Seij € {1,2,...,n}.
Ist dann% (in ) nach derj-ten Variablen partiell differenzierbar, so heifl3t die parti-

elle Ableitung

0 8f o 82f B B N
Oz ((%’z‘)(x) o 83:']'81'1'(1:) =: fum;(x) = D;Dif(x)

die partielle Ableitung 2. Ordnun@. partielle Ableitung) nachund nachj in = .
Entsprechend sinddere “gemischte” partielle Ableitungdretrachtet, etwa

00 (OF\Y O
a:Eg(a:El)Q T 8.1‘3 a:El 81‘1 ’ &nkaxﬁxl .

Beispiel
(iii) f(z,y,2) =23 -y?-cosz
_Pf — O (6x -2 = —6x -2 -si
82-(6m)2($’y’z) 5, (62 -y - cos 2) x -y -sinz
Anmerkung
Die andere Reihenfolge der Indizes bei der Schreibwgise (x) kommt daher, dal3 nach Defi-
nition fu,., () = (fa;)x,; ist.
Diese leichte Irritation durch die Bezeichnung ist aber folgenlos, da die gemischte 2. partielle

Ableitung nach der Tatsache in 9.2.3 bei allen gelohlichen Funktionen unalihgig von der
Reihenfolge ist.

9.2.2 Gradient und Hesse-Matrix

SeiD C R™offen, f : D — R sei inx partiell differenzierbar nach allen Variablér- 1, ..., n.
(Ist D von Anfang an nicht offen, so kann man sich auf die “offene Situationliakaiehen,
indem man die Funktion auf das Innere véh einschankt.)

Definition 1 (Gradient):
Das Tupel (der “ Vektor”):

gradf (z) = (§i<x>,§i<x>,...,$<x>> = (fur (@) for(@)sn o fun ()

heil3t der Gradient voffi in x.




9. DIFFERENTIALRECHNUNG BEI MEHREREN VARIABLEN 208

Definition 2 (Hesse-Matrix):
Existieren alle partiellen Ableitungen 2. Ordnungrinso heif3t dign, n)-Matrix
foro0(®)  forw (@) oo fria, (@)
0% f foow1 (X)) fagwo(®) oo fapw, (@)

die Hesse-Matrix von f in .

Beispiel  Seif(x1, 22, 73) = 23233, ES ist

3 2 2 23
gradf (z) = (2z125x3, 3x7x523, T1T, )
20313 6r1w373 27173
H¢(z) = | 6zizdzs 623wows 3wind
27173 3r323 0

und konkret an der Stelle = (—1,2,3):

48 —72 —16
gradf (—1,2,3) = (—48,36,8), Hp(-1,2,3) = | =72 36 12
~16 12 0

Einfaches, aber wichtiges allgemeines Beisgid Gradienten:
Sei f:R" — R, f(x) = z121 + ... zpx, linear. Dann ist
gradf (z) = (21, 22, ..., 2n) furalle z.

Beobachtung
Die Hesse-Matrix im Beispiel ist symmetrisch (s. 6.2.5). Das ist kein Zufall, sondern ein genereller
Sachverhalt wegen folgender Tatsache:

Tatsache (“Lemma von Schwarz”):
Seif: D — R 2-mal stetig differenzierbar, d.h. alle partiellen Ableitungen bis zur Ordung 2
existieren und sind stetig. Dann gilt:

] (z) = sl (x)
a$jaivi N 83%89%‘
und alles, j € {1,2,...,n}.

furalle zeD

Das heiR3tiir jedesz € D : Die Hesse-Matrix ¢ () ist eine symmetrische Matrix

Hinweis

Bei den spater behandelten Extremwertbestimmungen bei mehreren Variablen werden der Gradi-
ent die Rolle der ersten Ableitung und die Hesse-Matrix die Rolle der zweiten Abldihergeh-

men.
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9.2.3 Richtungsableitungen

Vorbemerkung

Erinnere die Def}n(itionh . of
T+h-e)— (T
li = —
der partiellen Ableitung. Sie gibt den Anstieg der Funktipnn Richtung der positiven;-Achse
wider.
Nun gibt es noch all die anderen Richtungen, die nicht in Richtung einer Koordinatenachse zeigen.
Man kann den Anstieg vorf auch in diesen Richtungen definieren. Dazu eine formale Definition

des Begriffs Richtung.

Bezeichnung %
Eine € R™ mit ||e]| = 1 hei3t eineRichtung im R™. /’; : g
Die Menge{e € R" | |e]| =1} aller Richtungen

wird oft mit S"~! bezeichnet un&inheitssphére genannt. \jf
' 7

Beispieleim R?: (Man denke bei an eine KompaRnadel.)

Die Richtung (1,0) ist die Richtung in positiverAchse (“Osten”), (0,-1) “zeigt” in Richtung
negativery-Achse (“Siden”), %(1, 1) zeigt in Richtung der positiven Hauptdiagonalen (“Nord-
osten”) usw.

Definition (Richtungsableitung):

Betrachtef : D — R und seie eine Richtung. Existiert der Limes
oo @ thee) — f(@)
h—0 h

so wird er dieRichtungsableitung von f in Richtung e genannt.

Lo h-e)— 0
SChrerweISE}llLr(l) flo+ he) /(@) =: a—];(x).

Wir werden in 9.3 als Anwendung der Kettenregel (s.dort) nachweisen, dalkisitie fyebauch-
lichen Funktionen die Richtungsableitungenine D auf folgende Weise aus dem Gradienten
gradf (z) berechnen lassen.

Tatsache:
Sei D C R™ offen. Seif : D — R stetig differenzierbar, d.h. alle partiellen Ableitungeniin
existieren und sind stetig. Sei daan= Dunde € R", |e|| = 1, sei eine Richtung. Dann gilt

9 (a) = (gradf(a), ¢) (Skalarproduk®).

Beispiele

M) e=ei: @) = gL
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(i) e = J5(1,1): §(2) = 55 (2) + S5 55 (2)
(“I) f(.%' Y,z )—(E ZyQ_Iizax_(laéal)
Richtung: vorne zum Punkt(6, 3, 6).

Dann:
gradf (z) = (2zy2> + nyz, 222 xyZQ)
gradf(z) = (5,9,5)
1 5
' _ (6,3,6)—(1,5,1) (5,5,5) 91 9
Der Richtungsvektor ist e = 1 = £ = (§’ 3 3)'
Die gesuchte Richtungsableituigg also:
of 12 20 2
86( r) =((5,9,5), (g '3 §)>—3+§—9§.

9.2.4 Préagnante Eigenschaften des Gradienten

Wir beginnen mit einer Ungleichung zum Skalarprodukt, die eigentlich in den Abschnitt 6.3.5
getort. (Sie wird beim Beweis der dort formulierten Dreiecksungleichiimgliie Norm gebraucht.)

Tatsache 1 (Die Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung)
Furalle x, y € R™ gilt

[ () | < [l llyll -
Dabei gilt die Gleichheit dann und nur dann, wenrund y linear abkngig sind.

Der Beweis ist nicht schwer aber nicht trivial.

Als Anwendung erhlt man:

Tatsache 2
Der Gradient zeigt in die Richtung, in der die Richtungsableitung maximal ist. Genauer:
. ° . . gradf (a) . ... . y
Seia €D undsei grad (a) # 0. Sei~v := —————— die “Richtung des Gradienten”.
arad () 2.0 S = Jgragf () 0

Dann gilt fur alle Richtungere € S*~ 1 :
5L(a) < §L(a) = |gradf (a)]

Beweis: 4L (a) = (gradf (a),e) < |gradf (a)| - |le|| = ||gradf (a)|| =

! forad ]
(gradlf (o). radlf (o)) = (aradlf (o), o0 ) = (aradf (@) 7) = F (@,

Die Ungleichung dabei ist die Cauchy- Schwarzsche—UngIeichung, die darauf folgende Glei-
chung gilt, weil |[e|| = 1 ist. Der Rest sind Umformungen.

1
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Einedkonomische Deutung von Tatsache 2
Ist f eine Produktionsfunktion, so hat man: DAederungsrate der Produktion ist andBten bei
einer “Faktorvariation” in Richtung des Gradienten.

Eine anschauliche Eigenschaft des Gradienten ist die
folgende:

Tatsache 3

Der Gradient vonf in a steht senkrecht auf der
Isoquante vonf durcha . (Das ist die Isoquante

If(a)-)
Siehe die Vorlesungif Genaueres.

£ <xfr0)

Ein einfaches Beispiel zum Ve#stdnis

Furlinearef : R" — R, f(z) = z121 +. .. zpx, istder Gradient gleicl{zy, 22, ..., z,,) fur alle

x . Aus 6.3.3 wissen wir (dort in der Dimension 3 ), dal3 dieser Vektor senkrecht auf den Geraden
steht, die durchzyz1 + ... z,x, = ¢ definiert sind und diese Geraden sind die Isoquanten

von f .

9.3 Extremwertbestimmung

9.3.1 Extremwerte ohne Nebenbedingung

2 isolierte Maxima, 1 Sattelpunkt ganzeAchse besteht aus Minima (nicht isoliert)

Bezeichnung 1
SeiDeR", f:D— Rundseia € D.

f hatin a ein lokales Maximum (isoliertes lokales Maximum)

Es gibte > 0, so daB gilt:

Furalle z € D mit ||z —a| < e gilt f(a) > f(x).
(Bzw.im Fall des isolierten lokalen Maximums: Es ist
f(a) > f(z) furallex € D mit z # a und ||z — a|| < )
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Eine analoge Definition giltifr lokale Minima.
Anschauliche Beispiele oben.

Satz
Sei D e R" und f : D — R sei 2-mal stetig differenziebar. SeElo) (dem Innern vonD).

(1) Hat f in a ein Extremum, so ist grgda) = 0.
(2) Seigrad(a) = 0. Dann:

(i) Hy(a) positiv definit —- { f hatina ein isoliertes lokales Minimum
(i) Hy(a) negativ definit= { f hatina ein isoliertes lokales Maximum
(i) Hy(a) indefinit — { [ hatina keineExtremstelle

Im Vergleich zur Dimension 1.

Der Gradienilbernimmt die Rolle der 1. Ableitung.

Die Hesse-Matrixibernimmt die Rolle der 2. Ableitung.

Dabeitibernimmt die positive Definitheit die Rolle des “Positiv-Seins”, die negative Definitheit
die Rolle des “Negativ-Seins”.

Die Definitheit der Hesse-Matrix untersucht man mit Hilfe des Hurwitz-Kriteriums in @..4

Musterbeispiele
() f(z,y) = 2* +y?,
gradf(z,y) = (22,2y) =0<=z =y =0,

Hy(z,y) = ( g g > allgemein undH(0,0) = < g (2) >sind positiv definit.

Also: Isoliertes Minimum (s. Schaubild) in = 0.

(i) f(z,y) = —2* —y°
Auch hier grad(z,y) =0 <=z =y =0.

Diesmal istH (0, 0) = ( _(2) _(2) ) negativ definit.

Ergebnis: Isoliertes Maximum i .

(i) fl,y) =22~y gradf(z,y)=0<=a=y=0
2 0

In (0,0) : Hf(0,0) = ( 0 —9 ) =: A, ist indefinit, denn:
) 1\ . . 0\ .,
Furz = 0 ist t"Ax =2 >0 und fury = 1 ist y'Ay = —2

Ergebnis: Kein Extemwert.

Bezeichnung 2
Die Punktez mit gradf(a) = 0 bezeichnet man auch &stische Punkte von f.
Die kritischen Punkte inR? mit indefiniter Hesse-Matrix werdeBattelpunkte genannt.

Weniger einfaches Beispiel
) f(z,y) = —(a* +y?)* + 2° — °
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%(xa y) = —456(362 + yz) + 2z = —43:(x2 + yz _ %)

L@,y = —4y(® +¢*) — 2y = —dy(a® + y* + 3)
Dann:%(w,y) =0 < Yy = 01wei| (.%‘2 + y2 + %) immer> 0 ’ also?é 0 ist.

%(%0) =0+ —4x3+2x:0<:>x:00der:c:i§
Fazit: Die kritischen Punkte sind0, 0), (@, 0) und(—@, 0).
. _ —122% — 49?2 +2 —8xy
Hesse-MatrixH ¢(z,y) = ( say 4?1229

Dann:

H/(0,0) = < (2) _g ) indefinit (s. Beispiel (iii))

—4 0 _
m20=( 7y ) =m0

Also: Ein Sattelpunkt ir0, 0) und zwei relative Maxima ir@ﬁ, 0) und(‘Tﬁ, 0).
(Das Schaubild sielihnlich aus wie das Anfangsbild dieses Abschnitts.)

Zur Beachtung: Die analoge “Warnung” wie in 4.2.3 ist auch hier angebracht:

Erstens: Die kritischen Punkte liefern erst einmal nur Kandid&ie&xtremwerte.

Zweitens: Auf dem RandD von D konnen Extremstellen vorliegen, ohne daf der Gradient
ist, d.h. Randextremainssen extra untersucht werden.

Es kommt hinzu, daf in der Dimensien> 2 der Rand eine® recht kompliziert sein kann.

Wir geben noch eine explizite Beschreibung der Definitheitsfrage im Falle einer (2,2)-Matrix, weil
dieser einfache Falldufig vorkommt.

Definitheit der Hesse-Matrix bei zwei Variabten
a b
b d
A positiv definit <= a > 0 undad — b* > 0
A negativ definit—=- a < 0 undad — b> > 0

Seid = < ) symmetrische, 2)-Matrix. Dann:

Man kann zeigenazd — b? < 0 <= A indefinit

Fur die HesseschH ¢ (z,y) = Y
f( y) < fy:}c:fxy fyy

(dabeif, := 5L, f, = §I) heiBt das:

H(x,y) positiv definit <= f,, > 0und foy - fyy — f2, >0
Hy(z,y) negativ definit<= f,, <0und foz - fyy — fi, >0
Joa - fyy - C%y <0< Hf indefinit.
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9.3.2 Extremwerte unter Nebenbedingungen

Situation
Man hat eine FunktioR™ D D N R, eine weitere Funktiop : R® — R und einc € R.

Bezeichnung
Sei M. := {x € R" | g(x) = ¢} die Isoquante vory zum Wertc. Seia € D . Man sagt:

Esistg(a) =c¢,d.h.a € DN M,
f hatin a einlokales Maxi- und es gibt > 0, so da gilt:
mum unter der Nebenbedingungg(z) = ¢ } — Esist f(a) > f(z) furalle

r € DNM.mit |z —al <e

Also: Esista € M. und zum Vergleich mit dem Wert voyi in a werden nur die Werte vorf
in denjenigenz € D herangezogen, die i/, liegen.

Bemerke Das Maximum unter der Nebenbedingung braucht kein Maximinndés gesamt®
Zu sein.

Eine analoge Definition hat maiirflokale Minima.

Musterbeispiel aus dédkonomie
Esseif : R, = D — R eine “Nutzenfunktion”. Dag; sei in diesem Fall eine Kostenfunktion

g: D — R,z — piz1 + pax2 + ... + ppzn und die Nebenbedingung ist eine “Budget-
Gleichung” p1z1 + poxo + ... + ppaxn =5 .
Gesucht: Das Gterkindel x maximalen Nutzens unter der Nebenbedingwng, + poxo+. ..+

pnxn = 0, d.h. fir das das Geld noch reicht.

Eine Moglichkeit zur Losung solcher Probleme bietet der folgende Satz:

Satz:

Die Situation sei wie in der Bezeichnung.

AufRerdem: Es sei aus dem Innerrf) von D und sowohlf als auchg seien nach
allen Koordinaten stetig partiell differenzierbar.

SchlieBlich: Es sei grag{z() # 0.

Dann gilt:

Hat f in a ein lokales Extremum unter der Nebenbedinguyfig) = ¢, so folgt:

Es gibteinA € R mit

gradf(a) = A-gradg(a) (d.h.gradf(a) und grady(a) zeigen in dieselbe Richtung

d.h. mit

of
8.%’1'

Jg
8.’17,’

(a) =

(a) furalle i=1,...,n

Name Das A heil3t einLagrangescher Multiplikator fir die Extremstelle.
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Beachte

(1) Der Satz gibt wieder nur eine “notwendige Bedingurigy’Extremstellen an. D.h. er liefert
Kandidaten fir Extremstellen. Ob taéshlich ein Maximum oder Minimum vorliegt und welches
von beiden, mul jeweils extra untersucht werden.

Auch die Bedingung “gragl(a) # 0” muf3 sei, damit der Satz funktioniert.

(2) Um die Koordinatenz, ..., z,, der Extremstellen-Kandidaten und, als Hilfswert, dazu
bestimmen, stehen folgendet 1 Gleichungen zur Veifgung:

of dg

(x) =X~ (x) furi=1,...,n undg(z)=c.

Beispiel
[:R:) — R, f(z,y) = 2* 4+ 4zy, mit der Nebenbedingung(z,y) = 2% -y = ¢ > 0.

Kandidaten @ir Extremwerte sind diejenigem:, y), wo

(1) (2z+4y,42) = gradf(z,y) = A-gradg(z,y) = - (2zy,2?)

und: 2 gz, y) =22 y=c>0

Aus (1) :
3 20 +4y = A-2zy
(4) o = X2 = A=1
ﬁ) 20 +4y = 8y = x=2

Eingesetztin (2): Yyl=c=y=¢Y5 und z=2¥%

Die Nebenbedingung kantiif beliebig grol3es erfullt werden (wenn nury = % ). Also kann
X

f(z,y) beliebig gro werden. Andererseits iftz,y) > 0, d.h. nach unten bescémkt. Aus all

dem &Rt sich schlieBen, daf in a = (2¢/5, /%) ein Minimum hat.

Ein weiteres einfaches Beispiel

Gesucht: Extremwerte vofi(z,y) = 22 + 32
unter der Nebenbedingung(z,y) =2z +y =4.

Man hat gradf = ( Z > ,gradg = ( f ) .

Bedingungen:

Q) 20=2\, (@ 2y=xund (3) 2r+y=—4
Daraus: A=z — y=% — 2r=4.
in(2) 2 @) 2

Also: =% y=32 Somitista= (

s otjoo

) das einzige ragliche Extremum.

Dax? + y? fur 2,y mit groBem Betrag beliebig groR wird, liegt ein Minimum vor.
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Geometrische Deutung des letzten Beispiels
Fir X = (z,y) ist 22 + 32 = | X||> = Quadrat des Abstands vaki vom Nullpunkt.

Also: a = ist der Punkt auf der Geradex + y = 4, welcher von0 den kleinsten

Gl Utloo

Abstand hat!

Alternative L 6sungsmethode mittels Substitution

Unter Umsainden kann man die Nebenbedingus(@:) = ¢ nach einer der Variablen, etwa nach
Ty, “auflosen”, d.h. @ir die Punktex € M. kann manz,, , zumindest in einer Umgebung van
als Funktionz,, = ¢(x1, ..., x,—1) darstellen.

(In unseren Beispielen z.B. geht das: Im ersten Beispigj ist % und im zweiten Beispiel ist
y=4-—2z.) v

In diesem Fall kann man die Funktiof(z1,...,zp—1) = f(x1,...,Tpn-1, (21, ..., xn—1)) be-
trachten. In ihr ist die Nebenbedingung “integriert”. Das Problem, Extremstélteli funter der
Nebenbedingung zu finden, ist transformiert in das Problem, Extremstelleti’vohne Neben-
bedingung und bei nur noch — 1 Variablen zu finden. Diese Problerdst man dann mit den
Methoden aus 9.3.1 (oder, wemn= 2 alson — 1 = 1 ist, mit den Methoden der (Schul-
)Kurvendiskussion aus 4.2.3).

4c

Etwa bei unserem ersten Beispigl.= £ — . Die Ablei-
X

5 in f eingesetzt ergib# (z) = z* +
X

. 4 . . 4
tungist F'(z) = 2z — —g . Dies nullgesetzt ergibd = 2z — —g s3=2cez=12c
T T

(= 2f\‘/i wie oben errechnet; die letzte Gleichung bitte als kiéibeng in Wurzelrechnen nach-
priufen).

Die zweite AbleitungF” (z) = 2+% ist gleich6 > 0 furz = +/2¢ . Also hat man ein Minimum.
Deny-Wert im Minimum ertilt man durch Einsetzen van = /2¢ in die Substitutionsgleichung

C

= — . Esisty = 3/¢ wie auch oben errechnet.
Y= 2 y=131

Als Ubung Bse man das zweite Beispiel mit der Substitutionsmethode.

Alternative Formulierungen zum Satz

Viele Autoren schreiben die Nebenbedingung nur in der Fgifm) = 0. Das ist keine Ein-
schi&nkung der Allgemeinheit. Denn man kapf) = ¢ als g(z) —c = 0 und dies alsj(z) = 0
schreiben mitg := g — ¢ als neuer Nebenbedingungsfunktion.

Die Gradienten vomg und g sind dieselben.

Gegeben sef und die Nebenbedingung(z) = 0. Man kann die Funktion
F@) + Ag(@) = L@, ) = L(w1, s 2, A)
indenn + 1 Variablenz,...,z, und A betrachten und registriert:
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le((L') +. ADlg(x) =0 gradf(m) ==X gradg(:z:)
gradL(x’ )\) _ 0 e : e — und
Dyf(z) + ADpg(z) = 0 g(x) =0
g(x) = 0

Das sind (mit—\ statt A ,was irrelevant ist) dieselben notwendigen Bedingungen wie sie im Satz
fur eine Extremstelle verlangt sind.
Der Satz lautet in dieser Formulierung also:

In einer Extremstelle gilt graf(z,A\) =0 .

9.4 Die (totale) Ableitung

9.4.1 Die Definition der Ableitung

Erinnerean den Abschnitt 4.1.2 “Differenzierbarkeit und lineare Approximation”. Dort hatten wir
die Differenzierbarkeit folgendermal3en charakterisiert:

f ist differenzierbar i Esist f(z) = f(a) + a-(z ~a) +:(($)) mit
mit Ableitung « einem “Rest"r(z), fur den lim =0.
T—x0 T — T
In Worten:
Die lineare Funktiort(z) := f(xg)+a(x—x¢) approximiertf(z) in der Nahe vonry besonders

(z)

gut, und zwar so, daffif = — z( nicht nur der Rest(z), sondern sogarrix gegen O strebt.
r — X0

Die lineare Funktiont : R — R, t(x) = f(z0) + a-(z — z9) war dann die Gleichung der
Tangente arf beixg .

Verallgemeinerung auf unsere Situation
Es stellt sich heraus, daf die zitierte Charakterisierung den besten Ansatz liefert, den Begriff der
Ableitung einer Funktion auf unsere Funktionen mit mehreren Variablen zu verallgemeinern.

Wir machen dies gleich im allgemeinen Fall von Funktionen des BpS D g,

Definition (Differenzierbarkeit und Ableitung):
SeiD DO R" . R™ eine Funktion und sei, elO). Dann:
Es gibt eine lineare Abbildungr, : R" — R™,

£ heiBt so daR gilt: Istr : D — R™ die “Restfunktion”
differenzierbarin a } = aus der Gleichungf(z) =: f(a) + Fo(z — a) +7(2),

so istlim I ()l =0
v—a ||z —a

Gilt die rechte Seite, so heif3, die Ableitungvon f in a.
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(Auch die Bezeichnuntptales Differential von f in a ist fir F, geb@uchlich.)
Schreibweisen F, =:df, =: Df, .

Vergleiche Das ist formal die gleiche Definition wie bei Funktionen in einer Variablen. Anstelle
der simpelsten linearen FunktidR > x — «x hat man hier dag,, und weil man den Vektor
r(x) nicht durch den Vektor: — a dividieren kann, bildet man erst die Norm von beiden. Das
liefert reelle Zahlen und die kann man dividieren.

Der Limes in der Definition bedeutet folgendes:

(@)
Die Funktion D > z +— ¢ ||z — a| v#a
0 T=a

ist stetig ina .

Bemerkung
Man kann zeigen, dal3 eir, wie auf der rechten Seite der Definition eindeutig ist, sofern es
existiert. Daher ist die Definition vor, als derAbleitung sinnvoll.

Zum Einpr agen Die Ableitung von f in a ist eine lineare Abbildung vonR”™ in den R™ !

Interpretation als lineare Approximation
Wie bei der Differenzierbarkeit bei Funktionen einer Variablgfdtisich die Differenzierbarkeit
einer Funktion als Approximation durch eine lineare Funktion deuten:

Die “lineare” Funktiont(z) := f(a) + F,(x — a) approximiert f in der Nahe vona so gut,

daR nicht nur der Rest(x) , sondern soga% gegen Null gehtiir z — a.

Zur anschaulichen Bedeutung vofx) siehe 9.4.4 .

Die Existenz der Ableitung ist eine starke Eigenschaft. Wie in einer Variablen gilt

Satz (Stetigkeit differenzierbarer funktionen)
f differenzierbarina = f stetigina.

Der Beweis ist nicht schwer.

9.4.2 Die Jakobi-Matrix

Bezeichnungswahln den rachsten Abschnitten werden wir die Tupel aus den TapehenR™ ,
wie in der Linearen Algebra, wieder als 1-spaltige Matrizen schreiben.

SeiD DO R" AN R™ eine Funktion wie im Abschnitt zuvor. Man hat also:

1 fi(z)
a=| 7 @) = fQEx)

Die i-te Koordinate vonf(x), haben wir dabeif;(x) genannt; = 1,...,m.
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Bemerke Dadurch werdem reellwertige Funktionen

fi: D — R,z fi(x) := i—te Koordinate vonf(z) , i =1, ...,m,
definiert.

Bezeichnung
Diese f; heil3en digkoordinatenfunktionen von f.

Man kann danniir alle: = 1,...,m und allej = 1,...,n die j-te partielle Ableitung vonf;
betrachten: o7
d—;f;(a:) = D;fi(x), i=1,....m,j=1,...,n
N wir ibernehmen hier diese Schreibweise

fi(z)
Definition: BetrachteR” D D —/5 R™, 2+ :

. fm(2)
Sei dannz aus dem Innern vorD _
und alle f; seien partiell differenzierbar nach allen Variablen.

Die Matrix
Difi(z) Dofi(x) ... Dpfi(z)
Tp(@) = (Difi(@)) o1, = le:2(3?) Dz}‘;z(a:) ... Dnfs(2)
Difule) Dafule) .. Dufne)

heil3t die Jakobi-Matrix vorf in x.

Spezialélle:
m = 1: Das heil3t,f ist reellwertig (vomTyp (1) ). Dann:

Ji(@) = (Dif(z) Daf(x)...Duf(x)) = (gradf(z))".

Also: Die Jakobi-Matrix einer reellwertigen Funktion ist die transponierte des Gradienten.

Anmerkung Im Fall reellwertiger Funktionen sind also die Jakobi-Matrix und der Gradient
im wesentlichen das gleiche. Der (feine) Unterschied in der Schreibweise wird z. @lerm
chen, die Kettenregel besonders einfach udgdyjpant zu formulieren.

n=1, d.h. Typ(2): Der Fall der“Kurven”.
Da wir dann nur ein Variable im Spiel haben, sind die Koordinatenfunktioneigaliche
reelle Funktionen. Es gibt nur eine Variable und deshalb nur eine “partielle” Ableitung, und
das ist die gewhnliche Ableitung aus dem Paragraphen 4 . Also:

& hi(x) fi(z)
: = : (xeR) = f(2)

Jy(z) = :
A f() fin ()

Bezeichnung

Dasm-Tupel J¢(z) = f'(x) nennt man in diesem Fall d&fangential- oder Geschwin-
digkeitsvektor der “Kurve” f .

Im Punkt f(z) angesetzt, ist der Vektof’(z) tangential zur Kurvef .
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Eine Funktion vom Typ (3): Delbergang zu den Polarkoordinaten (s, 9.1.1)

fRI\{0} — R?, f(r, ) = ( r'COS@)

r-sinp

[ cosp —r-sing
Jr(r,0) = < sinp  r-cosp >

In diesem Fall:

9.4.3 Jakobi-Matrix = Ableitung

In 7.1.2 haben wir den engen Zusammenhang zwischen Matizeawus R”*™ und lineare Ab-
bildungen vomR" in den R™ kennengelernt.

Zu FunktionenR" D D L R™ haben wir bisher lineare Funktionen als Ableitung und Ma-
trizen als Jakobi-Matrix eingéhrt. Es stellt sich nun heraus, daf3 beidedlle gebéauchlichen
Funktionen im Sinne der linearen Algebra dasselbe sind:

Satz
Gegeben seien die Funktid™ O D N R™und eia elo), dem Innern vonD .

(1) Ist f in a differenzierbar mit AbleitungDf, , so sind alle Koordinatenfunktionel ,
1 = 1,...,m von f nach allen Koordinaten partiell differenzierbar. Es existiert also die
Jacobi-Matrix.J¢(a) und sie ist die Matrix der Ableitung, d.hifalle z € R, ist

Dfo(x) = J¢(a)-x

(2) Ist f stetig differenzierbar inlo), d.h. existieren dort alle partiellen Ableitungen aller Ko-
ordinatenfuktionenf; und sind sie stetig, so ist differenzierbar in (jedemy und es gilt
erneut

Dfo(x) = J¢(a)-x furz e R™.

AnmerkungDie Zusammenéinge bei allgemeineren Voraussetzungen sind recht komplex. Die
Existenz der Ableitung ist die &tkere Eigenschaft. Es gibt z.B. Funktionen, bei denen alle parti-
ellen Ableitungen, also die Jakobi-Matrizen, in einerrexistieren, wo aberf in « nicht diffe-
renzierbar ist.

9.4.4 Die Ableitung bei reellwertigen Funktionen

Situation

Die Funktionf : R® O D — R sei gegeben und differenzierbar in ezo). Fur z € R

betrachte
t:R" — R, t(z) = f(a) + Dfa(z)(z —a) = f(a)+ Jy(a)(x — a)

fa) +(gradf(a), z —a).

Bemerkung L
Das Schaubild vort ist durch die Gleichunge,,+1 = t(z1, ..., z,), gegeben und beschreibt eine
Hyperebene (s. Def.2in 6.3.2) iR"*!, fir n = 2 also eine Ebene inR3 .

Bezeichnung
Dieses Schaubild heif3t diengential-Hyperebene (Tangentialebené&irn =2 ) von f in a .
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Vorstellung Es ist die (Hyper-)Ebene durch den Purikt f(a)) € R**!, an die sich das Schau-
bild der Funktion “anschmiegt”. Siehe das folgende Bild.

Tt mpenlial COeT e AR
i E

;4 3
Arn Graporn win X
V] A S
S o SRS g;{(ﬁj

Bemerkung 2
Wie in der Dimension 1 werden die Punkte auf der TangentialhyperebenélaésiN\gswerteif
die f(x), z nahe bein , angesehen:

flz) = fx)+ Jp(@)-(x —a) =Y Dif(a) (x; — a;) = (gradf(a),  —a)
=1
oderfur A f:= f(z) — f(a) und Az :=2x —a:
Af = Ji(x)- Az = (gradf(a),Ax)

. ungethr, “in 1. Naherung”
(das allesiir x nahe bei )
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9.4.5 Kettenregel

Bemerke
Wie in 3.2.2 fir die gevbhnlichen reellen Funktionen kann man auch unsere allgemeineren Funk-
tionen hintereinanderschalten (komponieren):

Gegeben seien die Funktion@t > D 15 R™ und R™ D D' -2 R* und es seif (D) C D'
Dann existiert digkomposition von f undg , das ist die Funktion

gof:D—RFar——go f(z):=g(f(z)).

In 4.1.5 haben wir mittels “Kettenregel” die Ableitung der Komposition bei@emlichen (d.h. es
istn = m = 1) differenzierbaren Funktionen berechnet. In diesem Falligiltf € D :

(9o f)(x) =g (f(2)- f'(2).
In Worten: Die Ableitung vong o f in z ist gleich dem Produkt der Ableitung v@nin f(x) mit
der Ableitung vonf in x .
Es stellt sich heraus, daf? wir diese Formulierung beindirdieh auch im Fall mehrerer Variablen
tibernehmendnnen:

Satz (Kettenregel):

Gegeben seie®” > D -1 R™, R™ > D' - R* und es seif (D) C D'
Es seiena €D und f(a) €D’ . Dann:

Ist f differenzierbar ina und ¢ differenzierbarinf(a), soistgo f differenzierbar
in a und fur die Ableitung gilt

D(go f)a = DgsyoDfa
In Worten: Die Ableitung der Komposition differenzierbarer Funktionen ist die Kom-
position der entsprechenden Ableitungen.

Fur die Jakobi-Matrizen gilt didquivalente Aussage:
Jgor(a) = Jg(f(a))-Jr(a) (Matrizenprodukt)

Also: Die Jakobi-Matrix der Komposition differenzierbarer Funktionen ist das Pro-
dukt der ensprechenden Jakobi-Matrizen.

Zum Beweis benutzt man die Approximationsaussagen der Differenzierbarkeitsdefinition und muf3
einige Tatsacheiiber Grenzwerte bei Funktionen mehrerer Variablen &ttigfbeachten.

AnmerkungMan erkennt, wie perfekt diese Verallgemeinerung ist. In gewissem Sinne gewinnt
sogar das fihere Ergebnis bei einer Variablen durch die verallgemeinerte Fassung an Klarheit
und Kontur.
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9.4.6 Spezialf élle der Kettenregel

(Wir geben die Formulierungetiif die Jakobi-Matrizen)

. . f g
Hiersei R — R™ — R : d.h.esistn = k = 1.

to— f(t) — g(H)t)

Es gilt in diesem Fall

%(QOf)(t) = (gof)'(t) = Jy(f(£))- J¢(t) = (Drg(f(t)) ... Dmg(f(t))-

Das Ergebnis als Funktion geschrieben ist also:
d Npg U /
() (o)) —;ng 7 = (oradg, ')

Als Anwendung (Beweis der Tatsache aus 9.3.2):

Wir benutzen die jetzigen Bezeichnungen:
Es seiR™ O D' -5 R¥ die Funktion, deren Richtungsableitungen wir berechnen wollen, und

es seia €D'. Sei e eine Richtung imR™ . Sei| — ¢, §[=: D mit § > 0 ein Intervall inR,
so daBa + he € D' ist fur alle h € D. Wir betrachten dann die Abbildung : D — D’ C
R™ h —— a + he, und schlieBlich die Kompositiog o f .
Man stellt fest:

(i) Esistgo f(h) =g(a+ he) und go f(0) = g(a). Daraus

(i) Esist lim 220 =9(@) _ (go £)(0) .

h—0 h

(iii) Es ist f'(0) = e .

Aus all dem und augx) folgt dann:

% (a) = (gradg(a), ¢)

Das ist aber, modulo der Bezeichnung, die Aussage der Tatsache in 9.3.2 .

Kompositionen des Typ&" —/- R" - R .

Die Formel ist in diesem Fall:

Difi(x) ... Dpfi(x)
D z) ... Dyfo(zx
() Jposle) = (Drg (F@) Dag(F@) ... Dug ()| T oo Do)

Das liefert tir die einzelnen partiellen Ableitungen:

Di(go f)(z) =) Djg(f(x))- Difj(x).
j=1
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o [ r-cosep .
Beispiel flryp) = ( r - sin g > (Polarkoordinaten)
Hier
_( cosp —r-sing

Jf(r’go)_<sin<p r~cos<p>

Schreibt man 7= recosg fUrfir ) . so erlalt man
xg = r-cosp fur fo(r,p)
0 o .
Zg(x1,39) = g () cosp + gL (z) - sing
2 g(w1,12) = —(%gl -r-singp+(%’2-r-cosgp

9.5 Einige Anwendungen

9.5.1 Partielle Wachstumsraten und Elastizit &aten

Bezeichnung
Gegeben seR™ D D L. R.Es seif differenzierbar inc und f(z) # 0 furallex € D.

é%(x) : ﬁ =: r4,(z) heitpartielle Wachstumsratenach deti-ten Variablen.

%@) . f”(”;':) =: ¢7,;(x) heitpartielle Elastizitat nach deti-ten Variablen.

(Die partielle Ableitung%(x) selbst nennt man manchmal aushderungsrate nach der
i-ten Variablen.)

Beispiel f(z,y) = z®-y®. Dann:

epa(z) = a- a7ty ﬁ = o und analog era(r) = 8.
Diverse Bezeichnungsweisen

Fur konkrete und spezielle Funktionen hat man oft auch spezielle, in der jeweiligen Situation aber
meist unmif3versindliche Nameniir diese Elastizéten. Zum Beispiel:

Seiz(A, K) eine Produktionsfunktion, aBhngig von den “Faktoren” Arbeit4) und Kapital (<).

Man gibt dann dere, ;(x) auch die entsprechenden konkreten Namen:

ex1(z) = 9%(A, B) -4 heilt Elastiziat der Produktion nach der Arbeind
ex2(x) = %;(A, B) - & heift Elastizit der Produktion nach dem Kapital

Die InterpretationDie Interpretation ist entsprechend dér &infache Elastizitten, s. 4.1.4 (und
Vorlesung).
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9.5.2 Skalenelastizit at

So heil3t die ElastiZit bei der sogenannten“proportionalen Faktorvaridtibas ist, ausgehend
von einema # 0 im Definitionsbereich vorf, eineAnderung der Variablen ( =: “Faktoren”) auf
der GeradeR-a .

(Im Kontrast dazu steht die sogenannte “partielle Faktorvarigtwem man die Variablen in Rich-
tung der Paralleleru + R-e; zur z;-Achse veandert und die zur partiellen Ableitung und zur
partiellen Elastizit fuhrt.)

Genauer (wir bescBnken uns auf die geduchliche Situation):

Gegeben: f:RY; =D — R,unda € D.Seid > 0 so, dal3)-a € D ist fur alle A mit
1—-46 < A< 1+4d.Mankann dann betrachten

0l =0,14 86— R, A+ p(A) := f(A-a)

Definition (Skalenelastizit)
Die Skalenelastiziéit £ ¢ ) (A-a) von f in A-a ist definiert als die (gedhnliche) Elastizt
von ¢ in .
Fur A = 1 erhalt man dieSkalenelastizitit < \(a)von fin a .

: A 2 O . : .
Weil o(A) = 00 .)\w(A):f(/\-a) F0va) A giltalso in Formeln:
AN
era(A-a) G Fova) A und
¢'(1)

@) T ey

Anwendung der Kettenregblingt uns detailliertere Informationen:
Betrachte die Abbildung

o:]1=0,1+6[=1 — R, A+ Xa.
Dann gilt:

al
S " d !
¢ ist die Kompositiony = foo und —U()\) =o' (\)

furalleA e I.
X <

=
s
|

an

Die Kettenregel in der Form des Spezialf liefert daher (mit den jetzigen Bezeichnungen) :

(o) = Y 2L0va) a,

(%)

Die Gleichung(xx) in die Gleichung(x) eingesetzt ergibt:
n 0

f(xa "
BN T S
i=1 « , i=1

Il
Efﬂ'()\'a)
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Als Ergebnis erhalten wir den

Satz (Wicksell-Johnson-Theorem):

Die Skalenelastizit ist die Summe der partiellen Elastéign.
Oder als Formel: &ralle a € D ist
n

eraa) = Zeﬁi(a).
i=1

Bemerkung
Das Wicksell-Johnson-Theorem erlaubt es, die Skaleneléstiirekt fir alle ¢ zu definieren
ohne Rekurs auf die Abbildung — X-a, namlich als Summe der partiellen Elastign.

Beispiel
Betrachte die Funktiorf(x,y) = 2%y% mit a,,3 > 0. Dann ist (s. dieses Beispiel in 9.5.1):
era(a) = a+ 3 furallea, insbesondere isty \(a) konstant ina .

Bezeichnung
Ist f eine (Produktions-)Funktion, so spricht man von

konstanten Skalened@igen  (constant returns to scale) wengyy = 1 inganzD
wachsenden Skalenextren (increasing returns to scale) wenay, > linganzD,
fallenden Skalenerdigen (decreasing returns to scale) wengy, < linganzD .

(Interpretation in der Mikrokonomie.)

9.5.3 Homogene Funktionen

Definition: (homogene Funktionen):

SeiR" O D —/% R undseir e R .

furalle x € D und alle A € R mit
Ax e Dgilt: f(Az) = N f(x).

f hei3t homogen vom Grade<—- {

Beispiel f(z,y) = z*-y® mita + § = r ist homogen vom Grade .
Denn:
fz, Ay) = X0z N yB = \atB . gy — X\ f(2).

Die hier und auch schonifher als Beispiel betrachteten Potenzfunktionen sind wichtig zur De-
monstration grundlegender Zusammangedkonomischer Theorien und haben einen klassischen
Namen:

Bezeichnung (Cobb-Douglas-Funktionen):

Sei f:RY) — R, f(z) = f(z1,...,2n) = calt-xy? ..oafr, Mt oy +as+...+a, =7
und einer Konstanten > 0.
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Dann heil3tf eine(allgemeine) Wicksell-Cobb-Douglas-Funktion
Mit Cobb-Douglas-Funktionschlechthin bezeichnet man meist die mi= 1.
Wicksell-Cobb-Douglas-Funktionen sind homogen vom Gra(igeweis wie im Beispiel).

Die Eulerschen Homogeditsrelationen

Vorausgesetzt: f: D — R sei homogen vom Grade und es seix € D .
Betrachte ein Intervall in R mit1 € I und A-xz € D furalle A € I und die zusammengesetzte
Abbildung ¢ definiert durchy := foo,wo

o: I 2 D Lo R alsop(\) = f(\-2)
A — Az — f(Aa).
Es gilt dann:
fA-x) = A" f(z)

Beide Seiten nach abgeleitet, links nach der Kettenregel, ergibt:

(%) Zsz()\x)%:;le\()\x) %)\T fl)y=r X" f(2)

Fur A = 1 liefert das den:

Satz
Unter den bisherigen Voraussetzungen gilt:

ZD f(z)-x; (Eulersche Homogeritsrelatio

Dividiert man noch durclf( ) (fur f(x) # 0), so erfalt man

n
r=Y efi(z) (Eulersche Homogeriitsrelation ir die partielle Elastizif).

9.5.4 Herleitung 6konomischer Gesetzm &aRigkeiten mittels Lagrange-Theorie

Gegeben Gutertindelz = (z1,...,2z,) € R">0
Preisvektorp = (p1,...,p,) mit p; > 0, fur alle i
(p; = Preis pro Einheit vonr;)
Nutzenfunktion:f : R” — R
Budgetbesclmkung:) " z;p; = ¢ = g(x)

GesuchtMaximum vonf unter der Budgetbscinkung als Nebenbedingung.

Die Theorie der Extremstellen unter Nebenbedingungen in 9.3.2 legt die Vorgehensweise nahe:
Man bestimme die: mit
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3{1 (2) p1
gradf(z) = : =\ : = \X-gradg(z).
D.h. mit o2, ) o
.h. mi
of O
(x)=A-p; bzw. A= —— i=1,...,n
ox; Di

Ergebnis: Die Quotienten rechts in der letzten Gleichuiigsen alle gleich sein.

Wir haben folgendes “Geséthergeleitet:

Satz (sogenanntes 2. Gossensches Gesetz):
Mit den bisherigen Bezeichnungen und Voraussetzungen gilt:

In einemz,,, mit maximalem Nutzen ist das Veitnis

U (21 _ Grenznutzen nach;

pi  Preis pro Einheit vomr;

fur alles dasselbe

Oder in anderer Form: Es ist

of af
0w (@m) B — furalle 1<i,j <n.
pi p]

Bringt man in diesen Gleichungen die Preise auf eine Seite, &t erthn folgende Variante:
Im Punktez,,, maximalen Nutzens gillfr allei, 7 die Gleichheit folgender Ve#itnisse:

9

8a£(xm) _ Grenznutzen nach;  p;

%(mm) ~ Grenznutzennach;,  p;
J

9.5.5 Ausgleichsgerade

Dies ist eine Anwendung der Extremwertbestimmung (ohne Nebenbedingungen) in der Statistik.

Ausgangslage
Bei einer Erhebung festgestellt (bzw. bei einem Experiment gemessen) wirdgmwisse Argu-

mentex, xo,...,x, € R die MeRdateny, yo, ..., yn.
/' .
4. Gesucht
, i Eine Geradg(x) = azx + b, so daR
. . n n
. Qa,b) = (g9(z:) —v:)* = > _(aw; + b — ;)
=1 1
. - > minimal Wirdl.
x4 X% x3 F AR
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Die Theorie der Extremwertbestimmung gibt vor:

Zu suchen sind di€a, b) mit grad@(a,b) = 0 d.h. mit — oQ

oQ .
9a =0= o also mit:

gff = 22(ax1+b Yi) - ZHJ +(Z$i)'b_;$iyi =0

=1 1

0@%2 = ZZ (ax; +b—y;) =2- sz ca+n- b—(z i) = 0

=1

Dabei: Die}"z;, > 22, >y, > x;y; sind durch das Experiment gegebene und also konstante
Zahlen.
Man erfalt ein Gleichungssystem aus zwei linearen Gleichungedit beiden Unbekanntenundb:

(Zﬂﬁi)'a+n'b = Zyz
1 1

) -at ()b = Yaw
1 1

1

(Name fir dieses GleichungssysteBystem der Normalgleichungei

Daraus lassen sicghundb bestimmen.

AnmerkungEs lohnt sich nicht, die nicht garibersichtlichen Koeffizienten dieser Gleichungen
auswendig zu lernen. Einfacher ist es, sich die Herleitung zu merken und sich die Koeffizienten
selbst zu bestimmen.
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9.6 Aufgaben

Aufgabe 1. Gegeben sei die Funktion:
fiR? =R, f(z,y) = —4a”y® +y*.

Betrachten Sie die davon hergeleiteten Funktiofien und f,—o, die jeweils die Einsclankung
von f auf diez-Achse bzw. digj-Achse darstellen:

fy=0:R =R, fy—o(x) = f(x,0) =a"
fz=0: R — R, fx:O(y) = f(07y) = y4‘

Zeigen Sie, dass sowoffi}—o als auchf,—o an der Stellec = 0 (bzw.y = 0) ein Minimum haben.
Konnen Sie daraus schlie3en, dass die Funktian der Stellgx, y) = (0,0) auch ein Minimum
hat?Uberpiifen Sie Ihre Aussage durch Einsetzen verschiedener Punkte.

Aufgabe 2. Bestimmen Sie Gradient und Hessematiixfblgende Funktionen:

fi: RZ=R (z,9) — 3zy+5y°+2
for R*—=R (2,y) + sin(zy)
fi: R R (2,y,2)— z-sin(yz) — e* T2

Aufgabe 3. Bestimmen Sie Gradient und Hessematrix von (vgl. Aufgabe 1):
fiR? =R, f(z,y) = o —da”y® + ¢
Zeigen Sie, dass die Hessematrix am Py0ako0) indefinit ist.

Aufgabe 4. Bestimmen Sie die relativen Extrema der Funktion;

f:R?2 =R, (z,y) — 2 + 322y + 3y°z — 3z

Aufgabe 5. Eine Firma stellt aus den Produktionsfaktorennd &k ein ProduktP her. Die Pro-
duktionsfunktion sei L
z(a, k) =20a1k2,

und das Endprodukt lasse sich zum fixen Marktpreis yoa 10 EUR absetzen. Eine Arbeits-
stundea kostet 5 EUR, eine Einheit des Kapitalstocks kostet 10 EUR. Welcher Faktoreinsatz
maximiert den Gewinn, wenn keine weiteren Kosten anfallen? Wie hoch ist dieser?

Aufgabe 6. Berechnen Sie die partiellen Elastiién sowie die Skalenelastiién folgender
Funktionen:
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a) f(xay) = e$2+y b) f(l',y,Z) = $2y23

Aufgabe 7. Betrachten Sie folgende Produktionsfunktion in Ablbigkeit der Faktoren Arbeit
und Kapital:

fAK)=(A"2 +2K"2)2.

Zeigen Sie, dass diese Funktion Skalenelagtizibesitzt.
Aufgabe 8. Bestimmen Sie rigliche Extrema der Funktion
fla,y.2) = (& = 1)* +y° + 2°

unter der Nebenbedingung
z+2y+2z=10

(vgl. auch Klausuraufgabe 15 von letztem Jahr ).



