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8 Lineare Optimierung

8.1 Lineare Optimierung in der Dimension 2

Zum Einiben in die Problematik behandeln wir explizit Zeshst ein Optimierungsproblem in der
Dimension 2 .

8.1.1 Ein konkretes Musterproblem in der Dimension 2

Eine Firma stellt zwei Produkt®; und P, her. Zur Fertigung werden vier Maschinen gebraucht,
die zur Herstellung einer Einheit vaA bzw. vonP; jeweils verschieden lang benutzt werden. Die
Maschinen selbst haben in einer Produktionsperiode béskter Kapaziten (an Benutzungsdau-
er). Konkrete Daten:

Maschine| Benutzungsdauer in Stunden zZuMaschinenkapazit
Herstellung einer Einheit von in Stunden
Py Py
A 2 3 180
B 2 15 150
C 0 3 120
D 2 0 190

Eine Mengeneinheit des Produktsbzw. P, bringt 200 bzw. 500 Euro Gewinn.Vom ProduRg
sollenz; Einheiten, vom ProdukP; sollenzs Einheiten produziert werden.

Frage: Wie mul3 die Produktion aéf und P, verteilt werden, so dal3 bei Berksichtigung der
Kapazititen der Gewinn maximiert wird?

Mathematische Formulierung (Modellbildung)

Maximiere die Funktion
Z(xl, 332) = 200x1 + 50029 (1)

— die sog. Zielfunktion— wobei nur solchery, 22 zur Konkurrenz zugelassen werden, welche
folgende “Restriktionen” eifllen:

Kapaziit vonA — (1) 2x1 + 3z < 180
Kapazitit vonB — (i) 2x1 + 1,529 < 150 (LUG)
Kapazi&it vonC — (ZZZ) 3xg < 120 (Lineare Ungleichungen)
Kapazitit vonD — (iv) 211 < 190
und (V) 1 > 0,29 >0 (NN)

(Nichtnegativitits-Bedingungen)
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Bezeichnung
Die Menge{z = ( il ) | z erfullt (i)—(v) } =@ K heiRtderzulassige Bereictdes Problems,
2

einz € K heildtzulassig

8.1.2 Beschreibung des zul &ssigen Bereiches

Erinnere(Tats.2 in 6.3.1): Die bisungsmenge der Gleichuag:; + Bx2 = v, a und 3 nicht
beide 0, ist eine Geradg im R2.

TatsacheundBezeichnung

Seiena, 3,7 € R, und g8 nicht beide 0. Dann:

(1) Die Losungsmengen der linearen Ungleichungen

azry + Bry < vy und azy + Bra > vy

sind die beideralbebenen in welche die Eben&? durch die Geradé' geteilt wird.

Dabei: Die Gerade> , also die Punktmenge, wo die Gleichheit statt einer der beiden Un-
gleichungen gilt, gebrt zu beiden Halbebenen. Oder so formuliert: Mit Halbebene ist die
Halbebene inklusive der begrenzenden Gerade gemeint.

(2) Halbebenen und Durchschnitte von Halbebenen, also die simultasgngsmenge von
mehreren linearen Ungleichungen, sind konvex.

(3) Ein Durchschnitt von endlich vielen Halbebenen, der bestkirist, heil3t eirkonvexes
Polyeder.

Beispielevon Ungleichungen mit den zugétigen Halbebenen alsdsungsmengen:
1+ x9 > 2 201 — 329 <6 1+ 229 <6

{ \
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Die simultane lbsungsmenge (in diesem Fall ein Dreieck; ein konvexe¥dek ergibt sich z.B.
unten bei der zdssigen Menge unseres Musterproblems) ist:

Bemerkung:
Die GeradenG(«, 3,~) definiert durchax; + Sx2 < v lasssen sich leicht zeichnen.
Ist « = 0 (und somits # 0 ), soistG(«, 3,7) die Parallele zug-Achse durch den

Punkt< 9 )

7 b
Ist 3=0 (unda #0 ), soistG(a, 3,7) die Parallele zug-Achse durch den Pun g
Im Falle o # 0 und 8 # 0 kann man so vorgehen: Durch Nullsetzen vonbzw. z5 und
Auflosen der Geradengleichung nach der anderen Koordinaikt evéin die beiden Punkte., 0)

und (0, %) . Die GeradeG(a, 3, ) ist dann die Gerade durch diese beiden Punkte.

Welche der beiden Halbebenen durch die jeweilige Ungleichung beschrieben wird, kann man
durch Einsetzen eines Punktes aulRerhalb der Geraden bestimmen, am einfachsten durch Einsetzen
von (8) , wenn die Gerade nicht durch den Nullpunkt geht. Im ersten Beispiel et@adist, d.h.

die Halbebene enétit den Nullpunkt nicht. Die beiden anderen Halbebenen enthdjfen

Der zubssige Bereich beim konkreten Problem aus 8.1.1

s 7
L

=,
~
I
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Die GeraderG, Go, G3, G4 entsprechen den durch (i), (ii), (iii), (iv) definierten Gleichungen.

Der Nullpunkt liegt in allen Halbebenen.
Die Nichtnegativiatsbedingungen bewirken, daf3im positiven Quadranten liegt.
In diesem Beispiel liefert (iv) keine zatzliche Einschinkung.

8.1.3 Eine graphische L 6sung

Diskussion der Zielfunktion

Bemerkung

Betrachte die Zielfunktiol (z) = ayx1 + a9, in unserem Beispie¥ (x) = 200x; + 500z5.
Fur variierende Werte von € R werden durch die Gleichungef(z) = ¢ parallele Geradefy,.
definiert.

Name: Die Geradeld:. heiRenisogewinngeraden(Geraden gleichen Gewinns).

Istc > 0, so bedeutet Parallelverschiebung ¥@nin Richtung Nullpunkt detJbergang zu klei-
neren Werten der Zielfunktion. Parallelverschiebung weg vom Nullpuitktt fzu G.'s, welche
groReren Werten voif (z) entsprechen. Dasifirt zu:

Graphisch-experimentelle Methode zur Bestimmung des Maximums bzw. Minimums
der Zielfunktion aufK:

Zeichne eine Geradg,,, co > 0, definiert durchZ(z) = co.

Zur Maximumbestimmung: Verschieltg., parallel bis zu derjenigen Geradéh, welche von
allen Geraden, dig( treffen, am weitesten vom Nullpunkt entfernt ist. Dieseist dann das
Maximum vonZ auf K, und die Schnittpunkte vo&¥. mit K sind die Maximalstellen. l.a. wird
dies eine einzelne Ecke sein, das ist der Schnittpunkt zweier begrenzenden Geraden (siehe 8.2.3).

Zur Minimumbestimmung verschiebt man parallel bis zu derjenigen Ger@dedie unter allen
zuG,, parallelen Geraden, welcl#é treffen, dem Nullpunkt amérchsten liegt.

Hat man eine Ecke als Extremalstelle gefunden, so bestimmt man ihre Koordinaten, indem man
den entsprechenden Geradenschnittpunkt ausrechnet@isd des Gleichungssystems, das aus
den beiden Geradengleichungen besteht).

Anwendungen auf unser Beispiel

Einige derG.’s sind in der Zeichnung gestrichelt angegeben. Es stellt sich heraus:

Z(z) = 200x1 4+ 50022 nimmt auf X' sein Maximum im Schnittpunk®,,, der Geraderz; und
G an.

EsistP,, = (30,40) undZ(P,,) = 26 000 das Maximum vor¥.

Ergebnis unserer Aufgabe

Die Firma erzielt ein Maximum an Gewinn, wenn sie 30 Einheiten #pind 40 Einheiten von
P, herstellt. Die Maschinerd undC sind dabei ausgelastet, wél},, auf den Gerade&'; undGs
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liegt. Die MaschinerB undC' haben noch freie Kapaaiten (P, liegt nicht auf den Geradefi,
undGy).

8.2 Einige Theorie

8.2.1 Verallgemeinerung des Problems

Mathematische Situation

GegebenEin ZeilenvektorZ € R™™ und die lineare&Zielfunktion

fz :R" — R, z+—— Z(x1,22,...,%p) = 2121 + ... + 2Ty = Z T

AuRerdemEin lineares Ungleichungssystengegeben durctn ZeilenvektorenA; = (a;1 a2 ... ain) €
R*™ 4 =1,...,m, mreelle Zahlenb, by, . .. ,b,, und — daraus gebildet — die linearen Unglei-
chungen

Az = apnri+...+apr, <b

Asx = anzr+...+amx, < by

. ) (LUG)
Apr = amixi+ ...+ amnn < by

Schlie3lichnoch: Die Nichtnegativiitsbedingungen
x; >0 furalei=1,...,n (NN)

Bemerkung:

() Auch die Nichtnegativihitsbedingungendanen durch das Produkt einer einzeiligen Matrix
mit x ausgedickt werden:

;> 0<= &-x>0 (wobei& :=(0,...,0, 1,0,...,0) € R*",
!

(i) Auch Ungleichungen “in anderer Richtungbknen in Ungleichungen des obigen Typs um-
geschrieben werden: Es ist

ATy + x4 ...+ Ty >0 = (—c1)r1 + (—c2)wa+ ...+ (—cn)xn < —46.
(i) Selbst lineare Gleichungendkinen in das aghgliche Ungleichungssystem integriert wer-

den:

x1 +crs+ ...ty <0
121 + o + ...+ cpxy, = 6 = und
(—c1)r1 + (—e2)z2 + ..+ (—en)zn < —0

Bezeichnung(der zubssige Bereich):
K = {z € R" | z erfullt (LUG) und (Nn)}
heil3t derzulassige Bereiclzu LUG und NN .

Aufgabe:
Gesucht sind das Maximum bzw. das Minimum der Eindokung der Zielfunktionf, auf
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den zubssigen Bereich/', d.h. Werte cmax := max{ fz(z) | z € K} bzw. ¢ :=
min{ fz(z) | * € K } und zugebrige Maximalstellentmax € K mit fz(rmax) = cmax
bzw. Minimalstellenzpin € K mit fz(zmin) = ¢min -

BeachteDas K zu unserer Aufgabe kann leer sein. (D.h. die Restriktionen sind “zu restriktiv".)
Es gibt dann nairlich auch keine bsung unseres Optimierungsproblems.

8.2.2 Konvexit at des zul assigen Bereiches.

Tatsache 1(eine sehr allgemeine Feststellung)
Es seil eine Menge undiir jedesi € I sei X; eine konvexe Teilmenge d&R" . Sei X = {z €
R™ | x € X; furallei € I} der “Durchschnitt” derX; .
Dann ist X konvex. (Die leere Menge gilt nadiibereinkunft (und aus logischen @ren) als
konvex.)
Der Beweis ist eine sehr einfache, aber duteing in Logik. Zu den Begriffen “konvex” und
“Strecke” siehe 6.3.6 .
Gegebenr,y € X,z # y . Zu zeigen ist: Die Streck&y zwischenz undy ist Teilmenge
von X . Dazu:
Fur jedesi € I qilt: Als Elemente vonX liegenz undy auch in X;. Weil X; konvex
ist, gilt 7y C X; . Weil dies fir jedes: der Fall ist, folgt aus der Definition vorX als
Durchschnitt derX; , daRzy auch in X liegt.

Bezeichnung 1

Seienay,...,a,, 8 € R, nichtalleaq, ..., a, gleich 0. Betrachte die linearen Ungleichungen
a1 + aoxo + -+ apr, < 0 bzw. aqr + avxrs + -+, > 0.

Der Losungsaume
Haﬁ = H = {x € R" ’ o121+ aoxo + -+ apxr, <0 (bZW. Zﬁ)}

solcher Ungleichungen heiRétalbr aumeim R™ .

Vorstellung Im R?: Siehe (1) der Tatsache in 8.1.1 .
Im R? sind die Halbaume die offensichtlichen “Halbume”, in welche die durch
a1 + aoxo +agxry = B
definierte Ebene deR®? teilt.
Im R”™ fur grol3eres: sind die Halbaume die entsprechenden Verallgemeinerungen.

Tatsache 2
Halbraume sind konvex.
Der Beweis ist eine leichtgbung (in Logik und im Abschtzen).

Tatsache 3(Direkte Folgerung aus den Tatsachen 1 und 2):
Die Losungsmengen linearer Ungleichungssystem&imsind konvex.
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Bezeichnung 2

Ist K der Losungsraum eines Systems von endlich vielen linearen Ungleichungen uAd ist
beschénkt, so hei3t einkonvexes Polyeder

Folgerung:

In unserer Situation: Der za$sige Bereichi unseres allgemeinen Problems in 8.2.1 ist konvex.
Ist K beschéankt, so istK ein konvexes Polyeder.

K ist Losungsmenge des Gesamtungleichungssystems (LUG) + (NN) .

8.2.3 Ecken und konvexe Polyeder

Definition (Ecken in konvexen Mengen):

Sei K € R™ konvex.

EineEckevon K istein x € K mit folgender Eigenschatft:

Ist yz C K (y # z) Strecke zwischen zwei Punkten vdti und istx € 5z, so ist
xr =y oderx = z.

Beispiele

(i) Die (einzigen) Ecken einer Strecke C R™ sindy undz .

(i) Die Ecken der in 8.1.2 betrachteten ebenen Polyeder sind die “offensichtlichen”
Ecken.

Grundlegend in der mathematischen Untersuchung konvexer Mengen ist der folgende Begriff.

Bezeichnung(Konvexkombinationen)

Seien P, ..., P. Punkte imR"™ . Eine Konvexkombination der P; ist eine Linearkombination
s1P1 + s9 P + ... + s,.P. mit folgender Eigenschaft:
T

Esist0 < s; furallei =1,...,r und es istz s;=1.(Dannistauchs; < 1 furallei.)

i=1
Beispiele
(i) Die Punkte auf einer Streckgz sind die Konvexkombinationen vanundz . Siehe 6.3.6 .
(ii) Sind Py, P», P3s € R™ und sindb — a, ¢ — a linar unbtangig, so ist die Menge aller Konvex-
kombinationen vonP;, P,, P;3 gerade das Dreieck mit den Eckéhn, P, Ps.
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8.2.4 Der Hauptsatz

Satz 1

(1) Sei K der Losungsraum eines Systems von endlich vielen linearen Ungleichungen. Dann
hat K hdchstens endlich viele Ecken.

(2) Konvexe Polyeder haben mindestens eine Ecke und nach (1) endlich viele Ecken.

(3) Der zukssige Bereich{ eines Optimierungsproblems wie in 8.2.1 hat, falls er nicht leer ist,
mindestens eine Ecke. (Das liegt am Vorhandensein der NichtnegegtiBiedingungen.)

Satz 2

Sei K ein konvexes Polyeder und seiéf, ..., P, die Ecken vonk . Dann gilt:
K ist die Menge der Konvexkombinationen dgy, ..., P,

Die Stze 1 und 2 sind Resultate einer detaillierteren Theorie konvexer Mengen.

Der Hauptsatz

Sei () # K der Losungsraum eines Systems von endlich vielen linearen UngleichungeR und
habe Ecken. (Z.B. sek’ der zuhssige Bereich eines Problems wie in 8.2.1 .)

Sei fz eine lineare Zielfunktion wie bisher. Dann:

(1) Hat fz ein Maximum bzw. ein Minimum aufi , so wird das Maximum bzw. das Mini-
mum in einer Ecke angenommen.
D.h. es gibt eine Ecké® von K mit f;(P) > fz(z) furalle x € K bzw. mit f;(P) <
fz(x) furalle z € K.

(2) Ist K ein konvexes Polyeder mit den Eckéf, ..., P, SO nimmt f, auf K sein Maxi-
mum in einemP € { Py, ..., P, } und sein Minimum in einen@ € { P, ..., P, } an.

Beweis im Fall des konvexen Polyeders: 3di:= max{ fz(FP1),..., fz(P;) } und N :=
min{ fz(P1),..., fz(P, } und seiz € K . Nach dem Satz 2 ist Konvexkombination der

r T
Py,..,P. .Esgibtalso0 < si,...,s, € R mit Zsi =1 und mitz = Zsipi .
=1 =1
Esist dann
T r

fa(@) = sifz(P) <Y siM = () s)M =1-M = M und
=1 =1 i=1

fz(x) = ZsifZ(Pi) > ZsiN = (ZSZ)N =1.N=N.
i=1 i=1

=1

Anmerkung

Der Satz und der Hauptsatz legen ein erstes Verfahren zur Bestimmung von Maximum und Maxi-
malstelle bzw. von Minimum und Minimalstelle eingg auf einem konvexen Polyeddf nahe:

Man bestimme erst die EckeRy, ..., P, von K, dann eine Ecke” mit dem MaximalwertM
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und eine Eckel) mit dem MinimalwertN von f, auf{ Py, ..., P, }.

Das Verfahren stellt sich im Fall vondsungsmengeti von linaren Ungleichungssystemen aus
sehr vielen Ungleichungen als zu aufwendig heraus. In jedem Fall, auch zum Zwecke besserer
Verfahren, mul3 man die Ecken vadgd genauer kennen.

8.2.5 Charakterisierung der Ecken. Kanten

Tatsache 1(Charakterisierung der Ecken)

SeienAy, , Ay, ..., Ay € R und by, bo, ..., b € R. Dazu betrachte man das lineare Un-
gleichungssystem
(*) AZ{L‘SZ)Z, izl,..,]{i.
Sei K die Losungsmenge vofk) . Sei P € K . Dann gilt:
Es gibtn Indizesl < iy, 19, ..,i, < k, S0 dal}
(i) dieA;,, A, ..., 4;, linear unabkngig
P istEckevonK <«— sind und
(17) P der eindeutig bestimmtedsungspunkt
des LGSAZ'jx =b;,7=1,...,n, ist

Erinnere Weil die 4;,, , Ai,, ..., A;, linear unabkngig sind, ist die Koeffizientenmatrix
des LGSA;;x = b;,j = 1,...,n, invertierbar und die isung ist eindeutig, d.h. ein einzelner
Punkt P .

Anmerkung

Das in der Anmerkung in 8.2.4 zuvor angedachte Verfahiemie mit dieser Charakterisierung
der Ecken durchgéhrt werden. Man kann hier aber débergrof3en Aufwand erkennen. Z.B. bei
10 Variablen und 20 linearen UngleichungeiiBte man(7;) = 184756 Systeme von 10-Tupel
auf lineare Unabéingigkeit piifen und bei jeder gefundenen Basis noch testen, ob @sengs-
punkte die anderen Ungleichungenigién.

Im Folgenden werden wir ein Verfahren, das Simplexverfahren, skizzieren,aladieh wie das
Gaulverfahren — mit erstaunlich wenig Aufwand die optimalen Ecken findet. Zuerst noch:

Bezeichnung(benachbarte Kanten)
Sei
(*) AszbZ, iZl,..,k.
ein lineares Ungleichungssystem wie in Tatsache 1 ragungsmenges . Sei eine Teilfolge
Aiy, Ay, oo, Ay, der A i =1, ... k mit folgenden Eigenschaften:
(1) Sowohl die4;,, , A;,, ..., 4;, alsauchdied;,, 4, ..., A
abhangig.

A sind linear un-

In—19 ‘1in41

(2) Der LosungspunktP des linearen Gleichungssystems, z = b;,j = 1,...,n, und der
Losungspunkt) des LGSA;,x = b;;,j = 1,...,n —1,A; .,z = b;,_, seienausk ,
d.h. es sind Ecken voik .
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Dann: P undQ heiRerbenachbarte Eckenvon K und die StreckeP@ heif3t eineKante
von K .

8.3 Das Simplexverfahren

8.3.1 Das Standardmaximumproblem und die Schlupfvariablen

Wir gehen aus von dem Problem, wie es in 8.2.1 beschrieben ist. Das dortige (LUG)
Aix < bi, i=1,..,m.
schreiben wir in Analogie zu den linearen Gleichungssystemen kurz als Matrizenungleichung

(x) Az < b
ail a2 ccc Qi by

DabeisindA = afl a:22 a?n e RM™*"™ | ph= b:z € R™ und die
a7;11 Cbr.nz - Ch;m b;n

Ungleichung ist “koordinatenweise” zu verstehen.

Bei den linearen Funktionetfi; ,, Z € R schreiben wir einfachZ (x) anstelle vonf(z)
In diesem Sinne:

Standard-Maximumproblem:

Seiend € R™" p € R™ mit b; > 0 furallei = 1,...,m und seiZ = (z1 23 ... z,) € R,
Maximiere

Z(z) = z171 + 222 + ... + 2Zn2n
unter den Nebenbedingungen

(LUG) Az <b und
(NN) x; >0 furallei=1,...n.

Anmerkung

Zur Einschankung auf lineare Ungleichungen des Typs™vergleiche die Bemerkung in 8.2.1 .

Die Bechnkung der rechten Seite auf solcdhemit b; > 0 ist dagegen ein echte Einsénkung.
Dadurch werden nur solche Probleme zugelassen, bei denen der Nullpunkt eine Eckésies zul
gen Bereiches ist. In diesem Fall kann das folgende Simplexverfahren sofort begonnen werden.
Weil wir das Verfahren sowieso nur schematisch behandeln, wird unsere Darstellung durch diese
Vereinfachungdibersichtlicher und verdhdlicher. In der Praxis hat man Methoden, die ohne diese
Einsché&nkung funktionieren.

Bemerkung (Schlupfvariable):

Zum Verstndnis des folgenden Verfahrens sei noch folgendes aus dem theoretischen Hintergrund
bemerkt. Zuatzlich zu den Anfangsvariableny, -, ... x,, fuhrt man noch zu jeder Ungleichung

in (LUG) eine sogenannt8chlupfvariable ein:
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Statt der linearen Ungleichungen
a1 + aprs + - + iy <b,i=1,....m
betrachtet man das lineare Gleichungssystem
(%)  apx) +apre+ -+ apry +yi = by, i=1,...,m

Aus dem Ungleichungssystem (LUG) ifR™ ist dann ein Lineares Gleichungssystem van
Gleichungen imR"™*™ geworden. (Die Unbekannten sind dig, ..., z,,, y1, ..., Ym .)

Ausgangsschema (Ausgangstableaux):

Vorzeile — Ty w2 - Tp Yy Y2 o Ym | W g
Vorspalte\, v | ann a2 -+ a, 1 0 - 0 b // g-Spalte
Y2 | az1 ase -+ az, O 1 .- 0 by
Ym | Gml Am2 - Gmp 0O 0o .- 1 bm
“Zielzeile” — 21 z2 <+ zp 0 0 -+ 0 |0=w

Dieses Ausgangstableau entspricht der Htke

In der Vorzeile stehen die Variablen z; und diem Schlupfvariableny; . Das W — W fur
Wertespalte- und dasq sollen an die Rolle der beiden letzten Spalten erinnern. Da sich die Vor-
zeile nichtandert,kann man sie im Verlauf des Verfahrens weglassen.

In der Vorspalte stehen digy, ..., y,, in dieser Reihenfolge. Der Kern des Tableaus bildet die
(m,n + m)-Matrix (AE,,), das ist die erweiterte Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems
() (oben, vor dem Tableau). Die ersterEintrage in der Zielzeile sind die Koeffizienten der
Zielfunktion, es folgenn Nullen. Dasw in der letzten Spalte , der sogenannte Werteeinisig

der negative Wert der Zielfunktion an der betrachteten Ecke, am Anfang detOWert Z(0) .

Beim “Simplex-Verfahren” geht mahgs ausge@hlten Kanten schrittweise zu besseren benach-
barten Eckeriber .

In der ersten Spalte wird der “Eckentausch” dokumentiert. Im Kern des Tableaus werden “Gaul3-
Umformungen” vorgenommen: Es wird an gewissen Stellen “pivotiert”. (Man sucht ja gewisse
Losungen des LG$x) .)

Die Tableaux zwischendurch sehen so aus: Die Einheitsspalten — die i-te Einheitsspalte heil3t auch
i-te Basisspalte- wandern, zumindest teilweise, von den letzten Spalten weg, die Nullen in der
Zielzeile wandern mit. Mehr und mehr der Eéxge in der Zielzeile werden negativ. Der Werte-
eintrag wird negativ undéllt standig. In der Vorspalte erscheinen andere Unbekannte.

Die Tableaux-Eintige werden in den neuen Tableaux auch wiedgri = 1,--- ,m, j =
L--,n+m(),z5,j=1,--- ;n+m, znpme1 = w,b; =1=1,--- ,m genannt.
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Simplex-Verfahren flr das Standard-Maximum-Problem:

@ Beginne mit dem Ausgangstableau.

Gibt es in der Zielzeile Einige> 07 Wenn nein, gehe @ :
Wenn ja, gehe z@

(i) Wahle eine Spaltg, (1 < jo < n + m) aus, wo der Eintrag in der Zielzeile 0 ist
(i.a. einjp, wo dieser Eintrag am gften ist).
(Dieser Schritt bestimmt die “Kante’ahgs der wir die noch nicht optimale Ecke ver-
lassen.)

(i) Sind allea;;, <0,i =1,...,m, soist der zudssige Bereich unbesémkt. Die Ziel-
funktion wachst unbeschnkt und hat kein Maximum. Breche das Verfahreh ab

(i) Fur die positiven Eintigea;, in der Spalte bilde die Quotlenteﬁﬁ =: ¢;. Notiere

die ¢; in der ¢-Spalte rechts von der Spalie(Ist a;;, < 0, so blelbt dieg-Spalte in
deri-ten Zeile leer.)

(iv) Wahle unter den positiveqy eines mit kleinstem Betrag. Nenne dessen Index im fol-
gendenig.
(Dieser Schritt — die “Engpal3”-Bedingung — garantiert, dal3 &gk der geahlten
Kante das zussigeK nicht verlassen, also zu einer benachbarten Ecke gelangen.)

(v) “Pivotiere” die Spaltej, beim Eintrag(io, jo) aus, d.h. mache dig-te Spalte durch
erlaubte Zeilenumformungen zig-ten Einheitsspalte iR™*! (d.h. auch;, wird zur
0 gemacht.)
Die Zeilenumformungen werden auf das ganze Tableau bis zur Spalte + 1 (d.i.
die Spalte(?)) einschlieRlich ausgkbt.

(vi) Sehe die Spaltg) als neue,—te Basisspalte. Schreibe den Eintrag der Vorzeile in der
jo-te Spalte als Eintrag in die Zeifg der Vorspalte. Gehe zd | .

Das Verfahren ist zu Ende. Istder Wert im Werteeintrag, so istw das Maximum vorZ
auf K .
Sind1 < i4y,---,i, < n + m die Spalten, die keine Basisspalten sind, so ist die opti-
male Ecke durch Gleichsetzen der Ungleichungen- - , i,, bestimmt (die Ungleichungen
1,---,n sind dabei die Nichtnegatidtsbedingungen; > 0,7 = 1,--- ,n; die Unglei-
chungem +4,i =1,--- ,m, sind die Ungleichungen aus dem LUG)).

Bestimmung der Koordinaten der optimalen Ecke:
Betrachte das Endtableau. Betrachte diejeniggndie darin in der Vorspalte auftreten. Die Zeile,

in der z; steht, sei die Zeil¢; . Dann: Setzer; := b;, . Die x;, die nicht in der Vorspalte
auftreten, werden 0 gesetzt. Dann:

1

z2
Der resultierende Punkt = ) ist eine Ecke, wofz sein Maximum—w auf K hat.

Tn
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Anders erkart:

Betrachte das Endtableau und darin die Spaltbis . .

Nehme digj-te Spalte;j =1, .
1. Fall: Sie ist keine Ba3|sspalte Dann:
Setzer; :=0.

2. Fall: Sie ist eine Basis-, also eine Einheitsspalte, etwa die Einheitsspalte. Dann:
Setzer; :=b;, (das x; ist dann der Eintrag der Zelk; in der W-Spalte).

Das ist der Elntrag in derjenigen Zeile der Wertespalte W , in dej-tieSpalte ihrd hat.

z1
x2

Ergebnis: =z = . mit den so definierten; ist optimale Ecke zu dem optimalen

In

Wertw im Endtableau (das ist der Eintrag in der "Wertestelle” unten rechts).

Unser Beispielaus 8.2.1 :

z1 4p) Yr Y2 Yz Ys| w q
2 3 1 0 0 0[180] 60
2 15 0 1 0 0150/ 100
iv=3— | 0 0 0 1 0]120 — kleinstesy; > 0
2 0 0 0 0 1/190| —
200 |5000 0 0 O O] 0
1
Jjo=2
w q
iv=1— 1y 010 —1 0] 60 [[30 « kleinstesg; >0
2| 2 001 =% 0| 90 45
z2] 0 1 00 3 0 40 —
ya| 2 000 0 1| 190 | 95
2000 0 0 0 —5% 0| —20000
T
Jjo=2
q
21 |1 0 1o -1 o] [30
y2 |0 0 -1 1 % 0 30 > Koordinaten des optimalen Punktes
29 |0 1 0 0 1o
a0 0 -1 0 1 1| 130
0 0 —100 0 —2¢ 0] —26000 |« =-optimaler Wert
1
<0 <0

Ablesedaten
]:1 7:1:]_’ ,:Elzbl:go

und X = < 28 ) mit optimalem Werg6 000 .

Noch abzulesen: Die Ungleichungen 2 und 4 sind strikte Ungleichungen im optimalen Punkt.

Es sindy, = 30 und y4 = 130. (Dabei:

Wertespalte !)

y; in der Vorspalte = das entsprechentle in der
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Ein weiteres Rechenbeispiel
MaximiereZ(x) = z1 — 2z + 3z3 + x4 unter den Restriktionen:

® 1 —2x9+ a3+ 324 < 8
(II) 2014+ 310 —x3+ 224 < 5
(i) x1+x2 —3xs+4xg4 < 6

und den Nichtnegatiditsbedingungen; > 0,i=1,...4.

Ergebnis Man hat

Also:

AuRerdem:xmax ist Schnittpunkt vonz; = 0,24 = 0 und der durch (i) und (ii) gegebenen

Gleichungen.

1
Tmax== 1 g

1 T2 T3 T4 Y1 Y2 Y3 | W | Qg
m| 1 -2 1] 3 1 0 o]s8|s8
y| 2 3 -1 2 0 1 0|5]|-
ys| 1 1 -3 4 0 0 1|6]|—

1 2 [3 -1 0 0 0]0
z3] 1 -2 1 3 1.0 0| 8|-
v 3 [0 5 11 0| 1313
ys| 4 -5 0 13 3 0 1| 30—

—2 [4] 0 8 =3 0 0|-24
x| 7 01 13 3 2 0| 34
x| 310 5 1 1 0] 13
ys| 19 0 0 38 8 5 1| 95

~14 0 0 -28 -7 —4 0]-76|

0

0

;1;‘3:34,1,‘2:13,.’131:0715'4:0 undy3:957yl:07y2:0'

ist optimaler Punkt zum optimalen Wert 76 .

Als Ubung und zum Vergleich: Das gleiche Beispiel auf einem anderen Rechenweg:

L1 T2 T3 T4 Y1 Y2 Y3 | W] (q
m| 1 =2 1 3 1 0 0|83
wll2] 3 -1 2 0 1 0/5/|3
ys| 1 1 -3 4 0 0 0|76
1] 2 3 -1 0 0 o0 0
wlo -3 321 o[y
|1 32 -3 10 30|35 |-
y3 |0 =2 -2 30 1 0|1 |-

A 1 5

o 35 oo —4o|-3



8. LINEARE OPTIMIERUNG 194

7 4 2 1

2310 —3 1 3 3 -3 0] 3| -
1 5 1 1 13
9 19 5 4 38

y310 -5 0 5 3 -3 1] 5| -
14 14 7 2 46
QEEEERDE]
T3 34
T 13
Y3 95

|-14 0 0 —28 —7 —4 0|76

Hinweis

Es spart Rechenarbeit, bei jedem neuen Tableau zuerst die letzte Zeile (die Zielzeile) auszurech-
nen. Ist das Optimakittskriterium (d.h. alle Einge> 0) erfillt, so braucht man nur noch die

letzte Spalte auszurechnen und die Vorspalte auf den neuesten Stand zu bringen. Das Ergebnis
laf3t sich dann bereits ablesen.

8.4 Minimumaufgaben und das duale Problem

8.4.1 Eine konkrete Minimierungsaufgabe

Beispiel Eine kostenoptimale Futtermischung.
Gegeben: 2 Futtersortdny, F» und 4 Vitaminel, V5, V3, V,

Die folgende Tabelle gibt den Gehalt an Einheiten der Vitamine in je 100g der Futtermittel und
den Tagesbedarf an Vitaminen an:

Vitamine | Gehalt im Futtermittel| Minimalbedarf
I Fy
%] 6 1 22
Vs 7 4 71
V3 6 10 120
Vi 3 9 72

Die Preise der Futtermittel sind pro 100g: 1,50 Eumof; und 1 Eurofir F5.
Eine weitere Bedingung: Derdthstbedarf pro Tag ist 2kg = 20009 pro Tag .
Sei (;!) der Futtermittelverbrauch pro Tag (in Einheiten von 100 g)
Mathematisierung

Kosten-(Ziel-)Funktion: Z(xz) := 1,521 + 22

Nicht-Negativifitsbedingung: 1 >0, 220 > 0
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Restriktionen:
1+ 20 <20 (<= —x1 — 22 < —-20)
6x1 + 120 > 22
Tx1+4xzy > 71
6x1 + 1029 > 120
3r1+ 912 > 72

Geometrisches Bild

AN

3 .
&, \‘\'-._su/»/rwm &

Optimaler Punkt ~ Schnitt vonG, mit Gs: zmax= (3!) = (3)

2

Minimale Kosten 16,5 Euro  (erhalten duch Einsetzen vomax in die Zielfunktion)

8.4.2 Standardminimumproblem und das duale Problem

Das folgende Optimierungsproblem heif3t Standard-Minimumproigmformulieren das Pro-
blem als ein Minimierungsproblenuf Tupel y € R™ und geben auch den Matrizen, welche
die Ungleichungen beschreiben, und der Zielfunktion neue Namen, utdlskrgang zum dualen
Problem deutlicher formulieren zwknen.

Standardminimumproblem:

SeienT = (t1 t3 ... ty,) € R*™ C € R™™ d € R".
MinimiereT(y) = tiy1 + - - - + tmYm

unter Cy>d

und yi >0,i=1,...m.

Mitteilung

In der Theorie der Linearen Optimierung gibt es ein “Daasiprinzip’; das sich als wesentlich
zum richtigen Versindnis der Theorie erwiesen und auch praktische Anwendungen hat. Wir gehen
ganz kurz auf dieses Prinzip ein.
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Das zu einem Standardmaximumproblem duale Standardminimumproblem

Zu A c R™" pecR™und Z = (21 22... 2,) € RI*™ sei folgendes Maximierungsproblem
betrachtet:

Maximiere Z(x) = z1x1+ 2022+ ... + 2n2n
(MAX) unter Ax < b
und x; > Ofurallei=1,...,n.

Man transponiert nun die vorkommenden Matrizen:
! ! !
T :=b e¢R>™ (C:= ALe R, d:= 7! ¢ R?
und betrachtet das zugitige Standardminimumproblem

Minimiere T'(y) = tiy1 +toys + ... + th¥Ym
(MIN) unter Cy > d
und y; > Oforallei=1,...,m.

Definition
Die Optimierungsprobleme (MAX) und (MIN) heil3elual zueinander.

Bemerke Wegen(Z!)! = Z (At = A, (b')! = b gewinnt man das Maximumproblem (MAX)
aus dem Minimumproblem (MIN) durch ein analoges “Dualisierungsverfahrefitkur

Zusammenfassung

Gemal3 der Definition voril” , C' , d hat man @ir die zueinander dualen Probleme (MAX)
und (MIN) folgenden Zusammenhang:

Maximiere Z(z) = Zx Minimiere T(y) = by
(MAX) unter Az < b (MIN) unter Aly > Z¢
und z, > 0,i=1,...,n und yi > 0,i=1,...m

Demonstratioran unserem Beispiel aus 8.4.1 :

-1 -1 —20

6 1 22

Esistt Z=(151), A= T 4| ,b= 71
6 10 120

3 9 72

Bei diesen Daten haben wir im Minimumproblem die erste Ungleichungaof zo < 20 um-
geschrieben in die Standardforr; — zo > —20.
Die transponierten Matrizen sind

-1 6 7 6 3
t_ t_ t _ (L5
bt = ( 20227112072),14_<_1 1 4 10 9>undZ_(1).

Das zum Minimumproblem in 8.4.1 duale Maximumproblem ist also das Folgende:
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Maximiere T'(y) = —20y1 + 22y2 + 7lys = 120y4 + 73ys

unter —y1 + 6y2 + Tys + 6ys +3ys < 1,5
—y1+ y2 + 4ys + 10ys + 9ys; < 1
und yi >0

Es gilt der entscheidend2ualitatssatz

(1) Der zulssige Bereich eines Standardminimumproblems ist genau dann nicht leer, wenn der
zulassige Bereich des dazu dualen Maximumproblems nicht leer ist.

(2) Ein Standardminimumproblem hat genau dann eitisung (d.h. die Funktior?'(z) hat
ein Minimum auf dem zussigen Bereich), wenn das dazu duale Maximumproblem eine
Losung (d.h. ein Maximum auf seinem @ssigen Bereich) hat.

(3) Wenn die beiden Probleme einé4ung haben, sind die optimalen Werte gleich: Das Mi-
nimum des Mimimumproblems ist gleich dem Maximum des dazu dualen Maximumpro-
blems.

Zusatz.

Wenn sich das Maximumproblem mit dem Simplexalgorithndgeh &3t, erkilt man die optimale

Ecke des Minimumproblems auf folgende Weise:

Die Eintrage von defn + 1)-ten bis zun +m)-ten Spalte der Zielzeile des Endtableaus des Ma-
ximumproblems sind die negativen Koordinaten des optimalen Punktes des Minimumproblems.

Dh.oist(—z1... — 2z, — Zpt1-.. — zZn+m — w) die Zielzeile dieses Endtableaus, so ist
Zn+1
Zn+2 . . . .

T = n_ optimale Ecke und der optimale Wert (das Minimum)ist
Zn+m

Ablese-BeispielAngenommen, das duale Maximumproblem hat als Endtableau

Dann: Das Ausgangs-Minimumproblem hat

21 20 40 -2 -1| 38 =
10 -4 0 -4 1 s 1 5 den minimalen Wertwy,in = 450,
-1 0 21 30 2 5 15 _
5 0 -4 0 —10 0 —15 —201 —45 und zwar bei der Ecker = ;g
Anmerkung

Bei uns kann man das Minimumproblem mittels Simplexverfahigrdfs duale Maximumpro-
blem nur danndsen, wenn dieses duale Maximumproblem die Voraussetaunad erfullt, die
wir fr unser Simplexverfahren brauchten.

Fur das Minimumproblem heif3t das: Es mii3> 0 , d.h. alle Koeffizientert;, der Zielfunktion
mussen gdl3er-gleich 0 sein. (Dann das werden die Eiga auf der rechten Seite dualen Maxi-
mumproblems.)
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Also etwa: Das explizit behandelte Beispiel aus 8.4.1 kann mit unserem Simplexverfahren nicht
auf dem Umwegiber das duale Maximumprogramm behandelt werden. Denn in der Zielfunktion
in Standardform ist der erste Koeffizient gleich -20 .
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8.5 Aufgaben

Aufgabe 1. Zeichnen Sie den durch die folgenden Ungleichungen beschriebenen BereRh des

—r1 + Txg < 70
51 + dry > 40
111‘1 - 181‘2 S 44
r1 + 3.%'2 S 40
—3xr1 — 209 > =50
r1,T2 2 0

und untersuchen Sie unter diesen Nebenbedingungentdiengen folgender linearer Optimie-
rungsprobleme:

a) min f(x) mit f(x) = z1 + 2 C) max f(x) mit f(x) = 221 — x2
b) max f(x) mit f(z) = x1 + x2 d) min f(z) mit f(z) = —3x1 + 222

Aufgabe 2. Ein Kaufmann ha20 kg Niisse und0 kg Rosinen zum Preis vdhEUR bzw.5 EUR

je kg eingekauft. Er kann dieid¢se und Rosinen zum Preis VdhEUR bzw.7 EUR verkaufen. Er

kann aber auch eine Mischung aus beiden herstellen und sie unter dem Namen ,,Studentenfutter”
verkaufen. Der Preis dieser Mischung sdlIEUR je kg betragen. Dabei muss aber der Anteil der
Nisse mindesterz% ausmachen. Welche Verkaufsweise istden Kaufmann amigstigsten?

Aufgabe 3. Untersuchen Sie graphisch auftbarkeit:

a) maxz; + 2z b) max2x; — x2 c) min 4z, — 5o
r1 + 5dryg < 50 r1 + 2x9 > 2 T, + 4xy > 8
2r1 4+ 5x9 < 60 201 — 3x9 < =2 3r1 + 4x9g < 12
1 + a2 < 20 T1,Ty > 0 €T, — To > 2
I S 10 T1,T2 Z 0
z1,22 > 0

Aufgabe 4. Bestimmen Sie mit Hilfe des Simplex-Algorithmus das Maximum der Zielfunktion

Z(l‘) =T+ X9
unter den Nebenbedingungen:
-z + Try < 70
11:D1 - 18:B2 S 44
T + 3res < 40
3r1 + 2c0 < 50
x,w2 > 0

Vergleichen Sie den Algorithmus mit der graphischésuing (vgl. auch Aufgabe 1).



