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7 Lineare Abbildungen und Lineare Gleichungssysteme

7.1 Lineare Abbildungen

7.1.1 Abbildungen: Eine Verallgemeinerungen des Funktionsbegriffs

Bemerkung:
x1 n
SeienA e Rz = : | eR*=R"™. Dann:Ad-z=| : | e R™.
L, Ym
Also: Die Prozedur, von linkgl heranzumultiplizieren, liefertir jedesr € R™ genau eiry € R™.
In Analogie zum filheren Funktionsbegriff (siehe 3.1.1 ) kann man sagen: Die betrachtete Proze-
dur definiert eine Funktion oder eine Abbildung VRhA nachR™ .

Das gibt uns die Gelegenheit, in einem kurzen Exkurs den allgemeinen Funktions- oder Abbil-
dungsbegriff einzufhren:

Definition (Allgemeiner Abbildungbegriff)

SeienM, N Mengen (siehe 1.1.2).

Eine Abbildung von M nach N ist eine Zuordnung, die jedem € M genau ein
y € N zuordnet.

Man benutzt dieselbe Schreibweisen wie in 1.1i2die Funktionen:

f:M — N,z +—— f(x) fur die Abbildung,

f(z) fur das demx € M zugeordnete Element ads usw.

Auch damit zusammetdmgende Begriffe und Objekte sind widilfrer definiert:

M =: Definitionsbereich vorf ,

N =: Zielvon f,

f(x) =: Bild von z unter f ,

Bild(f) :={ f(x) [z € M} C N,
f(S)={f(s)|seS}furS <M,

fHy) :={x € M| f(x)=y}=:Urbildvony, firy € N,
fYT):={x e M|f(x) €T} =:UrbildvonT ,furT C N,
u.a. .

Auch der Begriff des Graphen einer Funktion (s.Def.2 in 3.1a8j kich verallgemeinern:

Bezeichnung

Ein geordnetes Paarsind zwei Objekte in festgelegter Reihenfolge, ein erstes Objekt —etwa
genannt — und ein zweites Objeki .

Fur das geordnete Paar schreibt njap, z5) . Dasz; heif3t die erst&oordinate des Paares, das
9 heil3t die zweite Koordinate.

Daskartesische Produktder MengenM/ x N ist definiert als die Menge aller geordneten Paare
(x1,x2) mit erster Koordinate auk/ und zweiter Koodinate auy’ .
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!
Ist f : M — N eine Abbildung , so heiR&(f) := { (z1,22) |21 € M,z e N} C M x N
derGraph von f .

Beispiele
(1) Unter diesen allgemeinen Begriff der Abbildung fallen viele Sachverhalte, die wir bereits
behandelt haben. Zum Beispiel:

Die Anfangsbemerkungihrt zur Abbildungf4 : R® — R™ 2 +— A -2 (7.1.2
Bezeichnung 1).

Die Addition, etwa inR™ , ist eine Abbildung “+"R" x R" — R", (z,y) — z+y.
(Dabei: M ist das kartesische ProduRt" x R™ vonR™ mit sich selbst unadv ist
gleichR™) .

Die skalare Multiplikation ist eine Abbildung des Tysx R" — R™.

Das Skalarprodukt ist eine Abbildung des T x R — R .

Das Transponieren von Matrizen ist eine Abbildung des TBf$" — R™*"™ .

(2) Auch die abgeleitete Begriffe in der Definition spielen besondere Rollen, etwa:

Das Urbild fgl(b) von b € R™ unter f, istdie “Losungsmenge” des linearen Gleichungs-
systemsAz = b !

7.1.2 Matrizen als lineare Abbildungen

Wir kommen zuick zur Bemerkung in 7.1.1 :

Bezeichnung 1
ZUuA e R™*"seif, : R® — R™ die Abbildungz — A - z.

Beispiele
In niedrigen Dimensionen kann man Beispiele solcher Abbildungen geometrisch deuten:

1) SeiA:<(1) _?).Dannisth<§>:<_z>.

Also: f4 ist Spiegelung an-Achse.

cosa —sina . x cosa-T —sina-y
2) A= . Dann st = .
@ ( ) fA( y ) ( )

sin o cos sina - +cosa -y
Man kann sich klar macherf;, ist Drehung um den Nullpunkt) um den Winkel.

Tatsache 1
SeiA € R™*", f := f4 wie in der Bezeichnung 1 . Dann gilifallez,y € R™ und alleA € R :

(LAL) f(x—l—y):f(x)—l—f(y),x,yeR”,und

(LA2) f(Az)=\-f(z),\€R
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Beweis: Folgt aus den Rechenregéindas Matrizenprodukt aus dem Satz in 6.2.4:
(LA1) aus dem Distributivgesetz (D) , (LA2) aus der dortigen Regel (Al) .

Definition:
SeienV undW Vektorraume undf : V' — W sei eine Abbildung. Dann:
f heifdtlinear :<—= (LA1) und (LA2) gelten.

Lineare Abbildungen voiv nachR heif3en auchinearformen aufV .

Beispiele
Die Abbildungenf4 zu MatrizenA .

Die TranspositioMd — A’ ist eine lineare Abbildung voR"**" nachR™*™ .
b

Das Integralf — / f(z) dx ist eine Linearform aulV := { f : [a,b] — R f stetig} .

Die Ableitung ist eine lineare Abbildung vol := { f : [a,b] — R| f differenzierbai nach
{f:]a,b] — R| f stetig} .

Tatsache 2

Zu jeder linearen Abbildungf : R® — R™ gibt es genau eine Matrid € R™*" | so daf}
f = fa. Anders gesagt: Jede lineare Abbildung kann durch das Heranmultiplizieren einer Matrix
realisiert werden.
Beweis: Zuf nimmt man als4 die Matrix, derery-te Spalte gerade das Bife;) desj-ten
Einheitstupels (siehe das Grundbeispiel in 6.4.5 ), so folgt die Behauptung aus dem Prinzip
der linearen Fortsetzung (siehe 7.1.3).

Bezeichnung 2
DasA mit f = f4 heilt dieMatrix von f oderdie zu f gehdrige Matrix .

Die Tatsachen 1 und 2 kann man so zusammenfassen:

Satz(Lineare Abbildungen zwischen Tup&lrmen):

Die linearen Abbildungen zwischen Tup@hmen sind gerade die Abbildungg¢n aus der Be-
zeichnung 1.

7.1.3 Prinzip der linearen Fortsetzung

Satz (Prinzip der linearen Fortsetzung):
SeienV und W Vektorraume undXy, Xs, ..., X, Sei eine Basis voir. Dann:
Zu jeder FolgeYy, Yo, ..., Y, von Elementen au8l’ gibt es genau eine lineare Abbildung:
V— Wmit f(X;) =Y furallej =1,2,...,n.
n

Diesesf ist gegeben durclfi(z) = Y " \;Y; ,wennz = > \;X;.
p= =1
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Beweis: Man rechnet nach: Die Abbildung= Z N X — fx) = Z)\ij ist wohl-
j=1 j=1

definiert und linear und eiiflt f(X;) = Y; furallej = 1,2,...,n . Und: Jede Abbildung

mit der im Satz geforderten Eigenschaft muotwendigerwise auf das angegebéfte)

abbilden.

Anwendung des Satzes auf zweierlei Weise:

ErstensZur Definition linearer Abbildungen.

Der Satz besagtmlich: Man kann lineare Abbildungen durch beliebige Vorgabe (d.h. in der Pra-
xis durch gezielte Vorgabe) von Werteiir die Basiselement&;, j = 1, ..., n definieren.

Zweitens Um festzustellen, ob zwei lineare Abbildungen dieselben sigani¢h:

Zwei lineare Abbildungery, g : V. — W sind gleich, wenn sie auf einer Basis v@niberein-
stimmen.

Ein AnwendungsbeispieDer Beweis der Tatsache 2in 7.1.2 .

Man hatV := R", W := R™, X; := ¢;,7 = 1,...,n (die Einheitstupel). Nehme als Matrix
diejenige (m,n)-Matrix mitd.; := f(e;) furj = 1,...,n, d.h. die Matrix mit denf(e;) als j-ter
Spalte. Man rechnet nach: Dann #&te;) = fa(e;) fur alle j . Nach dem Prinzip der linearen
Fortsetzung ist als¢ = f4 .

7.1.4 Komposition linearer Abbildungen entspricht Matrizenprodukt

SeienV, W, Z Vektorraume undf : V — W undg : W — Z, seien lineare Abbildungen.

Tatsache

Die Kompositiongo f : V — Z ,x — g(f(x)), istlinear.
Beweis: gof(Art+y) = g(f(Az+y)) = gAf(2)+f(y)) i Ag(f(z))+g(f(y) =
Agof(x) + gof(y).

Satz
Seien jetztV = R*, W =R™, Z =RF .
Es seienf = f4 : R" — R™ mit A € R™*" undg = fp : R™ — R* mit B € RF*™,
Dann: fgo fa = fga:R" — Rk,
In Worten: Die Komposition linearer Abbildungen zwischen Tu@einen ist gegeben durch das
Produkt der zugebrigen Matrizen.
Beweis: Man rechnet nach: UFdie Einheitstupet;, j = 1,2..., nist sowohlg(f(e;)) =
j-te Spalte vonBA als auch fg o fa(e;) = j-te Spalte vonBA . Nach dem Prinzip der
linearen Fortetzung istalsgo f = fgo fa .

Anmerkung Die Aussage des Satzes ist auch eine Motivatiordfe Definition des Matrizenpro-
duktes.
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7.1.5 Markov-Prozesse

Lineare Abbildungen werden angewandt bei der Beschreibung sogenannter linarer Prozesse. Wir
werde hier einen Typ solcher Pozesse beschreiben.

1

Bezeichnung Seienz = | : | e R*, A e R"™*"
ITm

x heildtstochastisch(oder

ein Wahrscheinlichkeitsvektor)
A heif3tstochastisch <= Alle Spalten sind stochastisch [&"*! = R™)

} — 0<uz <1furalleiund} )}  jz;=1

Gegeben sei ein “System” (Beispiel siehe unten), dasisénde annehmen kann, die sich ge-

genseitig ausschlieRen. Zum Zustand = 1, ..., n, seix; die Wahrscheinlichkeit, daf3 sich das
System im Zustandbefindet.
x1
Z2 : .
Man nennt z = .| denZustandsvektor des Systems. Das System unterliege nun einer
Tn
Transformation. Dabei sei
a;; := Wahrscheinlichkeit, dal3 sich das System, wenn es vor der Transformation im Zustand

j war, nach der Transformation im Zustainiefindet.
Die Matrix A := (a;;) € R™*" heiRt dieUbergangsmatrix.
Die Definition dera;; ergibt:
Y1
Ist x der Zustandsvektor vor der Transformation yne | : | derjenige danach, so ist
Yn

n
|
Yi :aﬂxl—i—...—l—aijxj—|—...+amxn:2aijxj = (Ax)z

Somit: =1

y=A-z (%)
Nun werde die Transformation einmal, zweimal,teriert. In dieser Situation:

Bezeichnung
Ist bei allen aufeinander folgenden Transformationern liergangsmatrix die gleiche, so spricht
man von einenMarkov-Prozel.

Der “ProzelRverlauf” ist dann der folgende:

Seienz(®) = Zustandsvektor zu Beginn;y(*) = Zustandsvektor nach dérten Transformation.
Mit Hilfe von (x) erhalt man

W =420 2@ = 4. 20 = A2. 20 . und nach Induktion
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k) = A gD = A2 (=2 = = Ak 20
Ergebnis
2®) = Ak O],
Dabei istA* := A- A-.... Adiek-te Potenz vonA.
k—Faktoren

Es interessiert vor allem der Zustarid fjrol3ek, d.h. fur K — oo und dabei die Frage, ob der
Zustand unter Umanden stabil wird.

Konkretes Beispiel

Eine Firma habe drei Autoverleihfilialen. Tageweise werden Autos verliehen mit abendlicher
Ruckgabepflicht. Nachts sind alle Wagen auf die drei Filialen verteilt. Es seien

x1
x = | z2 | Wahrscheinlichkeitsverteilung der Wagen auf die Filialen.
x3

a;; := Wahrscheinlichkeit, dal3 sich ein Wagen, der sich vor dem Verleih in Fjliale
befand, danach in Filialebefindet.

Dann:

z®) = AF.2(0) — Wahrscheinlichkeitsverteilung naghtem Tag,
wennz(®) = Anfangsverteilung

Konkrete Daten:

0 0,8 0,3 0,2

9 =[1], A=(ay)=1{0,1 0,2 0,6

0 0,1 0,5 0,2

7 T
stochastisch! stochastisch!
Man rechnet aus:

0,3 0,533 0,557
sW=10,2],....,20=107238],..., 200 = 10,230
0,5 0,219 0,213

Es stellt sich heraus: z(*) = z(11) bis auf drei Dezimalenifr & > 11.
Das ist ein deutliches Indiz daf, dafl? der Zustand stabil wird. Tathlich:

Information Mit tiefer gehender Mathematik kann man in diesem Fall und in entsprechenden
Fallen beweisen, dal’ der Zustand gegen eine stabile Verteilung konvergiert.
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7.2 Lineare Gleichungssysteme: Die Theorie

Wir haben in 6.2.3 Beispiel (3) gesehen, dal? sich lineare Gleichungssysteme (LGS’e) als Matri-
zengleichung schreiben lassen.
In den folgende Abschnitten wird allgemein das LGS

Az = b (%)
behandelt, woA € R™*"™ und b € R™ .

Parallel dazu untersuchen wir das konkrete LGS

— 23 + x4 + x5 — T = 1

ry, — T2 + I3 + 2z5 — x¢ = -—1
201 — 2x9 + x4 4+ brs — 224 = -1 ()

—x1 + x — 3x3 — 3x4 — 3x5 + 2z = 0

—x1 + 1z — w3 — 4dxgy — 4dxs 4+ 3xg = a

mit m = 5,n = 6.
Dabei ist dasa (rechte Seite der letzten Gleichung) ein Parameter, den wir vorerst offenhalten,
um mehrere Varianten beimdsungsweg behandeln zarknen.

7.2.1 Grundbemerkungen und Grundbegriffe

Bezeichnung

DasAin (x) heif3t dieKoeffizientenmatrix des LGS .

Dasbin (x) heil3t dierechte Seitedes LGS . Die (n+1)-spaltige Matrix, die man @lfhindem man
hinter der letzten Spalte votinoch die Spalté hinzufugt, wird mit (A|b) oder A bezeichnet und
heilRt dieerweiterte Koeffizientenmatrix des LGS . Diesesl beschreibt das LGS volksndig.

Im konkreten Beispielxx) :

0 0 =2 1 1 -1 0 0 -2 1 1 -1 1

1 -1 1 0 2 -1 1 -1 1 0 2 -1|-1

A= 2 -2 0 1 5 —2 und A = 2 -2 0 1 5 —2]-1
-1 1 -3 -3 -3 2 -1 1 -3 -3 =3 2| 0

-1 1 -1 -4 -4 3 -1 1 -1 -4 -4 3| a

Der senkrechte Strich rechts steht dabei nur aus suggestiierd&r. Er soll betonen, dal3 die
letzte Spalte die hinzugédte rechte Seite des LGS ist.
In Zukunft werden wir auch der Einfachheit halber die Klammern um die Matrizen weglassen.

Definition (des Losungsraumes):
Gegeben seidas LGS

Azx = b (%)
SeinL dsungsraumist die Teilmenge
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L(x) :={xzeR"| Az =b} imR"
Das Gleichungssystem hei@sbar, wenn L(x) # () ist.

Grundbemerkung
Elementare Zeilenumformungen an der erweiterten Koeffizientenm@tiix) entsprechen gera-
de demiblichen erlaubten Rechnen mit den Gleichungen des LGS .

Beweis: Das macht man sich umittelbar klar.

Wir nennen die den elementaren Zeilenumformunger(.4fb) entsprechenden Umformungen
des Gleichungssystemtementare Umformungendes LGS .

Z.B. bedeutet die Umformund/(1, 2|\) das Addieren dea-fachen der zweiten Gleichung zur
ersten Gleichung.

Grundtatsache }
Die Matrix A" entstehe aus! durch endlich viele elementare Zeilenumformungen. Dann:
Das zu A’ getdrige LGS hat denselberbsungsraum wie das urgprgliche zuA gelbrige LGS.

Beweis: Man rechnet direkt nach: Jed&slung des durch eine elementare Umformung ent-
standenen Systems ist auch eirissling des alten Systems und umgekehrt.

Diese Tatsache suggeriert die Strategie be@mdn eines LGS : Man vereinfacht das LGS durch
elementare Umformungen so lange, bis ein LGS entstanden ist, das man einfach unéskrekt |
kann.

Das Ergebnis in 6.5.2 liefert z.B.: Man kann das LGS elementar so umformen, dal3 die neue er-
weiterte Koeffizientenmatrix Zeilenstufenform hat (und diessungsmenge die gleiche geblieben

ist).

7.2.2 Ein L 6sbarkeitskriterium

Bemerkung:
Wir betrachten das LGSlz = b als Gleichung in den Spalten. Man &ath
an a2 a1 ain by
az1 a2 az; a2n be
Ar =b<+= x| | |[+2| . |+ 4z | 7|+ x| . =
Am1 am2 Amj Qmn bm

Als Folgerung ergibt sich:

Tatsache
Ax = b istlosbar<=- b ist Linearkombination der Spalten voh.
<= b € Spaltenraum voml <= RangA = RandA|b)

In Worten: Ein Gleichungssystem ist genau daisbhr, wenn der Rang der erweiterten Koeffizi-
entenmatrix gleich (und nicht gBer!) ist dem Rang der (einfachen) Koeffizientenmatrix.
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7.2.3 Die Struktur des L 6sungsraumes

Zu gegebenem € R™*™ und b € R™ betrachten wir die LGS’e
(%) Az =b und(x)g Az = 0.

Bezeichnung 1
LGS’e der FormAx = 0, also solche mit rechter Seite= 0, heillerhomogeneLGS’e.
Das LGS (x)o hei3t das zum LGSx) gehdrige homogend.GS .

Erinnere dieTatsache 2in 6.4.3 :
Der Losungsraunly = L(x)g) eines homogenen LGS ist ein linearer Unterraum.

Der Losungsraum eines allgemeinen LGS hat folgende Eigenschaften:

Tatsache 2
Sei L der Losungsraum vordz = b und Ly der Losungsraum des zug#iigen homogenen
LGS Az = 0. Esgilt:

Q) Furz,ye Listy —xz € Ly.
Istre Lundze€ Ly,soistx+2¢€ L.

(2) Seizx € L.Jedesy € L last sich darstellen alg = = + z miteinemz € L.
Schreibt man kurze + Ly fur {x 4+ z|z € Lo }, soist also
L=x+1Ly.

Man ditickt das auch so aus: .
spezielle lvsung plus Bsungsraum des

Losungsraum eine LGS % zugeldrigen homogenen Systems

Beweis: (1)A(y—x)=Ay—Ax=b—-b=0.
Alx+2)=Ax+A2=b4+0=0.
(2) Seiz:=y— =z .Dannistz € Lgnach ()undy =z + = .

Bezeichnung 2
Untermengerl von R" , die sich (wie die bBsungsaume von Gleichungssystemen) darstellen
lassen als

L=x4+W (={z+w|lzeW}
mit einemz € L und einem linearen UnterrauW , heiReraffine Unterraumevon R™ .
Die Dimensiondes affinen Unterraumg = x + W ist definiert alsdim L := dim W .
Insbesondere: Die affinen Untaume der Dimension 0 sind die Punkte v&f

Bisher haben wir herausgearbeitet: Dizsungsaume linearer Gleichungssysteme sind affine Un-
terrdume imR"™ . Es bleibt noch die Bestimmung der Dimension. Wir geben das Ergebnis an und
fassen noch einmal zusammen:

Satz

Die Dimension des tisungsraumes,, des homogenen LGSlx = 0 ist n—RangA .

Also: Das LGS Az = b hat keine lBsungen oder derdsungsraum ist dei-dimensionale affine
Unterraum = + Ly , wo x eine (spezielle) bsung des LGS , wd.y der Losungsraum des
zugorigen homogenen LGSz = 0 und wo d = n—RangA ist.
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7.3 Lineare Gleichungssysteme: Die L  dsungspraxis

7.3.1 Losbarkeit bei Zeilenstufenform

Der Satz in 6.5.3 und die gruriatzlichenUberlegungen in 7.2.1 liefern:

Tatsache 1
Jedes LGSAz = b kann elementar so umgeformt werden, dal3 die neue erweiterte Koeffizienten-
matrix in Zeilenstufenform ist. (Die &sungsmenge bleibt dabei die gleiche.)

In diesem Stadiunélit sich die bBsbarkeit des LGS bequem ablesen:

Tatsache 2 )

Ein LGS, dessen erweiter'ge Koeffizientenmatrixin Zeilenstufenform ist, ist genau darisbar,
wenn die letzte Spalte vod , also die (n+1)-te Spalte (und neue rechte Seite), keine Pivotspalte
ist.

Beweis: Sei der (Stufen-)Rang voni . Die k-te Gleichung lautet dann

0-214+0x2+ - +0-2, = agnt1 (= bi).

Offenbar ist diese Gleichung und somit das ganze LGS nidltdr, wennay .1 # 0 d.h.

wenn n+1 Pivotindex ist.

Umgekehrt macht man sich ohnellie klar, dal3 im Falley;,,.; = 0 die letzte Spalte im
Spann der ersten Spalten liegt, dal’ also dann das LGS g§&nder Tatsache in 7.2.8dbar
ist.

7.3.2 Normierte Zeilenstufenform
Definition:
Ein A € K™*™ A # 0 heil3t innormierter Zeilenstufenform, wenn gilt:
(1) Aistin Zeilenstufenform (s. 6.5.3). Der (Stufen-)Rang vbseik.

(2) Sindji, jo, ..., ji die Pivot-Indizes, so gilt:
Die Spaltemd.;,, A.;,, ..., A, sind—in dieser Reihenfolge — die Einheitsspaltgre, . . . , e,

im R”.
Beispiel
1 -1 0 0 $ 0 -3
o 01 0 -1 o -1
o oo 1 Lo 1
0 00 0 01 0
0 00 0 00 0
T T 1 T
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Satz
JedesAd € K™*™ A # 0, kann durch elementare Zeilenumformungen auf normierte Zeilenstu-
fenform gebracht werden.

Beweis: Zuerst auf Zeilenstufenform gafdem Satz in 6.5.3.
Dann auf normierte Zeilenstufenform nach folgendem Verfahren.

Algorithmus, der aus einer Matri¥l in Zeilenstufenform eine Matrix in normierter Zeilenstufen-
form macht.

Die Pivot-Indizes seiefi, jo, . . . , jr. Setzel = k.
(i) Multipliziere die i-Zeile mit ﬁ
Das produziert eine 1 an die Stelle j;).
(i) Ist = 1? Wenn ja, gehe .
Wenn nein, mache weiter :

(i) Furr =1,2,...7 — 1: Subtrahiere das, ;,-fache deri-ten Zeile von der-ten Zeile.
(Liefert Nullen in derj;-ten Spalte oberhalb der Pivotste{ie ;) , unterhalb davon stehen
schon Nullen. Die Spalten [j, < j; , werden nicht veindert, daz;; = 0 fur diese j .)

(ii) Erniedrigei um 1. Gehe z{i1] .
Verfahren zu Ended hat normierte Zeilenstufenform.

Beispiel zum Verfahren

Wir bringen die MatrixA vom Ende von 6.5.3 , die in Zeilenstufenform ist, auf normierte Zeilen-
stufenform:

1 -1 1 0 2 -1 -1
0o 0 -2 1 1 -1 1
0 0 0 —4 -2 2 -2
O 0 0 0 0 1 0
O 0 0 0 0 0 0
1 -1 1 0 2 0 -1
0 0 -2 1 1 0 1
0 0 0 -4 -2 0 -2
0O 0 0 0 0 1 0
00 0 0 0 0 0
1 -1 1 0 2 0 -1
o 0 -2 0 3 0 3
o 0 o0 1 3 0 3
0O 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0
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1 -1 0 0 % o0 -3
0o 0 1 0 -1 0 —3
o 0 0 1 1 0 3
0 0 0 0 0 1 0
00 0 0 0 0 O

Ergebnis Das ist dasd aus dem Beispieliir normierte Zeilenstufenform.

7.3.3 Ablesen des L 6sungsraumes bei normierter Zeilenstufenform

Der Satz aus 7.3.2 und die Uberlegungen in 7.2.1 liefern bisher:

Tatsache
Jedes LGS kann durch elementare Umformungen scéalolget werden, dal3 die neue erweiterte
Koeffizientenmatrix normierte Zeilenstufenform hat.

Es stellt sich heraus, dal3 wir bereits am Ziel eines effektiv@suhgverfahren sind. Denn bei
einem LGS mit einer erweiterten Koeffizientenmatrix in normierter Zeilenstufenform kann man
den Losungsraum konkret und explizit ablesen. Wir beschreiben das im folgenden Satz.

Satz(Ablesen des bsungsraumes)
Esseidz = b ein LGS mit A = (A|b) € R™*(n+1) in normierter Zeilenstufenform. Das LGS
sei losbar.

Seik der (Stufen-)Rang von vorl und seid := n — k.

(Wegen der bsbarkeit des LGS igt auch der Rang vod .)

Seienl < j; < jo < ... < j die Pivot-Indizes vonA .

(Es sind auch die vor . Insbhesondere igh, < n.)

Seienl < i1 < iy < ...1q < n die verschiedenen Nicht-Pivot-Indizesn.
(Auchn + 1 ist Nicht-Pivot-Index, spielt aber eine Extra-Rolle.)

Fur d = 0 ist die Menge det; leer.

Man bildet folgende:-Tupel Xy, X1, ..., Xq.
Fir d = 0 gibt es nur das{y und keine X;.:i > 0

X, sei folgendes-Tupel:
An den Pivot-Koordinateny, js, . . ., jr Stehen, in dieser Reihenfolge,
die Eintiage der letzten, d.h. dén + 1)-ten Spalte vonA (der Reihe
nach von oben nach unten genommen).
Alle anderen Koordinaten sind 0.

Furr =1,2,...,d = n — k bilde X, folgendermaRen:
Der Eintrag in der Koordinatg. sei 1.
In den Pivot-Koordinaten werden die negativen Werte der &g@raus
der Spalte,. (von oben nach unten bis zukaten Eintrag) eingetragen.
Die restlichen Koordinaten sind O .
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Dann:
Xy ist eine Losug des LGS und di&, X, ;;;, Xy sind eine Basis destdsungsraumes
des zugebtirigen homogenen Systems. Ddrdungsraum ist also:
L:=Xyo+RX; +RXy+--R-X,.
:{X0+>\1X1—|-)\2X2+...+/\dXd ‘ )\1,...,/\d€R}

Angewandt auf unser Beispifilr eine Matrix in normierter Zeilenstufenform:

9 3
1 -100 20|32
1 1
) 00 10 - o041
= 1 1
A o0 01 iof 1
00 00 01| 0
00 00 00| 0
| A N A N |
Ju ot J2 g3 12 a

Dabei: n=6k=4,d=2,j1=1, jo=3, js=4, j4 =6, i1 =2, i3 = 5.

Es sind
3
2\ ..., Ly _%
0 1 Je 0
1 ol ...... 1
4 4
1 1 ««..... I n1 ......
2 0 -3
0 0 1 |®
O ..... 0 ...... 0

Die Punkte kennzeichnen die Pivot-Indizes. Bi&kennzeichnen die 1’en an den Nicht-Pivot-
Stelleni; = 2,49 = 5.

Die Losungsmenge bei diesem Beispiel ist also

0 1 0 A1
1 1 1 1

-1 0 1 ~1g 1y

L= le + R + R le = il {1 2 )\1,)\2 eR

1 0 -1 11y
2 2 2 2
0 0 1 A9
0 0 0 0

Bemerke L isteine Ebene inRS .
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7.3.4 Das Gaul3verfahren in der Zusammenfassung

Das vollstindige Verfahren zur Bestimmung deddungsmenge eines LGS , das wir kennenge-
lernt haben, heilBauR-Verfahren. Wir geben eine Zusammenfassung:

Grundlegendes Prinzip

Man bringt das LGSAz = b, d.h. die MatrixA = (A|b) , durch elementare Umformungen auf
normierte Zeilenstufenform. Desseiidungsmenge ist direkt abzulesen und ist auch dseihgs-
menge des Ausgangs-LGS .

Das Gauf3-Verfahren im Schema
Problem Bestimme die bsungsmenge des LG8 - x = b, A € R™*" .

Verfahren

Notiere die erweiterte Koeffizientenmatrik= (A|b).

Bringe A auf Zeilenstufenform. Der Stufenrang gei
Istn + 1 ein Pivot-Index, so isz = b nicht Idsbar und das Verfahren
ist beendet.
Sind alle Pivot-Indizes< n, so:

Bringe A weiter auf normierte Zeilenstufenform.
Lies X, und dieXy, ..., Xg, d =n — k, ab.
Die Losungsmenge des Ausgangs-LGS ist

L=Xy+RX;+...+RXy

Gesamtbeispiel

23+ x4 +a5 —T6 = 1
T1—xo+x3+2x5 —x¢ = —1
2x1 — 2x9 + x4 + b5 — 226 = —1 LGS (%)
—x1+ 2o —3x3 — 3x4 — 35 + 224 = 0
—x1 + 29 —x3 —4ry —4w5 + 315 = a
0 0 -2 1 1 -1 1
1 -1 1 0 2 —-1|-1
2 -2 0 1 5 —2|-1 < A
-1 1 -3 -3 -3 2| O
-1 1 -1 -4 -4 3| a
-1 1 0 2 -1|-1
0 0 -2 1 1 -1 1
2 =2 0 1 5 —21| -1
-1 1 -3 -3 -3 2| 0
-1 1 -1 —4 —4 3 a
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1 -1 1 0 2 -1] -1
0 0 -2 1 1 -1 1
0 0 -2 1 1 0 1
0 0 -2 -3 -1 1| -1
0 0 0 —4 -2 2|a-1
1 -1 1 0 2 —-1| -1
0 0 -2 1 1 -1 1
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 —4 -2 2| =2
0 0 0 —4 -2 2|a—1
1 -1 1 0 2 -1 | -1
0 0] -2 1 | 1
0 0 0| -4 -2 2 —2
0 0 0 0 0] 1 0
0 0 0 0 0 0 |a+1

Offenbar: Letzte Spalte keine Pivot-Spaltes L # () <= a = —1.

In diesem Fall, alsolfr « = —1, ist man bei der Matrix , die in 7.3.2 auf normierte Zeilenstufen-
form gebracht worden ist.

Auf normierte Zeilenstufenform gebracht ergibt sie die Ausgangsmaitrigds Ablese-Beispiel
in7.3.3

SclieBlich:

Der abgelesenedsungsraum ist die Eberieam Ende von 7.3.3 .

7.3.5 Berechnung der inversen Matrix

Bemerkung:

Ein A € R™*™ ist genau dann invertierbar, wenn ihr Rang gleicist.

Gleichbedeutend damit ist: Die Matrix in normierter Zeilenstufenform, dieadsrch elementa-
re Zeilenumformungen entsteht, ist die Einheitsmatfrix.

Verfahren zum Invertieren einer x n-Matrix:

Bringe A auf Zeilenstufenform. Ist Stufenrang vohgleichn, so bringeA weiter
auf normierte Zeilenstufenform . Andernfalls beende das Verfahren.

Parallel z wende aufE,, die gleichen elementaren Umformungen wie Auin
der gleichen Reihenfolge an.
Hat A die FormE,, erreicht, so ist au®,, die Inversed~! von A geworden.
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In der Praxis stellt mant und E,, nebeneinander z4|E,,. Man bringt A auf normierte Stufen-
form. Wahrend links dant,, erscheint, erllt man rechts dad —!.

01 1
Beispiet A=1|1 0 1
110
o1 1froo0 10 1[010 10 1/0 10
1o1lo1 0™ 91 1/100—01 1/1 00 —
1 1 0/00 1 1 10/0 01 01 —-1]0 —1 1
10 10 102/01 o 1L0O0|l-35 35 3
— 0 1 1 00-—011/1 0 0-—010| 3 —3 %
00 —2[-1 -1 1 00 1|3 3 —3 00 1| & L -1
Ergebnis
011\ "' (-3 3 3
101 = ;i - 3 Probel!
110 11 1
2 2 2

7.3.6 Inverse Matrizen und das offene Leontief-Modell

Bemerke

Ist A € R™" invertierbar, so hat jedes LG8z = b genau eine tisung, imlich z = A~1b .

Fur die Praxis ist dies nicht bedeutsam, weil das Invertieren einer Matrix aufwendiger ist als das
Losen eines LGS .

Theoretisch ist die Bemerkung die Grundlage eines einfachen kassischen volkswirtschaftlichen
Modells:

Das sogenannteffene Leontief-Modell:

Situation

Betrachtet wird eine Volkswirtschaft, bestehend ausdustrien/y, ..., I,,, welche die jeweiligen
ProdukteP, ..., P, herstellen .

Daten
I dl
. €2 2
Produktionsvektor: = . | , Nachfragevektord = N
Tn dp,

Verbrauchsmatrix4 = (a;;) i=1,....n .

j=1,...,n
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Dabei sindxz; = Gesamtoutput voii;, i = 1, .., n, in Einheiten des Produk; ,
d; = von aul3en nachgefragte Einheiten des Produktes
a;; = Anzahl der Einheiten a#;, die von der Industrié; gebraucht wird, um eine
Einheit vonP; herzustellen.
Der 6konomischen Interpretation entsprechend setzt man noch voraus, daf} alle0 , alle
a;; > 0, alle d; > 0 und — bei diesem Modelltyp — mindestens &in> 0 sei.

Man bemerkt
Die Anzahl von Einheiten voi®; , die von den Industrief, ..., I, insgesamt verbraucht wird, ist

n
ainr1 + -+ 0Ty 4+ iy = Z QT ; 1-te Koordinate vor4 -z .
j=1
Die Anzahl von Einheiten ar; , die zumauRReren Verbraudhbrigbleiben, ist daher

n
v .
T; — Zaijxj = i-te Koordinate vorx — A-x
7=1

Ergebnis
Die verlangte Nachfrage kann genau dann ohne Abstriche und ohne “Surplult werden,
wennd = z— A-x, d.h.wenndasLGS
(%) (Ep—A)xz =4d
eine Losungx € R™ hat, wo allex; > 0 sind.

Eine besonders zufriedenstellende Situation

Besonders zufriedenstellend ist die Situation, we¢hi — A) invertierbar ist mit einer inversen
Matrix (E, — A)~! , bei der alle Eintage > 0 sind. Denn dann hat) fur jedesd genau eine
Losungx und deren Koordinatem; sind alle> 0 .

Bezeichnungen

Eine Matrix A € R™*™ — uns interessieren in erster Linie quadratische Matrizen und einspaltige
Matrizen, als;-Tupel — heil3nicht-negativ, wenn alle Eintage a;; > 0 sind.

Ein nicht negativesd € R™*" heif3tproduktiv , wenn E,, — A invertierbar und die inverse Matrix
(E, — A)~! nicht negativ ist.

Tatsache (Ein hinreichendes Kriteriunif Produktivitt)
Sei A € R™*™ nicht negativ.

n
Sind alle Spaltensummen kleiner als 1 —d.h.)sta;; < 1 furallej =1,...,n -
=1 n
oder sind alle Zeilensummen kleiner als 1 —dilv.dlleiist » a;; < 1 —,
so ist A produktiv. J=1
Der Beweis erfordert eine eigene Theorie.

Kommentar
Dal? es — wie die Tatsache belegt — brauchbare produktive Matrizen gibt, ist mathematisch keines-
wegs selbstverandlich. Das einfache Modell und die Tatsache demonstrieren daher den nicht



7. LINEARE ABBILDUNGEN UND LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME 168

selbstversindlichen Sachverhalt, da? es zumindest einfache nicht triviale volkswirtschaftliche
Modelle gibt, in denen ein Gleichgewicht zwischen Produktion und Verbrauch besteht.

Wenn das gesichert ist, kann man der Frage nach Gleichgewiclisdastund Gleichgewichts-
“Pfaden” in realistischeren Situationen nachgehen, wie es die fortgeschrittene Volkswirtschafts-
lehre tut.

Ein Zahlenbeispiel

o 3 1 1 -3 _1 71 53 51
5 2 5 2 45 45 45
_ 1 1 1 _ 1 9 1 -1 _ 1 27 1
A=11 % w0 | BA=| 12 1 1w |-EAT =1 3 ¥ 2
1 1 1 1 4 5 5 5
4 10 5 4 10 5 9 9 3

90 282

Fir d = | 90 | istdann die eindeutigedsungz = (E, — A)~'d = | 225 .
30 150

(Nachrechnen algbung!)

7.4 Determinanten

7.4.1 Definition der Determinante

Motivation: Gegebenu, as, az € R3.

Betrachte das Parallelotdpay, az, a3) im R3 mit den Ecker0, a1, as, a; + az, as, a3 +ay, a3 +
as, a3 + a1 + as (Zeichnung!).

Gesucht: Eine Formelf das Volumen vorP (a1, az, as).

Eine solche Formel ed#lt man mittels der sogenannten Determinante.

Bezeichnung SeiA € R™*", n > 2.
Nennefirl <i,j <n:

. diejenige((n — 1), (n — 1))-Matrix, die man erhlt, indem man in
1 Adiei-te Zeile und digj-te Spalte streicht.

Beispiel

1 2 3
A=14 5 6].DannAy; = 12 , Az = 2 3 usw.
78 9 7 8 5 6

Definition (der Determinante einér, n)-Matrix)

Die Determinante ist eine Zuordnung, die jeder quadratischen Matrix eine reelle Zahl
zuordnet.
Mathematischer gesprochen:
Fur jedesn € N definieren wir eine Abbildung
det, : R"*" — R, A —— det,(A) .
Die Definition geschieht rekursiv: Wir definieren deind dann det,, furn > 2 mit
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Hilfe des schon als definiert angenommenen, det:
deti(a) = det(a) = a
Seidet,,_; schon definiertiir n — 1.

Dann seifir A € R"*":
n
detnA = Z(—l)lﬂ'-aﬂ-detn,l A,’l
=1
Zur Schreibweise
Wenn durch die betrachteten Matrizen klar ist, um welches sich handelt, schreibt man kurz

detA firdet,, A . Bei konkreten Matrizem ist es auchiblich, die Determinante voA durch
“Betragsstriche” am zu bezeichnen, also z.B.

a;l a
= det( "1 T2
a1 a2

a1l a2
a21 Q22

In niedrigen Dimensionen

ail a2 a3
a21 Qg2 G23 | = aii
az1 asz2 as3

aip a2
a21 a2

= a11a22 — az1ai2

a2 @13
a2 Q23

a2 13
a32 as3

Q22 (23
az2 ass

— a21 + as1

= ai (CL22 $as3 — a32a23) — a21 (a11a33 - a32a13) + as; (a12a23 - a22a13)

= (anagaszs + arzagzas; + ajzaziaze) — (aizazaz + ariagzasz + ajpaziass)

Das ist die sogenannte Sarrusredd$s Gedachtnisschema:

ail @2 @13 | 411 012
a21\_a22'\\_a23" - azi a2
azr” azs S azg{ asis az

Mit Plus-Zeichen: Summanden mit Faktoren auf den durchgezogenen diagonalen Linien.
Mit Minus-Zeichen: Summanden mit Faktoren auf den gepunkteten diagonalen Linien.

Beispiel
1 -1 4
-1 0 -2 =0+44+(-4)-0—-(-2)—-1) =1
2 1 1

7.4.2 Haupteigenschaften
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Ad-hoc-Matrixschreibweise Fir A € R**" schreiben wir:
Aj.

A = A;. , Wo A;. diei-te Zeile vonA bezeichnet; = 1,...,n.
Ap.
Satz (Einige wesentliche Eigenschaften):

(D1) Furallei=1,...,n,allex € R und alle A, A € RY" gilt:

Ay Aj.
det )\-AZ-.: = \-det AZ
Ap Ap.
Ay Ay Ay
det A;,:FA;’, = det A; + det A;’
A A, A,

Man formuliert (D1) auch so: Die Determinante ist linear in tigen Zeile.

(D2) Furallel <i,j <n,i<j gilt:

Ay Ay

AJ' 4 A; /)
det : = — det :

A b A b

A, Ap.

In Worten: Vertauscht man id zwei Zeilen, saéndert dei das Vorzeichen.
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(D3) detE, =1

(D4) Furallel <4,j <n,i# j undalleX € R gilt:

Aj. A
A+ )\AJ W A;.
det : = det : = detAd
A; ] A;
An Ap,
In Worten: Elementare Zeilenumformungen des Typs M(),jandern die Determinante

nicht.
(D5) detA # 0 <= Die Zeilen vonA sind linear unabéngig.

(D6) detA = detA?

In Worten: Beim Transponieren (s. Bez.2 in 6.2.5 ) einer Matridert sich die Determi-
nante nicht.

Als Folgerung:

Die fur die Zeilen vonA formulierten Eigenschaften (D1), (D2), (D4), (D5) gelten entspre-
chend auchiir die Spalten.

(D7) detA-B) = detA-detB (wichtig und erstaunlich). Daraus und aus (D3) :
detA=! = (detA)~! furinvertierbareA .

(D8) Ist Avonder FormA = g g mit B € R¥** D e R™" C € RF*" (man

sagt:A hat obere Blocksgestalt), so gilt
detA = detB-detD

a/ll e PPN al?’l,

a : n
(D9) HatA = - obere Dreiecksgestalt, so gilt dét= H aii

@) I i=1
ann

In Worten: Bei oberen Dreiecksmatrizen ist detlas Produkt der Diagonalelemente vén

(D10) Die entsprechenden Aussagen zu (D8) und (D9) gelten awaimtere Blocksgestalt
und untere Dreiecksmatrizen.

(D11)  Entwicklung nach dej-ten Spalte: Br allej = 1, ..., n gilt (mit den A;; wie in der
Bezeichnungin 7.4.1):
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det A = i(—l)”j-aij-detn_l Aij
=1
Entwicklung nachZ dei-ten Zeile: kirallei = 1, ..., n gilt:
det A = En:(—l)i+j'aij'detn_1 Aij
=1
Bemerke: Die Formizl aus der Definition in 7.4.1 ist die Entwicklung nach der ersten Spalte.

Zum Beweis des Satzes: Bei den meisten Eigenschaften muf3 man beim Beweis einige Arbeit
investieren.

7.4.3 Berechnungsvarianten

Die induktive Berechnung nach Definition. Allgemeiner:
Man kann eine der Entwicklungsregeln in (D11) anwenden. Das empfiehlt sich insbesondere,
wenn in einer Zeile oder Spalte mehrere Nullen vorkommen.

Bei Matrizen in der entsprechenden speziellen Gestalt sind die Regeln (D8), (D9), (D10) zur Be-
rechnung von ded sehr riitzlich.

Bei normalen Matrizen kann man elementare Zeilenumformungen benutzen. Eine Matrix in Zei-
lenstufenform hat obere Dreiecksgestalt. Ihre Determinante kann also nach (D9) direkt berechnet
werden.

AuBerdem: Man entdeckt bei der Herstellung der Zeilenstufenform rechtzeitig, ob die Zeilen li-
near abhngig sind. Dann ist die Determinante gleithach (D5) .

Zu beachten ist:  Bei elementaren Zeilenumformungen des Typs\M(ind M(i,j) andert sich

die Determinante, allerdings in kontrollierter Weise: Bei einem Méinjdlert sie das Vorzeichen
((D2)), bei einem M(i\) wird sie mit A multipliziert ((D1)) . Es sei noch einmal darauf hinge-
wiesen, dal Umformungen des Typs M4)j die Determinante nicténdern ( (D4) ).

Berechnungsverfahreén diesem Sinne:
Man bringt die MatrixA auf Zeilenstufenformd’ und fuhrt Bilanziiber die dabei entstandenen
Veranderungen. Es ist dann d&t = (—1)" - A-detA , wom die Anzahl der vorgenommenen
Vertauschungen und wa. das Produkt aller Faktoreia bei den geitigten Modifikationen des
Typs M(i|\) ist. Letztlich ergibt sich
1

detA = (—1)™- K-detA’ :

Anmerkung Fur grof3es: ist dies die Berechnungsmethode mit dem geringsten Aufwand.

Ein Beispiel In der Vorlesung.
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Es gibt auch eine Formel, welche die Sarrusformel in der Dimension 3 auf beliebigaallge-
meinert. Sie ist jedoch zum Berechnen kaum geeignet. Es ist eine Summenformel Sitm-
manden, wo jeder Summand ein bestimmtes Vorzeichen hat und ein Produkt vonag&inder
Matrix ist. (Schon das Berechnen der Vorzeichen erfordert einen gewissen Aufwand.)
Bein = 5 gibt es also z.B. 120 Summanden (im Vergleich zu den 6 Summanden=béi).

7.4.4 Erste Anwendungen

[1] Volumina

Tatsache 1

Das Volumen des Parallelotops (man sagt auch “des SpBts), a2, a3) aus der Motivation in
7.4.1ist der Betragflet(A)| der Determinante derjenigen (3,3)-Matrdx, welche diea;, as, as
als Spalten ( oder als Zeilen, s. (D6) ) hat.

Allgemein

Mit Hilfe der Determinante kann marbherdimensionale Volumina definieren. Generell spielt die
Determinante bei der Berechnung von Volumina — auch in der Analysis — eine wichtige Rolle.

Ein Kriterium fur lineare Unablingigkeit

Die Eigenschaft (D5) des Satzes und die analoge Eigenscialief Spalten liefern ein Kriterium
far lineare Unabéngigkeit. Danach giltamlich fur quadratische Matrizen:

detA # 0 <= Die Zeilen (genauso: die Spalten) vdnsind linear unab#ingig.

Beim Beispiel vor dem Satz in 7.4.1 : Die Spalten sind nach diesem Kriterium linearamgigh

Bemerke: Die Spalten sind die Tupel, die am Ende von 6.4.4 schon einmal als lineaangiabh
identifiziert wurden.

Definitheit bei symmetrischen Matrizen

Bemerke
Es seiA eine (n,n)-Matrix. Sindz,y € R" , soistz! - A -y eine reelle Zahl. Genauer: Es ist
n

Ay = Z TiQij-Yj -
ij=1
Insbesondere: Durchh — z!- A -z wird eine AbbildungR™ — R definiert. Solche Abbildun-
gen heilen homogen quadratisch. Sie spielen z.B. in der Analysis bei mehreren Variablen (s. Kap.
4) die Rolle der zweiten Ableitung. Diese Anwendung bereiten wir hier vor. Dabei kann man sich
auf symmetrische Matrizen (s. 6.2.5) beguiken.
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Definition
Sei A € R™*"™ symmetrisch. Man definiert:
A istpositiv definit <= 2!.A.2 >0 furalle 0 # 2z € R".
A istnegativ definit <= 2! A-x <0 furalle0 # x € R".
{ Esgibtz € R® mitz!-A-2 >0
=

A istindefinit undy € R” mityt-A-y <0

Bezeichnung Sei A € R™*".

Fur £ =1,2,....,n sei A(k) diejenige (k,k)-Matrix, die aus dem Durchschnitt der erdt&teilen
mit den ersterk Spalten vonA besteht.

-1 1 -1 1
1 -2 3 2

Beispiel A = 1 3 9 1|
1 2 -1 -1
1 -1 1 -1
A(l) = (1), A(2) = ( 1 _o > , A3) = 1 -2 3 |,A4) = A
-1 3 2

Tatsache (Das “Hurwitz"-Kriterium fur Definitheit):
A € R™™ sei symmetrisch. Dann gilt:
A ist positiv definit <~ detA(k) > 0 furalle k =1,2,...,n..
detA(k) < 0 fur die ungeradek , und
detA(k) > 0 fur die geradert, k =1,2,...,n.

} = A istindefinit.

A ist negativ definit <~ {

detd < 0 und A ist
nicht negativ definit

Der Beweis ist nicht selbstvegstdlich und wird ausgelassen.

Anwendungbei der Matrix des Beispiels zuvor :

-1 1 -1
detA(1) = —1 < 0, detA(2) = *1 _; =1>0,detA(3)=| 1 -2 3|=-1<0
-1 3 2

und detd(4) =detA =47 >0.
Ergebnis: A ist negativ definit.

Als Ubung Berechnen Sie det nach den in 7.4.3 vorgeschlagenen Methoden.

Das charakteristische Polynom. Eigenwerte. Eigenvektoren

Das ist ein eigenes Kapitel in der Linearen Algebra. Wir werden in den folgenden beiden Num-
mern nur ganz kurz darauf eingehen. Das sogenannte “geschlossene” Leontief Modell dient als
Motivation.
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7.4.5 Das geschlossene Leontief-Modell

Die Situation sei wie in 7.3.6 :

R™*™ | Es seijetztd = 0.
(Daher der Name “geschlossen”: Es gibt ketn#ere Nachfrage. Die Volkswirtschaft aus aden
Industrien ist “nach aul3en abgeschottet”.)

Die Frageist jetzt: Gibt esz £ 0 mit
(x) z—Ax = (E,— A)-x = 0 bzw. —aquivalentdazu-—mit A-x =z ?

Tatsache

Ist z.B. A eine stochastische Matrix (s.7.1.5), so hat das homogeng EGS A)-x = 0 eine
nicht-negative bsungz # 0.

Gibt es eine Potenzl* von A, deren Eintage alle> 0 sind (das ist insbesondere der Fall, wenn
alle a;; > 0 sind), so ist solch einedsungx bis auf einen reellen Faktor eindeutig bestimmt
und es istz; > 0 fur alle Koordinatenn =1, ...,n .

Der Beweis bedtigt eine besondere Theorie. Siehe auch den folgenden Abschnitt.

0,8 0,3 0,2

ZahlenbeispielDie stochastische Matrixl = (a;;) = [ 0,1 0,2 0,6 | aus 7.1.5 eiillt auch
0,1 0,5 0,2

die Voraussetzungen des zweiten Teils der Tatsache.®ierlg ist bis auf einen Faktor eindeutig.

34

61
Es folgt: Es gibt genau eine stochastisclisiing. Sie ist bei diesem Beispiel = é—‘ll
(Nachrechnen algbung!)

7.4.6 Eigenwerte. Eigenvektoren. Das charakteristische Polynom

Definition 1 (Eigenwerte. Eigenvektoren.):

Sei A € R"*™ . Seien\ € R und 0 # = € R™ . Gilt

Ax = \x ,
so heifl3t\ ein Eigenwert von A mit Eigenvektor = und x heil3tein Eigenvektor
von A zum Eigenwert X .

Anmerkung

Mit diesen Bezeichnungen stellt sich die Frage beim geschlossenen Leontief-Modell des voraus-
gehenden Abschnitts folgendermafien:

Hat die Verbrauchsmatrid den Eigenwert 1 und gibt es zum Eigenwert 1 einen Eigenvektor, der
nicht-negativ ist ?
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Beispielezu den Eigenwerten und Eigenvektoren:

0,8 0,3 0,2
(i) Fur die stochastische Matrid = (a;;) = | 0,1 0,2 0,6 | aus 7.4.5 zuvor undif das
34 0,1 0,5 0,2
61
x = é—‘ll git A-x=2x. Also: z istein Eigenvektor vonA zum Eigenwert 1 .

13
61

(i) Firdie Matrix A = < (1) (1) > ist 2 = (}) ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 und= (_})
ein Eigenvektor zum Eigenwert -1 .

(iif) Eine Losung0 # = eines homogenen LG3l-x = 0 ist ein Eigenvektor vorA
zum Eigenwert O.

Geometrische Bedeutung

Ist  ein Eigenvektor vonA , so fuhrt die lineare Abbildungfs : R — R" die GeradeR-x
in sichuber.

Ist = ein Eigenvektor zum Eigenwert 1, so Btz eine “Fixgerade”: Jeder Punkt vdR-z bleibt
fix unter f4.

Ist 2 ein Eigenvektor zum Eigenwert -1, so wird jeder Punkt W am Nullpunkt “gespiegelt”.

(1) (1) ) aus Beispiel (ii) ist die Spie-

Unter diesem Gesichtspunkt: Dgs zur Matrix A = (

gelung an der DiagonaleR- (;) im R2.

Das als aAchstes definierte charakteristische Polynom braucht man, um die Eigenwerte einer Ma-
trix zu bestimmen.

Definition 2 (Das charakteristische Polynom):
Sei A € R™™ . Die Funktion

A—air  —ai2 - —aip
—a21 A—ax - —a
XA:R— R, A\— det(\-E, — A) = det ) ) . .n ,
—anl —Ap2 0 A — apn

hei3tdas charakteristische Polynom vonA .

Bemerkung:

Es ist leicht auszurechnen, daf3 ein Polynomn-ten Grades in\ ist:
XA\ = N+ A"t a A+ ag

wobei oy = (—1)"detA .

Satz
Sei A € R™™™ und sei)\ € R. Dann:

A ist Eigenwert vonA <= xa(A\) =0.
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Beweis: A.z =Xz fureinz #0 < (A\-E,, —A)-x=0 fireinz #0 «—
RangA-E, —A) < n (<D:}5) det(\-E, —A)=0 < x(\) =0

Beispiele (1) Fur die Matrix A — ( (1) (1) ) aus Beispiel (i) isty4(\) = | ) _i _
A2 — 1 mitden Nullstellen\ =1 und A\ = —1 .
0,8 0,3 0,2
(2) Furdie Matrix A = (a;;) = [ 0,1 0,2 0,6 | aus Beispiel (i) gilt
0,1 0,5 0,2
A—0,8 —0,3 —0,2
xa(A) =] =0,1 A=0,2 —0,6 |=N-8\24 L A+82 = (A-1)(N2—Eix-£2).
0,1 —0,5 X—0,2

Offenbar ist 1 Nullstelle vony 4(\) . AuBer 1 gibt es zwei weitere Eigenwerte van, namlich

A= 55(1+2V5) (das sind die Nullstellen von? — 1) — {2).
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7.5 Aufgaben

Aufgabe 1. Fir welche reellen Zahlene R bilden die folgenden Vektoren eine Basis #&$

-1 -1
1

O N = o+
~
= O =N

2
3 )
1

[\

Aufgabe 2. Bestimmen Sie die isungsmengeriif folgende Gleichungssysteme:

a) r1+ xz2=1 C) w1 — 2w9 — @3+ 8wq +4a5 =5
201 — 9 =295 3xg + 1203 — 4x4 — 625 = 3
4x1 4+ 8z =0 To + 4wz — lxy — 205 = 2

b) 21+ zo+223=1
4z, + bxy + 83 =5 d) 1+ 23 + 324 +bw5 =7
—x1 4+ X9 — 223 =2 To + 2x3 + 4x4 + 625 = 8

Aufgabe 3. In einer Familie hat jeder Sohn dieselbe Anzahl von Schwestern viddarJede
Tochter hat zweimal soviele Bder wie Schwestern. wieviel&Bne und Bchter hat die Familie?

Aufgabe 4. Untersuchen sie, ob folgende Matrizen invertierbar sind, und bestimmen Sie gegebe-
nenfalls die Inversen.:

1 -2 4 1_(2)‘11 12 -1
A=|1 21), B=|, | 5| C=(23 1
1 13 5 3 1 10 5

Aufgabe 5. Bestimmen Sieiir die in Aufgabe 6b votubungsblatt 9 angegebene Eigenbedarfs-
matrix A die Matrix M ! := (E3 — A)~!, sowie Produktionsvektoren zu folgenden Nachfrage-
vektoren:

1 1 1
2 1,3 ].[1
0 1 2

Aufgabe 6. Berechnen Sie die Determinanten folgender Matrizen (ess&R):

1 2 3 11 1 1 Vvt t
a4 3 0 by [ 1 1 1 c)| 0 2 ¢
11 2 11 1 0 0 3
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1 20 1 ¢t 5 —4 —2 1 3 2 —4
2 1.0 1 3 -1 8 8 3% -1 1 8
DI 1 13 2 91 o 1 4 o Dl o 1 4 2
3 01 2% 1 8 4 2 6 4 -8

Aufgabe 7. Welche der folgenden Matrizen sind positiv oder negativ definit?

2120 -2 1 2 0 -2 1 2 0
1101 1 -1 0 1 11 0 1
2 05 0|’ 2 0 =5 0 |’ 20 -5 0
0107 o 1 0 =7 01 0 -7



