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2 Lineare Algebra

6 Tupel und Matrizen. Vektorr aume

6.1 Tupel
6.1.1 Definition der Tupel. Auftreten von Tupeln

Definition 1:

Sein € N. Eine Folge vorm reellen Zahlen in festgelegter Reihenfolge heif3t ein
n-Tupel reeller Zahlen oder eines reelles-Tupel.
Fiurn = 2 ist das eingeordnetes Paar(s. 3.1.2 Def.1 ), iir n = 3 sagt man auch

Tripel.
Beispiele:
1
1 0
(1>273) ) (1>07_\/67%7 ) bzw. 2 ) _\/6
3 3
0

Zeilenschreibweise

Spaltenschreibweise

sind konkrete 3- bzw. 5-Tupel.

Schreibweisefiir allgemeinen-Tupel:
z

Z2
x = (r1,22,...,o,) bzw. ==

Tn

Ubereinkuntt:
Wir werden im Folgenden beim Rechnen mit Tupeln die Tupel als Spalten schreiben.

Bezeichnungen:

n heil3t dieL angedesn-Tupels.
Die Zahlz; heil3t diei-te Koordinate vonz, i =1,2,...,n.
Die Menge aller reellen-Tupel wird mitR™ bezeichnet.
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Gleichheit von Tupeln:

z1 Y1
. z2 . Y2 . " .. .
Einm-Tupelx = | . | undeinn-Tupely = | . | sind definitionsgeral gleich dann und nur
ITm Yn
dann, wenm = m undx; = y; istfurallei = 1,...,m = n (d.h. gleich in der Bnge und gleich

in allen Koordinaten).
Feststellung der Gleichheit varr Tupeln: Durch “Koordinatenvergleich”.

asoze: (1) # (2), A (1) ua

Anwendungen und Vorkommen:
Fast allgegeniértig, wo man Daten speichert:

(1) Lagerbestandeiner Firma:
n Warensorteng; = Anzahl von Einheiten der Walrigin einem Lager.
Dann: x = (T1,T2,...,Tp) steht fir den “Lagerbestand”

(2) Produktionsvektor einer Fabrik:
n verschiedene Produkte, = Produktion des-ten Produktes pro Produktionsperioded@jgt
in gewissen Einheiten
Dann: r = (x1,T2,...,2y) Produktionstupel oder Produktionsvektor

In der Wirtschaftstheorie spricht man oft auch v8nindeln” oder*Aggregaten” statt von
Tupeln: etwa von “Gterliindel” ...

(3) Geometrische Anwendungen:

Vorgegeben: Koordinatensystem in der Ebene
Dann
(2) = Punkt mit den Koordinaten, , z-

oder
(¢1) = Pfeil zu diesem Punkt (so@rtsvektor)

T2

Und zwar: Man variiert die Vorstellung, je nachdem ioflas Tupel “Modell” steht:
fur Punkte (in der analytischen Geometrie)
oder
fur “Vektoren” = “gerichtete Go3en”(in der Physik).
Schlief3lich:
Man zeichnet das Tupel auch als Pfeil,, wenn man die Addition von Tupeln veranschauli-
chen will (s|2]in 6.1.2).
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x1
Analog: | 2 | = Punkt (bzw. Ortsvektor) im koordinatisierten 3-dimensionalen Raum
x3

Beachte Eine richtige geometrische Vorstellung kann man sich nur von den Paaren und Tripeln
machen. Vor allem in den Anwendungen muf3 man sich aber mit Tup&Reger lange besditi-
gen.

EineVerallgemeinerung des Tupelbegriffs:

Stattn-Tupel von Zahlen kann man aughkTupel aus anderen mathematisched®m betrachten.
Zum Beispiel:

n-Tupel von Funktionen,

n-Tupel vonm-Tupeln,

u.a.

Beispielzu den Tupeln von Tupeiln:

Eine Volkswirtschaft bestehe auswirtschaftssubjekten.

Wird jedem der Wirtschaftssubjekie= 1, ...,n ein Giterdindela; € R™ zugewiesen, so hat
man solch eim-Tupel(ay, .. ., a,) ausm-Tupeln.

Ein solches A :5ay, . .., ay) wird in der Wirtschaftstheorie auch eiddlokation genannt.

6.1.2 Rechnen mit Tupeln

Definition : (Natirliche Rechenvorschriften if™):

Z1 !

. x2 Y2
Seiew=| . [,y=| . | €R*undXeR

T Yn

e Definition eineAddition in R™ ;

Die Summe vorx undy ist definiert als

1 Y1 1+ Y1
) Y2 T2 + Y2 .

z+y=1| . |+]| .| = ) (d.h.(x+y); =z +y; furallei=1,...,n)
In Yn Tn + Yn

¢ Definition einerskalaren oderauf3eren Multiplikation:
Das skalare Produkt vok und z , d.h. das Produkt der Zahl (dem Skalar(!\ ;mit dem
Tupelz ist definiert als
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)\.%'1

AT9
AT = Ax:=

kurz .
ATp,
Redeweiseind Gedéchtnishilfe:
Addition und skalare Multiplikation sinloordinatenweisedefiniert.

e Definition desSkalarprodukts:
DasSkalarprodukt von z undy ist die reelle Zah(!) (der “Skalar”)

n

(@,y) = 1y + Ty + - F Tuln = Y Tl
=1

Motivation und Vorstellung zu den Rechenoperationen:

Bei den “Bindeln” der Wirtschaftstheorie

Zur Summe:
x sei ein Lagerbestang,sei eine “Zulieferung” (ebenfalls als Tupel betrachtet). Dann:
x +y ist der Lagerbestand nach der Zulieferung !

Zur skalaren Multiplikation:
Bei Verdreifachung des Lagerbestands: Aus dem LagerbestandsaTwiel das Tupel3z .

Zum Skalarprodukt:
P

P2 . . . . .
p= | . | seidas Preistupel, d.p; := Preis pro Einheit desten Produktes. Dann:

Pn

n
(p.x) = pixi < Wert des Lagerbestands.
=1

In der Geoemtrie

Zur Summe
—_— X+y

A

y z+y = Diagonale im
“Vektorparallelogramm”
(“Kr afteparallelogramm?”)
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Zur skalaren Multiplikation

4 o 2X
) Streckung unmi falls A >0
\r — Streckung um)|,
danach Spiegelun falls A <0
X am Nullpunkt

-X
Zum Skalarprodukt

n
For 2z mit Y 27 = 1ist|(z,y)| der Abstand
=1

zwischen(()) und dem FuRpunkt des Lotes vgn
auf die Gerade durch und (J).
Insbesondere:

>] Der Ortsvektorr
10"?4 - (z,y) = 0 <= { steht senkrecht auf
- dem Ortsvektoy.

Fazit

Summe, skalare Multiplikation und Skalarprodukt sind ganz einfach definiert, habetlzdyes-
schend tiefliegende Anwendungen.
Sie haben auch sehr ergiebige algebraischen Eigenschaften. Siehe das Folgende.

6.1.3 Rechenregeln

Satz(Rechenregeln)

0 1 —I

. 0 . . T2 . —Z2
Sei O:= | . | das “Nulltupel” (die “Null” inR™), undzuz =] . | sei —z:=

0 Tn —In

Dann gelteniir allez,y,z € R™ und fur alle alle A\, p € R:

Die Vektorraumaxiome
(A1)  (v4+y)+z=x+(y+2)  Assoziativgesetzir “+”

(A2) O+z =2+0=2 O st “neutrales Element” zu “+”
(A3) —zr+x=x+(—z) =0 -X ist additiv invers zu

(A4) r+y=y+=z Kommutativgesetz “+"

(Sk1) Mz +y) =+ Ny

(Sk2) A+ p)x = Az + px o
(Sk3) A(pez) = (1A - o Regeln der skalaren Multiplikation
(Sk4) lz=z
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Axiome des Skalarprodukts Name fir die linksstehende Eigenschaft:

(z,y) = (y,7) symmetrisch
(+y,2) = (2,2)+ 2 } "

bilinear
(x,x) > 0 furz#0 positiv definit

Bew.: Man verifiziert die Vektorraumaxiome, indem man zeigt, dal® die Tupel links und rechts
vom Gleichheitszeichen in allen Koordinaten gleich sind.

Bei den Axiomen des Skalarprodukts rechnet man nach, daR links und rechts die gleichen
Zahlen stehen.

In allen Rallen benutzt man die passenden RegelR.in

Tatsache 1(abgeleitete Regeln (wie iR ,s.1.2.2))
QD) a+x=a+y=x =y (Kirzungsregel)
2 -x=0«<= X =00derz=0.

Beweis: Koeffizientenvergleich. Man benutzt die entspechenden RegRlIn in

6.1.4 Linearkombinationen

Hier und auch sgter untersuchen wir Folgen von Tupeln . Wir schreiben in dieser Situation die
Tupeln mit groRen Buchstaben, um eine Verwechslung mit Koordinaten zu vermeideauGebr
lich ist auch die Schreibweis@ fur Elemente deR™ , wenn man den Unterschied zu den reellen
Zahlen betonen will.)

Definition: (Linearkombinationen)

X1, Xs, X}, seieine Folge von reellesTupeln und
A, A2, ..., \; seien reelle Zahlen. Dann:

Elemente vorR™ der Form i

X=MX1 + AX2 4+ ... + X = Z)\iXi
=1
heilRenLinearkombinatorionen der X, X, ..., X;.
Die A1, Ao, ..., A heil3en digKooeffizienteneiner solchen Linearkombination.

(Anwendungs)-Beispiel LagerbestandX; = (8, 10, 35, 10)

Zulieferung in jedem zweiten Monat: X» = (2, 1,1, 2)
Auslieferung in jedem dritten Monat: X3 = (3,2, 4, 2)
Dann: Der Lagerbestand am Ende des Jahres ist
X+6Y -4Z = (8+12-12,10+6—8,35+6—16, 10+ 12 — 8)
= (8,8,25,14)
Merke: Linearkombinationen entstehen aus den X5, ... X} mittels endlich vieler Rechen-
schritte, bei denen man die iRI" definierte Addition und die skalare Multiplikation benutzt.
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6.2 Matrizen

Nicht nur einreihige bzw. einspaltige Zahlenfolgen, wie bei den Tupeln, sondern auch mehrzeilige
und mehrspaltige Zahlenfigurationen spielen in der Mathematik eine wichtige Rolle.

6.2.1 Definition der Matrizen
Bezeichnung1 m x n := Menge aller geordneten Pagigej) mit1 <i <m, 1 <j <n.
Beispiet 2 x 3= {(1,1),(1,2),(1,3), (2. 1), (2,2),(2,3)}

Definition Seienm,n € N.

Einereelle (m, n)-Matrix ist eine KollektionA von Zahlen, wo jedem Paéi, j) € m x n
eine reelle Zahl, genannt;, zugeordnet ist.

Schreibweise: Kurz: A = (ai;)i=1,..m = (a;;)iem
J=1l...,n n
Explizit: Als rechteckiges Zahlenschema au<eilen undn Spalten:

ail a2 e A1n

N
A= fm a_22 a2n_ N m “Zeilen”
. . . /
Aml Am2 ... Amn
NS
n “Spalten”
Beispiel
1 0 -1 =«
A= 2 2 -2 =2 ist eine (3,4)-Matrix.
0 V2 -6 0

Bezeichnung 2
(m,n) heiRt detdmri3 von A
a;; heil3t derEintrag an derStelle (7, j)
Mit R™*" wird die Menge aller reellefin, n)-Matrizen bezeichnet.
A; = (ai1as . . . a;p) € R heilti-te Zeilevon A
a1j
; a2j o
Al = | 7 | € R™*! heiltj-Spaltevon A

amj
Die Spalten werden als Elemente d&saufgefalt.

Vorkommen:

(1) Einn-Tupel vonm-Tupeln kann man alén, n)-Matrix sehen, wenn man die-Tupel als
die Spalten betrachtet.
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Ebenso: Einn-Tupel von Zeilentupeln derdangen, d.h. von 1-zeiligen Matrizen, kann als
(m,n)-Matrix aufgefal3t werden.

(2) Bei “Mischprodukten” treten Matrizen auf:
Gegeben seiem ProdukteP;, i = 1,...,m, gemischt aus Grundprodukte®;, j =

1,...,n.

Setze:
a;;:= Anzahl der Einheiten vogy; in einer Einheit vonp;.

Die Daten zusammen bilden di#fschmatrix” A € R™*",

(3) Bei der mathematischen Beschreibung sogenannter “linearer Prozess&tés).sp

6.2.2 Addition und skalare Multiplikation von Matrizen

Definition 1 (Addition und skalare Multiplikation von Matrizen):

Gegeben seien
A= (aij)i:1 ,,,,, m, B = (bij)i:l om € R™ynd )\ € R.

j=1,...,n j=1,...,n

Addition in R™*";

Definiere
A+B:=C= (Cij)i_l,u.xm , WO ¢ = ai + b”
j=1,...,n
Also:
a1 a2 ... Qaip biin b2 ... bip
asy ao e aAon b21 b22 e bgn
+ g
Ami @m2 .. Gmn bmi bm2 ... bmn
a1 +bin ai2+bi2 ... aip+bin
a1 + b1 ax+by ... a2, +bay,
Gml1 +bm1 @m2+bm2 ... Gmn + bmn
Skalare Multiplikation:
/\all A(llg e )\aln
L. )\alg )\agg e )\agn
Definiere M\A = .
/\aml AamQ e )\G;mn

RedeweiseMan sagt, Summe und skalares Vielfaches simiragsweisedefiniert.
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Beispiel
200 1\ (-1 -1 =1\ _(2-1 0-1 —1-1)_ (1 -1 -2
6 —2 0 —4 4 4 ) \6-4 —2+4 0+4 /) \ 2 2 4
und

1/2 0 -1\_(1 0 —3

2\6 -2 0/) \3 -1 0

Satz(Rechenregeln):

. o 0 - . . o
Sei 0 := . . o die Nullmatrixin R™, d.h. alle Eintage sind Null.
0o --- 0
a11 a2 ... Qlip —a11 —a12 ... —0ln
a1 Qa2 ... Q2p . —a1 —a2 ... —a2,
Zu A = . ceR"” seil —A =
aml Am2 ... amn —aml1 —0m2 ... —0mn

Seien A, B, C reelle (n,n)-Matrizen und, i seien reelle Zahlen. Dann:

Es gelten entsprechend —d.h. mitB, C' anstelle det, y, z — die Vektorraumaxiome aus dem
Satz in 6.1.3 und die dortige Tatsache.

Beweis: “Eintragsvergleich”.

6.2.3 Das Matrizenprodukt

Definition (des Matrizenprodukts):
Sei A= (aij)z_zll ,,,,,,,,,, m € R™Mund sei B = (bij);j,:_':,‘z € Rk,
(Beachte: Die Anzahl der Spalten ihist gleich der Anzahl der Zeilen iR ).
Definiere
AB := A- B := dasjenigeC = (cj;)
das definiert ist durch .
cij = by + aigboj + - + inbnj = > _ airby; .
r=1

Suggestiv: Das Produkt einer einzeiligen Matrix mit einer einspaltigen Matrix ist
das Skalarprodukt der entsprechenden Tupel, tndit Eintiégec;; in einer allge-
meinen Produktmatrix hat man

by, Produkt der i-ten
n by, ' Zeile von A mit der
Cij = Zairbm = (an a2 - am)-| . = { j-ten Spalte vorB, also
r=1 das Skalarprodukt der

by jeweiligenn-Tupel
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Hinweis und Bemerkung:

Das ProduktA - B ist nur dann definiert, wenn gilt
Spaltenzahl vol = Zeilenzahl vonB

Man hat dann

Zeilenzahl vonAB = Zeilenzahl vonA
Spaltenzahl vod B = Spaltenzahl vorB

Beispiel
)1 L2
A= ERP3, B=| -1 -7 | eR¥3
-1 6 1 1 1
1 -1 1
1-1+2-(-1)+3-1 1-2+2-(-7)+3-1 2 -9
AB — 0-14+1-(=1)+2-1 0-24+1-(=7)+2-1 | _ 1 -5
| (-D)146-(-1)+1-1 (=1)-24+6-(=7)+1-1 | | —6 —43
114+ (1) - (1) 4+1-1 1-24(=1)-(=7)+1-1 3 10

Gebrauch des Matrizenprodukts:

(1) Als “Verflechtungsprodukt”Sei A die Mischmatrix aus dem Vorkommensbeispiel (2) in
6.2.1 mit den Produkte®;,7 = 1,...,m und den Grundprodukte,.,r = 1,...,n . Nur
seien die Grundprodukte jetzt Zwischenprodukte, die selbst aus Rohskff¢n=1, ...,k
gemischt seien. Es sei

B - (brj)';i} ..... Z 5 WO bT’j - {

.....

Anzahl der Einheiten des Rohstoffé&s
in einer Einheit des Zwischenprodukt@s
Frage: Wie sind die Endprodukfe aus den Rohstoffen gemischtDazu sei:

S { Anzahl der Einheiten des Rohstoff&s
]

in einer Einheit des Endprodukté} , und

ey

|
cij = anbiy + -+ aipbrj + -+ ainby;

= (AB);; := Eintrag an der Stelléi, j) im ProduktAB .

Gesamtanzahl der Einheiten des Rohstoffes
R; in denjenigeny;, Einheiten des r-ten
Zwischenproduktgs,. , die in einer Ein-
heit des EndprodukteB; enthalten sind.

Denn: a;.b,; =

Fazit Die MischmatrixC (Endprodukt— Rohstoff) ist das Produkd B der Mischmatri-
zen A (Endprodukt— Zwischenprodukt) und (Zwischenprodukt- Rohstoff).

(2) Spezielle Produkte:

() Produkt einer einzeiligen MatriX = (21 3 ... 2,,) € R>™ mit A € R™¥",
Esist
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3)

m
X-A=Y = (y1y2...um) einzeiligmity; = > za; .
=1
Anwendungsbeispiel:  Sel die Mischmatrix aus (1) . Es seien Einheiten des Produk-
tes P, gegeben und = (z; z2 ... z,,) Sei das entsprechende “Produktentupel”. Die
KoordinatenY; des MatrizenprodukteX A = Y = (y1 v2 ... ym) haben dann folgende
Interpretation:
' Anzahl der Einheiten des Roh-
Y; = x101; + - + 2055 + -+ Tpa,m; = { stoffesR; in der gesamten Pro-
duktmenger; + x3 + - - + T,

21
. L . . . 22 !
(i) ProduktvonB € R™** mit einer einspaltigen Matrix = | € RFX1 = RF |
2
vy
v2 L o i
Dann: Bz =: | . € R™! ist einspaltig mit, = > " by;z;.
: =
Un,

Durch Matrizenschreibweise, inbesondere auch mit Hilfe des Matrizenproduktes, lassen
sich viele Zusammenhnge sehr einfach und kompakt formulieren. Ein Beispiel geben wir
im Folgenden.

Beispiel fur (3) :

Esseid €¢ R™*", x € R* = R™! undb € R™.
Man kann die Gleichung! - z = b betrachten. Ausgeschrieben:

1 a11r1  + ae®2 +--+ Qipln by
a1 a2 - G1n o a21r1 + agxy +---+  aopTp by
a1 a2 e a2n ' . - . -

Am1 Am2 - amn
Tn aAm1T1 + amaT2 +---+ GpmpTn bm

Betrachtet man die rechte Gleichung koordinatenweise, sitertann Gleichungen. Faf3t man

die z1,zo,...,x, als “Unbekannte” auf, so eélit man ein sogenanntdiseares Gleichungssy-

stem mit m Gleichungen undn Unbekannten

In diesem Sinne: Ein solches lineares Gleichungssystem ist “dasselbe” wie eine Matrizenglei-
chung der Form

A-xz=0.
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6.2.4 Rechenregeln flir das Matrizenprodukt

Bezeichnung
Zun € N betrachte man dién, n)-Matrix E,, definiert durch:

1 0 - 0
0 1 - 0
R s B o= | ) Einsen auf der Diagonalen,
[ : Nullen tiberall sonst
0 -~ 1 0

E,, heiBtEinheitsmatrix der Ordnung: (n-te Einheitsmatrix).

1000
o o100
Beispiel: By = 0010
0 0 01

Satz

Fur MatrizenA, B, C undr € R gilt (vergl. 1.2.1):

M1) (A-B)-C=A-(B-0)
Genauer: Sind auf einer der beiden Seiten alle Produkte definiert, d.h. falls Spaltdrzahl
ZeilenzahlB und SpaltenzahB = ZeilenzahlC, so sind die Produkte auch auf der anderen
Seite definiert und es gilt die Gleichheit.

(M2) Fir A € Rmxm;
En-A =AundA -E, = A .

(D) A-(B+C)=A-B+A-C
(A+B)-C=A-C+B-C
Wieder so zu verstehen: Sind auf einer Seite einer der Gleichungen Summen und Produkte
definiert, so auch auf der anderen Seite und es gilt die Gleichheit.

(A) (r-A)-B=A-(r-B)=r-(A-B),falls A- B definiert.
Beweis: Beide Seiten jeweils ausrechnen und Eintrags-Vergleich.
Bemerkung 1
Die Matrizenmultiplikation ist “hochgradig” nicht-kommutativ:
(i) WennA - B definiert ist, brauchB - A gar nicht definiert zu sein.

(i) SindA - BundB - A beide definiert, so&nnen sie verschiedenen Umril3 haben. Z.B.:
Ae R Be R =— A-BeR™™undB- A € R"*"
Also: verschiedener Umri3, falts, £ n.

(iii) Aber selbst wenm - B und B - A gleichen Umrif3 haben danen sie verschieden sein. Z.B.:

(o0)(o0)=(oo) (o) loo)=(a0)!
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Die zweite Gleichung zeigt auch, dal das Produkt zweier von Null verschiedener Matrizen die
Nullmatrix sein kann.

Bemerkung 2

Besonders bemerkenswert sind die Rechagliohkeiten inR™*"™: Sowohl Summe als auch Pro-
dukt von A, B € R™*" sind definiert und liegen ik™*™, d.h. man kann irR™*™ addieren und
multiplizieren analog wie bei den Zahlen.

Eine Kombination der Rechenregeln aus dem Satz in 6.2.2 und der Regeln aus obigem Satz zeigt
tatsachlich:

Der RechenbereicR™*™ mit seiner Matrizenaddition und der Matrizenmultiplikation{glitfbis

auf (M3) und (M4) alle Rechenregeln, die wir in 1.2ik flie reellen Zahlen aufgelistet hatten.

Ein Name Die Mathematiker nennen Rechenbereiche mit Addition und Multiplikation, in denen
Rechenregeln wie hier ilR™*™ gelten, einerring.

Schliel3lich: Zuazlich zu Addition und Multiplikation hat man iR™*™ noch die skalare Multi-
plikation.

6.2.5 Einige Bezeichnungen

Bezeichnung 1(invertierbare Matrizen):

SeiA € R™*™ (man sagtA ist quadratisch). Dann:

Es gibtB € R™*™ mit
A-B=B-A=E,

In diesem Fall:B heif3t die zuA inverse Matrix.

Schreibweise:B =: A~1.

A heifdtinvertierbar <— {

Beispiel

-1
. 1 2 -3 2
E5|st<23> _< 2_1>.

Bemerkung:
Gilt eine der beiden GleichungeaA - B = F,, oder B- A = E,, , so gilt auch die andere, urdl
ist invertierbar.

Anmerkung
Die Menge(R™*")* := {A € R™*" | R ist invertierba} aller invertierbaren (n,n)-Matrizen ist in
der Mathematik ein wichtiges Objekt.

Eine erstéAnwendungder inversen Matrix:

Satz

A - x = bseiein lineares Gleichungssystem mite R"*™ (S. das Beispiel am Ende von 6.2.3).
Dann:

Ist A invertierbar, so ist die dsung eindeutig, und zwar ist: = A=! - b.
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Beweis: Die Gleichung von links mid—! multiplizieren.

Bezeichnung Transponieren):

N

B = ((sz)) € R™ ™ mit bij = Q.

Beispiel:
t 1 4 — i-te Zeile vonA wird zu
1 2 3 .
< 45 6 ) =2 5 i-ter Spalte vorB
3 6 und umgekehrt

Bezeichnung 3(Symmetrische Matrizen)
Sei A eine quadratische Matrix. Dann:

A heiltsymmetrisch :<—= A = A’  d.h. a;; = aj; furallei,j =1,....n.

Beispiel:
1 -2 3

DieMatrix A= -2 4 -5 ist symmetrisch.
3 =5 6

6.3 Analytische Geometrie

Im: R?, R3 R"™
/ AN T
Anschauung raglich verallgemeinerte Geometrie

6.3.1 Geraden
Definition (Geraden):

EineGeradeim R"™ ist eine Teilmeng&r desR™, fur die gilt:
Es gibta € R™ und einu € R™, u # 0, so dal3

G:{a—i-)\u\/\eIR{}k: :cTL—i-IR% u\

Aufpunkt Richtungsvektor

Anschauung:

Diese Darstellung einer Geraden heif3t
Parameterdarstellung () ist der “Pa-
rameter”).
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Bemerkung:
Als Aufpunkt hatte man jeden anderen Pumkte G wahlen ldnnen, als Richtungsvektor jedes
Vielfacheu' = A\u, A\ # 0, vonu.

Tats. 1:

Durch zwei verschiedene Punkieb € R"™ gibt es genau eine Geradeggmlich die
Gerade

G=G(a,b)={a+X-(b—a)| AeR}
——

=u

In niederen Dimensionen

Tats. 2: Im R? gilt fur TeilmengenG C R2:

Es gibtai, as,b € R, a undb nicht beide), so dald
G={z= (i;) | a121 4+ agre = b}

D.h. die Geraden sind gerade tliesungsmengen von nicht trivialen linearen Glei-
chungen.

G ist Gerade=— {

Fur ag # 0 (d.h. die Gerade ist nicht parallel zytAchse) hat man:

al b
a1r1+ars=b<—=r9o=——1+ — < x9=7-T1+S
xT9 a9
~— ~—
=r =s

D.h. man erBlt die“Schaubild”-Form der Geraden (s. 3.1.4)

Tatsache
Fur TeilmengerG C R3 gilt:

Es gibtay1, ai2, a13, az1, a2z, azs, by, by € R
mit A; := (a11 a2 CL13) 75 O,AQ = (CLH a2 a13) kein
Vielfaches von4; so daR

1

G ist Gerade—-
a1121 + a12T2 + a13x3 = by

G=<(xz=
a21x1 + a2 + azzxrs = by

D.h. die Geraden sind diedsungsmengen von “allgemeinen” Gleichungssystemen
mit zwei linearen Gleichungen.
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6.3.2 Ebenen und Hyperebenen
Definition (Ebenen) Anschauung

EineEbeneim R" ist eine Teilmengey C R™,
fur die gilt:
Es gibta, u,v € R™,0 # u,v # Au, SO dald

E = {a+Xutpv | \,u € R} =: a+Ru+Rv
Dabei: « heif3t Aufpunkt,2. und v heil3en
aufspannende Vektoren, und die rechte Seite (
Gleichungen ist eine suggestive Kurzschreibwe
se.

Bemerkung 1
Ru + Ru ist die Menge aller Linearkombinationen varundv im Sinne von 6.1.4 .
Offenbar istRu + Rov die Ebene durch, aufgespannt von undwv.

In niedrigen Dimensionen:

ist derR? selbst die einzige Ebene.

Tats. 3: Filr eine Teilmengd® desR? gilt:

Es gibtai, as, a3, b € R, nicht allea; = 0, so daf3
1

E=Xxz= |29 | |a1x1 +asxs +azx3=">
x3

F ist Ebenec=

D.h. Im R3 sind die Ebenen gerade di@sungsaume von nicht trivialen linearen
Gleichungen.

Bemerkung 2
Fur a3 # 0 kann man die Gleichung wieder auf eitfchaubild’-Form bringen:
Es gibtr, s, t € R, so dal3 die Ebene beschrieben ist dutgh= rz; + sxo + t.

Auch allgemein imR"™ sind die Losungsaume von einzelnen linearen Gleichungen wichtig:
Definition 2 (Hyperebenen)

Seienay, as, ..., an,b € R™ , nicht allea; = 0 . Dann:

I

) . . .
H:=<x= ) a1x1 + asxe + - - - + apxy, = b p heildt eineHyperebeneim R™ .
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Anwendungsbeispiel
P

. 2] . .
Esseip= | . | ein Preisvektor (s. 6.1/2) und es seb € R,b > 0. (s. 6.1.2 1]). Dann:

Pn
T

2
Die Menge aller Gterkindelx = .| mitpixy + poxs + - - - + prx, = b heildt dieBudget-

Tn
Hyperebenezup undb .
Bei gegebenem “Budget” b ist sie die Menge allént&bundel an, die maiiif b kaufen kann.
(In der Anwendung besclnkt man sich im allgemeinen auf die wo allex; > 0.)

6.3.3 Orthogonalit at

Definition (Orthogonaliét):
Seien0 # u,v,w € R™" unda, b € R".
Fir n-Tupel:
a heidtorthogonal zub :<= (a , b) =0
Skala;produkt
Fur zwei Geraden:

G := a + Ru heiRt orthogonal zG’' := b + Rv <= (u,v) =0
Fir Gerade und Ebene:

G =: a+Ruistorthogonal ZWF := b+Rv+Rw <= (u,v) =0und(u,w) =0 .

Tatsache 1

Im R3 sei F die Ebenel := {z | ayz1 + asrs + azxrs = b} undG sei die Geradér := a + Ru.

Dann:
aq

G ist orthogonal zWF < u ist skalares Vielfaches vop as | =: n.
asg

Bezeichnung 1
Die Bezeichnungen seien wie in Tatsache 1 und:sei’. Dann:

n heil3t einNormalenvektor zu £ unda + Rn heil3t dieNormale zu F in a.
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Tatsache 2

Im R3 sei E = a + Ru + Rov eine Ebene und sei
b e R3.

Dann gibt es genau einen Punkte E, so dal3

(*) (b—zp,u)=0 und (b—ap,v) =0

Beweis: Ansatzz, = a + Au + uw,
eingesetzt in(x), liefert eine eindeutige
Losung fir die Unbekannten\, i, und
somit fur x;,.

Bezeichnung 2

Dasux; in Tatssache 2 heilfuB3punkt des Lotesvonb auf E. Der Vektorb — z;, (manchmal auch
die Gerade durchundz; ) heildtdas Lotvonb auf E.

6.3.4 Parallelit at

Definition:

Seiena,b € R™ (Aufpunkte) undu, v, w,v’,w’ € R™ passende Richtungs- bzw. aufpannende
Vektoren.

Fur zwei Geraden:

a + Ru heildtparallel zub + Rv <> es gibtA mit u = \v, oder kurzau € R - v
Fur Gerade und Ebene:

a + Ru heildt parallel zb + Rv + Rw <= u € Rv + Ruw.
Fir zwei Ebenen:

a + Rv + Rw heifdt parallel zb + Ry’ + Ruw' <= Rv + Rw = Rv' + Rw’

6.3.5 Abst ande und Winkel

Definition: Flrx,y € R™:

2| :=\/(z,2) = /27 + 23 + ... + 22 heiRt dieNorm von z.

lyll = /(y1 — 1)2 + ... + (yn — 7,)? heiltAbstand zwischenz undy.

Mit den Bezeichnungen aus Tatsache 2 in 6.3.3
||b — xp|| heiBtAbstand zwischenb und der Ebend-.
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Anschauung

A,

N

Xy g:r"x‘!

||z|| = Abstand zwischefi undx Abstand zwischen undy

Tatsache (Dreiecksungleichungen):
Furz,y,z € R™ gilt:

[z +yll < llzll +[lyll und |z —y[| <z —z] + [z -yl

Definition (Winkel): x
) . 2>
Fur0 # =,y € R™ definiert man:
(@,1) L3 o
<(x,yY) := arccos — ———
) GBI 2l

6.3.6 Strecken und Konvexit &t

Definition (Strecken): FErz,y e R", z # y:
Die Teilmenge
zy={z+tpuly-2)|0<p<1}
heil3t dieStrecke (das Geradensick) zwischenz undy.
Bemerkung (“symmetrischere” Schreibweise):
Wegenz +p- (y—x)=x+py —pr = (1 —p)z + -y = Ax + py hat man
N——

=:\
zy={ M+ |0<A\p<LA+p=1}
Der Mittelpunkt der Strecke 7y ist der Punkt

May = 2@ +y) (=2t 5(y—1))
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Definiton (Konvexitat): Sei X C R™
X heildtkonvex < Fur allex,y € X istauch ganzy C X.

(Gegen-)Beispiete

Ellipsen sind konvex. Das Herz ist nicht konvex.

Tatsache(Zusammenhang mit Konvesitsbegriff fir Funktionen):

SeiD C R ein Intervall,f : D — R eine Funktion. Dann:
f ist konvex im Sinne von 4.2.4

= { B= Q) <R 2 fo)

ist konvex geral3 der Definiton.

6.4 Vektorr aume
6.4.1 Vektorraumdefinition

Nicht nur bei den Tupeln und Matrizen, sondern vielfach auch auf anderen Mengen von mathema-
tischen Objekten lassen sich eine Addition und eine skalare Multiplikation sahearf, daf? die
Vektorraumaxiome aus dem Satz in 6.1.3 gelten.

Beispiele
(1) I seiein Intervallund sév := {f | f : I — R st eine Funktioh . Genal 3.2.1 definiert
man:

(f +9)() == f(x) +g(x), Af)(x)=A-
Setzt man O := die Nullfunktion: — 0, (—
Vektorraumaxiome.

fz).

f)(x) == —f(x), so gelten die genannten
(2) Weniger allgemein: Sei € N und?P,, sei die Menge aller Polynome vom Graden.

Mit denselben Definitioneriifs Rechnen wie in (1) difit auchP,, die Vektorraumaxiome.

Definition:

Auf einer Mengél/ seien eine Addition (d.h. die Summe von je zwei Elementen) und
eine skalare Multiplikation A\, z) — Az € Vfur A € R,z € V so eingefihrt, dald
folgendes gilt:

Es gibt ein Element O und zu jedemme V ein Element-z, so dal3 die Vektorraum-
axiome (A1l)—-(A4) und (Sk1)—(Sk4) gelten.

Dann:V mit diesen Rechenvorschriften heil3t &rvektorraum .
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Beispiele DerR™ , die MatrizenaumeR™>*" und die Beispiele vor der Definition.

Der einfachste Vektorraum ist ein Raum, der nur aus einer Null besteht.

Der zweiteinfachste Vektorraum i& = R! selbst mit defiiblichen Addition und deiiblichen
Multiplikation als skalarer Multiplikation.

Bemerkung:
In einem VektorraunV kann man Linearkombinationen im Sinn von 6.1.4 betrachten.

6.4.2 Untervektorr aume als neue Vektorr aume

Definition V' sei einR-Vektorraum. (Denke alv = R" |, V' = R™*")

Eine TeilmengéV C V heil3t einUntervektorraum : <= Es qilt:
(L) oew

(L2) Furallex,y € Wistauchr +y € W

(L3) Furallex € R,z € Wistauch\z € W

Bemerkung:

SeilW C V ein Untervektorraum.

Gemal} Eigenschaft (L2) kann man das Addieren von Elementerifauwmich als Addition in
W auffassen. Ebenso liefert das Multiplizieren vine R mit z € W eine skalare Multipli-
kation aufiW wegen (L3). Es isO € W nach (L1) und zur auch das—z (folgt aus (L3):
—z = (—1) -z € W.) Es ist klar, dal3 die Vektorraumaxiome, die ja in gangelten, auch
in W gelten.

Fazit:
Der Unterrauni?’, zusammen mit der schoningeltenden Addition und skalaren Multiplikation,
ist ein R-Vektorraum sui generis. (Man vergif3t quasi, dald’ in dem goRRerenV liegt.)

6.4.3 Beispiele flir Untervektorr aume

Spanns

SeienX, Xo,..., X, € V.

(Erinnere (s. 6.1.4): Arbeiten wir mit Folgen von Elementen eines Vektorrdimso schreiben

wir die Elemente mit grol3en Buchstaben, um Verwechslungen mit Koordinaten (also Zahlen) zu
vermeiden.)

Bezeichnung 1
SeilW := {)\1X1—|—)\2X2+—|—)\ka ‘ Alyeoy Ak ER} k:I RX; +RX, + ...+ RXg.
urz

D.h. W ist die Menge aller Linearkombinationen aus den ..., X .
Dann: W heil3t derSpannder X1, ..., X , geschrieben auch sp@xy, ..., Xy) .

Bemerke Wir kennen schon Spanns:  span, X2) = RX; + RX» ist die Ebene durch den
Nullpunkt mit den aufspannenden Vektor&n und X> .
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Tatsache 1
DasW aus der Bezeichnung 1 ist ein Untervektorraum Von

Beweis: Zu zeigen ist, daf3 (LO), (L1) und (L2) gelten. Dazu:

(LO) gilt: DennO|st alsC=0-X;+0- X2+ -+ 0- X ausWv .
k

(L2) gilt: a:—ZAX GWundy—ZuZX eEW = x+y—Z(Ai+m)XieW.

1
k k

gt z=> NX; e W = dr =) (A\)X;eW.
1 1

L dsungs@&ume von homogenen linearen Gleichungssystemen

Systematisch werden wir lineare Gleichungssysteme in Paragraph 7 behandeln. Hier nur Folgen-
des:

SeiA € R™*™. Wir betrachten die Matrixgleichung
(%) A-xz= 0, ,
aufgefalt als lineares Gleichungssystem (kurz: LAB §las “unbekannte” Tupel
x1
x= | 1 | € R" (s.das Beispielifr (3) in 6.2.3).
In
Bezeichnung 2

Ein LGS heilsthomogen wenn (wie in(x) ) die rechte Seite gleich O ist.
Die TeilmengelV := {x € R" | A-x = O} C R" heilt der. dsungsraumvon (x) .

Tatsache 2
Der Losungsrauni” eines homogenen LGS ist ein linearer Unterraum&és
Alx+y)=Axz+Ay=0+0=0

Beweis: O=A-0, Aw:Ay:Oﬁ{ A(Az) = A(Az) =X-0= O.

Fur I = R ist das Beispiel (2) in 6.4.1 ein Untervektorraum désn Beispiel (1) .

Nach einiger Theorie wird sich herausstellen (s. den Satz 1in 6.3.5):

InV =R" bzw. V = R™*™ ist jeder Untervektorraurfl’ ein Spann. Genauer: Es gibt dimmit
kE<nbzw.<n-mundXi,...,X; € V,sodal¥V = RX; + ...+ RXj}.

Registriere fur spatere Anwendungen:
Auch die Losungsmenge eines homogenen LGS ist ein Spann.

Die Fragen, die bei der Spannbildung auftretéiyén zu den folgenden Begriffen.
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6.4.4 Lineare Abh angigkeit und lineare Unabh &angigkeit

Zur Motivation Tupelrechnen, einmal anders gesehen.
Betrachte das folgende lineare Gleichungssystem:

rT — To + 4xz3 = -1
Il 2333 = -1
—xy — 21 + 223 = 1

Noch von der Schule bekannt ist das “Rechnen mit Gleichungen”. Hier z.B.:

2mal 1.Gleichung — 3mal 3.Gleichung —x1 — 229 + 223 =1 L 3.Gleichung
Es folgt: Gelten die beiden ersten Gleichungen, so gilt automatisch auch die dritte. Die dritte Glei-
chung ist daheiiberflissig. Die losungsmenge des Gleichungssystems nur aus den ersten beiden
Gleichungen ist gleich derdsungsmenge des Systems aller drei Gleichungen.

Was sich abstrakt hier abspielt ist Tupelrechnung und Spannbildiérglich:
Betrachte die einzeiligen Matrizen
Vi=(1 -1 4-1),Y=(1 0 2-1),YV3=(-1-2 2 1)
Beachte: Das sind die “Koeffiziententupel” der drei Gleichungen. Das Rechnen mit den Gleichungen
ist nichts anders als das Rechnen mit diesen Tupeln

Im VektorraumR'*4 hat man: 21 —3Y, = Y3

Daraus:
IstX = MY+ XYoo+ A3Ys € sparfYy, Yo, Ys3),s0istX = (A1 +2X3)Y1+ (A2 —3A3)Y2)
bereits in spaft7, Y2) . DasYj ist zur Spannbildungberflissig!

Aus dem Bisherigen: Die Frage, ob bei der Bildung des Spanns einer Folge von Elementen eines
Vektorraums gewisse Folgengliediéperflissig sind oder nicht, ist wichtig in der Theorie der
linaren Gleichungssysteme. Die Fragé@it zu den folgenden Begriffen.

Definition: SeienX1, Xo, ..., X} aus denRR-VektorraumV'.

Esgibti € {1,...,k}, sodald
Die X1, Xo, ..., X\ heiBerlinear abhangig:<—= < X, € spat Xy, ..., xi—1, Xit+1,-.., Xg) ,
d.h. X; liegtim Spann der restlichek; .

Die X1, ..., X} heilRerlinear unabhangig :<= Sie sind nicht linear alingig.
Hinweis Die Formulierung in der Definition ist der Einfachheit halber etwas lax. Ma#telge-
nauer sagen iissen: “Die Folge dek, ..., X} ist linear ablngig bzw. linear unaléngig.”

Denn diese Eigenschaften sind Eigenschaften der gesamten Folge, nicht Eigenschaften der einzel-
nen FolgengliedekX;; .

Lineare (Un-)Ablagigkeit fir kleinek :

linear abfangig, fallsX; =0

k =1: NachUbereinkunft istX; { linear unablingig, fallsX; £ 0
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k=2: Die X, X5 sind linear abhngig — X; = A\ X, oderXs = uX; .

Lineare Ablangigkeit und lineare UnaBingigkeit kann man auf verschiedene Weise beschreiben
und charakterisieren. Wir tun das in zwei Tatsachengadigvalente Eigenschaften auflisten. Das
bedeutet, dal jede einzelne der Eigenschaften genau d#ignist wenn auch die andereliilgg

sind.

Tatsache 1(Charakterisierung der linearen Adoingigkeit):

Fur eine FolgeX,, Xo, ..., X} von Elementen eine Vektorraumeé sind folgende Eigenschaften
aquivalent:

(1) Die Xy, ..., Xi, sind linear abingig.

(2) Esgibtl <i <k,sodal
spar(Xl,Xg, ,Xk) = spanrQXl, ---aXifl%Xz#l, ,Xk) ,

X; ausgelassen
d.h. zur Spannbildung sind di¥,, ..., X redundant: eines de¥; ist dazuiiberflissig.

(3) Es gibtAi, Ao, ..., A\ € R, von denen mindestens eines ungleich 0O ist, mit
AMXp+XXo+ ..+ X, =0.
Man sagt dazu: Die Galdt sich in nichttrivialer Weise aus défy, ..., X}, linear kombi-
nieren.

(4) Die Darstellung eines € sparf Xy, ..., X) als Linearkombination deX1, ..., X} ist nicht
eindeutig.

Beweis: DieAquivalenz aller Aussagen ist leicht zu beweisen. Wir zeigen exemplarisch
nur dieAquivalenz von (1) und (3):
‘(1) = (3)"
Sei X; = X1+ Xio1 X+ + M\ X, . Dann:
O= MXy+ - MaXiq+ (DX, + M1 X1 + -+ + A X, und mindestens der
Koeffizient\; = —1 ist ungleich0 .
(3)= (1)
Sei O= MXi+ - Ao X +A0X + A X + -+ A Xy, und sei; #0.
Division der Gleichung durch; ergibt:
0 = %Xl—f—---)‘i\:lXi_l—|—1-Xi+)‘f\—thi+1+-~-—|-%Xk .
DasX; auf die andere Seite gebracht liefert:
X = —MXg— N1 X1 — A1 X1 — -+ A Xk, alsoX; als Linearkombination
deriibrigenX; .

Anmerkung zur Logik des Beweises einer Aussage wie in Tatsache 1.:

Ganz naiv geseheniifite man beweisen, dal3 jede Aussage aus jeder anderen folgtatzasi
Implikationen (Kombinatorik!). Wenn man den Beweis klug uildnomisch fihrt, gerigt der
Beweis von 4 Implikationen. Etwa der folgenden vier:

1) =2 =06 = ¢ =0
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Denn: Man kann jede der 12 wechselseitigen Implikationen zwischen den Aussagen(1),(2),(3) und
(4) durch eine Folge der ausgéhiten 4 Implikationen erhalten (s.Vorlesung).

Tatsache 2(Charakterisierung der linearen Undplgigkeit):
Far X1, 2, ..., X; € V sindaquivalent:

(1) Die X1,... X} sind linear unabéingig.

(2) Furjedesi mitl < i < k qilt:
spant Xy, ..., Xi—1, Xip1, Xi) € spatXy, ..., Xi—1, Xi, Xit1, Xi)

d.h. aRt man zur Spannbildung d&s weg, so bleibt der Spann nicht mehr gleich sondern
wird echt kleiner.

(B) O =M X1+ XXo+ ...+ X = N =0furallei=1,2,....k.
D.h.: Die einzige Mglichkeit, das Nullelement O vovi aus denXj, ..., X}, linear zu kom-
binieren, ist die triviale Weise, wo alle Koeffizientangleich0 sind.

(4) Die Darstellung eines jedenc spar{ X, X», ..., X}) als Linearkombintion dekX; ist ein-
deutig.
Beweis: Tatsache 2 igquivalent zur Tatsache 1. Denn: Jede der Aussagen in Tatsache 2 ist
die Negation der entsprechenden Aussage in Tatsache 1. Mit Tatsache 1 ist also auch Tatsache
2 bewiesen.

Die Aussagen (3) der beiden Tatsachen liefern einen praktischen Test, um zu entscheiden, ob
X1,..., X} linear ablangig sind oder nicht. Wir formulieren ihn noch einmal extra:

Tatsache (Test fur Lineare Unablngigkeit):
, C . Die Gleichungh1 X1 + Ao Xo + ... + A\ X =0
Die X7, ... X} sindlinear unabingig« { hat nur die triviale bsungh\y = Ao = ... = A, =0.
Praxis Man macht den Ansatz
MXT+ XX+ ...+ 2 X, =0

und faf3t dies als lineares Gleichungssystémdie A1, ..., A, auf. Dann untersucht man, ob die-

ses Gleichungssytem nur die trivialé&dung0 = \; = --- = )\ hat oder auch nicht triviale
Losungen.
1 -1 4
Beispiel Seien X;=| -1 |, Xo = 0 ],Xs5=1| -2
2 1 1
1 -1 4
Ansatz: M| =1 |+ X 0O |+Xx3] —2 | =0
koordinatenweise
2 1 1
AM—A+4x3 = 0 1.G1.+2.G1 X423 = 0
-\ —2Xx3 = 0 - = —A3=0=As.
2mal 2.G1.4-3.G1 +A2—3x3 = 0 Addiere
221+ X +X3 = 0 *
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Durch Einsetzen in die Gleichungen davor ergibt sich ®fst 0 und dann auch; = 0.
Ergebnis Es gibt nur die triviale bsung. DieXy, X», X3 sind linear unabéingig.

Ubung Mache den Test auf lineare Unabigigkeit mit den obigei;, Y>, Y3 .

6.4.5 Basen und Dimension

Definition (Basen)

SeiV einR-Vektorraum, insbesondefé = R" oderV = R"*" oder ein linearer Unterraum
von diesen.
Es seiX1, ..., X} eine Folge von Elementen auis. Dann:

Die Folge Xy, ..., X} heil3teine Basisvon V/

(B1) Die Xq,..., X} sind linear unabaingig
<= Esgelten< und
(B2) spariXi,..,Xy) =V

Grundbeispiel 1 0 0
1
0 :
IMR™ Esseik=nundX;=| .| =1e1, Xo=|0] =t6q,.... X, = 0 =e,.
0 0 1

Die Folge dereq, eo, ..., e, , der sogenannteBinheitstupel ist eine Basis deR™ und heifl3t die
natirliche BasisdesR" .

Tatsache(Sinn und Nutzen von Basen):

Die X1, Xo, ..., X} bilden genau dann eine Basis vgnwenn sich jedex € V auf eine und nur
eine Weise als Linearkombinatian= \; X7 + ...+ A\ X}, schreibendl3t, d.h. es gibt eine solche
Darstellung vore und dieAq, Ao, . . ., A\x sind durchr eindeutig bestimmt.

Bezeichnung

Sei X1, ..., X eine Basis vorV . Wir schreiben auch formale8 = (X1, X, ..., X}) ist eine
Basis vonl/ .

Dann: Dask heil3tk die Langeder Basis.

Seiz e Vundx = M1 X1 + ...+ A\ X . Die \;;i = 1,..., k heiBen diekoordinaten von x
beziglich der Basi®3 = (X3,..., X).

A1
Das Tupel\ := | : | € R* heit das Koordinatentupel vanbeziglich B .
Ak
\Vorbild: x1
xT
Die Koordinaten eines = ,2 € R™ beZiglich der naifrlichen Basis aus dem Grundbei-
T,

spiel sind gerade die urdjprglichen Koordinaten;,i = 1,2, ...,n .



6. TUPEL UND MATRIZEN. VEKTORRAUME 141

Satz 1

(1) Im R™, in denR™*™ und in all ihren Untervektodumen gibt es Basen.
Allgemeiner: In allen Vekto&umen, die der Spann von endlich vielen ihrer Elemente sind,
gibt es Basen.

(2) Alle Basen eines Vektorraums haben die gleichade.

Definition 2 (Dimension)
Die gemeinsame &nge einer Basis und somit die gemeinsaraede aller seiner Basen heifl3t
die Dimensiondes Vektorraumek . Man schreibtdim V' = k, wenn diese Dimension
gleichk ist.

Satz 2
(1) Die Dimension de®R™ istn, die vonR™*" ist m - n.

(2) Es seidim/ = n . Dann istXy,..., X; genau dann eine Basis, wehn= n ist und die
X1,...,X, linear unabAngig sind.
Insbesondere: IR” sind die Basen gerade die linear unabgigen FolgetX 1, Xo, ..., X,
der Langen ,

(3) IstW C V ein Untervektorraum undim V = n, so istdim W < n, fallsW C V.

Beweise: Die Beweise von Satz 1 und von (2) und (3) des Satzes 2 erfordern einen gewisse
Theorie und einen gewissen Aufwand.

(1) von Satz 2 ergibt sich aus der Kenntnis definathen Basen. (& R™*" siehe das Ende

von 6.4.5.)

Anwendung
Die Tupel X7, X5, X3 aus dem Beispiel am Ende von 6.4.4 bilden eine linar uaabige Folge
der Lage 3 imR? . Nach (2) von Satz 2 bilden sie also eine Basis&és

Bedeutungder Basen:

Eine Basis inV/ spielt die Rolle eines Koordinatensysteimd/ , siehe die Bezeichnung.
Insbesondere ist wichtiglF lineare Untef@umenV C R™ .

Ein Beispiel

Sei F = Ru + Rv eine Ebene durch den Nullpunkt.

Das Paar:, v der aufspannenden Vektoren bildet eine Basis von E . Alsiat zweidimensional.
Die \, i bei der Darstellung = \u+ pv € E sind die Koordinaten vom beZiglich B = (u, v),
das Tupel(z) ist das Koordinatentupel.

Also: Man kommt mit zwei Koordinaten aus. Lieftz.B. imR!? , so miite man die: € E als
Elemente de®'? mit 10 Koordinaten schreiben.

Geometrische Deutungm R? und imR3:
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BasenX, X5 bzw. X1, X5, X3 kann man sich als (im allgemeinen) “schiefwinklige” Koordina-
tensysteme vorstellen. Siehe dazu die Vorlesung.

AbschlieRend noch: Dieatirliche Basis vonR™*™:

Sei E;; die (m,n)-Matrix, die eine 1 an der Stellgj) hat und sonsiiberall Nullen. Diem - n
Matrizen
Eija izl,...,m,j: 1,...,TL

bilden eine Basis voR™*" , genannt dieatirliche Basis.
Die E;; heil3en dieElementarmatrizen.

Beispiel Die
1 0 0 01 0 0 0 1 0 0 O 0 0 O 0 0 O
00 0/7\0 0 0/7\0 0 0/?2\1 0 o0/7\0 1 0/7\0 0 1
Erq Eqs Eq3 Eoq Es9 Es3

bilden eine Basis des Matrizenrauni®s<3 .

Noch zur Beruhigung des Gewissens der Mathematiker: Der triviale Vektorraum, der nur aus der
Null besteht, hat nach Vereinbarung die Dimension O .

6.5 Praktische Bestimmung der Dimension

6.5.1 Zeilenrang und Spaltenrang

Im Zusammenhang mit Matrizen spielen folgende Spanns und deren Dimension eine Rolle:

Bezeichnungen
SeiA € R™*™ . Die Zeilen vonA seienA;.,i = 1,...,m , die Spalten seiend.;,j = 1,...,n.
Man definiert:
Zeilenraumvon A := spartA;., Aa., ..., Apn.) = Z(A)
Spaltenraumraumvon A := sparfA.q, Aa,..., A,) =1 S(4)
Zeilenrangvon A := dim Z(A)
Spaltenrangvon A := dim S(A)

Der Zeilenraum ist ein linearer Teilraum v@& <" , der Spaltenraum ein linearer Teilraum von
R™x1 = R™

Satz
Fur jede Matrix gilt

Zeilenrang vomA = Spaltenrang vori .
Diese Zahl heif3t dann einfach deang von A .
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Zum Beweis: Diese Aussage ist tieferliegend. Der einfachste Beweis geht mittels der Modi-
fikationn anA , die wir in 6.5.2 - 6.5.3 behandeln werden. Die Aussage unseres Satzes kann
man (nach weiterer Theorie) aus der Tatsache in 6.5.3 ableiten.

Im Folgenden

Wir werden in 6.5.3 ein Verfahren angeben, mit dem der Zeilenrang einer Mathgstimmt
wird. Es ist klar, daR dies auch ein Verfahren zur Bestimmuorgdim spar{ Xy, . . ., X,,,) liefert,
wo X1,..., X, € R" Etwa so: Man bildet diejenige Matrid, welche die TupelX; (als Zeile
geschrieben) alste Zeile hatiiri = 1,...,m . Sodann bestimmt man Zeilenrang van Der ist
dann gleichdim spar{ X, ..., X,,) .

6.5.2 Elementare Zeilenumformungen

Bezeichnung SeiAd € R™*™,

Folgende drei Typen von Modifikationen anheiRenelementare Zeilenumformungen
M(i,j), 1<i#£j<m: Vertauschung derten undj-ten Zeile.
M(3i|N) , A #0: Multiplikation deri-ten Zeile mit\.
M(@i,j|1A), 1<j#j7<m,\e€ K: Addition des\-fachen derj-ten Zeile

zuri-ten Zeile.

Tatsache

Das Augiben von elementaren Zeilenumformungendaa R™*" andert den Zeilenraum vas
nicht und daher auch nicht den Zeilenrang vbn

Der Beweis ist einfach, sei aber hier ausgelassen.

6.5.3 Matrizen in Zeilenstufenform

X1
BezeichnungSei0 #z = | : | € R".

Tn
Der erste Indey € n, fur denz; # 0, heil3eleitender Index von .
Entsprechendifr einzeilige Matrizen, etwalf die ZeileA;. = (a;1, a2 - - - ain) # 0 €iner Matrix
A e KM
Der erste Spaltenindexmit a;; # 0 heil3tleitender Index von A;.. Das entsprechendg; # 0
heil3e deteitende Koeffizientvon A;..

Beispiel (0,0, —2,0, 1,1) hat leitenden Index 3 mit leitendem Koeffiziept .

Bezeichnung Sei G£ A € K™*™. Man sagt:
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Es gibtk mit 1 < k£ < m, so daf3 gilt
A hat (1) Die erstenk Zeilen vonA sind= 0, die restlichen Zeilen sing 0.
Zeilenstufenform } (2) FHir die leitenden Indizeg, jo, - - ., jr. der ersterk Zeilen gilt :
I<n<p<---<jgsn

Dask heil3t derStufenrang von A, die Indizesjy, ..., ji aus (2) heiBen diivot-Indizes, die
SpaltenA.;,, ..., A, heilRen diePivot-Spalten, die “Stellen(s, j;),7 = 1,...,k, hei3en die
Pivot-Stellen oder Ecken der Matrix, und die entsprechenden Bagww;;, heillen diePivot-
Eintr age
BemerkeEs ist a;;, # 0 fur alle Pivot-Eintégea;;,,i = 1,...,k .

Beispiel FolgendesA € R>*7 ist in Zeilenstufenform. Darunter ist diese Form suggestiv deutlich
gemacht:

1 -1 10 -1 -1
0 0 -21 1 -1 1
A=[0 0 04 —2 2 —2
0 0 00 0 1 0
0 0 00 0O 0 O
!
~1 1 0 2 ~1 ~1
0 0 | 1 1 -1 1
0 0 0 | 2 2 —2
0 0 0 0 0 | 0
0 0 0 0 0 0 0
T T T T
=1 J2=3 j3=4 Ja=06

Esist k = 4. Die Pivot-Indizes sindj; = 1, jo = 3, j3 = 4, j4 = 6 . Die Pivot-Eintége sind
umrahmt.

Satz
Jede MatrixA # 0 kann durch eine Folge endlich vieler elementarer Zeilenumformungen auf
Zeilenstufenform gebracht werden.

Beweis: Wir geben im Folgenden einen Algorithmus an,Alauf Zeilenstufenform bringt.

Algorithmus zur Herstellung von Zeilenstufenform:
SeiA € R™*™ A # 0. Nach jeder Modifikation werde die neue Matrix auch wieder
A genannt.

Setzei = 0 (das: ist der “innere Zeiger” des Verfahrens).
Erhdhei um 1.

Ist danni = m? Wenn ja, gehe Zu4| .

Wenn nein, mache weiter :

Sind die Zeilen + 1, ..., m gleich0 ? Wenn ja, gehe Z#4] .
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Wenn nein, mache weiter mig| .

() Wahle unter den Zeilefyi + 1, ..., m eine mit minimalem leitenden Index,
etwa die Zeileiy.
(i) Vertausche die Zeilenundi falls ig > i. Sonst belassd. Setze dann:
Ji := leitender Index dei-ten Zeile.
(i) Farr =4+ 1,...,m mache folgendeS'
Wenna,j, #0: Addlere dag— ”2 t)-fache deri-ten Zeile zur--ten Zeile.
(Bei (iii) werden in derj-ten Spalte “unterhalb” der Stellg, j;) lauter
Nullen produziert.)
(iv) Mache weiter mit 1] .

Das Verfahren ist zu Endel hat Zeilenstufenform. Setzt man:= das jetzige ,
so istk der Stufenrang vorl.

Tatsache

Zu0 # A € K™*" sei A’ eine Matrix in Zeilenstufenform, die au$ mittels elementarer Zeile-
numformungen hervorgegangen ist. Dann:

sparfAi.,..., Ay) = Spanndek Zeilen 0 von A’
Zeilenrang vonA = Stufenrang: von A’

Insbesondere: Dig Zeilen# 0 von A’ bilden eine Basis des Zeilenraumes vén

Beispiel
0 0 -2 1 1 -1 1
1 -1 1 0 2 -1 -1
A= 2 -2 0 1 5 -2 -1
-1 1 -3 -3 -3 2 0
-1 1 -1 -4 -4 3 -1
!
1 -1 1 0 2 -1 -1
0 0 -2 1 1 -1 1
2 -2 0 1 5 —2 -1
-1 1 -3 -3 -3 2 0
—1 1 -1 -4 —4 3 —1
l
1 -1 1 0 2 -1 -1
o 0 -2 1 1 -1 1
0 0 -2 1 1 0 1
0 0 -2 -3 -1 1 -1
0o 0 0 -4 -2 2 =2
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!
1 -1 1 0 2 -1 -1
0 0 -2 1 1 -1 1
0O 0 0 0 0 1 0
o o0 0 -4 -2 2 =2
o o 0 -4 -2 2 =2
!
1 -1 1 0 2 -1 -1
0 0 -2 1 1 -1 1
o o0 0 -4 -2 2 =2
0O 0 0 0 0 1 0
0o o0 o0 o0 o0 0 O

Bemerke Die Endmatrix ist die Matrix, die wir als Beispielif Zeilenstufenform gegeben hat-
ten. Der Rangist4 .

Anmerkung Beim Notieren der Zwischenstationen des Verfahréfid man der Einfachheit
halber die Klammern um die Matrizen weg. Treten Nullzeilen auf, so werden diese ebenfalls weg-
gelassen.

Die Herstellung der Zeilenstufenform ist ein wichtiger Schritt beim Gaul3-Verfahrendaurig
von linearen Gleichungssystemen, das wir in 7.2 behandeln werden.
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6.6 Aufgaben

Aufgabe 1. Ein Unternehmen stellt in ihren drei Niederlassungen Amsterdam, Bayreuth und Chi-
cago unterschiedliche Legierungen her. Dabeidtigen die einzelnen Niederlassungé@hijich
folgende Mengen an Rohstoffen:

Amsterdam: 20t Wolfram, 20t Mangan, 40t Zinn;

Bayreuth: 125t Zink, 100t Mangan, 25t Nickel;

Chicago: 540t Kupfer, 405t Zink, 270t Wolfram, 135t Nickel,
Die Rohstoffkosten (in 1000$/t) betragen dabei:

Kupfer: 30, Zink: 10, Wolfram: 500, Nickel: 120, Mangan: 25, Zinn: 280
Stellen Sie den Jahresverbrauch der Unternehmen in einer geeigneten Matrix dar. Wieviel Dollar
geben die Niederlassungen im betrachteten JahRbhstoffe aus? Wie hoch sind die Rohstoff-
ausgaben des ganzen Unternehmens?

Aufgabe 2.
a) Geben Sie den Abstand zwischen folgenden PunkteR’iman:
1 1
T = 2 |,y=1|—-2
3 0

b) Berechnen Sie:
0 2 1 1 1 -1
2'(1 —2 ;>+3'<2 2 2>

c) Berechnen Siel! fur folgende Matrix. IstdA symmetrisch?

1 2 3

A=\ 4 5 4

6 6 6

d) Seien

1 -1 0 3 03 4 —4 7T =730
A'_(7 6 1 —1>’B'_<16—3 1>’C'_<0 1 01)'
Bestimmen Sie einedsungX folgender Matrixgleichung (falls eine existiert):

%(A—(B+X—C)):A.



6. TUPEL UND MATRIZEN. VEKTORRAUME 148

Aufgabe 3. Welche MatrizenA und B folgender Dimensionen kann man multiplizieren? Geben
Sie gegebenenfalls die Dimension des Produkts an:

A B |A-B B-A

R2X4 R2><4 ) 2
R2x4 R4><2 ) 2
R2X4 R5><5 2 2
R2><4 R1X4 ) 2

Aufgabe 4. Eine (n, m)—Matrix A nennt man stochastisch, wenn die Summe der &getrin
jeder Spalte jeweild ergibt (Die EintAge geben dann Wahrscheinlichkeiten oder prozentuale
Zusammenénge wieder). Ebenso heil3t eirTupel stochastisch, wenn die Summe der Eigé
genaul betiagt.

Beispiel:
02 03 01 1 8:1))
A=\ 06 05 0 0 |, b= 0'1
02 02 09 0 05

a) Berechnen si€ := A - b. Uberpiiifen Sie, dass audfi stochastisch ist.

b) Ist das Produkt einer stochastischen Matrix mit einem stochastischen Tupel immer stocha-
stisch?

c) Wie sieht es mit dem Produkt zweier stochastischer Matrizeimd B aus?

Aufgabe 5. Das Unternehmen aus Aufgabe 1 stellt in jeder ihrer Niederlassung aus den Rohstof-
fen jeweils eine Legierung her. Geben Sie in einer stochastischen Matrix die Zusammensetzungen
der Legierungetl. 4, Lp und L an.

Diese Legierungen werden schlie3lich in zwei unterschiedlichen Mischungdtvesken auf dem

Markt angeboten:

| P P
Ly| 5% 10%
Lp | 15% 20%
Lo | 80% 70%

Geben Sie die Zusammensetzungen der Endprodukte (bzgl. der Rohstoffe) an.

Aufgabe 6. Finden Sie rdglichst viele Matrizerd € R?*? mit A2 = <

L0 > (mindestens 6
Stick).

01
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Aufgabe 7. Bringen Sie folgende Matrix auf Zeilenstufenform:

0 0 -1 0
-2 -1 1 -2
-2 -1 2 -1

4 2 -4 2
-4 -2 2 -4

2 1 -2 1

| |
—_ O R Rk OO
=W O

NIW = o NlwdI— O

Aufgabe 8. Sind folgende Mengen von Vektoren linear unabbig? Bilden Sie eine Basis d&3
bzw.R*?

1 1 3 -2 3 0 —1
(G GO 00)
0 1 —1 2 8 1 2
1 2 1
—9 —4 0 -2 3 2
JEE <m0
4 8 1 0 0 0
Aufgabe 9.

a) Geben Sieiir folgende Ebene irR? eine Basis an:

b) {

€1
E:{ T2 \x1+x2—2x3:0}.
€3

a
b) Stellen Sie einen Vektof b | € FE aus der Ebene bzgl. der von Ihnen gédlten Basis dar.
(&

Aufgabe 10. Bei genauereberpiifung der Angaben von Aufgabe 5 (von letzter Woche) fiel mir
auf, dass da etwas nicht passen kann. Warum?

Aufgabe 11. Betrachten Sie einen Produktionsbetrieb, bei dem ein Teil der dort hergestellten Pro-
dukte wieder in die eigene Produktion eingeht (z.B. chemische Industrie). Ein solcher Betrieb
stelle nunn, ProdukteP, . .., P, her. Zur Beschreibung des Produktionsprozesses wird die soge-
nannteEigenbedarfsmatri¥ := (a;;); j—1,..., verwendet.

Ein Eintraga,; dieser Matrix gibt dabei die Mengeneinheiten von Prodgkan, die zur Herstel-

lung einer Mengeneinheit vaR; berbtigt werden §;; > 0).

Die Eigenbedarfsmatrix kann durch den sogenan@erintographer(von 'goes into) veran-
schaulicht werden:
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(Ein fehlender Pfeil zwischeR; und P; bedeutet;; = 0.)
Geht nun eine Bestellungper die Mengem,...,b, von P,..., P, ein, so stellt sich die Auf-
gabe, aus der gesamten Information dieaeltdich zu produzierenden Mengen, ..., z, von
Py, ..., P, zu ermitteln {;, b; > 0).
a) Zeigen Sie: MitM := (E,, — A) lasst sich der Produktionsvektordurch Losen des Glei-
chungssystema/ - x = b bestimmen.
(Hinweis: Zeigen Sie zuichst, dass die Produktionsmenger beliebigesl < i < n der
Gleichungz; = > 7_; a;jz; + b; geriigt.)

b) Es sein = 3und A = (a;;);,; Sei gegeben durctms = 3, a13 = 14, as3 = 7unda;; = 0
sonst. Wieviele Produkte iissen vonP;, P» und P; hergestellt werden, wenn eine Mengen-
einheit P; bestellt wird?

c) Es sein = 3 und A = (a;5);; Sei gegeben durclys = 2, a13 = 3, a1 = % unda;; = 0

sonst. Ist es iglich, eine Mengeneinheit vaR, zum Verkauf herzustellen, ohrdberschuR
an P, und P; zu produzieren?



