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5 Integrationstheorie

In der Integrationstheorie werden die folgenden zwei Probleme behandelt, die auf den ersten Blick
nichts mitinander zu tun haben, die sich aber interessanterweise als ganz eng zasgermshher-
austellen.

Erstes ProblemGegeben eine Funktiofi . Gesucht ist eine differenzierbare Funktidhmit

F’' = f (eine sogenannte Stammfunktion vgr). Das Problem erscheint akademisch, ist aber
z.B. in der Physik grundlegend.

Zweites ProblemMan berechne den &theninhalt krummlinig begrenzterdehen (z.B. von Kreis-
flachen).

WeitereMotivation von anderer Seite:

In der Physik: Berechnung der Arbeit gegen eine variable Kraft.

Aus der Wirtschaftstheorie: Berechnung kontinuierlicher Zahlungser

Mathematische Hintergrundidee: Die Integration ist eine Art kontinuierlicher Summation.

5.1 Grundlegende Theorie

5.1.1 Stammfunktionen

Sei f : X — R eine relle Funktion.

Die reelle Funktion F' : X — R heil3t eineStammfunktion von f , wennF differenzierbar ist
mit F/ = f .

Tatsache:
SeienX ein Intervall und seierf’, G Stammfunktionen vorf . Dann unterscheiden sidh und
G nur um eine Konstante. D.h. es gibt eire R, so dalG — F = ¢, alsoG = F + ¢, also
g(x) = f(x)+c furallex € X .

Beweis: Esis{G — F) = f' — f' = 0. AlsoistG — F = c gemal3 der Anwendung in 4.2.1 .

Anmerkung:

Ist der Definitionsbereich voifi X kein Intervall, sondern eine Vereinigung von getrennten Inter-
vallen, so istG — F' zwar auf jedem Intervall konstant, aber die Konstante kann von Intervall zu
Intervall differieren.

Beispielevon Stammfunktionen:
Haufenweise mittels unserer Ableitungsbeispiele! Um nur einige zu nennen:

. . 1 . .
Fiurge R,q # —1ist ﬁxq“ eine Stammfunktion vom? .
q

, 1.
Stammfunktion von- ist derln .
xT
Stammfunktion vom Kosinus ist der Sinus.
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. 1 . .
Stammfunktion vonT ist der Arkussinus.

T+
Usw.: Siehe die Angabe der Ableitungen in der Liste der elementaren Funktionen.

(Etwas vagepBezeichnung
Eine reelle Funktion heil3geschlossen darstellbgrwenn sie durch iterierte Anwendung von Li-
nearkombinationen, Produktbildung, Quotientenbildung und Einsetzen in andere Funktionen aus

)-

5 sin x
3 - arctan(x3) -

. T
den elementaren Funktionen hervorgeht. ( ZiB:) = \/ln (z sin ()
Bemerkung:
Die Ableitung f’ eines solchen geschlossen darstellbgrest wieder geschlossen darstellbar und
f ist Stammfunktion vory’ .

Beweis: Induktiv, mittels unserer Ableitungslisten und den Ableitungsregeln in 4.1.5 .

Im Gegenteil dazu
Es gibt — sogar relativ einfache — geschlossen darstellbare Funktionen, die keine geschlossen dar-
stellbare Stammfunktionen haben.

_ 1

.. . . ST
Dazu geldren z.B. die FunktioneR—, e =2 und andere.
x

Beweis: Sehr anspruchsvoll.Auch bei den Mathematikern nur in Spezialvorlesungen.

5.1.2 Das bestimmte Integral

Schon im Altertum hat man die & heninhalte krummlinig begrenzte&€hen durch “Aussdpfung’bestimmt,
d.h. durch einen Limesprozel3, bei dem diadrle immer genauer durch das Innere von Polygone
approximiert wurde. Polygoréthen lassen sictamlich elementar berechnen.

Diejenigen Fhchen mit (teilweise) krummlinigen Grenzen, die einer mathematischen Behandlung
besonders zunglich sind, sind die Blchen zwischen dem Schaubilds einer Funktion und:eer
Achse.

Generelle Voraussetzung
Seif : [a,b] — R eine reelle Funktion. Wir setzen voraus, daBeschéankt ist (d.h. es gibt
C>0mit f(z) < Cfurallezx € [a,b]).

Gesucht
Der Flacheinhalt der Fliche zwischen dem Schaubild vgrnund derz-Achse, an den &dern
begrenzt durch die zur y-Achse parallelen Geraden durch die Abszissenpunide .

Bezeichnungen &

EineZerlegung (oder Unterteilung) des Intervalls, b] ist eine endliche Folg&€ =

(20, X1, X2,y ooy Tn—1, Tp) VON Punkten mit a := zo < 21 < 29 < ... < Tp1 < T, := b.

Das Maximum der Zahlem; — x;_1,7 = 1,2, ...,n (d.h. der Abshnde von benachbarten Zerle-
gungspunkten) heilt didaschenweitevon Z .

Zu fundZ undi, 1 < i < n seien definiert:
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m; = Infimum von{ f(z) |z;—1 < z < x; } und M; := Supremum voH{ f(z) |z;—1 <
x<uw}.

(Bei stetigen Funktionerfi ist m; das Minimum und\/; das Maximum vory in den Inter-
vallsticken|z; 1, x;] .)

O(f,Z) = M;(x; — x;_1) , die “Obersumme” vorf zu Z ,
i=1

U(f,Z) = mi(x; — ;1) , die “Untersumme” vory zu Z ,
i=1

Bemerke:O(f, Z) := Flacheninhalt unter der “gro3en” Treppenfunktion (s. Bild),
U(f, Z) := Flacheninhalt unter der “kleinen” Treppenfunktion

O(f) :={0(f,Z)| Z eine Zerlegung voiu, b] }
U(f) :={O(f,Z)| Z eine Zerlegung vofu, b] }

ff := Infimum vonO( f) , genannt “Oberintegral” vorf ,

Supremum vorJ(f) , genannt “Unterintegral” vorf

Feststellung
Oberintegral und Unterintegral existieren, wgibeschankt ist, und es ist ff > [f.

Hauptdefinition (Integrierbarkeit):

f ist (Riemannsch) integrierbar:<—- ff = jf

Dann: Die Zahl ff = [ f heiBt dadntegral von f tber[a,b] .

Schreibweisen daf: fbf oder fbf(x) dz (= fydt) )

8 —o

ST [/
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Deutungdes Integrals:

Fur Funktionenf mit f(x) > 0 fur allex € [a,b] — kurz durchf > 0 ausgedickt — ist das
Integral gerade der im Problem gesuchtédRleninhalt.

Vorsicht Flachendicke unterhalb der-Achse — also bei Intervaligtken, wof < 0 — gehen mit
negativem Vorzeichen in das Integral ein. Wir kommen bei Beispielen nochmal daré&akzur

Saloppe Deutung der Integrierbarkeit
Die Flache zwischerf und derz-Achse wird von den Obersummen und den Untersummen in die
Zange genommen. Wenn sich die Zange schlieBBt) Ist die Funktion integrierbar.

Beispiel

f :]a,b] — R sei konstant ,f := ¢ . Dann:

Flr jede Zerlegund von[a, b] ist M; = m; = ¢ furalle: = 1,2,...,n und somit
n

O(f,Z):Zc-(xi—xi_l) = Xi—a+ - X1+ +d1— D2+t b— Do)

= c-(b—a) = U(f,2).
Alsoist O(f) = {c-(b—a)} = U(f) (einelementige Menge).

b
Somit: f ist integriebar mit| f(z)dx = ¢- (b—a) , wie erwartet.

Weitere Beispiele siier. Dgnn: Die Direkte Bestimmung des Integrals mittels der Definition wird
praktisch nie durchgéhrt. Konkrete Beispiele benutzen fastimmer den Fundamentalsatz in 5.1.6.
Siehe dort.

Man kann allgemein die Integrierbarkeitrfsehr grof3e Klassen von Funktionen beweisen. Siehe
das Folgende.

5.1.3 Klassen integrierbarer Funktionen

Man kann — noch ganz allgemein — die Integrierbarkigitdehr grof3e Klassen von Funktionen
beweisen.

Satz 1:
(1) Jedes monotongist integrierbar.

(2) Jedes stetigg ist integrierbar.

Bemerke: Solche Funktionen sind besuoiit (Beweis!). Der Beweis von (1) und (2) ist dann nicht
allzu schwer.

Satz 2:

(1) Seif integrierbar. Dann:
f bleibt integrierbar, wenn man an endlich vielen Stellen den Funktionswénait. Das
Integralandert sich dabei nicht.

(2) Sei(xy)n=12,.. eine Folge von Punkten ifa,b] . Das f sei stetig in allenc # z,,,n =
1,2, ..., und f habe Sprungstellen in dem, . Dann istf integrierbar.
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Beweise: Schon etwas schwieriger.

Fazit:

Alle elementaren Funktionen sind integrierlidier abgeschlossene Intervalle ihres Definitionsbe-
reiches (weil stetig).

Und: Integrierbarkeit ist eine recht “robuste” Eigenschatft.

5.1.4 Allgemeine Eigenschaften des Integrals

Bezeichnungals Ubereinkuntft:
Sei f integrierbariber[a, b] . Man setzt:

a

Zf(w)dﬂf == fbf(x)dx und [ f(z)dz = 0.

a

"\ Integrationsgrenzen vertauscht

Satz
fyg : [a,b] — R seien integrierbare Funktionen, 5 seien au®R . Dann

d
(1) Sei a < ¢ <d < b. Dann existiert auch/ f(z) dz

b c b
(2) Seia <c<b.Dannist [ f(z)de = [ f(z)dx + [ f(z),dz
(Zerlegbarkeit bei Zwisc%enpunkten) ‘ ‘
b

b
3) faf + Byg(x) = a [ f( d:c+ﬁfg

a

(Llnearnat des Integrals)

b b
(@) Istf < g ,sogilt [ f(z)dz < [g(z)dx
(Monotonie des In(tlegrals) ‘

(5) Auch|f|, z — |f(x)]|, istintegrierbar und es ist| fbf(a:) drx| < fb|f(x)|dx.

(6) f-g istintegrierbar.
Beweise: Unterschiedlich schwer, aber relativ “straightforward”..

Beachtezu (6): Das Integral vorf - g ist nichtdas Produkt der Integrale. (S.5.2.2)
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5.1.5 Der Mittelwertsatz der Integralrechnung

Satz (Mittelwertsatz der Integralrechnung (MWSI))
Es seif : [a,b] — R stetig. Dann gilt:
b

Es gibtzg € [a,b] mit [ f(z)dz = f(x0)-(b—a) .

Flache des Rechteckber

Deutung Flache unter der Kurve= { [a, b] mit Hohe f (o) .

Beweis: Esseim := min{ f(z)|a <2 <b} und M := min{ f(z)]a <z <b} .

Dann:
m < flz) < M furallex € [a,b] .

konstante Funktionen

Nach (5) des Satzes in 5.1.4 und dem Beispiel in 5.1.2 gilt dann:

b b b
m-(b—a) = [mdz < [ f(z)de < [Mdx = M-(b—a).
a a (Z
1
= m < flx)yde < M .

(kiirzen durchb — a) b—a
Zwischenwertsatz — I

f(zo)

b
1 . . .
Aus ' —a /f(a:) dx = =z folgtdann die Behauptung durch Erweitern nhit- a .
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5.2 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Integrationspraxis

5.2.1 Integralfunktionen (Unbestimmte Integrale)

Bemerkung 1

X seiein Intervall,f : X — R sei stetigrg € X
Dann: ./ Argumentz von F ist Integrationsgrenze

x
F:X —R, F(z) ::/f(t)dt
ist eine wohldefinierte Funktion. 0

Folgt aus der Bezeichnung und (1) des Satzesin 5.1.4 .

Bezeichnung 1
DasF aus der Bemerkung 1 heilRitegralfunktion oderunbestimmtes Integralzu f .

5.2.2 Das Herz von Theorie und Praxis: Der Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung

Satz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (H-S) ):
X seiein Intervall,f : X — R sei stetigund es sej € X .

(1) Die IntegralfunktionF' : X — R, definiert durch
Flz)= [zf(t)dt= [ f
xo o

ist eine Stammfunktion vori , d.h. esistF’ = f.

(2) Seiena,b € X ,a <bundG: X — R sei irgendeine Stammfunktion vgh Dann:

b
| f(z)dx = G(b) — G(a) =: G(m)\z (Letzteres ist eine Schreibwe)se

Beweis
z+h T x+h o z+h
J r=/f [ r+[7 [ f
(l) o o _ o z _ T _ f(g) -h _
h i T h ) h T h
75.1.4Bezeichnung Tats.1(3) MWSImit §
_ fstetig
= O " fa)
2 @G = F+c¢= G(b) — G(a) = F(b) — F(a). Also:
Bem.1(2)

b 0 b
[f=]f+[f=F®) -F()=G0) -G)

Beispiele:
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Alle Differenziationen, umgekehrt gesehen. Etwa:

b 1 1
i . a — at+1|b _ a+1 a+1
(dabei seD ¢ [a, b], falls e < 0)
3 x
(2) [ coszdx = Sinx‘ig = sinf —sin(-%) = 1+1 = 2
37
2 3
() [ coszdr = sinz|?;, = sin2f —sin(—2F) = —-1—-1 = -2

_3m 2

Hier t2ritt das Plnomen auf, dal bei Integrieren diééthenteile unterhalb derAchse mit nega-
tivem Vozeichen in die Rechnung eingehen (und sich atwa, wie in diesem Beispiel, mit entspre-
chenden Fchen oberhalb der-Achse aufheben).

1
4 [ A= = arcsin|?, = T +

SIS
ol
ol

Wirdigung des Hauptsatzes:

Das Integral ist auf recht komplizierte Weise definiert. Durch die (\igfbhden) Aussagen des
Hauptsatzes wird das Integrieren auf das Differenziereinickgrefihrt.

In den folgenden beiden Abschnitten werden wir sehen, wie Differenziationsregeln zu Integrati-
onsregelnihren.

5.2.3 Substitutionsregel

Die Substitutionsregel ist das Pendant zur Kettenregel!

Satz (Substitutionsregel):
X sei ein Intervall. Gegeben seien

f:X — Rstetig und ¢:[a,b] — X stetig diferenzierbar.
Dann:

Beweis F' sei Stammfunktion vorf, (F o) (t) = f(e(t)) - ¢'(¢),
also

F o ¢ ist Stammfunktion vorif o ¢) - ¢’.
Daher nach dem Hauptsatz :

b
[ @) dt = Fleb) — Flp(a) = [ f(z)dz o

Symbolische Schreibweise und Umrechnung:
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_ oy G _ _ dx
Aus = = p(t): il (t) bzw. dx = ¢'(t)dt bzw. dt = FOR
Beispiele
b b b2
Q) [t f(£*)dt 0 s [ fle)dt = 5 [ fx)de
a a a2
T =p(t) =t
2-tdt =dx
(2) ¢ :]a.b] — R sei stetig differenzierbar und es ssit) # 0 in [a, b]. Dann:
b
' ) b
af 28dt = ),
T
(f(x) = .o =¢(t)
Beachte Die Gleichung(x) gilt sowohl, wenn allep(¢) > 0 als auch wenn alle(t) < 0.
/
Erinnere (4.1.6): @((f)) heil3t logarithmische Ableitung vop .
P

Spezialfallder Gleichungx) :

For [a,b] € ]—3,Z] gilt
b

b b
. T b
_ sin x _ sin x _ _ o
Jtan xde = [SRZ4y = — [S0Lgp — —]n cost|, = Incosa—In cosb.
a a a

5.2.4 Partielle Integration

Die partielle Integration ist das Pendant zur Produktregel. Sie liefert eine Methode, um Produkte
von Funktionen zu integrieren.

Satz (Partielle Integration):
fyg : [a,b] — R seien stetig differenzierbar.

Dann
b

[f9 = (f9)

a

b b b
Beweis (f-9) = fg+ f¢d = [f9+ [fd = [(fg) s (f-g)'

b b
o Jfd

a

b
a

Beispiele
(1) HiIra # —1hatman
b b b patl b
[z made = gt nz| - A5 [ dv = Aozt (lnz— a%rl)‘
a a a xT a
T ~——
f' g = o
_ _1 3a+t1 1 1 _atl 1
= Tﬂba (lnb—m) — maa (IHCL—TH)
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b
Der Falla = —1, das ist der Fall ™22 dz , erlaubt zwei Vorgehensweisen:

a
(i) Partielle Integration:

b b

b
b 1
I'=[ilnzdr = Inanz /lnxd:n = 2] = (Inz)?
a a T a
a 1
Also: I = i((Inb)?—(lna)?).
(i) Substitution:
b Inbd In
I'={1llzde = [ tat = %ﬂl = 2((Inb)*—(In a)?)
a lna na
T ™
nx=t 1 2 —
dt:ll—xf\/l—1:2d$ = [ V1 —sin®t cos tdt =
T -1 us
2
(2) Koppelung der Methoden g oom L
L 3 z 5
= [ cos t-cos tdt = (sin t-cos t)‘ _+ [ sin®tdt =
Flache des halben Einheitskreises -3 7 1 Tz -3
) g
z 2 us
= (sin t-cos t) iz + [ldt — I = I = J((sint-cost+ t)) iz = 7
2 — 2

NIE]

5.2.5 Uneigentliche Integrale
Unter Umsénden kann man bisherige Grundvoraussetzungen aufgeben:

Unendliches Integrationsintervall

Definition 1:

Gegeben seff : [a,0) — R.

b b
Existiert [ f(z)dz =: F(b) furalleb > aund existiertblim F(b) = blim [ f(z)dz,

a

so heif3tf (uneigentlich) integrierbar Uiber[a, co) und man setzt:

00 b
/f(x) dx := blim f(x)dx

Eine analoge Definition giltdr f : (—oco0,b] — R :
b b

/f(ac)dx = lim [ f(z)dz

a——00
a
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Bemerkung:
Ist f stetig undE’ eine Stammfunktion voif, so gilt

[ f(@)dr = Jim ()~ F(a),
d.h. dig linke Seite existiert genau dann, welim F'(b) existiert und dann gilt die angegebne

B—o0

Gleichung.

Beispiele

oo b b
(1) [e®dz=1lim [e®=lim(e™®)| = lim(l—e?) =1
0

b—oo 0 b—oo 0 b—oo

(2) FHirs € R hatman:

b
b In IE‘ =Inbd fallss =1 0 falls s =1
f%daz: 1 b — 00 falls s<1,dh.—s+1>0
! %ﬂ-x‘sﬂjl falss#1 | "7 | L falls s>1,dh. —s+1<0

b
Ergebnis. [ L dx existiert <= s> —1.
1

[a, b] endlich, aberf nicht mehr besclimkt

Definition 2:

Gegeben sef : [a,b) — R mit élrr%) f(B) = £o0.

B B
Existieren|[ f(x)dz furallea < 8 < bund existiert lin%f f(x)dx,

B—

so definiert man 5

b

[ f(z)dz = élH})f f(x) dx.
Analog im Fallelim f(«) = o0, f : (a,b] — oo:

fbf(ﬂf)dwizgéig}lfbf(:c)dx, Woa<a<g.

Beispiel 3

1 lim In « fallss = —1 +oo fallss=-1
[atdx = a'—>0 L osrlt = oo fallss < —1
0 Loy g2t fallss A -1 L fallss > -1
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1
Ergebnis: [ 2° dz existiert«<— s > —1. 2 Diagramme
0

Kombination von[1] und

a=—oo oder lim f(a)=+o00

a—a

Es sei und . Dann:

b= o0 oder élﬂ}) f(B) =+

Wahle c €]a, b]. Setze:
b c b
[f@)de = [ f(z)dz+ [ f(z)de (

falls beide Integrale
rechts existieren

Beispiel:

oo 0 —o0
@ [elldr= [ ede+ [ e®dz=1+1=2(s.0)

—00

(5) Ohne Beweis, wesentlich schwieriger (\NETF2 keine geschlossen darstellbare Stammfunkti-
on besitzt), in der Statistik benutzt:

e~ do = /7
il

Bemerkung: Die Limites von Intgralen in diesem Abschnitt sind immer Limites von Integralfunk-

tionen (5.2.1) gewesen.

Sind solche Limites konvergent gegetroo im Sinne von 3..5 , so setzen wir die berechneten
1

Iniegrale auch gleicktoo . Z.B.ist [ 2°dz = oo fur s < —1 (s.Beispiel 3).

0
Beim Anwenden der Eigenschaft (3) des Satzes in 5.1. kann man auch mit diesen Limites rechnen
wie friher (s.3.3.6 , erste und zweite Regel).

5.2.6 Ein Integralvergleichskriterium flir Reihen

Tatsache:
Seim e N und f : [m,00) — [0, c0) sei monoton fallend. Dann gilt:

Z f(n) konvergiert—=> [ f(z) dx existiert.

Es gelten dig:KE)scmzungen

> s < [r@ds < Y s,

n=m+1

Beweis: Man erkennt, dal3 die Absithungen gelten (s. Abbildung). Die Konvergenzaussagen
folgen aus den Monotoniekriterien.
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5.3 Integrale in der Okonomie
5.3.1 Konsumenten- und Produzentenrente

“Polypolistische” Situationviele Anbieter, viele Nachfrager, freier Markt

x Menge eines Guts im Angebot;y <z < C
p(xz) Preisfirz

Nachfragefunktiom (x) und Angebotsfunktiom(z):
p

Dabei:

n(x) fallend denn

je hdher der Preis, desto niedriger die Nachfrage.
a(x) steigenddenn

je hdher der Marktpreis ,desto

hoher das Angebot

Gleichgewichtsmenge und Gleichgewichtspreispreisdefiniert durch

p:=n(T) = a(T) (“Marktpreis”)

Man betrachtt nun eine Zerlgung : o < 21 < 22 < ... < x, = T.

Vorstellung: Die Mengen zwischer_; undz; hatten auch noch zum Prei$z;) verkauft werden
konnen. Die Kaufer, die dann gekaufélten, haben, weil sie die Ware zum niedrigeren Marktpreis
bekommen, einen “theoretischen Gewinn”

n(z;)(z; — xi-1) — P (¥ — 2i-1)

zu zahlen bereit tatsédchlich gezahlt

Die gesamte Konsumentenschaft hat in diesem Sinn einen theoretischen Gewinn von:

n

S n(w) - (w; — @) BT = Uln, Z) — pT
=1

denn n(x;)=m;j,dan fallend
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Im Endeffekt: Bei immer “maschenfeineren” Partitionen konvergiert dieser theoretische Gewinn
gegen die sogenannte

Konsumentenrente := [ n(z)dr —p-T

Analog: Gemal3 Angebotsfunktion iwrden viele Produzenten auch unter dem Marktpreis ver-
kaufen. Sie erzielen einen ZAiglichen theoretischen Gewinn, da sie jadatdich zum kheren
Marktpreis das Gesdlfit abschliel3en.

Der Gev7\1/inn:

ﬁ-f—Zai‘(x)-(xi—xi_l) —
1

Z immer feiner

a(x) dr =: Produzentenrente

bl
8|
|
O—xy|

Anschaulich:
P A

Konsumentenrente = Inhalt der graueadte
Produzentenrente = Inhalt der schraffiertefichle

5.3.2 Kapitalwert eines Ertragsstroms

In der Okonomie untersucht man défteren den Zusammenhang zweischen sogenarBeen
standsgRen (wie z.B gesamtwirtschaftlicher Kapitalstoc®lvorkommen usw.) und den zu-
geldrigen sogenannteRluRgroRen (gesamtwirtschaftliche Nettoinvestitio@lfdrderung uswy).

Bestandsdif3en sind dann Integrale der FluBgen.

Bei uns:

B(t) := Erwirtschafteter Ertrag zum Zeitpunke [0, 7],

b(t) = B'(t) seider “Ertragsstrom”.

Der Ertrag werde laufend auf ein Konto eingezahlt und dort stetig verzinst zur Zinsrate
vona = 55

DerEndwert K (t) sei der Kontostand nach Jahren.

Der Gegenwartswert (Barwert) k(t¢) ist diejenige Geldmenge, die, zum Zeitpurkt 0 mit
stetiger Verzinsung zu angelegt, nacti’ Jahren den Endwert ergebeiingde. Man leitet her:
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T
EndwertK (T) := T - [b(t) - et
0

T
Barwertk(T) := [b(t) - e~ dt
0
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5.4 Aufgaben

Aufgabe 1. Bestimmen Sie folgende Stammfunktionen:

4 1 1 2 —
a) /(m—i-a:—él)dx b) cos(:z:)—;#—S—\/g—e*‘”da: c) /de

Aufgabe 2. Bestimmen Sie die folgenden Integrale:

’ n(z? " in 2 ° 2 3 2
) [ in(ar Q) [ sin@(cos@)Par e [ Gt

0 1 z—3

-2 0 % — 0z

Aufgabe 3. Ein Haushalt habe bzgl. des Konsums eines Gutei® Grenznutzenfunktiom(x).
Bestimmen Sie die Nutzenfunktidi(x) des Haushaltdif = > 0.

Aufgabe 4. Sie haben das Patent zur Herstellung von selbstreinigenden Windschutzschieiben f
Pkw. Als Monopolist legen Sie die Preise nach den Grenzkosten fest, und zwar wie folgt:

Der Preisf fur die xte Windschutzscheibeif Mengenz bis 1000 betigt f(z) = 200 — {5

Werden mehr als 1000 Einheiten abgenommen, so bestimmtfsidch der Formelf(z) =

100:6&. (Die ersten 000 Einheiten werden aber auf jeden Fall nach den alten Preisen abgerechnet.
Ermitteln Sie die Gesamtkosten, sowie die Durchschnittskosten pro Windschutzschediseh

Kunden in Ablangigkeit von der insgesamt abgenommenen Menge. Skizzieren Sie die Grenzkosten-
, sowie die Durchschnittskostenfunktion.

Aufgabe 5. Sei

N(p) = (5) @)+ 1)

die Nachfragefunktion eines Produkts in Millioneru&t. Skizzieren Sie die Nachfragefunktion
und zeichnen Sie den Umsatz des Unternehmens (Monopolist) bei einempfreis, 60 EUR
ein. Nach einer Ausweitung der Produktion senkt der Unternehmer den Preis-auff, 30 Cent.
Tragen Sie den Gesamtumsatz ein. (Die Nachfragggwurde zutachst voll befriedigt.)

Wie sahe der Gesamtumsatz aus, wenn der Unternehmer — bei jeweiligerdfiisict der Nach-
frage — den Preis in 10 Cent — Schritten ygrbis p; Cent gesenktite?

Berechnen Sie den Gesamtumsatz bei einer stetigen Preissenkumghisp;, also das Integral
fpo N



