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4 Differenzierbarkeit. Kurvendiskussion

4.1 Grundlegendes Uber Differenzierbarkeit

4.1.1 Definition der Differenzierbarkeit

Wir geben gleich die Definition. Motiviert wird sie durch die unten beschriebenen verschiedenen
Moglichkeiten der Interpretation.

Definition (Ableitung und Differenzierbarkeit)

Es seiX ein Intervall , f : X — R sei eine Funktion und es sej € X . Dann:

f(x) = f(o)

f heiBtdifferenzierbar in =y :<= der Grenzwertlim —*——— exi-
T—T0 T — xg
stiert.
Ist @ := lim M dieser Limes, so heifd die Ableitung von f in xg

T—T0 T — xo
Man schreibt dann:
f(29) = a (= Tim L&) =)

T—x0 T — I ) )
Die Funktionf hei3tdifferenzierbar :<—= f ist differenzierbar in jedem € X .
Man hat dann eine Funktiof’ : X — R,z +— f'(z) .
Diesesf’ heiRt dann didbleitung von f .

Eine andere gehuchliche Schreibweise:j—f(:co) := f'(z0) und ;l—f = f.
X X
“Einseitige” Varianten:
Existiert der linksseitige Limeslim M = « bzw. der rechtsseitige
T—Ty T — Xo

Limes lim &) = /(z0)
x—»xar T —Zo

rechtsseitige Ableitungvon f in x .

Wie Ublich: Dasf ist genau dann differenzierbar iy , wenn beide einseitigen Ab-

leitungen existieren und gleich sind.

= [, so heiRena bzw. 3 die linksseitige bzw. die

Einfachste Beispiele
Seia € R. Die Ableitung der konstanten Funktiof(z) = a ist die Nullfunktion: /' =0 .
Die Ableitung des Polynoms ersten Grades g(x) = ax + b ist die konstante Fupktion .

— f(=o) _a-—a

Beweis In diesen®&llen sind bereitsf(x)

= 0 und
r — X r — X
9(x) — g(zo) i (ax +b) — (axo +b) _ a(z—mz9) _ a
T — X T — X r—1x9

Einfaches Gegenbeispiel
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Die Betragsfunktionf : R — Rz — |z

, ist nicht differenzierbar img = 0 .

Man rechnet nactl (2 = /(o) _ I2 _ { -1 <0

T — X0 T 1 x>0
Daraus: Die linksseitige Ableitung vohin 0 ist—1 , die rechtsseitige ist 1. Da diese beiden
verschieden sind, ist:| nicht differenziebar in 0.

Interpretatiorder Ableitung:
e “Geometrisch” als Anstieg der Tangente, s. Vorlesung
¢ “Dynamisch” als Momentangeschwindigkeit, s. Vorlesung

e “Als lineare Approximation”, s. 4.1.2

Bezeichnungsweise in d&konomie

In der Okonomie werden die Ableitungen diverser Funktionen im allgemeinen durch #fis Pr
“Grenz-" bezeichnet. Zum Beispiel:

Die Ableitung der Kosten(-funktion) heif3t di@renzkosten(-funktion)

Die Ableitung vom Erbs heil3t defGrenzerlosusw.

Eine Variante der Definiton:

Die Bezeichnungen seien wie in der Definitionirtlz € X, x # zound furh £ 0,20 + h € X
seih = x — xo undx = 9 + h . Dannist
lim f(x) = fwo) _ T AC s h)) — f(@o) .
T—x0 T — X h—0 h
Das soll bedeuten: Der Limes auf der einen Seite existiert genau dann wenn der auf der anderen
Seite existiert und in diesem Falle sind beide Limites gleich.
Insbesondere also: Man kann die Ableitung yoim 2y auch mittels der rechten Seite definieren.

4.1.2 Differenzierbarkeit und lineare Approximation

Die Bezeichnungen seien wie in der Definition in 4.1.1 und eg’sep) = « .

Bezeichnung 1
Furz € X sei

r(z) == f(z) — f(z0) — e (z — z0),
so dal also

f(x) = f(xo) + a-(z — x0) +7(2).
Dasr(z) hei3e der Rest voifi bediglich z .

Behauptung
Esist: lim r(z) =0 < lim f(@) = f(xo) —a
T—To L — [1:‘0 T—T0 €T — :EO
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Beweis: Esist
@) _T@—f@)
Tr — X r — X X—Xo0

Es ergibt sich folgendinterpretation der Differenzierbarkeit :
Esist f(z) = f(z0) + a-(z — 20) + r(x)

f istdifferenzierbar inco mit Ableitung o <~ r(z) 0

mit einemr(z) , fir das lim
Tr—To L — LEO

In Worten:
Die lineare Funktiornt(z) := f(x¢) + a-(x — z¢) approximiertf(z) in der Nahe vonz, beson-

(z)

ders gut, und zwar so, daBrfx — ¢ nicht nur der Rest(z) sondern sogarrix gegen 0
r — X0
strebt.

Bezeichnung 2
Die lineare Funktiont : R — R, t(z) = f(zo) + a-(x — zo) heillt Gleichung defangente
an f beixg . Ihr Schaubild ist die Tangente an das Schaubild f@m Punkte (xq, f(xo)) .

Eine weitereSchreibweise @ir die Approximation :

Man schreibtA f := f(xz) — f(x¢), Az : x —x¢y und
Af =~ fl(z0)- Az,

interpretiert als:

A f (= der “Zuwachs” vonf bei xg ) ist anrahernd gleich oder “in erster@erung gleich”
f'(xo)- Az (= f'(xo) mal dem Zuwachs von .)

Noch der wichtige

Satz:
Ist f differenzierbar inxg , so istf stetig inz .

Beweis: Der Rest(z) ist stetig inzo mit 7(xg) = 0 = lim r(x) und f(z) = f(xo) +
f(zo)(x — x0) + r(x) ist stetig nach den Rechenregelm tetige Funktionen.

4.1.3 Einige Ableitungen

Wir geben, um erstes Beispielmaterial zu haben, einige Ableitungen an.

Tatsache
Folgende Funktionen haben folgende Ableitungen in ihrem Definitionsbereich:
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Funktion Ableitung
f = a konstant =0
", n € nz™ ! und allgemeiner
z9,q e R gt
e’ e’ und allgemeiner
a® Ina-a®
In(x) i und allgemeiner
log, () O
sin x COS T
cos T —sin x

Einige Bemerkungen dazu in der Vorlesung. Auf die eine oder andere Herleitung werden wir
spater noch treffen.

4.1.4 Wachstumsrate und Elastizit at

Eine der laufigsten Weisen, wie die Ableitungen in die Wirtschaftstheorien eingehéindstdie
Begriffe “Wachstumsrate” und “Elasti#t”.

Definition:
Sei f :]0, 00[—]0, 00| eine differenzierbare Funktion. Man definiert
: f'(z)
Wachstumsrate volfiin z :=: r¢(z) =
f () (o)
. . f'(z)
Elastizitait von f in x = er(z) = X
f 7(x) (o)

und die zugebrigen Funktionen
r¢ :]0,00[—]0, 00,z — r¢(xz) und
ef :]0,00[—>]0, 00,z — ef(x) .
Beispiele
Fur f(z) = 2™ ist wy(z) = % undes(z) =n .
Fur f(z) = a® ist wg(xz) =Ilna und es(z) =Ina-x
Interpretation

Wachstumsrate:

f' (o) Af
Ar ~

flao) " flxo)

Interpretiert als: Die Wachstumsrateap beschreibt Aherungsweise den relativen Zuwachs, d.h.
den Zuwachs im Verdtnis zum “Output’f (xo) .

r¢(xo)-Ax =
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Oder:r¢(xo) gibt naherungsweise das Veéiltnis Zuwachs zu Output an, wenn sich der Input um
1 erfbht.

Elastizitt

Sei0 < A < 1,und Az = A-zq , d.h. der Inputzy erhdhe sich um den Faktoy, etwa =
Dann:

100°

S fa) 1 1A
€f(x0)_ f(ﬁo) 0 f(xO) 2\ A A f(fl:O)

Also bei\ = ﬁ , d.h. bei einer Erhung des Inputs um 1% :
Af

ef(xg) = m-mo = Erhdhung des Outputs in Prozent .

4.1.5 Ableitungsregeln

Die in diesem Abschnitt auftretenden Regeln sind sehr wichtig und beim Differenzieren allge-
genwartig.

Satz 1(Ableitungsregeln)

Es seiena, 8 € R, f,g seien differenzierbare reelle Funktionen vdhnachR und seilN die
Nullstellenmenge vog . Dann gilt:

Auch af + g, f-g und 5 , letzteres mit Definitionsbereick’ \ N, sind differenzierbar undif
die Ableitungen gilt:

(af+p8g)(x) = af'(x) + B9 (z) (Linearkombinationsregel)
(f-9) () = [flx)g)+ f(z)g(x) (Produktregel)
(L) () _ [@9) — J@) (@) (Quotientenregel)
g g(x)?

Satz 2(Kettenregel)

Esseienf : X; — R und g : X, — R reelle Funktionen und es sei Bilg) C X;
Es seig differenzierbar incg € X, und f differenzierbar irg(zo) € Xy . Dann gilt:

Die Kompositionf o g ist differenzierbar incy und fur die Ableitung gilt:
(fog)(xo) = f'(g9(x0)) g (o) -

Beispiele
Einfaches Beispielifr die Kettenregel: g(xz) = A-xz,A € R.Dann: (fog)(z) = X-f'(\x) .
Interpretation: Der Ubergang — Az beschreibt eine ‘Umskalierufigeine Anderung in den

Mal3einheiten. So ist etwa = 100 beim Ubergang von Zentimeter zu Meter oder man hat

A = 1000 beim Ubergang von Tonnen zu Kilogramm.
Das Beispiel besagt: Bei der Ableitung taucht der Skalierungsfaktor auf.
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Weitere Beispiele in Vorlesung undbung.

Satz 3 (Ableitung der Umkehrfunktion):

Seif : X — R eine injektive reelle Funktion mit Bild3 und es sejy : B — X die Um-
kehrfunktion. Es set € X . Dann:

Ist f differenzierbar inc mit Ableitung f'(x) # 0 , so istg differenzierbar inf(z) und es ist
1

g(f(@))

/ T — 1 ") =
g (f(z)) () und dann auch f’(z)

Eine weitere Regel, und zwdiber die Ableitung von “Potenzreihen”, wird in 4.1.6 behandelt.
Zuerst jedoch:

Anwendungender bisherigen Regeln bei der Berechnung einiger Ableitungen:

Wir setzen hier voraus, dakp’(z) = exp(x) ist.
(Siehe dazu 4.1.5). Daraus leiten wir einige der Ableitungen aus der Liste in 4.1.3 her.

() Die Ableitung des Logarithmus:

Seienx € R,y > 0 und es sej = exp(x) . Nach Satz 3 gilt:
1,()_1_1_ 11
YT ep(e) ~ exp(a)  exp(ny) g

(i) Die Ableitung der Potenzfunktionen:
Esistz? = exp(gq-In z) . Setzt mary(z) := ¢-In z, , so ist nach Satz 2 (und (i) ):

q
(@) = expl(g(@)) - g'(2) = exp((g(x))) - T =g = 2" .
(iii) Die Ableitung der Exponentialfunktionen:
Fur f(z) = a® = exp(z-In a) gilt: Setzt mary(z) := z-lna, SO ist
f'(x)=exp(z:lna) - -¢(r)=a*-Ina.

4.1.6 Die logarithmische Ableitung

Sei f eine differenzierbare Funktion mit Definitionsberei&hund mit f(z) > 0 fur allex € X .
Fur die Ableitung der Kompositiolm f(x) gilt dann:

,_ I'@)
(i 7)) = S5

Bezeichnung
f'(@)
f(z)

Benutzung der logarithmischen Ableitung:

Fur solchef nennt man die logarithmische Ableitung von f .

Die einfach und die doppédibgarithmische Darstellung(des Schaubilds) einer Funktion:
Bei der einfach logarithmischen Darstellung:
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Man tragt auf derz-Achse wie bisher das urdjpmgliche Argument: ab, auf der Ordinatenachse
aber statyy den Wertln y, . D.h. man zeichnet den Graphen vanf(z) .

Bei der doppelt logarithmischen Darstellung:
Zu z > 0 tragt man auf der Abszisse den Wertz und auf der Ordinate den Weit f(x) ab.

Gebrauch und Intepretation:

Man benutzt z.B. die einfach logarithmische Darstellung bei rapide wachsenden Funktionen. Die
logarithmischen Darstellungen werden aber auch benutzt, um etwa das Wachstumsverhalten der
Funktion besser zu verstehen. Z.B.:

Bemerkung

Die logaritmische AbleitungIn f(z) )’ ist offenbar die Steigung im Punkiedes Schaubilds von
f inder einfach logarithmischen Darstellung vfn

Neues Lichtauf die Begriffe “Wachstumsrate” und “Elastiit:

!
(1) Die Wachstumsrate r(z) = fz)
X

ist(!) die logarithmische Ableitung und ist also
anschaulich durch die Bemerkung beschrieben.

(2) Die Elastiziites(x) von f in x ist gleich dem Anstieg der Tangente des Schaubildsfvon
in der doppelt logarithmischen Darstellung beim Abszissenplnkt.
Beweis: Es istiir z # xg :

f(lnz)— f(ln o) f(lnz)—f(Inze) z—wzo

Sekantensteigung = =

In z—1n xg In z —1In x¢ T — o
f(mz)—f(lnzo)  x—zo flo) 1 [
: — C— = ‘= ep(z).
x — xg Inz—-—Inzy x—x f(z) In' zg f(z)

4.1.7 Ableitung von Potenzreihen

Wir kennen mehrere Reihen, deren Glieder Vielfache der Poterizder Variablenz sind:
Die geometrische Reihe " z” , die Exponentialreihe exp(z) = »_ % , den Cosinus,

. n=0 n=0
den Sinus . Generell:

Bezeichnung 1(Potenzreihen):
Gegeben eine Folg@u, )n—o,1,2,... reeller Zahlen. Dann heif3t die Reihe

o0
E anx” = ap+ a1x + asx® + ...+ apz™ + ...
n=0

eine Potenzreihe im , genauer die Potenzreihe mit den Koeffizientenn = 0,1,2, ... .

Satz 1(uber die Konvergenz bei Potenzreihen):

Sei ) an2" eine Potenzreihe. Dann gibt es ein eindeutig bestimnites [0, co[U{oo} =:
n=0

[0, 0] (s. Vorlesung), so daf gilt:
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(o]
o IsTR=0,s0ist y a,z" konvergentnuriirz =0 .

n=0
oo

e ISt R = oo, so ist Z anz™ konvergentiir allez € R .

n=0

oo
o IstO<ReR ,soist ) a,z" konvergentir allex mit || < R, und nicht konvergent
n=0

furallex mit |z| > R, . (Furz = =R hat dabei jede Potenzreihe ihr eigenes Verhalten.)

Bezeichnung 2Konvergenzradius):

(0.9]
DasR aus dem Satz heil3t d&pbnvergenzradiusder Reihez anx” .
n=0
Beispiele
Die Exponentialreihe, der Cosinus und der Sinus haben den Konvergenzsadjuke geometri-
sche Reihe hat den Konvergenzradius 1 .

Bemerkung
Ist 0 < R < oo , so wird durch die Reihe eine Funktion

f:]-R,R[— R,z+— Zanx”
n=0
definiert. (Vergl.exp, sin, cos, .)

Wir wollen hier nicht darauf eingehen, wie sich der Konvergenzradius R aus der Fg|geder
Koeffizienten bestimmeralt.

Satz 2 (Uber die Ableitung von Potenzreihen):

Gegeben sei die Potenzreirg anx"™ mit dem Konvergenzradiu8 < R < oo . Dann gilt: Die

n=0

Funktion -
f o= Zanx" :] — R, R[— R ist differenzierbar in] — R, R[ und man erhlt ihre

n=0
Ableitung “gliedweiség, d.h. es ist

o0

fix) =Y (n+Dappa" .
n=0
Der Konvergenzradius der Reihf(x) ist dasselbd&? wie der fir f(x) .

Demonstratioran den Beispielerxp , sin , cos siehe Vorlesung.

4.1.8 Hohere Ableitungen

Definition:
Sei f : X — R differenzierbar und seiy € X. Ist die Ableitungf’ von f
differenzierbar inzg , so heif3t

(f") (zo) = f"(z0) = fP(x0)
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die zweite Ableitungvon f in 2o und f heil3t zweimal differenzierbar in .

Ist f zweimal differenzierbar in allemy € X , so heil3tf zweimal differenzierbar
und die Funktionf” : X — R.z — f”(x¢) hei3t diezweite Ableitungvon f.
SchlieRlich definiert manif n > 2 die n-ten Ableitungen f(™(z) und f(™ .
X — R induktiv als die entsprechenden Ableitungen @er 1)-ten Ableitung
(=1 falls letztere existiert. Man nennt darfm-mal differenzzierbar.

Noch: f hei3tn-mal stetig differenzierbar , n € N,, wenn f n-mal differenzierbar
ist und wenn diex-te Ableitung noch stetig ist.

Beispiele

(1) cos’(x) = —cos(x) undsin”(z) = —sin ().
(2) exp™ = exp furallen € N.

(3) (z™)™ =n! (konstant gleich!).

4.1.9 Die Regel von de I'H Opital

Das ist eine sehr effektive Regel, die den datdichen Grenzwert bestimmt, wenn beim Rech-
nen mit Funktionen oder Grenzwerten unbestimmte Al auftreten. Die Regel ist auch sehr
flexibel und kann an die meisten unbestimmten Auiske angepal3t werden

Satz
Seienf,g : X — R reelle Funktionen. Es set ein Haufungspunkt vorX und f undg seien
differenzierbarir allex # xg .

Es sei vorausgesetzt, daf§z) # 0 fur allezy # « € X und daf

entweder lim f(z)= 0 = lim g(z) ,
T—T0 T—T0
oder lim f(z) = o0 = £ lim g(z).
T—x0 T—T(
Dann gilt:
!
) =a = lim 7f(x) =«
2 7 () 255 9(a)

D.h.: Existiert der linke Limes, so auch der rechte und beide sind gleich.

Der Satz gilt auchifr uneigentliche Limites, etwdif o = oo .

AulRerdem gibt es die entsprechenden einseitigen Varianten.

Schlief3lich:

Man kann die Regel iteriereniiirt die Betrachtung der ersten Ableitung noch nicht zum Ziel, so
betrachte man die zweite Ableitung , die dritte Ableitung usw. Sind bei jedem Schritt die Voraus-

(n)
setzungen der Regel étft, und existiert schlieZlichifrn > 2 lim f( )Ex;
z—xo g\"(x
fO) o f D (@)

¢ = M ) T A e () T

= «, SO ist
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@) f@) @)

T—T0 g”(x) T s g’(gj) = g(gj)

Beweis im einfachsten Fadl(z) # 0, f(zo) = 0 = g(zo) und f'(z0), ¢’ (x0) € R . Dann

ist firz # xq
f(z) — f(zo)
fl@) _ f@) = flwo) _ fl@)—f(xo) z—x0  z—10 ., T(xo)
gx)  g(x)—g(@o)  g(@) —g(zo) -0 9(@) —g(zo) x—x0 g'(x0)
Tr — X

Beispiele

. sin x . cosx 1
R

1
@) tim 2%~ fim T = lim L = 0,
T—00 I T—00 T—00 I

Weitere Beispiele in der Vorlesung und déhungen.

4.2 Kurvendiskussion

Das ist die Anwendung der Differentialrechnung auf das Studium des Schaubilds einer Funktion.

4.2.1 Mittelwertsatz und Satz von Rolle

Satz 1(Mittelwertsatz):
Sei [a, b] ein abgeschlossenes Intervall uffid: [a,b] — R eine reelle Funktion. Dann gilt:
Ist f stetig und differenzierbar ifu, b[ , so gibt es ein;y €]a, b[ , mit
b) — .
Plag) = 1O ah mit 7)) = F@o)-(0-a) |

Interpretation der ersten Gleichung: Es gibt einen Pugkin Innern des Intervalles, so daf3 die
Steigung der Sekante durch die Punktef (a)) und(b, f (b)) gleich ist dem Anstieg der Tangente
beixy (s.\Vorlesung).

Eine Anwendung
Sei X ein Intervallund sef : X — R eine differenzierbare Funktion.
Ist f(z) =0 furallex € X , soistf konstant.

Beweis in der Vorlesung.

Ein Spezialfall von Satz 1 ist der

Satz 2(Satz von Rolle)

Sei f eine differenzierbare Funktion auf einem Intervll.

Sinda,b € X, a <b mit f(a) = f(b) , sogibtes eimg € Ja,b] mit f'(xp) = 0.
Beweis aus dem Mittelwertsatz: Nach Satz 1 gibtgmit 0 = f(a) — f(b) =

F(@0)(b— ), also mit f(zo) = % _ 0.
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4.2.2 Monotonie und erste Ableitung
Satz
Die Funktion f : [a,b] — R sei auf[a, b] stetig und ina, b] differenzierbar. Dann gilt:
f/(x) >0 furallex €]a,b] = f istmonoton wachsend i, b]
f'(x) >0 furallex €]a,b] = f ist streng monoton wachsend|in b]
f'(z) <0 furallex €]a,b] = fist monoton fallend ifa, b]
f(xz) <0 furallex €]a,b] = f ist streng monoton fallend ifa, b]

Zur Monotonie siehe auch Bez.2 in 3.2.3 . Zum Beweis siehe 4.2.5 .

Anmerkung

Im allgemeinen wird eine Funktion nicht auf ihrem ganzen Definitionsbrdicimonoton sein.
Man interessiert sich danif“Monotonie-Intervalle” vonX , das sind Intervallda, b] C X, so
daR die Einsctéimkung vonf auf [a, b] monoton ist.

4.2.3 Extremwerte

Bezeichnung(Inneres eines Intervalls)

SeiX € R ein Intervall. Dasmneref.( von X ist dasX ohne seine Randpunkte, d.h. das offene
Intervall mit denselben &dern wieX .

Im einzelnen (s. 1.3.3):

Das Innere votia, b] , [a, b[ , ]a, b] und]a, b[ist jeweils]a, b[ , das Innere vofu, co[ und von|a, co|
ist]a, o[ , das Innere vof—oo, b] und von|—oo, b[ ist ] —oo, b] , und das Innere voX = R ist

R selbst.

Definition (Extremstellen):
Sei f : X — R eine reelle Funktion und seie X . Dann hatf in =

(i) einglobales Maximumvon f <= Furalley € X ist f(x) > f(y)

(i) ein globales Minimum von f: Furalley € X ist f(z) < f(y)
Es gibte > 0, so dal3f(z) > f(y)
furalley € X mit |y — z| < e.
{ Es gibte > 0, so daf¥f(z) < f(y)
furalley € X mit |y — z| < e.
Extremum bzw. Extremstelleist ein gemeinsamer Nam@rfMaximum oder Minimum.
Statt “global” sagt man auch “absolut” und statt “lokal” sagt man dann “relativ”.

Gilt auf der rechten Seite von (iii) oder (iv) die Gleichhé{tz) = f(y) nurfurxz =y,
so spricht man von einemolierten lokalen Maximum oder Minimum.

=
(iii) ein lokales Maximumvon f < {
=

(iv) einlokales Minimum von f

Satz
Sei X ein Intervallund sef : X — R . Fur Punktezy € X, dem Innern vonX , gilt:
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(1) f hatein relatives Extremum ingp = f'(x¢) = 0; .

(2) f'(z0) =0 und f"(z9) > 0 = f hatinao einisoliertes Minimun( insbesondere aly

f'(z0) = 0 und f"(z9) < 0 = f hatinz einisoliertes Maximum( g@ﬁg&@ﬁ;ﬁﬁ :

Zum Beweis siehe 4.2.5 .

Warnung!

Erstens: Die Nullstellen vort’ liefern erst einmal nur Kandidateiirf Extremstellen. Ob wirk-

lich Extrema (und nicht z.B. Wendepunkte, siehe 4.2.5 ) vorliegen, muziieh untersucht
werden

Zweitens:  Extrema der Funktiorbknen auch in den Randpunkten des Intervalls auftreten, oh-
ne dal3 dort die Ableitung Null wird. Bei Intervallen miRdern muf3 man also immer auch die
Werte der Funktion bei den Randpunkten mit den Werten anderswo vergleichen.

4.2.4 Konvexit at und zweite Ableitung

Definition (konvexe Funktionen)
Es seiX ein Intervallundf : X — R eine reelle Funktion.
. . Furallea,b € X,a < b,undalled < s <1 gilt
hei3tkonvex (in X ) :«<—= ’ ; ’ Ny
! (inX) { flats(b—a)) < fla)+s(f() — f(a))
Furallea,b € X,a < b,
f heidtkonkav :<—= —f istkonvex :<—= und alle0 < s < 1 gilt

fla+s(b—a)) = fla) +s(f(b) — f(a))

Anschauliche Bedeutung

Die Bedingung rechts bei der Konveiitbedeutet: Zwisches und b verlauft das Schaubild der
Kurve unterhalb der Sekante, welche die PunKterf(a)) und (b, f(b)) verbindet.

Stichworte: linksdrehend oder linksgelimmt bzw. rechtadrehend oder rechtsgetmt (vergl.
Vorlesung).

Hinweis:

Bei uns ist “Konvexiat” so etwas wie Konvextt “von unten gesehen”. In der Literatur gibt es
auch die umgekehrte Definition: Die konvexen Funktionen dort sind unsere konkaven Funktionen
(Namen sind Schall und Rauch!). Man muf sich also von Autor zu Autor vergewissern, was mit
Konvexitat gemeint ist.

Satz (Konvexitat und zweite Ableitung):
Es seiX ein Intervall undf : X — R eine 2-mal differenzierbare reelle Funktion. Dann gilt:

f"(x) >0 furallex € X (dem InnernvonX ) :< f istkonvex.
Zum Beweis siehe 4.2.5 .

Anmerkung
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Eine Funktion wird &hnlich wie bei der Monotonie) im allgemeinen nicht auf inrem ganzen Defi-
nitionsbereichX konvex oder konkav sein. Man bestimmt dann “Konvatst und “Konkaviats-
Intervalle” in X .

Beispiele

(1) Die Parabelnf : R — R, f(x) = az® + Bz + v sind konvex, wenmx > 0 und konkav,
wenna < 0 .

(2) Die kubische Funktiory : R — R, f(x) = 23, ist konkav in]—oo, 0] und konvex in[0, co|.

4.2.5 Wendepunkte und Nullstellen der zweiten Ableitung

Bezeichnung (Wendepunkte)

Sei X ein Intervallundf : X — R eine Funktion. Es seiy € )O( im Innern vonX .

Es gibte > 0sodal Jzp —e,2z0 +e] C X
xo heillt einWendepunktvon f <= und so daf¥ konkav istin]zy — €, x| und konvex

in [zo,xzo + €] oder umgekehrt.
Ist f zweimal differenzierbar so bedeutet die rechte Seiteafedem Satz in 4.2.4 , dgf¥ in
das Vorzeichen wechselt, von “-" ifxg — €, o] zu “+”in [xo, 2o + <[ oder umgekehrt. Anschau-
lich gesprochen: Iny wechselt die (Schaubild-)Kurve ihren “Drehsinn”.

Satz
Sei X einIntervall,f : X — R sei eine Funktion und es sej € X ein innerer Punkt vorx .

(1) Seif zweimal differenzierbar. Dann:
xo ist ein Wendepunkt:— " (x¢) = 0.

(2) Seif dreimal differenzierbar. Dann:
f"(xo) = 0und f"”"(z9) #0 := f hat einen Wendepunkt iry .

Beispiel
Die Funktionenz — a 23, a # 0, haben einen Wendepunktin

4.2.6 Beweiskette

Die Beweise der &ze in 4.2.1 - 4.2.5dngen zusammen. Wir geben eine kurze Skizze der Ar-
gumentationskette. Dabei i&f ein Intervall, f : X — R ist eine (je nach Satz) gagend oft
differenzierbare Funktion ung, ist ein Punktim InnernX von X .

Man bemerkt folgendes: Ist'(z¢) > 0 (bzw. < 0), so steigt (bzw.dllt) f lokal bei zg,
d.h. fur allez € X, die gertigend nahe bet, sind, istf(z) < f(zo) wennz < zy und
f(x) > f(zo) wennz > xo (bzw. umgekehrt). Das zeigt man so:
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f(z) = f(=o .
Die Funktion z +—— T — 20 0 st stetig inz.
f'(xo0) T = 0
Ist sie positiv inxg , d.h. istf’(zg) > 0, so ist sie nach der Bemerkung in 3.3.8 positiv
in einer ganzen Umgebung vary . Fir diexz # zy aus dieser Umgebung ist hat dann
f(z)— f(xo) das gleiche Vorzeichen wie—z . Das hei8t abef (z) > f(z¢) wennz > xg
und f(z) < f(xo) wennz < z, wie behauptet. Entsprechendes gilt, wgfifx) < 0 .

Beweis von (1) des Satzes in 4.2.3:  SgiExtremstelle vonf . Ware f'(zg) # 0, so
warde f gem‘iB lokal steigen oder fallen, ein Widerspruch.

Nun beweist man den Satz von Rolle:
Ohne Besctiinkung der Allgemeinheit kann man annehmen, daf 0 ist. Dann hatf
ein Extremumz mit einem Extremwert ungleich 0 . Dag liegt dann im Innera, b[ von
[a,b] , weil ja f(a) = f(b) = 0. Nach (1) des Satzes in 4.2.3 {z) =0 .
Der Mittelwertsatz ist eine leichte technische Verallgemeinerung des Satzes von Rolle.

Die Aussagen des Satzes in 4.2.2 folgen leicht mit Hilfe des Mittelwertsatzes. Etwa so:
Seienzy,zo € X mitx; < a2 . Dann glbt es G]:L‘l,{L‘Q[ mit

_ o B >0 (bzw. > 0) falls f’(c) > 0 (bzw; f'(c) > 0)
f(w2)=flan) = fle)lwe—an) { <0 (bzw. <0) falls f'(c) <0 (bzw; f'(c) < 0)
Weil dies bei den Vorausetzungen des Satdesllez; < x5 gilt, folgt der Satz.

Die Beweise zu 4.2.4 und 4.2.5 sind etwas komplexer und seien ausgelassen.

4.2.7 Ausgeflihrte Beispiele

In der Vorlesung werden einige Beispiele zur Extremwertbestimmung und einige Kurvendiskus-
sionen im Detail behandelt.

4.3 Zusammenstellung der elementaren Funktionen

Polynome und rationale Funktionen: Schon behandelt

Die e-Funktion
gebauchliche Bezeichnungea(x), exp(x), e*

2 n x  _n

x x T
(*) exp(m):=1+x+5+...+ﬁ+,,,zzzH
n=0
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Quotientenkriterium: konvergiertif allex € R
Alternative Definition: e(x) = lim (1 + E)"
n—oo n
Eigenschaften(mehr oder weniger schwer zu beweisen):
(0) e(0) =1

(1) Furallex,y € Rqilt: e(z) - e(y) = e(z + y) (Potenzregel)

(2) e(—x) = e(lx) furallex € R. (Aus (1) ury = —x)

(3) e(x) > 0furallex
(klar fur x > 0, dann aus (2))
lim e(z) = oo, lim e(z)=0

Insbesondere:(R) = (0, 00)

(4) eist streng monoton wachsend in gaRz
(Fur 0 < z1 < z9 aus der Definition, dann mit (2))

(5) (e(2)) = e(z - y)
Also: e(y) = (e(1))Y =: €Y mite := e(1).
e ist die Eulersche Zahk = 2, 7182818284. ..
Wir schreiben also in Zukunft aucte” fir e(x) (bzw.exp(x) )
(Regel (5) gilt firy € Q wegen (1) und (2))

(6) e ist stetig
(als “Potenzreihe”, oder weil differenzierbar)

Ableitung:
“Potenzreihen” wigx) darf man “gliedweise” differenzieren:
2 3 n
@) = 1) + @) + %) + &) +...+ G +-.
= 0 + 1 + = + T 4.+ (27:)! +... Also:
(7) €'(z) = e(x)
Grenzverhalten:
x eI ex
lim — = lim =... = lim — =
z—oo g delH. z—oom -gn—1 de VH. z—o00 7!
eit
Also: lim — =0
r—o0
In Worten:e” wachst sarker als jede Potenz vanfur z — ooc.
Ahnlich:
xn
lm 2" e = lim — =0
T—00 r—o0 el

Typische Differentialgleichung:
D (nicht triviales) Intervallo € R. Gesucht: differenzierbargls: D — R mit
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() f=a-f

Tats. 1: (1) f(z) = Ke*® mit K € R erfullt (x).
(2) Jeded, das(x) erfullt, ist von der Form

f(z) =K -e** fureinK € R.

Bew.: (1) Ableiten.
(2) f(x) erfulle (x). Betrachtey(z) := ’;Efi . Dann

—

e N—
_ (@) e — () - e f(x) — af(x)

g/(.’L') - (6aa:)2 - eat (%)

— g = K konstantundf(z) = K - e**
Anwendung: “exponentielle Wachstumsprozesse”
Alle Prozesse: — f(z) # 0, wo momentane Wachstumsrat f%) = a = feste Konstante .

Beispiel: Radioaktiver Verfall & < 0: Zerfallsprozesse)

Ny = Teilchenzahl bei =0

_ L p—ct H
N(t) = Teilchenzahl bei > 0 }N(t) = No-e 7, mite>0.

Halbwertszeit: t* = dast, wo N (t*) = $Ny. Also: £ Ng = No - e <",

Logarithmieren ergibt— In2 = —¢ - t* = | ¢t* = In2

c

Der natirliche Logarithmus

Bem.:e als Abbildunge : R — (0, oo) ist bijektiv.
Def.:In : (0, 00) — R ist die Umkehrfunktion.
Schaubilder:Fir e in 3.1.8, fir In in 3.2.3.

Allgemeine Eigenschaften:
Streng monoton steigenth(1) =0, lin% In(z) = —o0, lim Inz =00 .

T—00

Weitere Eigenschaften:

In(z-y) = lnz+Iny (1)
ln% = —lnzx aus (2)
a-lnx = Inz% a€R (5)

Ableitung: (Inz)’ =1
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Grenzverhalten:
1 11 1 1
neN: lim nlxzo ( = hmT*'li:n'*l)
T—00 4y de VH. o—00 =& g5~ 1 Tn
D.h: Derln wachst schwicher als jede positive Potenz veon
Ebenso: |
lim 7% -Inz = lim —~ = lim(-n-zn)=0
z—04 z—0 =5 deVH. z—0
(Inz geht “sehr langsam” gegen oo furz — 0)
Aligemeine Potenzen
Definition:
ab _ eb~lna
Eigenschaften (Potenzregeln):
b+c b, c
a = a -a
(ab)c — agbe und (al : a2)b = al1) : ag
Die Definition liefertzwei Typen von Funktionen:
1. Typ: a = x variabelb fest
Py:(0,00) — R, 2+ a° Potenzfunktion

Schaubilder:
Mit — der Reihe nach oben von links nach rechts, dann um die Ecke nach unten —

_ 1 1 1
b = _gm_la _3a37 17 5707 3 _1a -3

R N

Ableitung: (z%) =b- 207!
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2. Typ: 0 < a fest,b = x variabel
e . R— R, z+——a”

Offenbar:a® = **% = ¢** mita = Ina
Also: Die ¢, sind keine “neuen” Funktionen. Sie sind identisch mit den Funktianen— %%,
a € R.

Schaubilder: Steigend die mitl < « , fallend die mit0 < a < 1.

Ableitung: (a¢*) =1na - a”

Logarithmus zur Basisa > 1.

Def..a > 1:1n, : (0,00) — R ist die Umkehrfunktion vor: — a”.
Name:Logarithmus zur Basis a. (Andere Schreibweiséog,,)
Oft benutzt: Der dekadische Logarithmus, we-= 10 : log,gz =: lgx

Umrechnungvon einer Basis in die andere:

elnx —r = alnax — e(lna z)-(Ina) s h’la.’I] — ﬁ lnzx

Def. der Pot. e injektiv 1

@ Winkelfunktionen (trigopnometrische Funktionen)

Definition: Die Funktionensin : R — R (der Sinus) undos : R — R (der Kosinus) sind
definiert durch:

23 b L a2 00 p2k+1
Ny = - o+ — (=)
sz = w—grd g )(2/£+ ];0 2k + 1)
R 22k 00 2k
cosr = 1—?+E—...+(—1)m+...22(—

k=0

Schaubilder. In 3.3.9 .
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Alternative Definition

Auf dem “Einheitskreis”:=
{x = (z1,22) € R? | 22 + 23 = 1}.
Fura > 0:
o := derjenige Punkt auf dem Kreis, zu dem
man gelangt, wenn man vofi, 0) ausgehend
in positiver Richtung (d.i. gegen den Uhrzei-
gersinn) auf der Kreislinie den Weg (die “Bo-
genknge”)«a zurickgelegt hat.
Fira < 0:
Ahnlich, aber die Boge#ihge|a/ ist in negativer
Richtung abzutragen.
Dann:

T =: (cos a,sin ).

Daraus die “Schuldefinitioh(0 < o < 3):

29

. _ b _ |Gegenkathete] <

sSina = = |Hypotenuse| K
_a _ |Ankathete| )
cosa =~ |Hypotenuse| 2
b &
tana = o (s.u.)
Ableitungen: (gliedweise ableiten!)
(sinz)’ = cosz, (cosz) = —sinx

Definition von:

g := 1. Nullstelle des Kosinus rechts von

oder

27 := Bogenhnge des Einheitskreises

Haupteigenschaften

(1) sin0 =0, cos0 =1
sin(—xz) = sinz, cos(—x) = cosx, allex
T AN
sin ist “ungerade” Funktion cos ist“gerade”

(2) “Kreiseigenschaft”: cos?+sin?z =1 fiurallez € R
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(3) Additionstheoreme:

sin(x +y) = cosx-siny+sinx - cosy
cos(z + y) cosSx - cosy — sinx - siny
und daraus

sin 2x 2sinx cosx

cos 2z

2cosx — 1 (mit (2))
(4) Periodizitat:

oo+ ) — et HEE
(5) Phasenverschiebung

sin(z +
cos(z

) = cosx
) =sinz

[SELNE]

(6) Nullstellen

sine =0<=zcz=k-mmitkeZ
cosr=0<«=zx=5+k-7m, ke’
(6) Extremstellen

Fur sin :  in den Nullstellen des Kosinus
fur cos :  in den Nullstellen des Sinus
(7) Spezielle Werte:sin T = 1, sin T = ¥2 sin T = 1./3
Anwendungen:
Z.B. Snellius’sches Brechungsgesetz: ey = e
Differentialgleichungen: w > 0
(DGL) y'(z) +w?-y(x) =0  “Schwingungsgleichung”
Satz:

(1) Die Funktionenf(z) = a - coswz + b - sinwx, a, b Konstante au®, geriigen der (DGL).

(2) Jede auf einem Intervall definierte Funktion, welche die Schwingungsgleichuiity, est
von der in (1) beschriebenen Form.

93
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Bew.: (1) Ableiten ¢os” z = — cos z, sin” x = — sin z)
(2) Seif eine Losung. Setze
g(x) = f(x) sinwz+ lf’(ac) - COS WX
w
h(z) := f(x)-coswx — %f’(x) -sinwz
Dann:
f(x) = h(z) - coswx + g(x) - sinwzx (xx)
Fur allex ist:
@) = L) et @) eoswr =
W(z) = L(f'(2)+e? f@) simwz =
Also:
g(r) =a = konstant h(x) = b= konstant
und:
f(z) =a-coswr +b-sinwz (nach(xx))

Tangens und Kotangens

N. = {§+kr|keZ} = Nullstellenmenge des Kosinus
Ny, = {km|keZ} = Nullstellenmenge des Sinus
Definition: ‘
tan: R\ N — R, z+— 222 =:tanz
cot : R\ Ny — R, z+— ¥ =:cotx
Schaubilder:
| [
— - - ol
/ e F /% A\ .
Y \ \
74?{”[ A"y/l.&y s

Ableitungen: (Quotientenregel! und (3))

1 1

(tanz)" = (cotz) =

cos? x sin“ z
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Die zyklometrischen Funktionen
Der Sinus und der Kosinus definieren bijektive Abbildungen:

sin: [-3,3] — [-1,1]
cos: [0,7] — [-1,1]
Die Umkehrfunktionen sind
arcsin: [-1,1] — [-%,Z] (derArkussinus)
arccos : [—1,1] —  [0,7]  (derArkuskosinus)

Ahnlich erralt man

arctan: R — (—=3%,%) (derArkustangens)

o
arccot : R — (0,7) (derArkuscotangeng

Schaubilder: In der Reihenfolge arcsin, arccos, arctan, arccot

o \
/o 1
/ N\
/S x .
/ \
/ : \\
0 “
—_—
o ’
y 15 o y
1 — T
“'?ﬁ/
s AN

Ableitungen: arcsin und arccos sind im offenen Intervall (—1, 1) differenzierbararctan und
arccot Uberall. Es gilt:

arcsinz) = L (arccosz) = ———
1—x2 V1—1z2
(arctanz) = 1+1x2 ,  (arccotz) = H%
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[9] Hyperbolische Funktionen:
sinhz = <=f— Sinus hyperbolicus
coshy = <E— Kosinus hyperbolicus
T__,—T sinh .
tanhz = &= ey Tangens hyperbolicus
L x —x h .
cothz = S e Kotangens hyperbolicus
Anwendungen:
Der Kosinus hyperbolicus als Kettenlinie.
“Hyperbel-Eigenschaft”:  cosh?(z) — sinh?(z) = 1 furallez € R .
Schaubilder der hyperbolischen Funktionen:
- / N
3 /‘“f‘ \\\ 3 ’
5 ’// \\ s //
.
4 as a s o4 g 5 o 05 1 o1s . . s s s n: 0 05 1 25 35 s
//’/ z “,
/ ;
/"‘J" 35 :
/ . .
sinh cosh (Kettenlinie)
s 5 \\\
L
— -1 — 1
5 \\ 15
tanh coth
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4.4 Aufgaben

Aufgabe 1. Bestimmen Sie Ableitungeriif folgende Funktionen

a) f(z) =1 d) f@) = g +eos(@) @) fla) = CHEE
b) f(x) =e” - 2? e) f(z) = a3 - z2 h) f(t) =t - 22+ sin(x)
¢) f(z) =2°- (In(x))? f) f(z)=4° ) f(z) =27t +ew a0
Aufgabe 2.
a) Bestimmen Sie die ElastiZitene(z) := J}/((gf)) -z fur folgende Funktionen.

a) f(z) = e~ b) f(z) =2+ 10 ¢) f(z) =22 +3z+2

d) Seif(z) > 0furallex € D(f) des Definitionsbereichs. Allgemein gilt (wieso?):

(@)
) = @y

Interpretation: Zeichnet mafiin ein Koordinatensystem mit logarithmischen Skalém &b-
zisseund Ordinate), so stellt¢(x) die Steigung an der Stelledar.

Aufgabe 3. Diskutieren Sie (Definitionsmenge, Nullstellen, Polstellen, Grenzwerte und Verlauf
des Graphen):

(z = D(x+5)

(z —2)3(2z +5)

fz) =

Aufgabe 4. Wieso ist folgende Anwendung von der Regel vondjtal fasch?

2 —4 . 2x 2
im - = im = - =
v—2 2 — 4z + 4 r'Hopital z—2 22 — 4 I'Hopital 2

Aufgabe 5. Bestimmen Sie folgende Grenzwerte:

In(z —3)

— cos(z)
In e — S
v—2 32 — 4z + 4

1 | 1
b) ili% p d) lim z(1 cos(x))

z—0 12 T—00

Aufgabe 6. Gegeben ist die Funktion
1 2
f(z) =4 -In(z) + 3%~ 4x

mit DefinitionsbereichD(f) = [1, 6]. Bestimmen Sie das Bild vofi.
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Aufgabe 7. Fur eine Werbekampagne komm2600 000 potentielle Kaufer in Frage. Der Durch-
schnittserbs pro Kauf betigt5 EUR, und die Kostenifr die Werbekampagne belaufen sich pro
Tag auf10 000 EUR. Die Verkaufszahlen &hrend einer Werbekampagne zeigen folgenden typi-

schen Verlauf;
—0,4¢
1—e ,

d.h. die Verkaufszahlen betragen abs@la60 000 - (1 — e~%4%). Bestimmen Sie die Anzahlder
Tage, an denen die Werbekampagne durdifygfverden soll, so dass der Gewinn maximal wird.
Wie hoch ist der Gewinn dann?

Aufgabe 8. Diskutieren Sie (Definitionsmenge, Nullstellen, Polstellen, Grenzwerte, Monotonie-
bereiche und Verlauf des Graphen):

fz) = =323 +222 +1

Aufgabe 9. Wie kann man den Zwischenwertsatz aus dem Satz von Rolle herleiten?



