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3 Funktionen und Stetigkeit

3.1 Definitionen und Beispiele

Im “praktischen Leben” werden volks- und betriebswirtschaftliche Daten in gewissen diskreten
Abstanden erhoben. Auf diese Weise ergeben sich Zahlenfolgen zur Beschreibung d@leieAbl
Zum besseren Ve&hdnis der Ablaufmechanismen und zur Untersuchung von Ge&Bigkeiten

stellt man sich jedoch meist die diskreten Daten als Einzelbeobachtungen bei einem kontinuierli-
chen Geschehen vor. Statt mit Zahlenfolgen arbeitet man dann mit reellen Funktionen.

3.1.1 Definitionen

Definition (Funktionen)

SeienX,Y C R Teilmengen.
EineFunktion von X nachY ist eine Zuordnung, die jedeme X genaueiny € Y
zuordnet.
Man schreibt:
f: X —Y, f(z)=.. bzw. z — ...
far
“ f ist Funktion vonX nachY” definiert durch die Zuordnung(z) = ...”

Im konkreten Fall steht anstelle deifiktchen die genaue Angabe, mit welcher Vor-

schrift denx € X ihry € Y zugeordnet ist. Die Vorschrift ist oft eine Formelan
kann aber auch anders formuliert sein.

MusterbeispielX =Y = Rund
f: X —Y, f(x)=2° (bzw. z — 2?)

Zu einer Funktionf : X — Y hat man folgende Bzeichnungen:
X heil3t deDefinitionsbereich der Funktionf.

Y heil3tzZiel von f.

f(x) hei3tBild von x unterf.

Achtung: Das ZielY” von f ist zu unterscheiden vom sogenanniBia von f (oder
alteriimlich: Wertevorrat vory ). Dieses ist definiert durch

Bild(f) = {yeY | esgibtx € X mit f(z) =y}
(= {x €Y |yistBildeinesz € X unterf}.)
Allgemein: Rur A C X ist
f(A) ={y €Y | esgibta € Amit f(a) = y} heil3tBild von A unterf.

Weiterhin: Seiy € Y.
Dann:f~Y(y) = {z € X | f(z) = y)} heiBtUrbild von y unter f und allgemeiner
furBCY:

f~Y(B) :={z € X | f(z) € B} heitUrbild von B unterf.



3. FUNKTIONEN UND STETIGKEIT 44

Esistf~(y) £ 0 <= y € Bild(f).

Ist0 € Y, so heiRtf~1(0) die Nullstellenmengevon F und diez € f~1(0) heiRen
die Nullstellenvon f .

Beim Musterbeispielr — z? :

Definitionsbereich vorf = R = Ziel von f
Bild(f) = {z €R |z >0} =[0,00]

f14) = {2,-2}
Fur A = [—3,2] ist f(A) =[0,9]
Fur B =[0,9] ist f~1(B) = [-3,3]

Anmerkung: Unser Funktionsbegriff ist so allgemein, daf’ auch die Folgen darunter fallen. Die
Folge (an)nen etwa ist die Funktionf : N — R, f(n) := a,. Wir werden das Wort “reelle
Funktion” reservierenifr Funktionen mitfir uns passendeki undY. Namlich:

Bezeichnung:

Eine reelle Funktion ist eine Funktigh: X — Y, wo sowohlX als aucht” jeweils
eine Vereinigung von Intervallen ist.

(Oft: X,Y sind sogar Intervalle; meist’ = R; oft: X = [0, 00] .)

3.1.2 Veranschaulichung: Koordinatenebene und Schaubild einer Funktion

Definition 1:

Wir betrachten sogenanngeordnete Paareeeller Zahlen:
P=(zy), :
woz € R,y € R . Dabeiqiltfur P = (z,y) und@ = (a,b)
P=Q: <= z=aundy =b.

Alsoz.B.:(1,-1) # (-1,1)
(Es kommt auf die Reihenfolge derundy an.)
x heifdt 1. Koordinate oder Abszisse véh= (z,y) .

y heif3t 2. Koordinate oder Ordinate véh

Man schreibt:

R? := {(z,%) | z,y € R} und nennR? die Koordinatenebene.

Als Teilmenge vorR? heif3t
{(z,0) | = € R} diez-Achse, und
{(0,y) | y € R} diey-Achse.
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Anschauliche Vorstellung voR? als “Zeichenebene”:

Man stellt sich zwei zueinander senkrechte Zahlengerade vorzAahseoder Abszissenachse

und diey-Achseoder Ordinatenachse. Der Purilt y) ist dann wie im folgenden Bild gegeben
(von der Schule bekannt):

|
|
|
(0,0)T é

Definition 2: Seif : X — Y eine reelle Funktion. Dann:

G(f) = {(z, f(x)) | x € X} C X x Y heil3t der Graph vorf oder das Schaubild
von f.

Beim Musterbeispiel:
Der Graphvonf : R — R, f(z) = 22 ist

Anmerkung

Die Verwendung der Zeichenebene erlaubt auch die Veranschaulichung weiterer Punktmengen,
die bei Funktionen betrachtet werdeirien.

In der Integrationstheorie z.B. treten Punktmengen def{Att y) |z € [a,b] C X,0 <y <
f(x) } auf (Stichworte: Konsumentenrente, Produzentenrente).
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Fur unser Musterbeispiel und, b] := [0, 2] z.B. werde diese Menge im folgenden Bild schraffiert.

Machen Sie zutlbung eine Zeichnung:

3.1.3 Weitere einfache Muster- und Demonstrationsbeispiele

Konstante Funktionen

Die einfachsten Funktionen sind die konstanten Funktionen

[ X —R f(x)=c,

wo ¢ € R eine feste (konstante) Zahl ist.

Ihr Schaubild ist die Parallele zarAchse durch den Punko, c) der Koordinatenebene

Die identische Abbildung (ldentit)

f=idy =id: X — X, f(z) == .

Informationen aus dem Alltagsleben, als Funktion betrachtet:

Die Briefporto-Funktion

56
112
153
225

f:]0,1000] — [0,00[ , f(x) =

0<ax<20

20 <z <50
50 < z < 500
500 < x < 1000

Dabei: x =Gewicht (in g ) undy = Preis(in Cent)

Schaubild:

25

5 KY/4

J000
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Funktionen diesen Typs heil3en Treppenfunktioraie “Stellen”z = 0, 20, 50, 500, 1000
heiRen Sprungstellether Funktion.

Eine Treppenfunktion ist auch die
Integer-Funktion

f:R— R, x+—— grofRte ganz Zahl< x .

Nun zu interessanteren Funktionen:

3.1.4 Polynome

Definition
Seim € Ny und seienyg, aq, .., a,, € R . Die Funktion
fR—R, f(z) = amz™ 4+ am_ 1™ + ...+ a1z + o

heil3t einPolynom, genauer: das Polynom mit den Koeffizientep oy, ..., a,.

Ist oy, # 0, SO spricht von einerolynom m-ten Grades Dasca,,, heif3t dann der
Leitkoeffizient von f .

Eina € Rmit f(a) =0 heil3t eineNullstelle vonp (s. auch 3.1.1).

Spezialalle:

(r) = ap : Die Polynomed-ten Grades sind die konstanten Funktionen.

Man schreibt auchf = o und sagt ‘f istidentisch gleichyy ".
Ihre Schaubilder sind die Parallelen zt#Achse.

(z) =y = cqx+ a9 = ax+b (lineare Polynome).

Das Bild zeigt die Funktionf(z) = iz +1.
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Die zugeldrigen Graphen sind Geraden, die nicht parallehzéchse oder:-Achse sind.
Aus der Schule bekannt:
Esistf(0) = b, d.h.b ist dery-Wert des “DurchstoBpunkteg0, b) des Graphen mit der

y-Achse.
fz1) — f(x2)

AulRerdem: Brz; > xg ist ——2—+=2 = g
xr1 — X2

Also: a ist die Steigungder Schaubild-Geraden.
Schliel3lich: Es gibt eine Nullstelle bet = b .

a
b b —4 :
(2) = ava’+anztag = az+brte = a((x+2—)2—472ac) (quadratische
a a
Polynome).
b . .
Wegen(z + 2—)2 >0 liestmanab: Brallex € Rist
a
b2 — dac
> - a>0 b
f(z) , ¢ ., mit Gleichheitbeiz = —— .
b* — 4ac 2a
< - a<0
4a
In Bezug auf Nullstellen gilt: Es gibt
b+ Vb2 -4
— 2 Nullstellen wennb? — 4ac > 0, und zwarzy; = 5 ac
a
. . b
— Eine (doppelte) Nullstelle bei: =: ~%a ,wenn b? — 4ac =0,
a

— keine reelle Nullstelle, wenm? — 4ac < 0

Polynome lbheren Grades werden immer komplexer, behalten aber eineriitesisichtli-
chen Verlauf.
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Noch eine Information:
Satz:

Ein Polynomm-ten Grades hatdthstensn Nullstellen.

3.1.5 Anwendungen der Polynome

In Modellen detOkonomie werden lineare und quadratische Polynome als Modelfengebots:
Nachfrage-und Kostenfunktionegenommen.

Eine Nachfragefunktion ist z.B (dabei istdie (kontinuierlich aufgefalite) Stkzahl des Produk-
tes,p der Preis pro Einheit4 die Auslastungsgrenze):

1
f[O,A] %Rzo, f(a;) :IpI:5—§Z'
Aus der Nachfragefunktion entsteht die &funktiondurch Multiplikation mitz (Erlos =

Preisx Stiickzahl).Also in unserem Beispiel:

1 1
E(z)=(5— Qm)x = br — 5562

Ubung: Zeichnen Sie das Schaubild der Funkiion

Polynome sind vegleichsweise einfache Funktionen, deren Werte einfach zu berechnen sind. Des-
halb werden Polynommeilnfig genommen, um kompliziertere oder noch unbekannte Funktionen

zu ersetzen. Das geschieht zum Beispiel, wenn man vorgegebene Punkte in der Koordinatenebe-
ne durch das Schaubild eines Polynoms “interpoliert”. Der folgende Satz gibt den theoretischen
Hintergrund:

Satz (Polynom-Interpolation):

Gegeben seien + 1 paarweise verschiedene reelle Zahtenzs, ...x,, 11 und weitere reelle Zah-
lenyy, yo, ..., yn+1 , die nicht notwendigerweise verschieden sind. Dann gilt:
Es gibt genau ein Polynorivom Grade< n so dalf3 gilt:

f(x1) =y, f(x2) = Y2, s f(Tnt1) = Ynt1-

Zum Beweis der Existenz geben wir ein Polynom an, welches die geforderten Bedinguridjen erf
(Lagrangesches Interpolationspolynom):
Man betrachte die Polynome

n+1
() (x —xy) _ (x—21) oo (x—221) - (T — Tig1) * oo (T — Tpg1)
LZ( ) ' 11:[1 xi—wj (mi—xl)n..-(xi—mi_l)-(xi—a:i+1)-...-(a:i—xn+1)
J#i

Dann ist
1 j=1

Lz’(%‘)Z{O JR A

Das Polynom
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n+1
Z yiLz
i=1

erfullt dann die geforderten Eigenschaften.

Ein Beispiel:
1 1 2 3 4
ZT; —1 2
Yi 0 1 0 2

—

Day; = 0 = y3 , werdenZ; und Lz in der Summenformelilir L(x) nicht gebraucht. Wir
berbtigen nurL, und L, . Esist:

(x—i—l)( —1)(x—2) (x 4+ 1x(x —1)

Lale) = Ty gy W L) =
_( —1)(z—2) (332—1)37 _ 9.3 2 9
- = 2 + 3 = 630 -z —6£L'—|-1 .
Schaubild:
/”:‘ /
// /'/

3.1.6 Rationale Funktionen

Definition (Rationale Funktionen):

Seienf undg zwei Polynome, ung sei nicht konstant gleict .
Sei N = {z1,z2,...,x;} die Menge der Nullstellen von.
Dann heif3t die Funktion

i: R\N—>R,x»—>@,

g 9()
einerationale Funktion.
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Beispiele:
Die Polynome ahlen auch zu den rationalen Funktionen. Es ist dabei gtwd .
Die einfachste “echte” rationale Funktion ist die “Hyperbel”
1 1
—: R\{0} — R, z+— —
X X
Typische allgemeinere rationale Funktionen sind

1 T+ 2 2 +2 3+ 2

x  x?2—-1" z2—-1" 22-1

. , 1 , . I
Es folgen die Schaubilder von und der drei angegebenen allgemeineren Beispiele.
X

Wie der Verlauf solcher Funktionen im einzelnen ermittelt wird, werden wir im weiteren Verlauf
der Vorlesung sehen.

Anwendungrationaler Funktionen:
Rationale Funktionen treten u.a. alsi§kkostenfunktionen auf: Es sei

K : [0, A] — R eine Kostenfunktion.
Dann
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— K K
K = —:]0,4 —R,z+— (z)
X X
ist die sogenannte &tkkostenfunktion,
. L 244 4
Beispiel: K(z) =2%+4 mit K(z) = < : =+

3.1.7 Potenzfunktionen. Wurzelfunktionen. Exponentialfunktionen

Potenzfunktionen sind Funktionen mit der Zuordnung— z* oder etwas allgemeiner
r— Kz, a, K feste reelle Zahlen.

Zuerst einige Speziddfle:

Natirliche Zahlen als Exponent#n:

Die entspechenden Funktionen sind spezielle Polynome, die sogensforieme
fFR—R, f(z)=2a".

1
Exponenten vom Typ]; . keN:

Tatsache lundBezeichnung 1( k-te Wurzeln):

Seik € N. Dann:

Zujedemz € R mitx > 0 gibtes genaueip >0 mit y* =z .
Diesesy heilt diek-te Wurzel vonz , geschrieber/z.

Zusatz: Istk ungerade, so kann man dige Wurzel auchiir —z definieren, und zwar ist
dann {/—x := —{/x .

Beweis: 1.Version: Man kann einen abstrakten Existenzbeweis mittels desindItgteitsaxioms
(s. 1.3.5) Bihren.

2.Version: kir z > 0 definiert man rekursiv folgende Folge:

Esseiap >0 undfurn > 0sei ant1:= an(1l+ %(% -1)).

Man zeigt dann: Die Folgéu,).cn, konvergiert gegen eip > 0 und fur dieseg gilt y* =z .

Ubung: Man zeige: &k = 2undao = 1 liefert die angegebene Formel dieselbe Folge wie die in
(5) der Tatsache in 2.2.2 definierte Folgje f/2 .

Rationale Exponenten

Bezeichnung 2:
Seiemn, k € N ,q := % undseil <z eR .
- 1.
Man definiert z¢ := ({/z)", 2°:=1 und 279 := — im Fallex > 0.
X
Fur jedesq € Q ist also eine Funktion

f:]0,00] — R, z+—— 21,
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wohldefiniert.
Name daffir: Potenzfunktion mit Exponenty .

Anmerkung: Fr positiveq kann mar) zum Definitionsbereich hinzunehmen.

Das Beispiel/z geplottet:

’ Beliebige reelle Exponenten

Bemerkungen:

(1) Die systematische Eiahrung der reellen Zahlen liefert folgende Tatsache:
Jede reelle Zahl ist Limes einer Folge rationaler Zahlen.

(2) Sei0 < z € R . Seiq eine reelle Zahl und séi,,),—1 2. eine Folge rationaler Zahlen
mit lim a, = ¢. Dann existiert lim z°" . Der Limes seir? genannt.
n—oo

n—oo

Ist b, eine weitere Folge reeller Zahlen miitm b, = ¢, so ist auchlim z’» = (dasselbe) .
n—oo

n—oo

Definition 1 (der allgemeinen Potenz):

Seienz > 0 undq reelle Zahlen. Man definiert die PotenZ folgendermal3en:
Sei ¢ = lim a, der Grenzwert einer Folge rationaler Zahlen. Dann sei

n—oo
2?4 = lim 2% .
n—oo

Nach den Bemerkungen ist wohldefiniert.
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Definition 2 ( Potenzfunktionen. Exponentialfunktionen):

Die Definition 1 erlaubt die Definition von zwei Typen von Funktionen, je nachdem
ob man die Basis oder den Exponenten der Potenz variiert.

Potenzfunktionen:

Firg € R definiertman  ]0,00] — R, z—— a?.

Man bezeichnet diese Funktion einfach mit#” und nennt sie die Potenzfunktion
mit Exponenteny ,

Exponentialfunktionen:

Fur jedes reelle > 0 definiert man eine Funktion R — R durch x —— a*.

Man bezeichnet sie mité4® ” und spricht von der Exponentialfunktion zBasisa .

Tatsache 2(Potenzregeln):

Fur allgemeine Potenzen gelten diblichen Potenzregelnamlich:
Fur alle reellenz,y > 0 und allep,q € R gilt

(1) (zy)? = a%y?

(2) 2Px? = zPTY und (zP)? = zP9.

. . . L 1
(3) Aus der ersten Gleichung in (2) ergibt sich insbesondereT? = —
X

3.1.8 Die Exponentialfunktion

Zu beliebigemx € R sei die Reihe

o0 " IL‘2 $3 n
Z— = l+z2+—+—+..+—+.. = exp(z)
n! 2 6 n!
n=0
betrachtet.

Tatsache 1 und Bezeichnung

o0 n

Die Reihe exp(z) = ) :::7' ist konvergentifir jedesz € R . Die auf diese Weise
n.
=0
definierte Funktion "
o0 :En
exp: R — R, z +—— exp(z) = Zm
n=0

heil3t dieExponentialfunktion odere-Funktion .

X n
Die Reihe) x—‘ hei3t dieExponentialreihe
n

n=0 "~

Beweis der Konvergenz:  Es ist offenkap(0) = 1. Fir z # 0 wendet man das Quotientenkriterium

an: Esist
ansa] el tent el
I R I e

Nach dem Quotientenkriterium konvergiert die Reihe.
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Tatsache 2
Die Exponentialfunktion eifllt folgende “Potenzregeln”: @ alle =,y € R gilt

exp(z +y) = exp(z)exp(y) und (exp(z))Y = exp(zy) .

. 1 ,
Insbesondere gilexp(—xz) = furallez e R .
[

xp()

n n
Beweisskizzeiir die erste Formel:  Schreilkg, := m—' und b, := y—' fir die Glieder der entspre-
n: n:

chenden Exponentialreihen. Definiere dann:= Z an—rbr . Nach einem allgemeinen SatrfRei-

k=0
hen (Satdiber das “Cauchy-Produkt” von Reihen) konvergiert die Reihe:gleregenexp(x) exp(y) .
Andererseits ist mittels Anwendung der binomischen Formel:

- 2ok yk ! ° n! -t & _ (@+y)"
C”_Z(n—k)lﬁ = i m—k)k!” ¥ T T
k=0 k=0
Ergebnis: Die Reihe deft,, ist gleich der Reihexp(z + y) und somit istexp(x + y) = Z Cn =
n=0
exp(z)exp(y) =
Tatsache 3:
. 1 . .
Seie := lim (1 + —)" die Eulersche Wachstumszahl (s. (6) der Tatsache in 2.2.2).
n—oo n

Fur allez € R gilt
exp(z) = €* = lim (1+ z)" .
n—oo n

Also: exp ist die Exponentialfunktion zur Basts.

Der Beweis ist etwadiftelig.

Die e-Funktion geplottet:
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3.1.9 Cosinus und Sinus

Tatsache
Die Reihen
2n 2 4 2n
X xr xr xr
= 1" =1——4+—+... -1)"
cos T Z( ) @n)] 7 Tog T +(-1) (2n)'+
q k=0
un
0 2n+1 3 5 2n+1
a xT X X
i = -1V =z — 4+ — + ... B )
S kz_%)( Vs T s T T Y e

sind konvergentiir allex € R .

Beweis: Die konvergente Reik&p(|z|) kann als Majorantelir beide Reihen genommen werden.
Nach dem Majorantenkriterium aus 2.2.8 sind also beide konvergent.

Der Cosinus und der Sinus geplottet

3.2 Konstruktion neuer Funktionen
3.2.1 Rechnen mit Funktionen

Bezeichnung:

Es seienf,g : X — R Funktionen mit demselben Definitionsbereich und esseiR . Sei
schlieBlich N die Nullstellenmenge vog .

Man definiert dann Funktionenf , f +g¢, f-g = fg und f folgendermal3en:
g
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af : X — R, x — (af)(z) = af(z)
f+g: X — R, z— (f+9)(@) = flz)+g()
fg: X —R z— (fg)le):= flx)gl)
N At
. X\N R, g( ) ()

Redeweise: Man sagt, die eingbften “Verkrupfungen” von Funktionen sind argumentwedse
finiert.

Bemerkung:

Wenn die Definitionsbereich&; von f und X, von g nicht Ubereinstimmen, so kann man ih-
re Summe und ihr Produkt immer noch auf dem Durchschijtih X5 definieren (falls dieser
Durchschnitt () ist).

Beispiele: Wir haben das “Rechnen” mit Funktionen stillschweigend schon benutzt. Z.B. sind Po-
lynome solche Funktionen, die aus den konstanten Funktionen und derdtdntith sukzessive
Anwendungen unserer Veripfungen entstanden sind. Rationale Funktionen sind Quotienten von
Polynomen usw.

3.2.2 Die Komposition von Funktionen
Definition

Esseienf : X; — Yy undg : X, — Y, reelle Funktionen. Es sei vorausgesetzt,
daR Bildg) C X , d.h. daf’ das Bild vop im Definitionsbereich vorf liegt.
Dann definiert man eine Funktiofio g von X, nachY; durch

fog: Xg — Yy, 20— [f(g(x))
(Dasz € X, wird in einem ersten Schritt untegrauf g(z) € X abgebildet und
dann in einem achsten Schritt untef von g(x) nachf(g(x)) . Das Ganze ist eine
Abbildung mit “Zwischenschritt”.)
Sprechweise und Bezeichnung:
Man sprichtf o g als “erstg , dannf " oder “f nachg " und bezeichnelf o g als
Komposition oder Hintereinanderschaltung von f und g . Man redet auch vom
Einsetzenvon g in f oder vongeschachteltembbildungen

Beispiele

(1) g definiert durchy(z) := x + 1 eingesetzt inf definiert durchf(y) := v — 3y — 2 ergibt
das Polynonfog(z) = (x +1)3 - 3(z+1) —2=2% + 322 — 4.

(2) Das Polynony(z) = #2 — 2 eingesetzt irxp ergibt die Funktiore®* 2.

Anmerkung

Man erkennt: Durch die Rglichkeiten der Komposition kann man ein reichhaltiges Reservoir an
Funktionen erzeugen.
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3.2.3 Umkehrfunktionen

Bezeichnung 1(injektive Funktionen):

Seif : X — Y eine reelle Funktion.

f heiltinjektiv :<—= Furallex;,zo € X mit x; # xo istauch f(z1) # f(z2) .
Bemerkung 1

Injektive Funktionery sind an ihrem Schaubild so zu erkennen: Jede Parallele Achse schnei-
det das Schaubild vofiin hdchstens einem Punkt.

Beispiele

Die FunktionR — R, z —— 22, istnichtinjektiv: Esistz.B—1 # 1, aberf(—1) = 1 = f(1).
Die FunktionR — R, z — 22, ist hingegen injektiv.

Gewisse Eigenschaften von Funktionen implizieren InjeldtviDazu

Bezeichnung 2(Monotonie bei Funktionen):
Seil CR einintervallundf : I — R eine Funktion. Dann heif3t

monoton wachsend <= Furallez;,zo € I mitx; < g ist f(z1) < f(x2) .
streng monoton wachsend<=- Furallex;,xo € I mitz; < xg ist f(z1) < f(x2) .
monoton fallend <= Furallez;,zo € I mitx; < g ist f(z1) > f(x2) .
streng monoton fallend <= Furallex;,xo € I mitz; < xg ist f(z1) > f(x2) .

Beispiele
Die Exponentialfunktiorexp ist streng monoton wachsend.
Zusatzinformation: Das Bild voexp ist |0, o] .

In der Vorlesung: Beweis der Monotonie und der Tatsache, dafy &ifd) C 0, oo] .

Bemerkung 2
Streng monoton steigende und streng monoton fallende Funktionen sind injektiv.
Die Exponentialfunktiorexp ist also z.B. injektiv.

Beweis: klar.

Bemerkung 3

Sei f : X — Y eine injektive Funktion. SeB das Bild vonf (s. 3.1.1). Dann gilt

(i) Nach Definition vonB gibt es zu jedeny € B einz € X mit f(z) =y .

(i) Wegen der Injektiviit von f gibt es lbchstens ein solchasund somit wegen (i) genau ein
zeXmitf(z)=vy.

Dann: Die Zuordnung % —— dasjenige eindeutig bestimmtec X mit f(z) = y ” definiert
eine Funktion vomB nachX .

Definition 1

Sei f : X — Y eine injektive Abbildung und sei das Bild vonf . Dann:

Die nach der Bemerkung wohldefinierte Abbildung vBnnach X wird mit f—!
bezeichnet und heil3t die Zugeldrige Umkehrabbildung oderinverse Abbildung.
Esist also
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dasjenige eindeutig bestimmtec X

[T B — Xy { mit f(z) =y .

Beispiel
Die Umkehrabbildung zu? ist die Bildung der dritten Wurzel R — R,y — Iy

Definition 2

Die zuexp gelbrige Umkehrabbildung heil3t deatirliche Logarithmus und wird
mit In bezeichnet. Er ist also eine Funktion des Typs

In:J0,00[— R,y —Iny.

DerlIn geplottet:

Bemerkung 4

Bei Funktionenf mit Umkehrabbildungf~! erhalt man das Schaubild vofi! aus dem Schau-

bild von f durch Spiegelung an der “Hauptdiagonalen” des Koordinatenystems (das ist der Graph
der identischen FunktioR — R,z —— z ; den Graphen vonr —— —x nennt man auch die
“Nebendiagonale”). Zur lllustration vergleiche man etwa die SchaubildefexprundIn und —

hier geplottet — die Schaubilder var? (eingeschiinkt auf[0, oo[ ) und vonvz |
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Hier noch eine formale Beschreibung der Situation, wo eine Umkehrabbildung existiert:

Tatsache:
(1) Furinjektive Funktionery : X — Y mit B = Bild(f) qilt
flof =idx:und fo f~! = idg,
wobeiidy: X — X,z +— a2z und idg: B — B,y — vy.

(2) Umgekehrt: IstB das Bild vonf und istg : B — X eine Funktion mitgo f = idx
und fog = idp, soistf injektivundesistg = f~! .

Zum Beweis: (1) Direkt aus der Definition vgit* .
(2) Beweis, daf¥ injektiv ist: Seienr1, zo € X mit f(z1) = f(x2) . Dannistauch, = g(f(z1)) =
9(f(@2)) = 22

Wir geben noch eine “Prosafassung” der Definition 1 bzw. der Aussage der Tat8adle Zwei
angegebenen Beispiele von Umkehrfunktionen:

DaR {/z die Umkehrfunktion vory™ ist, bedeutet:

{/x ist diejenige Zahl , die man mit: potenzieren mu3, um zu erhalten.

Ebenso: Erz > 0 istln = diejenige Zahl, iir diee™ * = zist.
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3.2.4 Anwendung auf allgemeine Potenzen

Tatsache 1:
Firz >0 undge Rist: 27 = exp(g:lnz) (= ed™7),
Beweis: Nach der einen der Potenzregeln aus 3.1.8 Tatsache 2 bzw. 3.1.7 Tatsache 2 ist

exp(g-ln z) =exp(ln 2)? = 29.

Das liefert einem auchif a > 0 die Umkehrfunktionenir die allgemeinen Exponentialfunktio-
nen a* . Namlich:

Tatsache 2undBezeichnung:

Fur a > 0 ist die Exponentialfunktioru” zur Basisa injektiv mit 0, co[ als Bild.
Die zugelirige Umkehrfunktion wird_ogarithmus zur Basis a genannt, wird geschrieben mit
log, und ist gegeben durch

1
log, :]0,00[— R, log,(y) := mlny .
Beweis: FRr z € R,y > 0 sei f(z) = a” und g(y) = l—ln y . Wir verifizieren die
na

charakteristischen Eigenschaftém f; = f~!, aus (2) der Tatsache in 3.2.3. Es ist

g(f(z)) = Lln(f(gc)) = Lln(eg”'lna) = La: ‘Ina =z und

In a In a " lna

1
Fla(y)) = exp(g(y)Ina) = exp(—-Iny-lna) = exp(iny) =y .
Nach (2) der Tatsache in 3.2.3 ist algo= log, die Umkehrfunktion vora® .

3.3 Stetigkeit. Grenzwerte bei Funktionen

3.3.1 Definition der Stetigkeit

Stetige Funktionen sind, allgemein formuliert, Funktionen, die sich “zaseil) verhalten, die
nicht plbtzlich und unerwartet inr Verhalten sprunghéfidern. Die mathematische Definition ist:

Definition (der Stetigkeit mit Hilfe des Konvergenzbegrifia fFolgen):
Sei f : X — Y eine reelle Funktion.

(1) Seiz € X .Dann:

Fur alle Folgen(zy,)p=12,... mit z, € X
f heiRt stetig inz <= fur allen und mit lim x, = x qilt

n—oo

Jim f(za) = £(2)

(2) f heil3t (insgesamt) stetig—> f ist stetig in jedemz € X, .
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Die Definitiontiber die Folgen hat den Vorteil, da? man das schon erarbeitete WisseRolgen

dazu verwenden kann, Eigenschaften stetiger Funktionen abzuleiten.
Es gibt noch ander&quivalente Varianten der Definition der Stetigkeit einer Funktion

f: X — Y ineinemPunktzr € X, z.B.

e — d—Definition (der Stetigkeit):

Zu jedeme > 0, gibt es eind > 0,

[ iststetiginz <= < sodaRirallez’ € X gilt:
Ist |2/ — 2| <0, soist|f(z') — f(z)| <e.

Beachte(!) Dasd hangtvons und vonx ab.
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Bei dieser Gelegenheit:
Fur kompliziertere mathematische Aussagen wie diejenige auf der rechten Seite der letzten Defi-
nition stellt die Logik formelhafte Ablirzungen bereit. Zum Beispiel:

Zeichen: | v | 3 | = (schon benutzt) | <= (schon benutzt)
Bedeutung; firalle | esgibt | impliziert | genau dann wenn

Unter Verwendung dieser Zeichen schreibt sichedigf-Definition der Stetigkeit so:

fiststetiginz <= V.s03ssoVwex : |2/ —2| <0 = |f(2)) — f(z)| <e,

und
fiststetig ;<= Vi, ecxVes0Tss0Vwex : |2/ —2| <0 = |f(2)) — f(x)| <e
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Interpretatiorder Stetigkeit:

Stabilitatsstandpunkt Der Funktionsverlauf stetiger Funktionn ist in gewissem Sinn “stabil” :
Bei geriigend kleinemAnderungen der Argumente bleibt ddnderung der Funktionswerte “im
vorgegebenen Rahmen”.

Approximationsstandpunkt Bei vorgegebener Fehlergrenze> 0 gibt es eind > 0 , so daf3
Ungenauigkeiten im Argument, die duréhbeschankt sind, zu Funktionswerteiiliren, die noch
innerhalb der Fehlergrenze liegen.

Hier erst einmal zur allgemeinen Beruhigung folgende

Tatsache:

Alle bereits eingdihrten interessanten Funktionen: die Polynome, die rationalen Funktionen, die
Potenzfunktionen, die Exponentialfunktionen, der Cosinus, der Sinus, die Logarithmen zur Basis
a sind stetig (in ihrem ganzen Definitionsbereich).

Zum Beweis werden wir an gperen Stellen noch etwas sagen. Zum Beweis der Stetigkeit der
Polynome und rationalen Funktionen siehe die Anwendungen im folgenden Abschnitt 3.2.2 .

3.3.2 Rechnen mit stetigen Funktionen

Tatsache 1:

Es seienf, g : X — R Funktionen mit demselben Definitionsbereich und esiseiR .
Sei schlie8lichN die Nullstellenmenge von . Es gilt:

Sind f und g stetig so sind die in der Bezeichnung in 3.2.1 definierten Funktionen

af,f—i—g,f-g,und‘;

alle stetig.

Beweis: Die Ergebnissiéber das Rechnen mit konvergenten Folgen aus dem Satz 1 in 2.2.4
zusammen mit der Definition der Stetigkeit via Folgen liefern unmittelbar einen Beweis der
Tatsache.
Da wir den Satz 1 in 2.2.4 nicht bewiesen haben, geben wir hier aldéineg den Beweis
der Stetigkeit vonf + ¢ in einema € X im Rahmen deg —§-Definition:
Seie > 0 . Wegen der Stetigkeit vofi und vong in z gibt esé; > 0 und é2 > 0 so dal’
1f(2') — f(z)] < g fir alle 2/ mit |2/ — 2| < &; und so daRig(z’) — g(z)| < % fir alle 2/
mit |2’ — x| < é5 . Seidanné das Minimum vond; und ¢; .
Furalle 2’ € X mit |2’ — x| < § gilt dann

[(f+9) @)= (f+9)(@)| = |f(2)—f(z)+g(a") —g(z)] <

Dreiecksungleichungif
den Abstand, s.1.3.2

f(z') = f(2)| + lg(z) — g(x)| < §+g <e. O
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Anwendungen

Zuerst eine Bemerkung:
Die konstanten Funtionem —— « und die identische Abbildung —— f(x) = = sind stetig
als Funktionen vorR nachR .

Der Beweis ist trivial: Zuzx € R und & > 0 wahle ¢ :!: e . Dann ist fir 2’ mit
. _ N _Jla—al=0<e¢ f konstant
|z’ — x| < éd =€ auch|f(z') — f(z)| = o' — o] < e Foidg

Daraus und mit obiger Tatsache:
Polynome und rationale Funktionen sind stetig.

Beweis: Istf die (stetige) identische Funktion, so fstf = f? die Funktionz? und sie ist
gemal der Tatsache stetig wegen der Stetigkeit der Produktfunktion. Durch Indikgéon
erhalt man sofort: Die Monome:™ sind stetig. Ebenfalls gemaf? der Tatsache sind dann alle

apz® stetig und auch alle SummeE apz® , d.h. alle Polynome.

k=0
DaR auch die rationalen Funktionen stetig sind, folgt dann ebenfalls aus der Tatsache und

zwar aus der Stetigkeit der Quotientenfunktionen.

Tatsache 2
Esseienf : Xy — Yy und g : X, — Y, reelle Funktionen mit Bilty) C X .
(1) Seia € X, . Dann gilt: Istg stetig ina und f stetig ing(a) , so istf o g stetig ina .
(2) Sindf undg stetig, so auclf o g .

Beweis aldJbung.

3.3.3 Grenzwerte von Funktionen

Bezeichnung(Haufungspunkte):
Sei X C R . Ein a € R heil3t einHaufungpunkt von X , wenn folgendes gilt: Es gibt Folgen
(Tn)n=1,2,.. Mit z, € X ,jedochzx, # a furallen =1,2,...und mit lim z, = a .

n—o0o

Eine solche Folgéx,,),~1.2,... heilReHaufungspunktfolgezu a .

Typisches Beispiel: X ist ein Intervall unda ist ein Randpunkt des Intervalles, insbesondere
auch, wenru nicht zm Intervall gebrt. Also z.B. :

Sei X = [a,b] oder X = [a,b] oder X =]a,b] oder X =]a,b] . In allen Fallen besteht die
Menge aller Fwufungspunkte vorX aus allen Punkten des abgeschlossenen Interjalls .

Definition (des Grenzwerts einer Funktion):

Sei f: X — Y eine reelle Fuktiong € R sei ein Haufungspunkt vonX und es
seia € R. Dann:

Fur alle Haufungspunktfolgen
(xn)n:I,Q,... ZUa gllt

lim f(z,) = «.

a heil3tGrenzwert (Limes)
y =
von f fur x gegena
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Fur alle Haufungspunktfolgenz,)p—12....
Zua mitz, < a firallen
(bzw. mitz,, > a fur allen )

gilt  lim f(z,) = «.

« heil3tlinksseitiger
(bzw.rechtsseitiger) =
Grenzwertvonf in a

Schreibweisen: lim f(x) = o fur “Der Grenzwert existiert und ist gleich ”
bzw. entsprechendlim f(z) = « fur den linksseitigen undlim+ flz) = o fur

Tr—a— r—a

den rechtsseitigen Grenzwert.

Als Ubung
Formulieren Sie eine — §—Definition fir den Limes einer Funktionif = gegena .

Beispiele
(1) Beider Integer-Funktion (s. am Ende von 3.1.3 ) hat man
111%17 f(z) = —1, jedoch 111%1+ f(z) =0.
Wenn diese beiden Limites verschieden sind, existiertlﬁ%rf(x) nicht.

stnx

(2) Wir werden spater zeigen &nnen, dal3 lir% =1.

xr— X
Dies ist ein Beispiel, das typisch igirf Situationen, wo einen der Limes von Funktionen inter-
essiert: Die Funktion ist durch eine Formel gegeben, diieein einzelnes (hiera = 0 ) nicht
definiert ist.kir x — a existiert aber (wie hier) fglicherweise der Limes.

Das wichtigste allgemeine Beispiel dieses Typs ist das folgeritter £ o betrachtet man die

f(z) = f(a)

r —a
tion differenzierbar iru .

Funktion . Wenn der Limes dieser Funktiotirfx gegeru existiert, heildt die Funk-

Zusammenhang mit der Stetigkeit

Der Stetigkeitsbegriff und der Begriff des Grenzwerts einer Funktérgkn folgendermalen zu-
sammen:

Tatache:

Sei f : X — Y eine Funktion und sei € X . Dann:
d.h. der Limes existiert und is)

Jiststetigina <= ilg}lf(x) = /@) <gleich dem Funktionswert(a)

Beweis aldJbung.

3.3.4 Unstetigkeitsstellen

Wir wollen explizit typische Unstetigkeitsstellen von Funktionen betrachten.

Hebbare Unstetigkeitsstellen
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Das sind Stellem im Definitionsberech einer Funktion, wo die Funktion nur “falsch” defi-
niert ist: Es existiert der Limeg%a‘_g(l1 f(z) = a , aber esist (dummerweisgja) # «.
Definiert man die Funktion um, indem mgia) := « als neuen Funktionswert imnimmt,
wird die Funktion stetig i .

0 0<z<l1

1 r =1

Andert man die Funktion um, indem magif1) := 0 setzt, erlt man die stetige konstante
Funktionf = 0 auf[0,1] .

Anmerkung: In der mathematischen Praxiémhken solche “falsch” definierte Funktionen
durchaus auftreten, etwa als “Limes einer Folge von Funktionen”, s. die Vorlsung.

Beispiel: f :[0,1] — R, z {

Sprungstellen
Das sind Stellera im Definitionsbereich vory , wo der linksseitige Limeslim f(z) =
r—a

a1 und der rechtseitige Limesl;im+ f(z) = ag existieren, wo abety; # ay ist.
T—a
Hier kann die Unstetigkeit nicht wegrepariert werden.

-1 z <0
Beispiel:  Die “Vorzeichenfunktion”f : R — R, z +—— 0 =0
1 z >0

Hierist lim f(x) = —1 und lim+ f(z) = 1L

Man kann die Funktion ein biRchen “stetiger” machen:

Seia := 0 . Setzt manf(0) := —1 , sogilt f(a) = lim f(x). Solche Funktionen heil3en
linksseitig stetigin a .

Setzt manf(0) := 1, soist f(a) = lim+ f(x) . Funktionen mit dieser Eigenchaft heilen

Tr—a

rechtsseitig stetigin a .

Wesentliche Unstetigkeitsstellen

Das sind Stellem im Definitionsbereich vory, wo weder der linksseitige noch der rechs-
seitige Limes vory in a existieren.

o1
sin x#0

Beispiel: f,:R— R,z +—
0 z=0

Schaubild:
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3.3.5 Uneigentliche Grenzwerte von Funktionen

Sei f : X — Y eine reelle Funktion.
Man hat mehrere Varianten uneigentlicher Grenzwertefbef : X — Y ..

1. Falt
Es ista ein endlicher Fufungspunkt voX , und firz — a wachst oderdllt f(z) ins Unendliche.

2. Falt
Das X enthalt ein unendliches Intervall undif z — oo bzw.z — —oo hat f(x) einen endlichen
Grenzwert.

3. Falt
Fir x — oo bzw.x — —oo wachst oderdllt f(x) ins Unendliche.

Bezeichnung:
Enthalt X ein unendliches Intervall der Forfa, co| (bzw. |—o0, ¢] ), SO nennen wito
(bzw. —o0) “Haufungspunkt” vonX .

Die Definitionen uneigentlicher Grenzweri# ff im einzelnen:

Definition
Seia ein Haufungspunkt vorX . Dann:

Zu jedemC > 0 gibt es einy > 0, so daR iir alle
lim = oo (bzw. — 0) <= x € X mitz # a und mit|z — a| < § gilt:
e f(z) > C (bzw. f(z) < —C)

Seioo ein Haufungspunkt vorX und seic € R . Dann:

Zu jedeme > 0 gibt es einK > 0, so dal3 fir alle
lim =« — x € X mitz > K gilt:
[f(z) —af <e)
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Zu jedemC' > 0 gibt es einK > 0, so dald

lim = o0 (bzw. — 0 ) <= furallez € X mitz > K qgilt:
e f(z) > C (bzw. f(z) < —C)
Die Definition von lim = a,von lim = oo und der einseitigen Limites

lim = +oco und lim = +oo seialsUbungilberlassen.

T—a~ r—a™t

Beispiel(s. den Zusatz (2) in 2.2.7):

Sei f ein Polynomm-ten Grades mit Leitkoeffizient,, .Dann gilt:
lim f(x) = (Vorzeichen vomny,,) - co
Tr—00

lim f(z) = (—1)" - (Vorzeichen vony,,) - co

3.3.6 Rechnen mit dem Limes von Funktionen

Tatsache :

Gegeben seierf, g : X — R Funktionen mit demselben Definitionsbereich undem R . Es
sei N die Nullstellenmenge von . Schlief3lich seiry ein Haufungspunkt vorX. Dann gilt:

Existieren die Limiteslim f(z) =: « und lim g(z) =: § , so st
Tr—X0

gﬁlggjl M) = Mo

Jim (f+g)(z) = a+p
le (f-g)(x) = «af und,wenng#0,
fm @ =

Dabei lonnen die Limitesx und 5 auch+co sein, wenn man die formalen Rechenregeln aus 2.2.4
bericksichtigt und beachtet, da? mdm flie dort angegebenen “unbestimmten Aiistie” keine
algemeinen Aussagen machen kann.

3.3.7 Anwendung auf rationale Funktionen

Als Information: Nullstellen von Polynomen vom Grad@éheren Grades sind i.a. nur numerisch
und approximativ zu bestimmen. Theoretisch hat man jedoch folgenden Sachverhalt:

SatzundBezeichnung

Sei f ein Polynom vom Grade: > 1 und seia eine Nullstelle vonf , d.h. es sef(a) = 0.
Dann:

Es gibt einr € N und ein Polynonp , so dal}

f=(z—a)"p undpa) #0 .
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Dasr heif3t dieVielfachheit (oder der Grad) der Nullstellebei f .

f

Seien nunf, g Polynome g # 0 und sei= die entsprechende rationale Funktion. 8+ Null-
g

stellenmenge vop . Nach der Tatsache in 3.3.2 'r{];tstetig in seinem Definitionsbereicti \ NV .

Was geschieht, wenngegen eine Nullstelle von gtrebt?
Es seia eine Nullstelle vory und es sei

g=(z—a)®q mit ga) #0
im Sinne des Satzes, wo alsdalie Vielfacheit der Nullstelle: bei g ist. Das Polynony sei eben-
falls zerlegt in

f=(x—a)p und p(a) #0 .
Dabei seir = 0 gesetzt, wenm keine Nullstelle vonf ist. Andernfalls seir wie im Satz die
Vielfachheit der Nullstelle: bei f .

Bemerkung

f

Es ist dannifir alle x aus dem Definitionsbereich \ N von = (nach Kirzen entsprechender
g

Potenzen voltz — a) )

I (s 2l

g9(z)

Folgerung

Das Verhalten vorﬁg%)) fur z gegenu ist das gleiche wie das von

p(a) res
* T —a .
() @)
Insbesondere existiert der Limésn
o—a gz
Istr — s < 0 so sind die einseitigen Limites beiunendlich. Das genaue Verhalten kann man aus

(%) ablesen.

f(z)

und ist endlich, wenm — s > 0.

Beispielin der Vorlesung und in dedbungen.

3.3.8 Wichtige Eigenschaften stetiger Funktionen

Wir listen hier einige Eigenschaften auf, deretwegen die Stetigkeit von Funktionen bei Anwen-
dungen so wichtig ist.

Satz 1 (Zwischenwertsatz):

Sei f : X — Y eine stetige Funktion. Seienb € X,a < b und es seia,b] C X .

Dann gilt:

Ist f(a) # f(b) und istz eine Zahl zwischery(a) und f(b) , so gibt es einc € [a,b] mit
fle)==.
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Eineaquivalente Formulierung ist:
Ist I C X ein Intervall, soistf(I) eine Zahl, d.hf eingeschéankt aufI ist konstant, odey (I) ist
auch ein Intervall.

Der Satz folgt im wesentlichen aus dem Valistligkeitsaxiom.

Eine Anwendung

Tatsache:
Polynome ungeraden Grades haben mindestens eine Nullstelle.

Beweis: Aus den AussageiirfPolynome am Ende von 3.2.6 folgtiiFPolynomef unge-
raden Grades m gibt es< 0 undb > 0, so daf3f(a) und f(b) verschiedenes Vorzeichen
haben, d.ho liegt zwischenf(a) und f(b) . Nach Satz 1 gibt es€ [a, b] mit f(c) =0.

Satz 2

Sei[a, b] ein endliches abgeschlossenes Intervall undfseia, b)) — R stetig. Dann:
Auch das Bildf{a, b]) von f ist ein endliches abgeschlossenes Intervall.

DalB f[a, b]) ein Intervall ist ist die Aussage von Satz 1. Zum Beweis der Abgeschlossenheit
und Beschiinktheit werden etwas diffizilere Eigenschaften endlicher abgeschlossener Inter-
valle benutzt.)

Satz 3 (Existenz von Maximum und Minimum):

Sei[a, b] ein endliches abgeschlossenes Intervall undfseia, b] — R stetig. Dann gilt:

Es gibtz; € [a,b] mit f(z1) > f(z) furallex € [a,b] . Und:

Es gibtzs € [a,b] mit f(z2) < f(x) furallex € [a,] .

Man sagt dazu: Auf endlichen abgeschlossenen Intervallen nehmen stetige Funktionen ihr Maxi-
mum und ihr Minimum an.

Der Beweis folgt aus Satz 2 und dem Vddistligkeitsaxiom.

Satz 4 (Uber gleichmRige Stetigkeit):
Sei wiedel|a, b] ein endliches abgeschlossenes Intervall undfseija,b] — R stetig. Dann :
Zu jedems > 0 gibtes einy > 0, so daRir alle(!) = € [a, b] gilt:
Furallez’ € [a,b] mit |2/ — 2| < dist,|f(2) — f(x)] <€ .
Die Aussage in logischen Symbolen, wobei Wir:= [a, b] schreiben:
(*) Ve>0 V$€X35>OV$IEX Dl — $| <o= |f($/) - f($>| <e¢

Anmerkung:Man vergleiche mit der Definition der blo3en Stetigkeit einer FunkfiorDer Un-
terschied besteht in folgendem:

Bei der einfachen Stetigkeit ist das, das zues gewahlt werden muf3, auch vom jeweiligan
abhangig und kann im allgemeinen nicht simultair falle z im DefinitionsbereichX von f
gewahlt werden. Im FallX = [a,d] ist das “angenehmer”: Das kann zue so geviahlt wer-
den dal3 es simultan (“gleictafiig”) fur allex zu gebrauchen ist.

Das ist fir Anwendungen wichtig (vergl. die Anmerkungen zum “Stagiistandpunkt” und zum
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“Approximtionsstandpunkt” in 3.3.1).

Definition:
Reelle Funktionenf : X — R mit der Eigenschaftx) aus Satz 4 heil3egleichmalig stetig.

(Gegen-)Beispidlir den Fall eines nicht abgeschlossenen Intervalls:

Die Funktion f :]0,1] — R,z —— — ist stetig, aber nicht gleichafig stetig.
X
Das gleichef ist auch ein Gegenbeispiel zu Satz 2 und Satz 3 .

Zum Ende noch eine

Bemerkung (Eine Standardanwendung der Stetigkeit):
Es seif : X — R eine relle Funktion. Dann gilt:

Ist f stetig inxg € X und istf(xg) > 0 (bzw. f(z) > 0), so istf positiv (bzw. negativ ) in
einer ganzen Umgebung vag . D.h. es gibt eire > 0 so daf3f(x) > 0 (bzw. f(z) < 0) fur alle
xe X mit|r — x| <e.
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3.4 Aufgaben

Aufgabe 1. Eine Kostenfunktionk : Rt — R gibt die KostenK (z) an, die entstehen, wenn
Exemplare eines Produkts herzustellen sind. Gebenigfelfjende Situation eine Kostenfunktion

an und skizzieren Sie diese:

In einer Buchdruckerei fallen zum Herstellen der Druckerplatten und zum Einstellen der Maschi-
nen1000 EUR an. Aufgrund von efbhten Fehlerrisiko beim Anlauf einer Serie wikit flie ersten

100 Bicher mit10 EUR pro Buch kalkuliert. Danaclaiift eine Serie, und man rechnét jedes
weitere Buch mit lediglich 5 EUR zészlichen Kosten.

Aufgabe 2. Skizzieren Sie folgende Funktionen. Achten Sie dabei auf Nullstellen, Polstellen,
Verhalten tir sehr gro3e/kleine:

a) 2>+ 52 +6 0 z?—1
z+1
(z—=1)(z+1)(z+2)
b) 3 — d) (v -2

Aufgabe 3. Bestimmen Sie folgende Grenzwerte, falls diese existieren:
a) f(z) =42 fiurz — oo, —o0

b) g(x) =2z — Q’Cj%gf[]rx — 00, —00

c) h(z) = €= furz S5undz > 5

Aufgabe 4. Vergleichen Sie die Graphen der folgenden Funktionen in einer Skizze:

Bl

a) x%,xi,xo,yfé,m
b) e*, 2%, 1%, (%)I

) log, (x), log, (x), log, (¢)
(Dabeiistiira > 0,a # 1log, : (0,00) — R,z s BZ

Ina-

Aufgabe 5. Eine NachfragefunktionV : R — R ist eine Funktion, welche angibt, zu welchem
Preis N(x) auf dem Markt genaw Produkte verkauft werdentkinen. EineAngebotsfunktion
A : Rt — R bestimmt, zu welchem Preid(z) auf dem Markt genau Produkte angeboten
werden. Betrachten Sie folgende Nachfrage- und Angebotsfunktion:

1
N(z) = 10—z

Alz) = -22-1
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a) Geben Sie einen sinnvollen Definitionsbereitin £ an, sodass sowolY (x) als auchA(z)
positiv sind.

b) Ein Markt befindet sich im Gleichgewicht, fall§ifdie Anzahlz der tatichlich angebotenen
ProdukteA(z) = N(z) gilt. Bestimmen Sie eine ganze Zahlsodass sich Angebot und
Nachfrage mglichst wenig unterscheiden.

Aufgabe 6. Wir mdchten eine Angebotsfunktion modellieren. Zu einem Preisavenl werden
A(1) = 3 Produkte angeboten, und zu einem Preis wor= 2 werdenA(2) = 6 Produkte
angeboten. Ab einem Preis van= 10 wiirden alle Ressourcen ausgegyaf, insgesamt @ren
dannA(10) = 90 Produkte auf dem Markt.

Bestimmen Sie eine quadratische Funktion, welche als Moidellie Angebotsfunktion dienen
kann.

Aufgabe 7.
a) Geben Sie eine Funktion an, die injektiv, aber nicht streng monoton ist.

b) Wie lautet eigentlich die Umkehrfunktion zf(z) = ? Und zuf (z) = 1?

Aufgabe 8. Gegeben sei die Nachfrage-Funktion

1

P*) = g

Gegen welchen Wert strebt die nachgefragte Mengeenn der Preip(x) Uber alle Grenzen
wachst?



