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3 Funktionen und Stetigkeit

3.1 Definitionen und Beispiele

Im “praktischen Leben” werden volks- und betriebswirtschaftliche Daten in gewissen diskreten
Absẗanden erhoben. Auf diese Weise ergeben sich Zahlenfolgen zur Beschreibung der Abläufe.
Zum besseren Verständnis der Ablaufmechanismen und zur Untersuchung von Gesetzmäßigkeiten
stellt man sich jedoch meist die diskreten Daten als Einzelbeobachtungen bei einem kontinuierli-
chen Geschehen vor. Statt mit Zahlenfolgen arbeitet man dann mit reellen Funktionen.

3.1.1 Definitionen

Definition (Funktionen)

SeienX, Y ⊆ R Teilmengen.
EineFunktion von X nachY ist eine Zuordnung, die jedemx ∈ X genau einy ∈ Y
zuordnet.
Man schreibt:

f : X −→ Y , f(x) = ... bzw. x 7−→ ...
für
“f ist Funktion vonX nachY definiert durch die Zuordnungf(x) = ...′′

Im konkreten Fall steht anstelle der Pünktchen die genaue Angabe, mit welcher Vor-
schrift denx ∈ X ihr y ∈ Y zugeordnet ist. Die Vorschrift ist oft eine Formel inx ,
kann aber auch anders formuliert sein.

Musterbeispiel:X = Y = R und

f : X −→ Y, f(x) = x2 ( bzw. x 7−→ x2)

Zu einer Funktionf : X −→ Y hat man folgende Bzeichnungen:
X heißt derDefinitionsbereichder Funktionf .
Y heißtZiel vonf .
f(x) heißtBild von x unterf .
Achtung: Das ZielY von f ist zu unterscheiden vom sogenanntenBild von f (oder
alterẗumlich: Wertevorrat vonf ). Dieses ist definiert durch

Bild(f) = {y ∈ Y | es gibtx ∈ X mit f(x) = y}
(= {x ∈ Y | y ist Bild einesx ∈ X unterf}.)

Allgemein: F̈ur A ⊆ X ist

f(A) = {y ∈ Y | es gibta ∈ A mit f(a) = y} heißtBild von A unterf.

Weiterhin: Seiy ∈ Y .
Dann:f−1(y) = {x ∈ X | f(x) = y)} heißtUrbild von y unterf und allgemeiner
für B ⊆ Y :

f−1(B) := {x ∈ X | f(x) ∈ B} heißtUrbild von B unterf.
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Es istf−1(y) 6= ∅ ⇐⇒ y ∈ Bild(f).
Ist 0 ∈ Y , so heißtf−1(0) die NullstellenmengevonF und diex ∈ f−1(0) heißen
dieNullstellen vonf .

Beim Musterbeispielx 7−→ x2 :

Definitionsbereich vonf = R = Ziel vonf

Bild(f) = {x ∈ R | x ≥ 0} = [0,∞[
f−1(4) = {2,−2}
Für A = [−3, 2] ist f(A) = [0, 9]
Für B = [0, 9] ist f−1(B) = [−3, 3]

Anmerkung: Unser Funktionsbegriff ist so allgemein, daß auch die Folgen darunter fallen. Die
Folge(an)n∈N etwa ist die Funktionf : N −→ R, f(n) := an. Wir werden das Wort “reelle
Funktion” reservieren f̈ur Funktionen mit f̈ur uns passendenX undY . Nämlich:

Bezeichnung:

Eine reelle Funktion ist eine Funktionf : X −→ Y , wo sowohlX als auchY jeweils
eine Vereinigung von Intervallen ist.
(Oft: X, Y sind sogar Intervalle; meist:Y = R; oft: X = [0,∞[ .)

3.1.2 Veranschaulichung: Koordinatenebene und Schaubild einer Funktion

Definition 1:

Wir betrachten sogenanntegeordnete Paarereeller Zahlen:

P = (x, y) , .

wo x ∈ R, y ∈ R . Dabei gilt f̈ur P = (x, y) undQ = (a, b)

P = Q :⇐⇒ x = a undy = b.

Also z.B. :(1,−1) 6= (−1, 1)
(Es kommt auf die Reihenfolge derx undy an.)

x heißt 1. Koordinate oder Abszisse vonP = (x, y) .

y heißt 2. Koordinate oder Ordinate vonP .

Man schreibt:

R2 := {(x, y) | x, y ∈ R} und nenntR2 die Koordinatenebene.

Als Teilmenge vonR2 heißt

{(x, 0) | x ∈ R} diex-Achse, und

{(0, y) | y ∈ R} diey-Achse.
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Anschauliche Vorstellung vonR2 als “Zeichenebene”:
Man stellt sich zwei zueinander senkrechte Zahlengerade vor – diex-Achseoder Abszissenachse
und diey-Achseoder Ordinatenachse. Der Punkt(x, y) ist dann wie im folgenden Bild gegeben
(von der Schule bekannt):

-

6

(3, 2)=(x, y)

(0,0)

x = 3

y = 2

uu u

u

u

x

Definition 2: Seif : X −→ Y eine reelle Funktion. Dann:

G(f) := {(x, f(x)) | x ∈ X} ⊆ X × Y heißt der Graph vonf oder das Schaubild
vonf .

Beim Musterbeispiel:
Der Graph vonf : R −→ R , f(x) = x2 ist
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Anmerkung:
Die Verwendung der Zeichenebene erlaubt auch die Veranschaulichung weiterer Punktmengen,
die bei Funktionen betrachtet werden können.
In der Integrationstheorie z.B. treten Punktmengen der Art{ (x, y) |x ∈ [a, b] ⊆ X , 0 ≤ y ≤
f(x) } auf (Stichworte: Konsumentenrente, Produzentenrente).
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Für unser Musterbeispiel und[a, b] := [0, 2] z.B. werde diese Menge im folgenden Bild schraffiert.
Machen Sie zur̈Ubung eine Zeichnung:

3.1.3 Weitere einfache Muster- und Demonstrationsbeispiele

Konstante Funktionen
Die einfachsten Funktionen sind die konstanten Funktionen

f : X −→ R, f(x) = c ,

wo c ∈ R eine feste (konstante) Zahl ist.

Ihr Schaubild ist die Parallele zurx-Achse durch den Punkt(0, c) der Koordinatenebene

Die identische Abbildung (Identität)

f = idX = id : X −→ X, f(x) = x .

Informationen aus dem Alltagsleben, als Funktion betrachtet:

Die Briefporto-Funktion:

f :]0, 1000] −→ [0,∞[ , f(x) =


56 0 < x ≤ 20
112 20 < x ≤ 50
153 50 < x ≤ 500
225 500 < x ≤ 1000

Dabei: x =Gewicht (in g ) undy = Preis( in Cent)

Schaubild:
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Funktionen diesen Typs heißen Treppenfunktionen. Die “Stellen”x = 0 , 20 , 50 , 500 , 1000
heißen Sprungstellender Funktion.

Eine Treppenfunktion ist auch die

Integer-Funktion

f : R −→ R, x 7−→ größte ganz Zahl≤ x .

543210-1-2-3-4-5

5

4

3

2

1

0

-1

-2

-3

-4

-5

x

y

x

y

Nun zu interessanteren Funktionen:

3.1.4 Polynome

Definition

Seim ∈ N0 und seienα0, α1, .., αm ∈ R . Die Funktion

f : R −→ R , f(x) := αmxm + αm−1x
m−1 + ... + α1x + α0

heißt einPolynom, genauer: das Polynom mit den Koeffizientenα0, α1, ..., αm.
Ist αm 6= 0 , so spricht von einemPolynom m-ten Grades. Dasαm heißt dann der
Leitkoeffizient vonf .
Ein α ∈ R mit f(α) = 0 heißt eineNullstelle vonp (s. auch 3.1.1 ).

Spezialf̈alle:

m = 0 f(x) = α0 : Die Polynome0-ten Grades sind die konstanten Funktionen.

Man schreibt auchf ≡ α0 und sagt “f ist identisch gleichα0 ”.
Ihre Schaubilder sind die Parallelen zurx-Achse.

m = 1 f(x) := y = α1x + α0 =: ax + b (lineare Polynome).
Das Bild zeigt die Funktionf(x) = 1

3x + 1 .
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Die zugeḧorigen Graphen sind Geraden, die nicht parallel zury-Achse oderx-Achse sind.
Aus der Schule bekannt:
Es istf(0) = b , d.h.b ist dery-Wert des “Durchstoßpunktes”(0, b) des Graphen mit der
y-Achse.

Außerdem: F̈ur x1 > x2 ist
f(x1)− f(x2)

x1 − x2
= a .

Also: a ist dieSteigungder Schaubild-Geraden.

Schließlich: Es gibt eine Nullstelle beix = − b

a
.

m = 2 f(x) = α2x
2+α1x+α0 =: ax2+bx+c

!= a
(
(x+

b

2a
)2− b2 − 4ac

4a2

)
(quadratische

Polynome).

Wegen(x +
b

2a
)2 ≥ 0 liest man ab: F̈ur allex ∈ R ist

f(x)


≥ −b2 − 4ac

4a
a > 0

≤ −b2 − 4ac

4a
a < 0

, mit Gleichheit beix = − b

2a
.

In Bezug auf Nullstellen gilt: Es gibt

– 2 Nullstellen wennb2 − 4ac > 0 , und zwar x1/2 =
−b±

√
b2 − 4ac

2a

– Eine (doppelte) Nullstelle beix =: − b

2a
, wenn b2 − 4ac = 0 ,

– keine reelle Nullstelle, wennb2 − 4ac < 0

m > 2 Polynome ḧoheren Grades werden immer komplexer, behalten aber einen rechtübersichtli-
chen Verlauf.
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Noch eine Information:

Satz:

Ein Polynomm-ten Grades hat ḧochstensm Nullstellen.

3.1.5 Anwendungen der Polynome

In Modellen derÖkonomie werden lineare und quadratische Polynome als Modelle für Angebots-,
Nachfrage-und Kostenfunktionengenommen.
Eine Nachfragefunktion ist z.B (dabei istx die (kontinuierlich aufgefaßte) Stückzahl des Produk-
tes,p der Preis pro Einheit,A die Auslastungsgrenze):

f : [0, A] −→ R≥0 , f(x) =: p := 5− 1
2
x

Aus der Nachfragefunktion entsteht die Erlösfunktiondurch Multiplikation mitx (Erlös =
Preis× Stückzahl).Also in unserem Beispiel:

E(x) = (5− 1
2
x)x = 5x− 1

2
x2

Übung: Zeichnen Sie das Schaubild der FunktionE .

Polynome sind vegleichsweise einfache Funktionen, deren Werte einfach zu berechnen sind. Des-
halb werden Polynomme häufig genommen, um kompliziertere oder noch unbekannte Funktionen
zu ersetzen. Das geschieht zum Beispiel, wenn man vorgegebene Punkte in der Koordinatenebe-
ne durch das Schaubild eines Polynoms “interpoliert”. Der folgende Satz gibt den theoretischen
Hintergrund:

Satz(Polynom-Interpolation):

Gegeben seienn + 1 paarweise verschiedene reelle Zahlenx1, x2, ...xn+1 und weitere reelle Zah-
leny1, y2, ..., yn+1 , die nicht notwendigerweise verschieden sind. Dann gilt:
Es gibt genau ein Polynomf vom Grade≤ n so daß gilt:

f(x1) = y1, f(x2) = y2, ..., f(xn+1) = yn+1.

Zum Beweis der Existenz geben wir ein Polynom an, welches die geforderten Bedingungen erfüllt
(Lagrangesches Interpolationspolynom):
Man betrachte die Polynome

Li(x) :=
n+1∏
j=1
j 6=i

(x− xj)
xi − xj

=
(x− x1) · ... · (x− xi−1) · (x− xi+1) · ... · (x− xn+1)

(xi − x1) · ... · (xi − xi−1) · (xi − xi+1) · ... · (xi − xn+1)

Dann ist

Li(xj) =
{

1 j = i
0 j 6= i

,

Das Polynom
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L(x) :=
n+1∑
i=1

yiLi

erfüllt dann die geforderten Eigenschaften.

Ein Beispiel:
i 1 2 3 4

xi −1 0 1 2
yi 0 1 0 2

Da y1 = 0 = y3 , werdenL1 und L3 in der Summenformel für L(x) nicht gebraucht. Wir
ben̈otigen nurL2 undL4 . Es ist:

L2(x) =
(x + 1)(x− 1)(x− 2)

1 · (−1) · (−2)
und L4(x) =

(x + 1)x(x− 1)
3 · 2 · 1

Somit: L(x) = 0·L1(x) + 1·L2(x) + 0·L3(x) + 2·L4(x)

=
(x2 − 1)(x− 2)

2
+

(x2 − 1)x
3

=
5
6
x3 − x2 − 5

6
x + 1 .

Schaubild:

543210-1-2-3-4-5

5

4

3

2

1

0

-1

-2

-3

-4

-5

x

y

x

y

3.1.6 Rationale Funktionen

Definition (Rationale Funktionen):

Seienf undg zwei Polynome, undg sei nicht konstant gleich0 .
Sei N = {x1, x2, ..., xk} die Menge der Nullstellen vong .
Dann heißt die Funktion

f

g
: R\N −→ R, x 7−→ f(x)

g(x)
,

einerationale Funktion .
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Beispiele:
Die Polynome z̈ahlen auch zu den rationalen Funktionen. Es ist dabei etwag ≡ 1 .
Die einfachste “echte” rationale Funktion ist die “Hyperbel”

1
x

: R\{0} −→ R , x 7−→ 1
x

Typische allgemeinere rationale Funktionen sind

1
x

,
x + 2
x2 − 1

,
x2 + 2
x2 − 1

,
x3 + 2
x2 − 1

Es folgen die Schaubilder von
1
x

und der drei angegebenen allgemeineren Beispiele.

543210-1-2-3-4-5

5

4

3

2

1

0

-1

-2

-3

-4

-5

x

y

x

y

1086420-2-4-6-8-10

10

8

6

4

2

0

-2

-4

-6

-8

-10

x

y

x

y

1086420-2-4-6-8-10

10

8

6

4

2

0

-2

-4

-6

-8

-10

x

y

x

y

1086420-2-4-6-8-10

10

8

6

4

2

0

-2

-4

-6

-8

-10

x

y

x

y

Wie der Verlauf solcher Funktionen im einzelnen ermittelt wird, werden wir im weiteren Verlauf
der Vorlesung sehen.

Anwendungrationaler Funktionen:

Rationale Funktionen treten u.a. als Stückkostenfunktionen auf: Es sei

K : [0, A] −→ R eine Kostenfunktion.
Dann
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K :=:
K

x
: ]0, A] −→ R , x 7−→ K(x)

x
ist die sogenannte Stückkostenfunktion,

Beispiel: K(x) = x2 + 4 mit K(x) =
x2 + 4

x
= x +

4
x

.

3.1.7 Potenzfunktionen. Wurzelfunktionen. Exponentialfunktionen

Potenzfunktionen sind Funktionen mit der Zuordnungx 7−→ xa oder etwas allgemeiner
x 7−→ Kxa , a,K feste reelle Zahlen.

Zuerst einige Spezialfälle:

Natürliche Zahlen als Exponenten:

Die entspechenden Funktionen sind spezielle Polynome, die sogenanntenMonome

f: R −→ R , f(x) = xn .

Exponenten vom Typ
1
k

. k ∈ N:

Tatsache 1undBezeichnung 1( k-te Wurzeln):

Seik ∈ N. Dann:
Zu jedemx ∈ R mit x ≥ 0 gibt es genau einy ≥ 0 mit yk = x .

Diesesy heißt diek-te Wurzel vonx , geschriebenk
√

x.

Zusatz: Istk ungerade, so kann man diek-te Wurzel auch f̈ur−x definieren, und zwar ist
dann k

√
−x := − k

√
x .

Beweis: 1.Version: Man kann einen abstrakten Existenzbeweis mittels des Vollständigkeitsaxioms
(s. 1.3.5) f̈uhren.

2.Version: F̈ur x > 0 definiert man rekursiv folgende Folge:

Es seia0 > 0 und für n ≥ 0 sei an+1 := an( 1 +
1

k
(

x

ak
n

− 1) ) .

Man zeigt dann: Die Folge(an)n∈N0 konvergiert gegen einy > 0 und für diesesy gilt yk = x .

Übung: Man zeige: F̈ur k = 2 unda0 = 1 liefert die angegebene Formel dieselbe Folge wie die in
(5) der Tatsache in 2.2.2 definierte Folge für

√
2 .

Rationale Exponenten

Bezeichnung 2:

Seienn, k ∈ N , q :=
n

k
und sei0 ≤ x ∈ R .

Man definiert xq := ( k
√

x)n , x0 := 1 und x−q :=
1
xq

im Fallex > 0.

Für jedes q ∈ Q ist also eine Funktion

f : ]0,∞[ −→ R, x 7−→ xq,
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wohldefiniert.
Name daf̈ur: Potenzfunktion mit Exponentq .

Anmerkung: F̈ur positiveq kann man0 zum Definitionsbereich hinzunehmen.

Das Beispiel
√

x geplottet:
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Beliebige reelle Exponenten

Bemerkungen:

(1) Die systematische Einführung der reellen Zahlen liefert folgende Tatsache:
Jede reelle Zahl ist Limes einer Folge rationaler Zahlen.

(2) Sei0 < x ∈ R . Sei q eine reelle Zahl und sei(an)n=1,2,.. eine Folge rationaler Zahlen
mit lim

n→∞
an = q. Dann existiert lim

n→∞
xan . Der Limes seixq genannt.

Ist bn eine weitere Folge reeller Zahlen mitlim
n→∞

bn = q , so ist auchlim
n→∞

xbn = (dasselbe)xq .

Definition 1 (der allgemeinen Potenz):

Seienx > 0 undq reelle Zahlen. Man definiert die Potenzxq folgendermaßen:
Sei q = lim

n→∞
an der Grenzwert einer Folge rationaler Zahlen. Dann sei

xq := lim
n→∞

xan .

Nach den Bemerkungen istxq wohldefiniert.
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Definition 2 ( Potenzfunktionen. Exponentialfunktionen):

Die Definition 1 erlaubt die Definition von zwei Typen von Funktionen, je nachdem
ob man die Basis oder den Exponenten der Potenz variiert.
Potenzfunktionen:
Für q ∈ R definiert man ]0,∞[−→ R, x 7−→ xq .
Man bezeichnet diese Funktion einfach mit “xq ” und nennt sie die Potenzfunktion
mit Exponentenq ,
Exponentialfunktionen:
Für jedes reellea > 0 definiert man eine Funktion R −→ R durch x 7−→ ax.
Man bezeichnet sie mit “ax ” und spricht von der Exponentialfunktion zurBasisa .

Tatsache 2(Potenzregeln):

Für allgemeine Potenzen gelten dieüblichen Potenzregeln, nämlich:
Für alle reellenx, y > 0 und allep, q ∈ R gilt

(1) (xy)q = xqyq

(2) xpxq = xp+q und (xp)q = xpq.

(3) Aus der ersten Gleichung in (2) ergibt sich insbesondere:x−q =
1
xq

.

3.1.8 Die Exponentialfunktion

Zu beliebigemx ∈ R sei die Reihe
∞∑

n=0

xn

n !
= 1 + x +

x2

2
+

x3

6
+ ... +

xn

n !
+ ... =: exp(x)

betrachtet.

Tatsache 1 und Bezeichnung:

Die Reihe exp(x) =
∞∑

n=0

xn

n !
ist konvergent f̈ur jedesx ∈ R . Die auf diese Weise

definierte Funktion

exp : R −→ R, x 7−→ exp(x) :=
∞∑

n=0

xn

n !

heißt dieExponentialfunktion odere-Funktion .

Die Reihe
∞∑

n=0

xn

n !
heißt dieExponentialreihe

Beweis der Konvergenz: Es ist offenbarexp(0) = 1. Für x 6= 0 wendet man das Quotientenkriterium
an: Es ist

|an+1|
|an|

=
|x|n+1 · n !

|x|n · (n + 1) !
=

|x|
n + 1

−→
n→∞

0 < 1.

Nach dem Quotientenkriterium konvergiert die Reihe.
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Tatsache 2

Die Exponentialfunktion erf̈ullt folgende “Potenzregeln”: F̈ur alle x , y ∈ R gilt

exp(x + y) = exp(x) exp(y) und (exp(x))y = exp(xy) .

Insbesondere giltexp(−x) =
1

exp(x)
für alle x ∈ R .

Beweisskizze f̈ur die erste Formel: Schreibean :=
xn

n !
und bn :=

yn

n !
für die Glieder der entspre-

chenden Exponentialreihen. Definiere danncn :=

nX
k=0

an−kbk . Nach einem allgemeinen Satz für Rei-

hen (Satz̈uber das “Cauchy-Produkt” von Reihen) konvergiert die Reihe dercn gegenexp(x) exp(y) .
Andererseits ist mittels Anwendung der binomischen Formel:

cn =

nX
k=0

xn−k

(n− k) !

yk

k !
=

1

n !

nX
k=0

n !

(n− k) ! k !
xn−kyk =

(x + y)n

n !

Ergebnis: Die Reihe dercn ist gleich der Reiheexp(x + y) und somit istexp(x + y) =

∞X
n=0

cn =

exp(x)exp(y) 2

Tatsache 3:

Seie := lim
n→∞

(1 +
1
n

)n die Eulersche Wachstumszahl (s. (6) der Tatsache in 2.2.2 ).

Für allex ∈ R gilt

exp(x) = ex = lim
n→∞

(1 +
x

n
)n .

Also: exp ist die Exponentialfunktion zur Basise .

Der Beweis ist etwas tüftelig.

Die e-Funktion geplottet:
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3.1.9 Cosinus und Sinus

Tatsache

Die Reihen

cos x :=
∞∑

k=0

(−1)n x2n

(2n) !
= 1− x2

2
+

x4

24
+ ... + (−1)n x2n

(2n) !
+ ...

und

sin x :=
∞∑

k=0

(−1)n x2n+1

(2n + 1) !
= x− x3

6
+

x5

120
+ ... + (−1)n x2n+1

(2n + 1) !
+ ...

sind konvergent f̈ur allex ∈ R .

Beweis: Die konvergente Reiheexp(|x|) kann als Majorante für beide Reihen genommen werden.
Nach dem Majorantenkriterium aus 2.2.8 sind also beide konvergent.

Der Cosinus und der Sinus geplottet
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3.2 Konstruktion neuer Funktionen

3.2.1 Rechnen mit Funktionen

Bezeichnung:

Es seienf, g : X −→ R Funktionen mit demselben Definitionsbereich und es seiα ∈ R . Sei
schließlichN die Nullstellenmenge vong .

Man definiert dann Funktionenαf , f + g , f ·g = fg und
f

g
folgendermaßen:
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αf : X −→ R, x 7−→ (αf)(x) := αf(x)

f + g : X −→ R, x 7−→ (f + g)(x) := f(x) + g(x).

f ·g : X −→ R, x 7−→ (f ·g)(x) := f(x)·g(x).

f

g
: X\N −→ R, x 7−→ f

g
(x) :=

f(x)
g(x)

Redeweise: Man sagt, die eingeführten “Verkn̈upfungen” von Funktionen sind argumentweisede-
finiert.

Bemerkung:

Wenn die DefinitionsbereicheX1 von f und X2 von g nicht übereinstimmen, so kann man ih-
re Summe und ihr Produkt immer noch auf dem DurchschnittX1 ∩ X2 definieren (falls dieser
Durchschnitt6= ∅ ist).

Beispiele: Wir haben das “Rechnen” mit Funktionen stillschweigend schon benutzt. Z.B. sind Po-
lynome solche Funktionen, die aus den konstanten Funktionen und der Identität durch sukzessive
Anwendungen unserer Verknüpfungen entstanden sind. Rationale Funktionen sind Quotienten von
Polynomen usw.

3.2.2 Die Komposition von Funktionen

Definition

Es seienf : Xf −→ Yf undg : Xg −→ Yg reelle Funktionen. Es sei vorausgesetzt,
daß Bild(g) ⊆ Xf , d.h. daß das Bild vong im Definitionsbereich vonf liegt.
Dann definiert man eine Funktionf ◦ g vonXg nachYf durch

f ◦ g : Xg −→ Yf , x 7−→ f(g(x))

(Dasx ∈ Xg wird in einem ersten Schritt unterg auf g(x) ∈ Xf abgebildet und
dann in einem n̈achsten Schritt unterf von g(x) nachf(g(x)) . Das Ganze ist eine
Abbildung mit “Zwischenschritt”.)
Sprechweise und Bezeichnung:
Man sprichtf ◦ g als “erstg , dannf ” oder “f nachg ” und bezeichnetf ◦ g als
Komposition oder Hintereinanderschaltung von f und g . Man redet auch vom
Einsetzenvong in f oder vongeschachteltenAbbildungen

Beispiele

(1) g definiert durchg(x) := x + 1 eingesetzt inf definiert durchf(y) := y3 − 3y − 2 ergibt
das Polynomf ◦ g (x) = (x + 1)3 − 3(x + 1)− 2 = x3 + 3x2 − 4 .

(2) Das Polynomg(x) = x2 − 2 eingesetzt inexp ergibt die Funktionex2−2.

Anmerkung
Man erkennt: Durch die M̈oglichkeiten der Komposition kann man ein reichhaltiges Reservoir an
Funktionen erzeugen.



3. FUNKTIONEN UND STETIGKEIT 58

3.2.3 Umkehrfunktionen

Bezeichnung 1(injektive Funktionen):

Seif : X −→ Y eine reelle Funktion.

f heißtinjektiv :⇐⇒ Für allex1, x2 ∈ X mit x1 6= x2 ist auchf(x1) 6= f(x2) .

Bemerkung 1:
Injektive Funktionenf sind an ihrem Schaubild so zu erkennen: Jede Parallele zurx-Achse schnei-
det das Schaubild vonf in höchstens einem Punkt.

Beispiele:
Die FunktionR −→ R, x 7−→ x2 , ist nicht injektiv: Es ist z.B.−1 6= 1 , aberf(−1) = 1 = f(1).
Die FunktionR −→ R, x 7−→ x3, ist hingegen injektiv.

Gewisse Eigenschaften von Funktionen implizieren Injektivität. Dazu

Bezeichnung 2(Monotonie bei Funktionen):

Sei I ⊆ R ein Intervall undf : I −→ R eine Funktion. Dann heißtf
monoton wachsend :⇐⇒ Für allex1, x2 ∈ I mit x1 ≤ x2 ist f(x1) ≤ f(x2) .
streng monoton wachsend:⇐⇒ Für allex1, x2 ∈ I mit x1 < x2 ist f(x1) < f(x2) .
monoton fallend :⇐⇒ Für allex1, x2 ∈ I mit x1 ≤ x2 ist f(x1) ≥ f(x2) .
streng monoton fallend :⇐⇒ Für allex1, x2 ∈ I mit x1 < x2 ist f(x1) > f(x2) .

Beispiele:
Die Exponentialfunktionexp ist streng monoton wachsend.
Zusatzinformation: Das Bild vonexp ist ]0,∞] .

In der Vorlesung: Beweis der Monotonie und der Tatsache, daß Bild( exp ) ⊆ ]0,∞] .

Bemerkung 2:
Streng monoton steigende und streng monoton fallende Funktionen sind injektiv.
Die Exponentialfunktionexp ist also z.B. injektiv.

Beweis: klar.

Bemerkung 3:
Sei f : X −→ Y eine injektive Funktion. SeiB das Bild vonf (s. 3.1.1 ). Dann gilt
(i) Nach Definition vonB gibt es zu jedemy ∈ B einx ∈ X mit f(x) = y .
(ii) Wegen der Injektiviẗat vonf gibt es ḧochstens ein solchesx und somit wegen (i) genau ein
x ∈ X mit f(x) = y .
Dann: Die Zuordnung “y 7−→ dasjenige eindeutig bestimmtex ∈ X mit f(x) = y ” definiert
eine Funktion vonB nachX .

Definition 1

Sei f : X −→ Y eine injektive Abbildung undB sei das Bild vonf . Dann:
Die nach der Bemerkung wohldefinierte Abbildung vonB nachX wird mit f−1

bezeichnet und heißt die zuf geḧorigeUmkehrabbildung oderinverse Abbildung.
Es ist also
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f−1 : B −→ X, y 7−→
{

dasjenige eindeutig bestimmtex ∈ X
mit f(x) = y .

Beispiel:
Die Umkehrabbildung zux3 ist die Bildung der dritten Wurzel: R −→ R , y 7−→ 3

√
y .

Definition 2

Die zuexp geḧorige Umkehrabbildung heißt dernatürliche Logarithmus und wird
mit ln bezeichnet. Er ist also eine Funktion des Typs

ln : ]0,∞[−→ R, y 7−→ ln y .

Der ln geplottet:
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Bemerkung 4:
Bei Funktionenf mit Umkehrabbildungf−1 erḧalt man das Schaubild vonf−1 aus dem Schau-
bild vonf durch Spiegelung an der “Hauptdiagonalen” des Koordinatenystems (das ist der Graph
der identischen FunktionR −→ R, x 7−→ x ; den Graphen vonx 7−→ −x nennt man auch die
“Nebendiagonale”). Zur Illustration vergleiche man etwa die Schaubilder vonexp und ln und –
hier geplottet – die Schaubilder vonx2 (eingeschr̈ankt auf[0,∞[ ) und von

√
x .
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Hier noch eine formale Beschreibung der Situation, wo eine Umkehrabbildung existiert:

Tatsache:
(1) Für injektive Funktionenf : X −→ Y mit B = Bild(f) gilt

f−1 ◦ f = idX : und f ◦ f−1 = idB ,

wobei idX : X −→ X, x 7−→ x und idB : B −→ B, y 7−→ y .

(2) Umgekehrt: IstB das Bild vonf und ist g : B −→ X eine Funktion mitg◦f = idX

und f ◦g = idB , so istf injektiv und es istg = f−1 .

Zum Beweis: (1) Direkt aus der Definition vonf−1 .

(2) Beweis, daßf injektiv ist: Seienx1, x2 ∈ X mit f(x1) = f(x2) . Dann ist auchx1 = g(f(x1)) =

g(f(x2)) = x2 .

Wir geben noch eine “Prosafassung” der Definition 1 bzw. der Aussage der Tatsache für die zwei
angegebenen Beispiele von Umkehrfunktionen:
Daß n

√
x die Umkehrfunktion vonyn ist, bedeutet:

n
√

x ist diejenige Zahly , die man mitn potenzieren muß, umx zu erhalten.
Ebenso: F̈ur x > 0 ist ln x diejenige Zahl, f̈ur dieeln x = x ist.
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3.2.4 Anwendung auf allgemeine Potenzen

Tatsache 1:

Für x > 0 undq ∈ R ist: xq = exp( q ·ln x ) ( = eq ·ln x ).

Beweis: Nach der einen der Potenzregeln aus 3.1.8 Tatsache 2 bzw. 3.1.7 Tatsache 2 ist

exp( q ·ln x ) = exp( ln x )q = xq .

Das liefert einem auch für a > 0 die Umkehrfunktionen f̈ur die allgemeinen Exponentialfunktio-
nen ax . Nämlich:

Tatsache 2undBezeichnung:

Für a > 0 ist die Exponentialfunktionax zur Basisa injektiv mit ]0,∞[ als Bild.
Die zugeḧorige Umkehrfunktion wirdLogarithmus zur Basisa genannt, wird geschrieben mit
loga und ist gegeben durch

loga : ]0,∞[−→ R , loga(y) :=
1

ln a
ln y .

Beweis: F̈ur x ∈ R, y > 0 sei f(x) = ax und g(y) =
1

ln a
ln y . Wir verifizieren die

charakteristischen Eigenschaften für g = f−1, aus (2) der Tatsache in 3.2.3. Es ist

g(f(x)) =
1

ln a
ln ( f(x) ) =

1
ln a

ln ( ex ·ln a ) =
1

ln a
·x · ln a = x und

f(g(y)) = exp( g(y)·ln a ) = exp(
1

ln a
·ln y ·ln a ) = exp( ln y ) = y .

Nach (2) der Tatsache in 3.2.3 ist alsog = loga die Umkehrfunktion vonax .

3.3 Stetigkeit. Grenzwerte bei Funktionen

3.3.1 Definition der Stetigkeit

Stetige Funktionen sind, allgemein formuliert, Funktionen, die sich “zuverlässig verhalten, die
nicht plötzlich und unerwartet ihr Verhalten sprunghaftändern. Die mathematische Definition ist:

Definition (der Stetigkeit mit Hilfe des Konvergenzbegriffs für Folgen):

Sei f : X −→ Y eine reelle Funktion.

(1) Sei x ∈ X . Dann :

f heißt stetig inx :⇐⇒


Für alle Folgen(xn)n=1,2,... mit xn ∈ X
für allen und mit lim

n→∞
xn = x gilt

lim
n→∞

f(xn) = f(x)

(2) f heißt (insgesamt) stetig:⇐⇒ f ist stetig in jedemx ∈ X, .
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Die Definitionüber die Folgen hat den Vorteil, daß man das schon erarbeitete Wissenüber Folgen
dazu verwenden kann, Eigenschaften stetiger Funktionen abzuleiten.
Es gibt noch anderëaquivalente Varianten der Definition der Stetigkeit einer Funktion
f : X −→ Y in einem Punktx ∈ X , z.B.:

ε − δ−Definition (der Stetigkeit):

f ist stetig inx :⇐⇒


Zu jedemε > 0, gibt es einδ > 0 ,
so daß f̈ur alle x′ ∈ X gilt:
Ist |x′ − x| < δ , so ist |f(x′)− f(x)| < ε .

Beachte(!): Dasδ hängt vonε und vonx ab.
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Bei dieser Gelegenheit:

Für kompliziertere mathematische Aussagen wie diejenige auf der rechten Seite der letzten Defi-
nition stellt die Logik formelhafte Abk̈urzungen bereit. Zum Beispiel:

Zeichen: ∀ ∃ =⇒ (schon benutzt) ⇐⇒ (schon benutzt)
Bedeutung: für alle es gibt impliziert genau dann wenn

Unter Verwendung dieser Zeichen schreibt sich dieε−δ-Definition der Stetigkeit so:

f ist stetig inx :⇐⇒ ∀ ε>0 ∃ δ>0 ∀x′∈X : |x′ − x| < δ =⇒ |f(x′)− f(x)| < ε ,
und

f ist stetig :⇐⇒ ∀x∈X ∀ ε>0 ∃ δ>0 ∀x′∈X : |x′ − x| < δ =⇒ |f(x′)− f(x)| < ε
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Interpretationder Stetigkeit:

Stabiliẗatsstandpunkt: Der Funktionsverlauf stetiger Funktionn ist in gewissem Sinn “stabil” :
Bei gen̈ugend kleinenÄnderungen der Argumente bleibt diëAnderung der Funktionswerte “im
vorgegebenen Rahmen”.
Approximationsstandpunkt: Bei vorgegebener Fehlergrenzeε > 0 gibt es einδ > 0 , so daß
Ungenauigkeiten im Argument, die durchδ beschr̈ankt sind, zu Funktionswerten führen, die noch
innerhalb der Fehlergrenze liegen.

Hier erst einmal zur allgemeinen Beruhigung folgende

Tatsache:

Alle bereits eingef̈uhrten interessanten Funktionen: die Polynome, die rationalen Funktionen, die
Potenzfunktionen, die Exponentialfunktionen, der Cosinus, der Sinus, die Logarithmen zur Basis
a sind stetig (in ihrem ganzen Definitionsbereich).

Zum Beweis werden wir an späteren Stellen noch etwas sagen. Zum Beweis der Stetigkeit der
Polynome und rationalen Funktionen siehe die Anwendungen im folgenden Abschnitt 3.2.2 .

3.3.2 Rechnen mit stetigen Funktionen

Tatsache 1:

Es seienf, g : X −→ R Funktionen mit demselben Definitionsbereich und es seiα ∈ R .
Sei schließlichN die Nullstellenmenge vong . Es gilt:

Sind f und g stetig so sind die in der Bezeichnung in 3.2.1 definierten Funktionen

αf , f + g , f ·g , und
f

g
alle stetig.

Beweis: Die Ergebnissëuber das Rechnen mit konvergenten Folgen aus dem Satz 1 in 2.2.4
zusammen mit der Definition der Stetigkeit via Folgen liefern unmittelbar einen Beweis der
Tatsache.
Da wir den Satz 1 in 2.2.4 nicht bewiesen haben, geben wir hier als eineÜbung den Beweis
der Stetigkeit vonf + g in einemx ∈ X im Rahmen derε−δ-Definition:
Sei ε > 0 . Wegen der Stetigkeit vonf und vong in x gibt es δ1 > 0 und δ2 > 0 so daß
|f(x′)− f(x)| < ε

2
für alle x′ mit |x′− x| < δ1 und so daß|g(x′)− g(x)| < ε

2
für alle x′

mit |x′ − x| < δ2 . Sei dannδ das Minimum vonδ1 und δ1 .
Für alle x′ ∈ X mit |x′ − x| < δ gilt dann

|(f +g)(x′)−(f +g)(x)| = |f(x′)−f(x)+g(x′)−g(x)| ≤
Dreiecksungleichung für

den Abstand, s.1.3.2

|f(x′)− f(x)|+ |g(x′)− g(x)| <
ε

2
+

ε

2
< ε . 2
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Anwendungen:

Zuerst eine Bemerkung:
Die konstanten Funtionenx 7−→ α und die identische Abbildungx 7−→ f(x) = x sind stetig
als Funktionen vonR nachR .

Der Beweis ist trivial: Zux ∈ R und ε > 0 wähle δ
!

:= ε . Dann ist f̈ur x′ mit

|x′ − x| < δ = ε auch |f(x′)− f(x)| =
{
|α− α| = 0 < ε f konstant

|x′ − x| < ε f = idR
.

Daraus und mit obiger Tatsache:
Polynome und rationale Funktionen sind stetig.

Beweis: Istf die (stetige) identische Funktion, so istf ·f = f2 die Funktionx2 und sie ist
gem̈aß der Tatsache stetig wegen der Stetigkeit der Produktfunktion. Durch Induktionübern
erḧalt man sofort: Die Monomexn sind stetig. Ebenfalls gemaß der Tatsache sind dann alle

αkxk stetig und auch alle Summen
n∑

k=0

αkxk , d.h. alle Polynome.

Daß auch die rationalen Funktionen stetig sind, folgt dann ebenfalls aus der Tatsache und
zwar aus der Stetigkeit der Quotientenfunktionen.

Tatsache 2

Es seienf : Xf −→ Yf und g : Xg −→ Yg reelle Funktionen mit Bild(g) ⊆ Xf .
(1) Seia ∈ Xg . Dann gilt: Istg stetig ina undf stetig ing(a) , so istf ◦ g stetig ina .
(2) Sindf undg stetig, so auchf ◦ g .

Beweis alsÜbung.

3.3.3 Grenzwerte von Funktionen

Bezeichnung(Häufungspunkte):
Sei X ⊆ R . Ein a ∈ R heißt einHäufungpunkt von X , wenn folgendes gilt: Es gibt Folgen
(xn)n=1,2,... mit xn ∈ X , jedochxn 6= a für allen = 1, 2, ... und mit lim

n→∞
xn = a .

Eine solche Folge(xn)n=1,2,... heißeHäufungspunktfolgezu a .

Typisches Beispiel: X ist ein Intervall unda ist ein Randpunkt des Intervalles, insbesondere
auch, wenna nicht zm Intervall geḧort. Also z.B. :
Sei X = [a, b] oder X = [a, b[ oder X = ]a, b] oder X = ]a, b[ . In allen F̈allen besteht die
Menge aller Ḧaufungspunkte vonX aus allen Punkten des abgeschlossenen Intervalls[a, b] .

Definition (des Grenzwerts einer Funktion):

Sei f : X −→ Y eine reelle Fuktion,a ∈ R sei ein Ḧaufungspunkt vonX und es
sei α ∈ R . Dann:

α heißtGrenzwert (Limes)
von f für x gegena

}
:⇐⇒


Für alle Ḧaufungspunktfolgen
(xn)n=1,2,... zu a gilt
lim

n→∞
f(xn) = α .
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α heißtlinksseitiger
(bzw. rechtsseitiger)
Grenzwert vonf in a

 :⇐⇒


Für alle Ḧaufungspunktfolgen(xn)n=1,2,...

zu a mit xn < a für allen
(bzw. mitxn > a für allen )
gilt lim

n→∞
f(xn) = α .

Schreibweisen: lim
x→a

f(x) = α für “Der Grenzwert existiert und ist gleichα ”

bzw. entsprechendlim
x→a−

f(x) = α für den linksseitigen undlim
x→a+

f(x) = α für

den rechtsseitigen Grenzwert.

Als Übung:
Formulieren Sie eineε− δ−Definition für den Limes einer Funktion für x gegena .

Beispiele:

(1) Bei der Integer-Funktion (s. am Ende von 3.1.3 ) hat man
lim

x→0−
f(x) = −1 , jedoch lim

x→0+
f(x) = 0 .

Wenn diese beiden Limites verschieden sind, existiert derlim
x→0

f(x) nicht.

(2) Wir werden sp̈ater zeigen k̈onnen, daß lim
x→0

sin x

x
= 1 .

Dies ist ein Beispiel, das typisch ist für Situationen, wo einen der Limes von Funktionen inter-
essiert: Die Funktion ist durch eine Formel gegeben, die für ein einzelnesa (hier a = 0 ) nicht
definiert ist.F̈ur x → a existiert aber (wie hier) m̈oglicherweise der Limes.

Das wichtigste allgemeine Beispiel dieses Typs ist das folgende: Für x 6= a betrachtet man die

Funktion
f(x)− f(a)

x− a
. Wenn der Limes dieser Funktion für x gegena existiert, heißt die Funk-

tion differenzierbar ina .

Zusammenhang mit der Stetigkeit

Der Stetigkeitsbegriff und der Begriff des Grenzwerts einer Funktion hängen folgendermaßen zu-
sammen:

Tatache:

Sei f : X −→ Y eine Funktion und seia ∈ X . Dann:

f ist stetig ina ⇐⇒ lim
x→a

f(x) = f(a)
(

d.h. der Limes existiert und ist
gleich dem Funktionswertf(a)

)
Beweis alsÜbung.

3.3.4 Unstetigkeitsstellen

Wir wollen explizit typische Unstetigkeitsstellen von Funktionen betrachten.

1 Hebbare Unstetigkeitsstellen
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Das sind Stellena im Definitionsberech einer Funktion, wo die Funktion nur “falsch” defi-
niert ist: Es existiert der Limeslim

x→a
f(x) = α , aber es ist (dummerweise)f(a) 6= α.

Definiert man die Funktion um, indem manf(a) := α als neuen Funktionswert ina nimmt,
wird die Funktion stetig ina .

Beispiel: f : [0, 1] −→ R, x 7→
{

0 0 ≤ x < 1
1 x = 1

Ändert man die Funktion um, indem manf(1) := 0 setzt, erḧalt man die stetige konstante
Funktionf ≡ 0 auf [0, 1] .

Anmerkung: In der mathematischen Praxis können solche “falsch” definierte Funktionen
durchaus auftreten, etwa als “Limes einer Folge von Funktionen” , s. die Vorlsung.

2 Sprungstellen

Das sind Stellena im Definitionsbereich vonf , wo der linksseitige Limeslim
x→a−

f(x) =

α1 und der rechtseitige Limeslim
x→a+

f(x) = α2 existieren, wo aberα1 6= α2 ist.

Hier kann die Unstetigkeit nicht wegrepariert werden.

Beispiel: Die “Vorzeichenfunktion”f : R −→ R, x 7−→


−1 x < 0

0 x = 0
1 x > 0

Hier ist lim
x→a−

f(x) = −1 und lim
x→a+

f(x) = 1.

Man kann die Funktion ein bißchen “stetiger” machen:
Seia := 0 . Setzt manf(0) := −1 , so gilt f(a) = lim

x→a−
f(x). Solche Funktionen heißen

linksseitig stetig in a .

Setzt manf(0) := 1 , so ist f(a) = lim
x→a+

f(x) . Funktionen mit dieser Eigenchaft heißen

rechtsseitig stetigin a .

2 Wesentliche Unstetigkeitsstellen

Das sind Stellena im Definitionsbereich vonf , wo weder der linksseitige noch der rechs-
seitige Limes vonf in a existieren.

Beispiel: f, : R −→ R, x 7−→

{
sin 1

x x 6= 0

0 x = 0
Schaubild:
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3.3.5 Uneigentliche Grenzwerte von Funktionen

Sei f : X −→ Y eine reelle Funktion.
Man hat mehrere Varianten uneigentlicher Grenzwerte beif . f : X −→ Y .:

1. Fall:
Es ista ein endlicher Ḧaufungspunkt vonX , und f̈urx → a wächst oder f̈allt f(x) ins Unendliche.

2. Fall:
DasX entḧalt ein unendliches Intervall und für x →∞ bzw.x → −∞ hatf(x) einen endlichen
Grenzwert.

3. Fall:
Für x →∞ bzw.x → −∞ wächst oder f̈allt f(x) ins Unendliche.

Bezeichnung:
Entḧalt X ein unendliches Intervall der Form[c,∞[ ( bzw. ]−∞, c] ), so nennen wir∞
(bzw.−∞) “Häufungspunkt” vonX .

Die Definitionen uneigentlicher Grenzwerte für f im einzelnen:

Definition

Seia ein Häufungspunkt vonX. Dann:

lim
x→a

= ∞ ( bzw. −∞) ⇐⇒


Zu jedemC > 0 gibt es einδ > 0, so daß f̈ur alle
x ∈ X mit x 6= a und mit|x− a| < δ gilt:
f(x) > C (bzw.f(x) < −C )

Sei∞ ein Häufungspunkt vonX und seiα ∈ R . Dann:

lim
x→∞

= α ⇐⇒


Zu jedemε > 0 gibt es einK > 0, so daß f̈ur alle
x ∈ X mit x > K gilt:
|f(x)− α| < ε )
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lim
x→∞

= ∞ (bzw. −∞ ) ⇐⇒


Zu jedemC > 0 gibt es einK > 0, so daß
für allex ∈ X mit x > K gilt:
f(x) > C ( bzw. f(x) < −C)

Die Definition von lim
x→−∞

= α , von lim
x→−∞

= ±∞ und der einseitigen Limites

lim
x→a−

= ±∞ und lim
x→a+

= ±∞ sei alsÜbungüberlassen.

Beispiel(s. den Zusatz (2) in 2.2.7 ):

Seif ein Polynomm-ten Grades mit Leitkoeffizientαm .Dann gilt:

lim
x→∞

f(x) = (Vorzeichen vonαm) · ∞

lim
x→−∞

f(x) = (−1)m · (Vorzeichen vonαm) · ∞

3.3.6 Rechnen mit dem Limes von Funktionen

Tatsache :

Gegeben seienf, g : X −→ R Funktionen mit demselben Definitionsbereich und einλ ∈ R . Es
sei N die Nullstellenmenge vong . Schließlich seix0 ein Häufungspunkt vonX. Dann gilt:

Existieren die Limiteslim
x→x0

f(x) =: α und lim
x→x0

g(x) =: β , so ist

lim
x→x0

λf(x) = λ·α
lim

x→x0

(f + g)(x) = α + β

lim
x→x0

(f ·g)(x) = α·β und, wennβ 6= 0 ,

lim
x→x0

f

g
(x) =

α

β

Dabei k̈onnen die Limitesα undβ auch±∞ sein, wenn man die formalen Rechenregeln aus 2.2.4
ber̈ucksichtigt und beachtet, daß man für die dort angegebenen “unbestimmten Ausdrücke” keine
algemeinen Aussagen machen kann.

3.3.7 Anwendung auf rationale Funktionen

Als Information: Nullstellen von Polynomen vom Grade höheren Grades sind i.a. nur numerisch
und approximativ zu bestimmen. Theoretisch hat man jedoch folgenden Sachverhalt:

SatzundBezeichnung:
Seif ein Polynom vom Gradem ≥ 1 und seia eine Nullstelle vonf , d.h. es seif(a) = 0 .
Dann:
Es gibt einr ∈ N und ein Polynomp , so daß

f = (x− a)r ·p und p(a) 6= 0 .
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Dasr heißt dieVielfachheit (oder der Grad) der Nullstellea beif .

Seien nunf, g Polynome,g 6≡ 0 und sei
f

g
die entsprechende rationale Funktion. SeiN := Null-

stellenmenge vong . Nach der Tatsache in 3.3.2 ist
f

g
stetig in seinem DefinitionsbereichX \N .

Was geschieht, wennx gegen eine Nullstelle vong strebt ?
Es seia eine Nullstelle vong und es sei

g = (x− a)s ·q mit q(a) 6= 0
im Sinne des Satzes, wo alsos die Vielfacheit der Nullstellea bei g ist. Das Polynomf sei eben-
falls zerlegt in

f = (x− a)r ·p und p(a) 6= 0 .

Dabei seir = 0 gesetzt, wenna keine Nullstelle vonf ist. Andernfalls seir wie im Satz die
Vielfachheit der Nullstellea beif .

Bemerkung

Es ist dann f̈ur allex aus dem DefinitionsbereichX \ N von
f

g
(nach K̈urzen entsprechender

Potenzen von(x− a) )

f(x)
g(x)

= (x− a)r−s · p(x)
q(x)

Folgerung

Das Verhalten von
f(x)
g(x)

für x gegena ist das gleiche wie das von

(∗) p(a)
q(a)

· (x− a)r−s .

Insbesondere existiert der Limeslim
x→a

f(x)
g(x)

und ist endlich, wennr − s ≥ 0 .

Ist r− s < 0 so sind die einseitigen Limites beia unendlich. Das genaue Verhalten kann man aus
(∗) ablesen.

Beispielin der Vorlesung und in den̈Ubungen.

3.3.8 Wichtige Eigenschaften stetiger Funktionen

Wir listen hier einige Eigenschaften auf, deretwegen die Stetigkeit von Funktionen bei Anwen-
dungen so wichtig ist.

Satz 1 (Zwischenwertsatz):

Sei f : X −→ Y eine stetige Funktion. Seiena, b ∈ X, a < b und es sei[a, b] ⊆ X .
Dann gilt:
Ist f(a) 6= f(b) und ist z eine Zahl zwischenf(a) und f(b) , so gibt es einc ∈ [a, b] mit
f(c) = z .
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Eineäquivalente Formulierung ist:
Ist I ⊆ X ein Intervall, so istf(I) eine Zahl, d.hf eingeschr̈ankt aufI ist konstant, oderf(I) ist
auch ein Intervall.

Der Satz folgt im wesentlichen aus dem Vollständigkeitsaxiom.

Eine Anwendung

Tatsache:
Polynome ungeraden Grades haben mindestens eine Nullstelle.

Beweis: Aus den Aussagen für Polynome am Ende von 3.2.6 folgt: Für Polynomef unge-
raden Grades m gibt esa < 0 und b > 0 , so daßf(a) undf(b) verschiedenes Vorzeichen
haben, d.h.0 liegt zwischenf(a) undf(b) . Nach Satz 1 gibt esc ∈ [a, b] mit f(c) = 0 .

Satz 2
Sei[a, b] ein endliches abgeschlossenes Intervall und seif : [a, b] −→ R stetig. Dann:
Auch das Bildf [a, b]) vonf ist ein endliches abgeschlossenes Intervall.

Daßf [a, b]) ein Intervall ist ist die Aussage von Satz 1. Zum Beweis der Abgeschlossenheit
und Beschr̈anktheit werden etwas diffizilere Eigenschaften endlicher abgeschlossener Inter-
valle benutzt.)

Satz 3 (Existenz von Maximum und Minimum):

Sei[a, b] ein endliches abgeschlossenes Intervall und seif : [a, b] −→ R stetig. Dann gilt:
Es gibtx1 ∈ [a, b] mit f(x1) ≥ f(x) für allex ∈ [a, b] . Und:
Es gibtx2 ∈ [a, b] mit f(x2) ≤ f(x) für allex ∈ [a, b] .
Man sagt dazu: Auf endlichen abgeschlossenen Intervallen nehmen stetige Funktionen ihr Maxi-
mum und ihr Minimum an.

Der Beweis folgt aus Satz 2 und dem Vollständigkeitsaxiom.

Satz 4 (über gleichm̈aßige Stetigkeit):

Sei wieder[a, b] ein endliches abgeschlossenes Intervall und seif : [a, b] −→ R stetig. Dann :
Zu jedemε > 0 gibt es einδ > 0 , so daß f̈ur alle(! ) x ∈ [a, b] gilt:
Für allex′ ∈ [a, b] mit |x′ − x| < δ ist , |f(x′)− f(x)| < ε .
Die Aussage in logischen Symbolen, wobei wirX := [a, b] schreiben:

(∗) ∀ε>0 ∀x∈X∃δ>0∀x′∈X : |x′ − x| < δ =⇒ |f(x′)− f(x)| < ε

Anmerkung:Man vergleiche mit der Definition der bloßen Stetigkeit einer Funktionf . Der Un-
terschied besteht in folgendem:
Bei der einfachen Stetigkeit ist dasδ , das zuε geẅahlt werden muß, auch vom jeweiligenx
abḧangig und kann im allgemeinen nicht simultan für alle x im DefinitionsbereichX von f
geẅahlt werden. Im FallX = [a, b] ist das “angenehmer”: Dasδ kann zuε so geẅahlt wer-
den daß es simultan (“gleichmäßig”) für allex zu gebrauchen ist.
Das ist f̈ur Anwendungen wichtig (vergl. die Anmerkungen zum “Stabilitätsstandpunkt” und zum
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“Approximtionsstandpunkt” in 3.3.1 ).

Definition:

Reelle Funktionenf : X −→ R mit der Eigenschaft(∗) aus Satz 4 heißengleichmäßig stetig.

(Gegen-)Beispielfür den Fall eines nicht abgeschlossenen Intervalls:

Die Funktionf :]0, 1] −→ R , x 7−→ 1
x

ist stetig, aber nicht gleichm̈aßig stetig.

Das gleichef ist auch ein Gegenbeispiel zu Satz 2 und Satz 3 .

Zum Ende noch eine

Bemerkung (Eine Standardanwendung der Stetigkeit):
Es seif : X −→ R eine relle Funktion. Dann gilt:

Ist f stetig inx0 ∈ X und istf(x0) > 0 (bzw. f(x0) > 0 ), so istf positiv (bzw. negativ ) in
einer ganzen Umgebung vonx0 . D.h. es gibt einε > 0 so daßf(x) > 0 (bzw.f(x) < 0 ) für alle
x ∈ X mit |x− x0| < ε .



3. FUNKTIONEN UND STETIGKEIT 72

3.4 Aufgaben

Aufgabe 1. EineKostenfunktionK : R+ → R gibt die KostenK(x) an, die entstehen, wennx
Exemplare eines Produkts herzustellen sind. Geben Sie für folgende Situation eine Kostenfunktion
an und skizzieren Sie diese:
In einer Buchdruckerei fallen zum Herstellen der Druckerplatten und zum Einstellen der Maschi-
nen1000 EUR an. Aufgrund von erḧohten Fehlerrisiko beim Anlauf einer Serie wird für die ersten
100 Bücher mit10 EUR pro Buch kalkuliert. Danach läuft eine Serie, und man rechnet für jedes
weitere Buch mit lediglich 5 EUR zusätzlichen Kosten.

Aufgabe 2. Skizzieren Sie folgende Funktionen. Achten Sie dabei auf Nullstellen, Polstellen,
Verhalten f̈ur sehr große/kleinex:

a) x2 + 5x + 6

b) x3 − x

c)
x2 − 1
x + 1

d)
(x− 1)(x + 1)(x + 2)

(x− 2)

Aufgabe 3. Bestimmen Sie folgende Grenzwerte, falls diese existieren:
a) f(x) = x−1

2x für x →∞,−∞

b) g(x) = 2x− 2x3+3
x2 für x →∞,−∞

c) h(x) = ex−5

x−5 für x
<→ 5 undx

>→ 5

Aufgabe 4. Vergleichen Sie die Graphen der folgenden Funktionen in einer Skizze:

a) x
1
2 , x

1
4 , x0, x−

1
2 , x−

1
4

b) ex, 2x, 1x, (1
2)x

c) log 1
2
(x), log2(x), loge(x)

(Dabei ist f̈ur a > 0, a 6= 1 loga : (0,∞) → R, x 7→ ln x
ln a .)

Aufgabe 5. EineNachfragefunktionN : R+ → R ist eine Funktion, welche angibt, zu welchem
PreisN(x) auf dem Markt genaux Produkte verkauft werden können. EineAngebotsfunktion
A : R+ → R bestimmt, zu welchem PreisA(x) auf dem Markt genaux Produkte angeboten
werden. Betrachten Sie folgende Nachfrage- und Angebotsfunktion:

N(x) = 10− 1
2
x

A(x) =
1
4
x2 − 1
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a) Geben Sie einen sinnvollen Definitionsbereich für x an, sodass sowohlN(x) als auchA(x)
positiv sind.

b) Ein Markt befindet sich im Gleichgewicht, falls für die Anzahlx der tats̈achlich angebotenen
ProdukteA(x) = N(x) gilt. Bestimmen Sie eine ganze Zahlx sodass sich Angebot und
Nachfrage m̈oglichst wenig unterscheiden.

Aufgabe 6. Wir möchten eine Angebotsfunktion modellieren. Zu einem Preis vonx = 1 werden
A(1) = 3 Produkte angeboten, und zu einem Preis vonx = 2 werdenA(2) = 6 Produkte
angeboten. Ab einem Preis vonx = 10 würden alle Ressourcen ausgeschöpft, insgesamt ẅaren
dannA(10) = 90 Produkte auf dem Markt.
Bestimmen Sie eine quadratische Funktion, welche als Modell für die Angebotsfunktion dienen
kann.

Aufgabe 7.
a) Geben Sie eine Funktion an, die injektiv, aber nicht streng monoton ist.

b) Wie lautet eigentlich die Umkehrfunktion zuf(x) = x? Und zuf(x) = 1
x?

Aufgabe 8. Gegeben sei die Nachfrage-Funktion

p(x) =
1

e(x2−16) − 1

Gegen welchen Wert strebt die nachgefragte Mengex, wenn der Preisp(x) über alle Grenzen
wächst?


