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2 Folgen. Reihen. Konvergenz

2.1 Grundlagen
2.1.1 Folgen: Definition und erste Beispiele
Definiton:

Eine (reelle Zahlen-)Folge ist eine Zuordnung, bei der jeddirtieien Zahln eine
reelle Zahl — etwa,, genannt — zugeordnet ist.

Schreibweisen:
a1,a2,...,0y,... oder a,n=172 ... oder (ap)nen

Variante:
Man beginnt das @hlen bei Null statt bei Eins, d.h. die Folge beginnt aistatt mit
a1 . Also: Es wird jedemn € Ny eine reelle Zahl zugeordnet, geschrieben

A0y A1y -y Qpyev., DZW. ap, n=0,1,2, bzw. (an)nen,

N-Folgen: SeiV € N.
Eine endliche Folge, genauer eifé-Folge, ist eine Zuordnung, wo jedem =
1,2,..., N eina, € R zugeordnet ist.

Schon vorgekommene Beispiele (mit leichtgderten Bezeichnungen):
(1) Vgl. die Definition in 1.2.5:
Gegeben, d € R. Dann sei:
an:=a+n-d, n=0,1,2,...
Die Folgeag, a1, as, . . . heildt einearithmetische Folgemit Differenzd.
(2) Die geometrische Folge (vgl. 1.2.6): Gegeliéry, ¢ # 0.

(In 126 warK = D ein Geldbetragy = a = 1 + 55).
Definiere:

an:=K-q¢", n=0,1,2,...
Bezeichnung:Die Folgea,, := K¢",n =0,1,2,... heil3t einggeometrische Folgenit Quotient
q.
Interpretation:K” := ein Grundkapitaly = 1 + 1f5. Dann:
K - ¢" = Kapital nachn-fachem ghrlichen Zinseszinszuschlgglf Zinsen).

In 1.2.6 hatten wir zur Folge,, := a", n =0, 1,2,... auch Summen der Form
1— an+1
A, =14+a+...+ad" = 4 betrachtet.
—a
Allgemein:

Definition 2 (an)n=0,12,.. Sei eine Folge
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Betrachtes, :=ag+a1+...+a,, n=0,1,2,...
Dann:
sn, m=20,1,2,... isteine (neue) Folge.

sy, heildt dien-te Partialsumme der Folge(ay, )nen, »
(sn)nen, heilt Folge der Partialsummen.

Ubliche Bezeichnung:
Fur die Folge der Partialsummen hat man einen extra Namen: Sie he{@neiedli-
che) Reihe mit den Gliedernag, a1, . ..

Schreibweise ddif:
o0
ao—{—al—i—...—{—an—i—...:Zan

=0
Achtung: Diesex-en Summen sind valfig nur formale Schreibweisarfdie Folge
ders,, n=0,1,2,..., und nicht etwa Zahlen.

Anmerkung: Man hat auch die Reihe der bei Folgen, die mit; beginnen: Man
schreibt dann

o
a1 +as+az... = Ean
n=1

2.1.2 Weitere Beispiele. Das Problem der Konvergenz

(3) Harmonische Folge und Reihe:
1

Folge: an:=—, n=12...
n

Partialsummensn:1+§+...+—, n=12...
n

<1
Reihenschreibweisey —
i ibwei Z -

n=1
(4) Alternierende harmonische Reihe:
1
Folge: an = (—1)"1= n=12...
n
o0
1 1 1 1 1
Reihe: Ly [ e (S I
nz::l( ) n 2 + 3 4 + +(=1) n +

(5) “Empirische” (endliche) Folgen:
Etwa die Folge der Dax-Indizes an einer vorgegebenen Folge von Zeitpunkten. Solch eine
Folge heil3t auch eingeitreihe. Folgen von Aktienkursen gégen auf den ersten Blick
keinen mathematischen Gesetddigkeiten und werden nur statistisch untersucht.
Empirische Folgen sind etwa auch die Mel3reihen der Naturwissenschatftler.

. 1
(6) Die Folge an = (1+ ﬁ)" n=12,...

4
Also: ay =2, ay= (;)2 =225 az= (3)3 = 2,37037, ...
(Die zugelidrige Reihe spielt keine Rolle in der Mathematik.)
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. . 1., .
Interpretation des Folgenglieds + —)™ in (6) :
n

Bei einem Zinssatz voh00% (der Einfachheit halber) hat man:

n | Kapital + Zinseszins nach einem Jahr | bei Zinsaussdhitung
1 K-(14+1)=2K jahrlich
2 K-(1+ %) (1+ %) =2,25K halbjahrlich
1 . . .
4 K-(1+ 1)4 ~ 2, 44K vierteljahrlich
1 .
12 K-(1+ E)12 ~2,613K monatlich

Also fir n immer gibRer: Immer kirzere Fristen bei der Zinsausgitiung.
Frage: Wie grol3 kann das Kapital letztlich werden?

Problem generell:
Was wird ausz,,, wennn immer gif3er und schlielichiiber alle Schranken grof3”

wird ?
o0

Und: Kann man die erst einmal nur formal definierte unendliche Su@nen in
n=0

der Schreibweisdlf Reihen unter Umanden als reelle Zahl auffassen ?

Bevor wir diese Fragen mit Hilfe des Begriffs der Kovergenz beantworten werden, wollen wir
noch einen weiteren Beispieltyp betrachten.

2.1.3 Rekursive Definition von Folgen

Es ist noglich, Folgen “rekursiv”’ zu definieren. Das geht so:
Rekursive Definition von Folgen:

Im einfachsten Fall:

Man gibtag vor (odera; , wenn die Zhlung mitl beginnt). Anschlie3end gibt man
eine eindeutige Vorschrift an, wig, 1 ausa,, zu berechnenistdin = 1,2, ...

Dann: Die Folggay,)nen, gilt als definiert.

Etwas allgemeiner:

Man gibtag, ay, ..., an, an fur einng > 0 . Danach beschreibt man durch eine ein-
deutige Vorschrift, wieiir n > ng dasa,,+1 aus derug, a1, ..., a, ZU berechnen ist.
Auch dann: Die Folgéa,, ),cn, gilt damit als wohldefiniert.

Beispiel:
(7)ap =1 unda,iq = %(an + %) furn > 1. Esist
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ap=1, a1 =15, ag = 1.41666.. , ag = 1.4142568.. , ...

Anmerkung:
Arithmetische und geometrische Folgen kann man auch aégnante Weise rekursiv definie-
ren.(Vergl. Vorlesung)

Wir kommen nun zur Frage: Was haben die Vermehrung der Kaninchen, Kunst und Architektur,
und Aktienkurse gemeinsam ?

Dazu geben wir als Beispiel eine der lemtesten Folgen der Mathematikgeschichte:

(8) DieFibonacci-Folge

Es seify := 1, f1 :=1 und rekursiv definiert:f,, 12 := f, + fnt1, n=2,3,....
Die ersten Folgenglieder sind

1, 1, 2,3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, ...
Anwendungender Fibonacci-Folge:
¢ Die Fibonacci-Folge dient als ein Modellirf die Vermehrung der Kaninchen, wenn man
von folgenden Annahmen ausgeht:

1. Zu Beginn des ersten Monats existiert ein Paar Kaninchen.
2. Ein Kaninchen ist erwachsen, wenn es mindestens 2 Monate alt ist
3. Ein Paar erwachsener Kaninchen erzeugt jeden Monat ein Paar junger Kaninchen.
4. Kaninchen werde beliebig alt.

Dann istf, die Anzahl der Kaninchenpaare am Ende dts) Monats. (Vergl. Volesung)

e Man kann zeigen: i n — oo kommt% der Zahl o = }(1++/5) = 1.61803...
beliebig nahe. (Z.B. isfl = &2 = 1.618 )

Es isti = 1—aund« ist die Verfaltniszahl beim sogenannt&@oldenen Schnitt. Objekte,

bei denen das Vet#titnis1 : « odera : 1 eine Rolle spielt, gelten in der klassischen Kunst
und Architektur als sabn und ausgewogen. Das hat man auch in unseren modernen Zeiten
ubernommen: Das Veditnis der Seite@ngen unserer Kreditkarten ist!

e In einer bestimmten Theorie deBenkurse gibt es die sogenannigliot-Wellen. Man
geht von einem wellefmigen Auf und Ab der Kurse aus und bei den \&thissen der
Wellenlangen taucht die Goldene-Schnitt-Zahbzw. é auf.

e Schlielilich spielen die Paafg, f,+2 der Fibonaccizahlen auch bei der Blattanordnung von
Pflanzen eine Rolle.

Fazit: Die Fibonacci-Zahlen sind ein Teil der Struktur unserer Welt.
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2.2 Konvergenz

Wir untersuchen, was bei unseren Beispielen passiert, wenn der Folgenibhdkebig grof3 wird.

Bei (1) Fur d > 0 etwa wirdnd nach dem Archimedischen Axiom@jser als jede vorgegebenes
C > 0 und somit “wachst” auchu,, = a + nd "Uber jede Schranke hinaus”.

Bei (2) Fur g = 1: a,, ist konstant gleich.
Fir ¢ > 1: Wieder kann man zeigen, dgB Uber alle Schranken&chst.

Aberwenn) < g < 1:
q" wird “beliebig klein”und kommt def) “beliebig nahe”.

qn

Dann auch: 1 wird beliebig klein und

1—qg" 1 n
14+a+a®+ ...+ ad" = T _ q

l1—q 1—g 1 q
1 L . _—

kommt dem Wertl— beliebig nahe. (Genauer in Definition 1)
—4q

n

. Oop = Z(—l)’“*% und den

1

x|

Bei (3) , (4) und (6): Was wird aus den Teilsummen = Z
k=1

. 1 .
Gliedern(1 + =), n=1,2,...fUrn — c0?
n

Der Sachverhalt, der in ddberlegungen zuvor mit “einem Wert beliebig nahe kommen” formu-
liert wurde, wird nun genau gefalf3t.

2.2.1 Definiton der Konvergenz

Definition 1. (Konvergenz)
Es sei (an)n=1,2,.. €ine Folgea € R. Man definiert:

(an)nen ist konvergentmit a alsGrenzwert oderLimes
bzw. =
(an)nen konvergiert gegena furn — oo

Zu jedem (wenn auch noch so kleinen)- 0

gibt es einN € N (unter Umsénden sehr grol3),

so daRirallen > N qilt: |a, —a| <e

(d.h. der Abstand zwischer), unda ist kleiner als das).

Schreibweisenifr diese Sachverhalt:

lim a, oder a, — a.
n—oo n—oo

Ist lim a,, =0, so heil3{a,),cn eineNullfolge .
n—oo
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Eine Reihez a, heildtkonvergent mit Summea , wenn die Folge ihrer Teilsum-

n=0
mens, = ap = a1 + ... + an,n =0,1,2, ..., gegens konvergiert.

o0
Wenn dies der Fall ist, schreibt man Z“” = a

n=0
In diesem Fall steht die formale unendliche Summe dlseihe eindeutig bestimmte
reelle Zahl !
Bemerkungen:

Der Grenzwert einer Folge ist, wenn er existiert, eindeutig bestimmt.

Die Tatsache der Konvergenz und der Grenzw#adern sich bei einer Folge nicht, wenn man f
endlich viele Indizes die Folgengliederaiulert.

Bei einer konvergenten Folge ist die Menge aller Folgenglieder (als Teilmenge

vonR) beschankt (vergl. 1.3.4).

Variante der Definition:

Bezeichnung: Seia € R, € > 0.

Das Intervallla — ¢, a + [ heif3t dies-Umgebungvon a.
Schreibweise: U.(a) :=|a — ¢,a + €].

(Es ist das Intervall mit Mittelpunkt und der lange2e).

Variante der Konvergenzdefinition:

Zu jedeme > 0 gibt es einlV € N, so daf3 gilt:
lim a, =a <= Alle Folgenglieder,, mitn > N liegen
e in dere-Umgebung von.

! Fur jedess > 0 gilt:  Bis auf endlich viele Ausnahmen
liegen allea,, in U.(a).

Interpretation:
Man kanna bis auf einen beliebig kleinen Fehlerdurcha,, approximieren, wenn man nur
geriigend groR whlt.

Das fuhrt zur verbreitesten praktisché&mwendung der Konvergenz von Folgen:

Wo reelle Zahlen berechnet werden, z.B. in den Taschenrechnern, werden sie meist
als Grenzwert passender Folgen berechnet. Die Berechnung der Folgenglieder geht
so weit, bis eine geianschte Genauigkeit (beispielsweise- 10~10) erreicht ist.

2.2.2 Erste Bestimmung von Grenzwerten:

Tatsache:

Q) lim l:0.

n—oo N
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(2) Fur ¢ e R mit |g| <1 ist lim ¢" = 0.
n—oo

o
3) Firg mit|q| < 1ist "= —
(3) Frg mit || %q —

(4) Es |stz —y 1)

AulRerdem:

(5) Fir die rekursiv definierte Folge mit = 1 unda,4+1 = 4(a, + =)

Qn
gilt lim a, = V2.
n—oo

1
(6) lim ay := (1+—)" = e=2.718281828459... .
n—oo n

Die Zahl e heil3Eulersche (Wachstums-)Zahl

Zum Beweis:

Beweisskizzen von (1) - (4) mit elementargberlegungen in der Vorlesung.

Zum Beweis von (5) braucht man feinere Methoden.

Bei (6) beweist man die Konvergenz (mit dem Monotonieriterium, s.unten) und definiert die Zahl

e als den Grenzwert. Sie kann dann durch einen endlichen Dezimalbruch bis auf einen tolerierten
kleinen Fehler beschieben werden. (Bei unserer Angabe ist der kehler 10712 )

Anwendungen und Deutungen:
Zum Ergebnis aus (6) (vgl. Interpretation des Beispiels (6) in 2.1.2):

Bei “kontinuierlicher” Verzinsung und00% Zinsen eridht sichK in einem Jahr auf
K-e=27T18... K.

Zum Ergebnis aus (3):
Auswirkung von Investitionen auf das Volkseinkommen (siehe Vorlesung).

Anmerkung:
Die Schwierigkeit bei der Untersuchung, wie sich eine Folge bei wachsendesrtalt, beruht
haufig auf dem Widerstreit gegeitglicher Tendenzen, demonstriert am Beispigk (1+%)” =
(n—!—l) Versusa,, 1 = (Zi%)n-&-l
Die einzelnen Faktoreif‘q—1 beia,, sind (gBRer 1 und) gil3er als die Faktoregljr—f
bei Ap41-
Aber: Beia, 1 hat man einen Faktor mehr.
Was gibt den Ausschlag bei der Frage,@p < a, 41 odera,, > a,11? ISt es der
zusatzliche(n + 1)-te Faktor™2, beia,,1, der den Wert vergi3ert, oder die Tatsa-
che, dal’ die Faktoren i, aIIe gioler sind als die erstenFaktoren ina,, 1. (Dazu
und zum Vergleich mit der Folge déy, := (1 + 1)"*! vergleiche die Vorlesung.)
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2.2.3 Konvergenz gegen =oo (Uneigentliche Konvergenz)

Bei manchen Folgen, wie etwg = n, wachsen die FolgengliedeiiBer alle Schranken hinaus”.
Das ist ein definierte@berschaubares Verhalten und wird mit einer Definition honoriert.
Definition (Konvergenz gegefitoo):

Sei(an)nen, €ine Folge. Man definiert

Zu jedemC' > 0 gibt es einNV € N,
lim a, = oo (bzw. —x0) <= so daR fir allen > N gilt:
e an > C (bzw.a, < —C)

Man sagti(ay, ),cn ist uneigentlich konvergent.
ISt ($5,)n=0,1,... die Reihe mit der den Gliedem,, d.h. die Folge de$,, = ag + a1 +
... + a,, so schreibt man bei uneigentlicher Konvergenz ¢an,—o 1,...:

(o) o
Zan:oo bzw. E ap = —00
n=0 n=0

und sagt: Die Reihe det,, konvergiert geges-oc.

Prominentes nicht triviales Beispiel:

o
1 .
d =00 ! (Beweis in der Vorlesunyg
n=1 n
Information als Kontrast:
e 1
Y (=1)"'= =1In2 ~ 0,693...
n=1 n
Interessantes Spielfeld@f Mathematiker:
oo
. , 1 , . .
Gegeben eine “Unterreihe” voE —. Konvergiert sie gegen ein reellesoder
n
n=1

gegen-oo ?

2.2.4 Rechnen mit konvergenten Folgen und Reihen

Satz 1:

(an)n=012,.. und (by)n=012,. Seien konvergente oder uneigentlich konvergente
Folgen und es sei € R . Dann gilt:
1) lim (aa,) = a- lim a,

n—oo n—oo

(2 lim (ap +0b,) = lim a,+ lim b,

n—oo n—oo n—oo

(3) lim (ay, -by,) = (lim a,)- (lim b,)
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(4) und, falls alleb,, # 0, lim b, #0:

lim a,
. a/n n—oo
lim — = —
n—oo by, lim b,
n—oo

Dabei werdenir reelle Grenzwerte a und die uneigentlichen Grenzwere fol-
gende formalen “Rechenregeln” mit (Kommutativgesetzen) benutzt:

a+ 00 = 00 a— 00 =—00 00 - 00 = 00
00 - (—00) = =0 (—0) - (—00) = 00
und fura # 0 :
—00 a<0 00 a<0
a-o0 = und a-(—o0) =
00 a>0 —00 a>0

. . . + .
Beachte: Es sind keine Aussaggemachtiéir 0 - (+oo), oo — oo und iﬁ Diese

(0. ¢]
Ausdiiicke heif3en “unbestimmte Ausdke” und sie machen ohne weitere Angaben
keinen Sinn. Weiteres dazu siehe 2.2.7 .

Fur konvergente Reihen gilt teilweise das Entsprechende:
o0

Z a, = « i an
n=0 n=0
Z(an+bn) = Zan + an
n=0 n=0

n=0
Aber Vorsicht!
Es ist (im allgemeinen) “(a, - by) # () _an) - (O _b,) , d.h. die analoge
n=0 n=0 n=0

Produktregel gilt nicht!

Beweise: (1) — (4): durch geschicktes Abatten
Fir die Reihen: Sind,, := a1 + ... + a, undt, := by + ...+ b, die Teilsummen,
so gilt

aagg+...+aa, = -8,

. . (a0+b0)++(an+bn> = Syttt
Aber im allgemeinen

Sp oty = (Z ak)(z br) # arby + ...+ apby
k=0

k=0

Beispiel ir das Rechnen mit konvergenten Folgen:
(1) Wir betrachten das Beispiel aus (5) der Tatsache in 2.2.2 : Man zeigd,,dafd) fur allen
und hat dann
(%) aps1 = 1(an + 3) <> 2apapt1 = ai + 2

2 an
Man zeigt nun, daf} die Folge dey, konvergiert (sie ist monoton fallend und nach unten be-
schiankt, s. ). Der Grenzwert sei. Man macht sich klar, daR die Folg&, = ant1)n=1.2,..



2. FOLGEN. REIHEN. KONVERGENZ 37

dann ebenfalls gegenkonvergiert. Iterierte Anwendung der Aussagen im Satz liefert dann aus
der rechten Aussage van) :

202 = a2 +2<=a2=2, dh.esisu=+2.

2.2.5 Absch atzen bei konvergenten Folgen

Tatsache

(@n)n=1,2,.. und(b,)n=12 .. seien konvergente Folgen mit den Grenzwerten
bzw.b. Dann:
Ista, <b, furallen,soista <b.

Achtung(!):  Es st mbglich, dafx,, < b, furallen , abera =1b.

Beispiel fr letzteres: (ay)n—1,2,.. Sei die konstante Folge, = 0 fur allen mit Grenzwert ,
und es seb, = 1, n=1,2,.... Dannista, < b, furalleN ,und lim a, =0= lim b, .

n—o0 n—o0

2.2.6 Einsetzen von Folgen in Polynome:

Definition (Polynome):
Seim € Ny und seienxg, aq, .., a;, € Rmit a,, # 0. Die Zuordnung die aus € R
die Zahl

™ + a1 2™+ oz +ag = p(x)

produziert, heil3t eiRolynom, genauer: das Polynom mit den Koeffizientena:, ..., a;,

Man spricht von einem Polynom-ten Grades.

Nun sei(a,)n=1,2,.. €ine gegeru € R konvergente Folge. Durch das Polynom wird eine neue
Folge

cn = play) = ama™ + apm_1a™ 1+ .+ ara, + ag
definiert. (Man sagt;, entsteht durchEinsetzerf von a,, in das Polynom.)

Aus den Regeln (1),(2) und (3) des Satzes in 2.2.4 folgt dann (etwa durch Indikisrden
Gradm des Polynoms), daB3 die Folge = p(a,)n—12,.. €benfalls konvergiert, und zwar gegen
pla) = apma™ + ap_1a™ !+ .+ ara + ag . Als Fazit:

Tatsache:

Ist lim a, = a,soist lim p(a,) = p(a).
n—oo

n—oo

2.2.7 “Unbestimmte” Ausdrlicke

Wir betrachte die “Grundfolget,, = n,n = 1, 2, ... und setzen sie ein in das Polynom

™ + Q2™ 4 L+ i+ ag = p(x)
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mit «,, # 0. D.h. wir betrachten die

p(n) == amn™ + Qpmoan™ 4+ o+ ant+ g , n=1,2,....
Tatsache 1
. ) B 00 Q>0
st mo) < | % oI
Beweis: Man hat nach den Rechenregeln
1 1 1 1
p(’fl) = nm( [a7%% —+ Oszlﬁ =+ O‘m72ﬁ + ...+ a7 nmfl + Oéonim ) s
n—oo| 1 ! ! ! |
lim (p(n)) 00 0 0 0 0
n—oo
. ) 00 oy >0
und somit nan;o(p(n)) 00 - { o < 0

Wir haben dabei das in 2.2.4 beschriebene formale Rechnen mit den Zdichdrenutzt. Zum
dort angegebenen “unbestimmen Ausdrugk’seien folgende Beispiele betrachtet. Sei:

Brak + Be1zab 4+ Pz + B0 = q(x), B £0
ein weiteres Polynom. Wir nehmen an, da(%:) # 0 fur allen und untersuchen
p(x) - -
r(z) := —= unddie Folge derr(n) := —= , n=1,2,... . Esist
©) = @ "= )
™+ Qme1r 4 Qs F o+ Qe+ Q0n )
n (B + Br1z + Bromr + o + B + Boar)

Nach den Rechenregeln folgt wie im Beweis der Tatsache 1 :

r(n)

lim r(n) = lim n™%. (;—m ., und daraus schlieRlich
n—oo n—oo Lk
Tatsache 2
[~ m>nund 2% > 0
Bk
, —00 m>n und 27 <0
Esist lim r(n) = B
e aﬂ m=mn
Bk
0 m <k
Registriere
Furm,k > list lim p(n) = oo = lim ¢(n).Nach den Rechenregelréwe alsolim r(n)
n—oo n—o0 n—oo

so etwas W'eiﬁ , Dal dieser Ausdruck keinen wohldefinierten Sinn hat, sieht man an der Tat-
o0
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sache 2 : Der Ausdruck nimmt von Fall zu Fall ganz verschiedene Werte an.

Zusatz:

(1) Man kann auch die negative Grundfolgen),—; .. betrachten. Sie hat den uneigentli-
chen Limes—oco . Setzt man sie in unsere Polynomie:) und ¢(z) ein, so erlt man als
Grenzwerte die Wertelf die (positive) Grundfolge multipliziert mit—1)" im Falle von
p(z) , und multipliziert mit(—1)™~* im Falle vonr(z) .

(2) Statt der Grundfolgen kann man auch jede andere Falgg,— 2 .. betrachten, die un-
eigentlich konvergiert: Man kann die Folge defu,),n = 1,2,... und die Folge der
r(an),n = 1,2,... untersuchen. Istlim a,, = oo , so sind die Grenzwerte dieselben

n—oo

wie bei (n),=12,. . undist lim a, = —oo , so sind die Grenzwerte dieselben wie bei

n—oo

(_n)nzl,Q,... .
2.2.8 Konvergenzkriterien

Es seieMan)n=01,..., (bn)n=0,1,.. Und(c,)n=0,1,... Folgen.

Konvergenzkriterien fir Folgen:

(1) (Monotoniekriterium Ist (ay,)n—0,1,.. Monoton wachsend (d.h.iat, 1 > a, fur alle
n = 0,1,...) und nach oben besdmkt (d.h. es gibC € R mit a,, < C fir alle n=1,2,...),
S0 ist(an)n=o,1,... kONvergent.
Ebenso: Ist die Folgéa,,),—0,1,.. monoton fallend und nach unten besatit, so ist sie
konvergent.

(2) (EinschlieBungskriteriuyn Es geltea,, < ¢, < b, . AuBerdem seiefia,),—o,1,... und
(bn)n=0,1,... konvergent mit demselben GrenzwertDann konvergiert auclc,,),—o,1,...
gegenu.

(3) (Cauchykriteriun Es gilt:

Zu jedeme > 0 gibtes einNV > 0,
(an)n=o,1,... ist konvergent<— so daRir allen, m > N qilt:
lan —am| < e

Anmerkung:

Mittels (1) beweist man die Konvergenz der “Zlnsfolg(d”+ 7) .

n
(2) (wie (1) ) erlauben, Konvergenz festzustellen, ohne dal? man den Grenzwert schon im voraus
kennt.

Konvergenzkriterien fiir Reihen:

(1) Ein notwendige Kriteriunfiir Konvergenz:

o0

IstZan konvergent, so istim a, = 0.

n—00
n=0
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(2) (Cauchykriteriumiir Reihen

Zu jedeme > 0 gibtes einNV > 0,

_ . _ so dal dir allen,m > N gilt:
Die Reihe) _ a,, ist konvergent<«>

m
n=0 | Z ag| < e
k=n

o0
(3) (Majorantenkriteriumh  Es seieru,, > 0 fir allen undz ay, Sei konvergent.

n
Ist dann0 < |b,| < a,, fur allen (oder auch nuriir alle n ab einem festeV), so ist auch
o0

Z b, konvergent.
n=0

Man nennt dann die Reihz a, eine Majorantdir Z bn
n=0 n=0

(4) Quotientenkriterium Es seia,, # 0 furallen = 0,1, ....

! o
Gilt Tim 121l _ g < 1soistdie Reih) _ a, konvergent.
n—oo ‘an’ r
Beispiele:
Zu (3) : Man nochte die Konvergenz der Reihe
oo
Zi S TR T
2 - i tg T Tt
untersuchen. Eine Majorante ist die Reihe mit den Gliedern
1
=1 = — =23, ...
aq ; On n(n_1)7n 39y

Diese Reihe ist konvergent mit SummdBeweis wie bei (4) der Tatsache in 2.2.2). Nach dem
Majorantenkriterium:

oo

1 1
1 — ist konvergent.
ottt gt Z_: g
=1 71'2
(Information: Es istz: — = — . Der Beweis davon ist schwierig.)
=n 6
Zu (4): Betrachte die REIheZ SIS S S R
' B 2 6 24 120 7
’ n+1| mn. ! 1 . . . .
Esist = = — 0 =: ¢ < 1.Nach dem Quotientenkriterium ist also
|an| (n+1)! n+1 n—oo

. . 1
die REIheZ — konvergent.
= n!

o
. . 1 1
Als Information:  Esist E — =e (= lim (1+ ) ).
n:

n—~oo
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2.2.9 Folgen und Wachstum

Monoton wachsende Folgen wurden schon betrachtet (z.B. im Monotoniekriterium in 2.2.8). Noch
einmal die Definition:

Bezeichnung 1 :Sei(ay,) := (an)n=12,... €ine Folge. Dann heif§t., )

monoton wachsend <= apy1 > ayfirallen=1,2,...
streng monoton wachsend<— a1 > a, fUrallen =1,2, ...
monoton fallend <=  apy1 <ayfurallen=1,2,...

streng monoton fallend <= a,1 < ay fUrallen=1,2,...

Die Frage nach der Konvergenz von solchen monotonen Folgen haben wir beantwortet: Sind sie
beschéankt, so sind sie konvergent (Monotoniekriterium) [1ex]

Eine weitere interessante Frage

Gegeben zwei monoton wachsende Folgen, die geg&onvergieren. Welche von beiderawvhst

“am schnellsten” ?

Bezeichnung 2 :
Es seia,, = K¢™ mit K >0 undg > 1, und es seb, = Ln* mit L > 0 undk € N. Die Folgen
(an)nen und (b, )nen Sind beide konvergent gegen.

Bei der Folgez,, spricht man von exponentiellem Wachst(uhasrn steht im Exponenten), bei der
Folge b,, von polynomialem Wachstum

Tatsache(exponentielles Wachstum “ségt” polynomiales Wachstum):
SeienK , L > 0,q > 1,k € N. Dann ist

Kq"
Beweis: S@ter, bei mehr Theorie (Regel von Bernoulli-I6pital).

Vergl. das Beispieliir¢ = 1,1 undk = 5 in der Vorlesung. Bei diesen Datetilferholt” die Folge
¢" die Folgen” zwischenn = 299 undn = 300 .

2.3 Aufgaben

Aufgabe 1. Betrachten Sie die Folge

a

).

9 = 1, Ty = 5(mn_l + -
Berechnen Sie jeweils die ersten 4 Folgenglieder f
a)a=2 b) a =4
Haben Sie eine Vermutung, ob diese Folgen konvergieren? Wenn ja, wogegen?

Aufgabe 2. Die Bundesregierung stiftet einefdfelerpreis fir mathematisch interessierte Studen-
tinnen und Studenten. Dazu wird das Stiftungskapital von 42 000 EUR zw@&beich verzinst.
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Wieviel kann pro Jahr ausgezahlt werden, wenn gleich mit der Auszahlung begonnen wird? Wie
hoch tatte die Verzinsung seiniissen, damit die Auszahlung doppelt so hoch gewesea?v

Aufgabe 3.

Untersuchen Sie, welche der nachstehenden Folgen konvergent, welche divergent sind. Wie lautet
im Fall der Konvergenz der Grenzwert?

2 3
b) b, = nin+n52n+ ;Ln23n10 e) e, = (—n)"
Aufgabe 4.

Bestimmen Sie den Wert folgender Reihém festesN. Wie verhalten sich die Reihen, falls
N — oo geht?

N N N
k2 ok 4 3k 2k . 3k
a) Z 4k—1 b) Z 4k C) 4k
k=0 k=0 k=0
Aufgabe 5.

Ein Wirtschaftszweig wird zur Zeighrlich mit1 Mio EUR gef®rdert. Die Regierung beschliel3t,
die Forderung auslaufen zu lassen, und zwar soll dadérbetrag jedes Jahr um 10% {ek
werden. Wieviel Geld wird insgesamt noch in diesen Wirtschaftszweig investiert werden?



