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1 Analysis in einer Variablen

1 Die reellen Zahlen

1.1 Die gangigen Zahlbereiche

Der Abschnitt dient insbesondere zum Eihfen der benutzten Nomenklatur.

1.1.1 Beschreibung der Zahlbereiche

Tabelle der Zahlbereiche

Zahlbereich

Bezeichnung

die natirlichen Zahlen

die natirlichen Zahlen mit der Null
die ganzen Zahlen

die rationalen Zahlen (Biche)

die reellen Zahlen

die komplexen Zahlen

Kurze Beschreibung:

asoONZZ

e N={1,2,3,...} «— “aufzdhlende” Mengenschreibweise (vergl. 1.1.2)

No = {0,1,2,...}

Z={.,-2-1012,..}

also Zahlen wie}, — 12335 usw.

Q enthalt alle ganzen Zahlen und dazu alleéiBhe der Fomg mit p undq ausZ undq # 0,

R enttalt alle rationalen Zahlen, dazu z.B. die diversen Wurzeln yi2e {/g u.a., aul3er-

dem Zahlen wie, 7 (s. spater) und uidbersehbar viele andere Zahlen.

Reelle Zahlen allgemein gesehen sind, obwohl als mathematische Grundlage betrachtet,
verhaltnisméig “kiinstliche” Objekte. Mathematisch gibt e¥ fsie formal ganz verschie-
denartige DefinitionenUJbereinstimmung gibt es dabei in den mathematischen Eigenschaf-

ten.
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e C enthalt eine (“kinstliche”) Zahli mit i> = —1 und besteht dann aus allen “Zahlen” der
Forma + (i, wo «, 3 beliebige reelle Zahlen sind (mehr Informationeatsp).

Bemerkung

Jeder der eingé@hrten Zahlbereiche erih alle Zahlen aus den davor genannten Bereichen, aber
auch neue Zahlen.

Insbesondere gilt: Es gibt reelle Zahlen, die nicht@usnd, d.h. die sich nicht als Bche ganzer
Zahlen schreiben lassen. Solche Zahlen heiftationale Zahlen

2
Z.B.isty/2 irrational, d.h. es gibt keine ganzen Zahjem, ¢ # 0, mit (g) =2

1.1.2 Erste Bemerkungen zur Mengenschreibweise

Schon bei der Beschreibung der Zahlbereiche in 1.1.1 haben wiridee kalber Mengenschreib-
weise benutzt. In der Mathematik ist die Mengenschreibweise in vieler Hinsicht kaum zu umge-
hen.

Wir fuhren im Folgenden in die allerersten Grundlagen einer allgemeinen Mengenlehre ein.

Unser Standpunkt:

Die Benutzung der Mengensprache sollte man als Beherzigung eines Prinzips ansehen, welches
in allen Wissenschaften und auch sonstwo angebracht ist, des Pridgzipem dall man stets
mdglichst genau angeben soll, vidwer man spricht.

Ein nichtmathematisches Beispiel:
Bei einer korrekten demokratischen Wahl muf genau festgelegt sein, was die Mengatder W
ist.

Mengen:

Intuitive Definition einer Menge (nach Cantor, veliikzt):

Eine Menge ist eine wohlbestimmte Gesamtheit von Objekten. Diese Objekte heil3en
die Elemente der Menge.

In der Mathematik sind die Objekte Zahlen, Funktionen; auch Mengen sdlbheek Elemente
anderer Mengen sein.

Schreibweisen:
“x € M” bedeutet: “das Objekt ist Element der Mengé/”

z.B.10 € N,
“x ¢ M” bedeutet:  ist nicht Element von\/”
z.B.v2 ¢ Q.
M =1{1,2,3} aufzahlende Schreibweise
N= {1,2,3,..}
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M = {z | z ist eine gerade ganze Zahl Beschreibung durch
M={z | zeRunds?+2%-2=0} Eigenschaften der Elemente
Die leere Menge) :

Aus vielen, auch logischen Ginden ist es sinnvoll, die Existenz einer sogenanigeren Menge
geschriebei , zu postulieren. Sie ist charakterisiert durch die Eigenschaftaffe Objekter gilt
x ¢ () ; mit anderen Worten: sie hat keine Elemente.

Teilmengen:

Definition: M und N seien Mengen. Dann:

Jedes Element voiY ist auch Ele-

N heil3tTeilmengevon M < { mentvonM (kurz:z € N = x € M)

(Zur Schreibweise mit den “dicken” Pfeilen vergl.die Vorlesung.)

Schreibweisen und Bemerkungen:

N C M fur “N ist Teilmenge von\/ " .
EsistN C M, auch wennV = M. Es gilt() C M fur alle Mengen\/ .
Ist NV ist Teilmenge vonV/, aberN # M ", so schreiben wir déifr auch N C M .

(In vielen Buchern wird auch die Bezeichnungy C M benutzt. Manchmal steht siéarf N C
M , manchmal auchifr N C M . Man muf3 sich daran gélnen, dal? dieselben Objekte und
Sachverhalte von verschiedenen Autoren veschieden bezeichnebsaamk)

Beispiele:
() {1,2,3} €N
(i) {~1,1} € {z|zcRundz* +22-2=0} C R.
(i) die Zahlbereiche, geschrieben als “Zahlenturm”:
NCNpCZCQCRCC
(iv) ZuneN: {1,2,..,n} C N (“Zahlenabschnitte”).

Die zweite Inklusion bei (ii) zeigt diedufigste Art, Teilmengen anzugebévi:besteht aus denje-
nigen Elementen au¥/ , welche bestimmte (zészliche) Eigenschaften besitzen.

Durchschnitt, Vereinigung, Differenz:
M und N seien Mengen. Folgendes sind dann wohldefinierte Mengen:

MNN = {z | zeMundz € N} =: der Durchschnitt vod/ und N
MUN = {z | € M oderz € N} =: die Vereinigung von\/ und N
M\N = {z|zeMundx ¢ N} =: die Differenz von)/ und N

Ist N C M, so hei3tM \ N auch das Komplement vaN in M .

Bemerkung: Habed/ und N kein Element gemeinsam, soi&f NN = (). Ist N C M , so ist
MNN=NundN\M=90.



1. DIE REELLEN ZAHLEN 7

1.1.3 Darstellung der reellen Zahlen als unendliche Dezimalbrtiche

Meist (z.B. auf dem Taschenrechner) werden reelle Zahlen als Dezinhtbdargestellt. Z.B.
2=20

40 =13,333..=13,3 .
\\ Periode 3

L = 2,8857142857142857... = 2,8857142 (Periode857142)
V2 =1,41421356. ..

e=2,7182818...
Dabei: Die rationalen Zahlen liefern Dezimalioche mit (immer wiederkehrenden) Perioden (in-
klusive Periode 0 wie bel = 2,0 = 2,0).
Die irrationalen Zahlen liefern unendliche Dezimdibine ohne Periode (insbesondere enden die
Briiche nicht nach endlichen vielen Stellen: sitén sonst die Periode 0). Sigrknen als konkrete

Dezimalbiiche nur approximativ angegeben werden, indem man die Darstellung (ungenauerwei-
se) irgendwo abbricht.

1.1.4 Die Zahlengerade

Zur Veranschaulichung stellt man sich die MeriRRyeder reellen Zahlen als Zahlengerade vor:

-2 -1 0 1 2

Die Zahlengerade gibt inshesondere @i Rer-Kleiner-Beziehungin R wieder:

Fir jede Zahl € R gilt genau eine der Aussagen< 0,a = 0 odera > 0 .

Allgemeiner:

Fur je zwei Zahleru, b € R gilt genau eine der Aussagen< b,a = b odera > b .

Dabei: Von zwei verschiedenen Zahlen steht dig3gre auf der Zahlengeraden rechts von der
kleineren. (Mehr und Systematischeresin 1.3 .)

Die Darstellung als Gerade, d.h. als kontinuierlicher Strich, soll auch symbolisieren, dai3 die reel-
len Zahlen “kontinuierlich” aufeinander folgen und dalR3 es keingcken” inRR gibt (s. wieder in

1.3).

1.2 Rechnen
In allen aufgefihrten Rechenbereichen kann man addieren und multiplizieren nach bekannten
Rechenregeln und man hat diverggatiche Formeln.

1.2.1 Die Rechenaxiome

Wir notieren die Grundregeln (“Rechenaxiome”), aus denen sich alle Rechenregeln, auch die
Gultigkeit komplizierter Formeln ableiten lassen. Die Regeln geliemliea, b, c € R.



1. DIE REELLEN ZAHLEN

(Al) (a+b)+c=a+(b+c) (Assoziativitit der Addition)
(A2) Esqgibtdied € R mit
a+0=0+a=a

(A3) Zujedema € R gibt es—a € R mit
a+(—a)=(—a)+a=0

(A4) a+b=b+a (Kommutativitat der Addition)
(M1) (a-b)-c=a-(b-c) (Assoziativiit der Multiplikation)
(M2) Esgibtl € R, 1 # 0, mit

l-a=a-1=a

(M3) Zua # 0(!) gibt esa—! mit

ala=a-al=1

(M4) a-b=b-a (Kommutativitat der Multiplikation)

a-(b+c)=a-bta-c } (Distributivgesetze (Klammerregeln) )

(®) (a+b)-c=a-c+b-a
Schreibweise: Wir lassen den Punkt beim Multiplizieren auch oft wegedeutet: - b .

Es sei noch erinnert an die folgende “Faustregel”:
Punktrechnen geht vor Strichrechnen.
Sie garantiert, dafl3 klar ist, wie etwa die rechten Seiten bei (D) auszurechnen sind.

Das sind schon alle Grundregeln. Alles weitere Rechnéhli@3t sich daraus ableiten.

1.2.2 Abgeleitetes Rechnen
DasSubtrahierenin R :
a—b:=a+(-b)
(zu “:=" s.die Vorlesung).
DasDividieren durch Elementé # 0 (!):
% =a-b! (=b"'a)

Weitere Regeln:

FuralleacR: a+b = a+c < b=c Kirzunasreaeln
Furallea A20(1): a-b = a-¢ <= b=c gsreq
(=1)-a = —a
—(—a) = a
—(a+b) = —a—-b,und —(a—b)=—-a+0b

(~a)b = a-(-b)=—(a-D)
(~a) - ()

= a-b ("minus mal minus gibt plus)”
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(a+0b)? = a®+2ab+b?
(a — b)? = a®— 2ab+ b? Binomische Formeln
(a+b) - (a—b) = a? — b?
a-b=0 <= a=0o0derb=0 (Nullteilerfreiheit)

1.2.3 Summen- und Produktzeichen

Sein € N. Seienay, as, ...,a, € R (d.h. man betrachtet beliebige reelle Zahlen in der durch
die Indizierung gegebenen Reihenfolge).

Definiere
dai = artaz+...+an:=(. ((a1 +a2) +ag)+...+) +an)

Hai = ar-az-...-ap:=(...(((a1-a2)-az)-...)-ap)

(zum “laufenden” Index, zur Klammerung und zur Reihenfolge der Summanden bzw. Faktoren
siehe Vorlesung.)

Beispielen = 10, a; = i.

10 10
Zai = Z¢:1+2+...+10:55
=1 =1
10 10

Hai = Hi:1-2-3-...~10:3628800
=1 =1

Das Produk{ [}, 7 hat eine besondere Bedeutung.

Bezeichnung: Fiurn € N wird definiert
n
n! (sprich:n Fakultt) :== J[i=1-2-3-....n
i—1
Der \Vollstandigkeit halber definiert man nocld! = 1.

Die Zahlenn! spielen eine besondere Rolle in der Abitheorie (Kombinatorik), s. 1.4 .

Oft hat man aucldoppelt indizierte Zahlenmengen

Gegebenn,n € Nunda;; e R, i =1,...,m,j =1,...,n (insgesamin - n Zahlen).
Haufiges Beispiela; € R, =1,...,m,b; € R,j =1,...,n,und a;; := a; - b;.

Es gelten di€Doppel-)Summenregelngenal’ Assoziativ- und Kommutativgesetzen):
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E % = E :E :aij = § :E:a”
i=1,..., m i=1 j=1 j=11i=1
j=1,..., n

m n n m

Mo - Mo - TfTe
i=1,...,m i=1j=1 Jj=1j=1
Jj=1,...n

m n

E a; E bj | = Z aibj

i=1 le i=1,..., m
j=1,...n

Wichtige Begriffe mit Summenzeichen:

Seienay, as,...,a, € R.Dann:
n

Der Mittelwert dera, ..., a, ist definiertals @ := 1) "a, .
=1

n

n
Die Varianz deray, ..., a,, ist definiertals 2> "(a; — a)®.
=1

Zur Bedeutung der Varianz vergl. die Statistik.

1.2.4 Potenzen

Definition (Potenzen): Seiem € R, n € Z. Man definiert

a-a-...-q , fallsn >0
~—

n—Faktoren

o 1 , fallsn = 0

atoato gt , fallsn <0

(—n)—Faktoren
(—n=|n|>0)

Potenzregeln:

Wenn alle Ausdicke definiert sind (d.he # 0, b # 0 im Falle negativer Exponenten), gitirffalle
n,meZ
a’-adm = an-l—m

(a-b)" = da"-b"

Wir geben nun in 1.2.5 und 1.2.6 noch zwei grundlegende Formeln mit wichtigen Anwendungen.
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1.2.5 Die Zahl <Z>

Tatsache 1: Sein € N. Dann ist
ii _n-(n+1)
: N 2
=1

Beweis: Die gesuchte Sumn}e_ i seiS. Dann
i=1

S = 1 + 2 + 3 + ... + n-1 + n
und S = n + n—-1 4+ n—2 + ... + 2 + 1
Also 28 =S4S = n+1 4+ n+1 4+ n+1 + ... + n+1 + n+1
(Beim AddierenS + S ergeberuibereinander stehende Zahlen addiert stetsl. Dieser Summand tritt
n mal auf.)
Ergebnis: 25 = n-(n+1)
Geklirzt durch2 erhaltman: S = w , wie behauptet. a

2

Bezeichnung:

Fir n € N, n > 2, sei (Z) -

L . . (n+1 .
Beispiel: Nach obiger Tatsache |s< 5 > = Zz.

Interpretation:
Tatsache 2(Interpretation von(3) ):
Sei2 < n € NundN sei eine Menge von Elementen (z.BN = {1,2,...,n}).
Dann: Die Anzahl aller 2-elementigen Teilmengen Vérist Z)
Oder, vom Standpunkt der Statistik aus gesehen:
Z ist die Anzahl der verschiedenen Stichproben aus zwei Elementen, die man einer

n-elementigen Menge entnehmen kann.

- . . 4 4. . .
Beispiel: Sei N = {1,2,3,4}. Es gibt gena = o) = 73 2-elementige Teilmengen (d.h.

verschiedene Weisen, zwei Zahlen aus den vier Zahlen aédem) vonN , namlich

{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4},{3,4} (“lexikographisch” aufgeahlt)

Aus Tatsache 2 folgt z.B.: Bei einem Lotto, bei dem zwei Zahlenraagszuviahlen sind, ist die

Wabhrscheinlichkeit, zwei Richtige zu haben, gleich = #
5 n-(n—1)

Der Beweis der Tatsache 2 ist ein Mustiér €§inen mathematischen Beweis. Er hat einen formalen
Charakter (“vollsandige Induktion”) und eine inhaltliche Idei@érfdas Hauptargument.
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Zuerst:Beweise mit vollséindiger Induktion

Gegeben: Seig € Nund eine Aussagd(n), die fur jedesn > no vorliegt.
(Z.B. die Aussage der Tatsachei® f > 2.)

Man zeigt:

(1) Die Aussage qiltiir n = n¢ (Induktionsanfang).
(2) Giltdie Aussageiirn > ng, so auchifirn + 1 (Induktionsschluf).

Dann gilt als bewiesen:
Die Aussage giltifir allen € Nmitn > ng .

Nun: Beweisder Tatsache 2 mit vollahdiger Induktion.

. . . 2-(2—-1 .
Induktionsanfang: Die Aussage giliffn = 2. Denn% =1, was stimmt.
Induktionsschluf3: Die Aussage sér falle n-elementige Mengem > 2, als richtig vorausgesetzt. Sei
dannM eine Menge vom + 1 Elementen. Sei € M, die restlichem Elemente seien, ..., a,
genanntundV sei{aa,...,an}.

Es gibt in M 2-elementige Teilmengen zweierlei Art. Der erste Typ besteht aus solchen Teilmengen,
die a nicht enthalten. Das sind genau die 2-elementigen Teilmengeivdiach Voraussetzung gibt es

genau(Z) davon.

Der zweite Typ besteht aus den Teilmengen «déthalten. Da mit jedem dei, . . . , a,, kombiniert
werden kann, gibt es genauTeilmengen vom zweiten Typ.

Insgesamt: Die Anzahl d&-elementigen Teilmengen vai ist

<n> (vom ersten Typ)+ n (vom zweiten Typ) =

2
nn—1)4+2n n® —n+2n n*+n n~(n—|—1)_<n—|—1>

_n-(n—l)ﬂb_ _ _ _
- 2 - 2 - n -2 2 2

D.h. die Aussage giltifr n + 1.

Nach dem Prinzip der vollahdigen Induktion also: Die Aussage gilirfallen. > 2 wie behauptet. O

In 1.4 werden wir Verallgemeinerung nn ,furo < m < n, von (Z) kennenlernen und die
m

Rolle dieser Zahlen bei Aldilproblemen diskutieren.

Defintion 2:  Seiena,b € R. Firn € Ny seia,, :=a +n - b.

Man nennt die Folge der Zahlen, a1, as, ..., a,, ... einearithmetische Zahlen-
folge (mit Differenzb).

Tatsache 3
Seiay =a+ kb, k =0,...,n. Dannist

n . 1
k=0
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_ = n-(n+1)
Bew.: Zak— (n+1)- a+Zk b=(n+1a+b- Zk = =t lay 0.
k=0 k=0 k=0
Typische Anwendung

Ruckzahlung einer Schuldmit festem Tilgungssatz und zaglich anfallenden Zinsen:
Vorgegeben: Ein Darlehen der Sumisien% Verzinsung @hrlich,n € N.
Prozedur: Am Ende eines jeden Jahres (nadlssih) zahlt der Glubiger dem Schuldner die

Summ(.LS plus die fir das Jahrdlligen Zinsen.
n
Die Zinsen fir dask-te Jahrk = 1,2, ..., n sind dann

Zi=(5-(k-1)2). L.

Nachn Jahren ist die Schuld getilgt. Diedhirend dieser Zeit gezahlten Zinsen belaufen sich auf

7 = Zl+...+zn:1%- (Z(S—(k—l)i)

P g SN~y _p (e SN
=~ 100 (”S n :1(k 1)> el 100( n ’)
P

- <n.S—§.M>_1€0<2ns_52'(n_1))

Also:

= 1
200 (n+1)-8

Rechenbeispiel: S = 10000, p = 6,n = 10, z = 3300

1.2.6 Eine Formel fur die Finanzmathematik

Tatsache:
Seia € R,a # 1,n € N. Dann:

n
Zak =1+a+...+a" =

|
|\
ng
+
—
N
|
gﬁ
S
|>—l
—|
—
N—
o —

Allgemeiner: Seiem, b € R, a # b, n € N. Dann
n bn+1 _n+l
an_kak = "+ 0" lg 0202 + ...+ bav L 0 a a4
—a
Beweis: SeiS := b" + " la + ...+ ba"" ! + a™. Dann

bS = vt 4 + e 4+ L+ ba
—aS = —ba — b g2 — ... — ba" — a"T!
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Man sieht:Ubereinander stehende Terme heben sich beim Subtrahieren auf.

Also ergibt sich

bn+1 _ an+1

bS—aS =" gl — s=" " — O
gekiirzt durch b —Qa
b—a # 0

Die Formel(x) der Tatsache ist der Ausgangspurikt €éine ganze Reihe von Formeln beim Zin-
seszins.

Beispiel:

Tilgung eines Darlehen® in gleichen Jahresraten beidhylichen Zinssatz%.

Am Ende eines jeden Jahres (naclissig) werde die (stets gleiche) Sumrh@Annuitat) zuiick-

gezahlt. Die Restschuld naehlahren seR,,. Seia = 1 + %. Dann:

Ry = Da-A
Ry = (Da—A)-a—A=Dad*>— Aa— A

R, = Da"—Ad" ' —...—Aa—A=Dd" - A(d" ' +...+a+1)

Mittels (x): also
a”—1
-1
Setzt mank,, = 0, so kann man bei vorgegebener Tilgungsdauer die Aandiausrechnen:

R, = Da" - A

_D-a"-(a—1)
N a” — 1 '

A

1.3 Absch atzen
1.3.1 Ordnungseigenschaftenvon R
Wie beim Rechnen braucht man nur wenige Sachverhalte zu postulieren, die dann alle Mathematik

rund ums Abschtzen implizieren.

Grundlegender Sachverhalt:

Es gibt eine wohlbestimmte Teilmenge v&nderen Elemente positiv heil3en.
Man schreibtc > 0 fur die positivenz undR~( fir die Teilmenge aller positiven
Elemente vorR .

Grundregeln (Anordnungsaxiome):

(O1) Hirallex € R gilt genau eine der Beziehungen
x>0, =0, —x >0,
und fur allezx, y € R gilt:
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0O2) z>0undy>0 = z+y>0
O3) z>0undy>0 = x-y>0

Weitere gebiuchliche Bezeichnungen:

r>y <= x—y>0

x>y <= x>yoderr=y
x<y (bzw.x <y) <= y>uz (bzw.y > z)

Einige weitere Abschatzungsregeln:

0] x>0 = —x<0
(i) z>yundy>z = x>z (Transitivitat)
(i) FuralleaeR: z>y < a+zr>a+y
(iv) Fira > 0: T >y < ar > ay
(v) Fura < 0: x>y <= ax <ay (Anordnung kehrt sich um)
(vi) O<y<ez = 0<—-< -
z Yy
(vii) 1<z == — <1

X
(viii) Firalle0 # 2 € Rist2? > 0. Insbesondere igt > 0.
(ix) Esistn > 0 furallen € N.

Zusammen mit den Gleichheitsregeln ergeben sich aus all dem auch entsprechendeRegeln f
13 Z H.

1.3.2 Betrag und Abstand

Definition:
x , fallsz >0

Fir z € R definiert man |z| := { . fallsz < 0

|z| hei3t der{Absolut-)Betrag von x. Fur x, y € R heil3t|z — y| derAbstand zwischenz undy.
Regelniber den Betrag: Fur allez, y € R gilt:

|z| > 0 und|z| = 0 nur furz = 0.

[~ af = |al

2yl = lz|-yl.

|z + y|

IN

|z| +|y| (Dreiecksungleichungif den Betrag)

Y

lz—yl > [lz[ =yl [ = [=]—Jyl.
Regelntber den Abstand: Fur allex, y, z € R qilt:
lt —y| = ly—=x| (Symmetrie)

|t —y| < |z —2z[+ |2 —y| (Dreiecksungleichungif den Abstand)
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Typische Probleme bzw. Aufgaben:
Ubung: Man mache sich klar, welche Regeln jeweils im folgenden benutzt werden.

> 1 .
r—1 " z+1

(1) Gesucht sind alle € R mit

Erst einmal: Die Ungleichung hat wegen der Nenner nur Sinn £ +1 .
Bei den verbleibenden mul? man drei &lle untersuchen:

1.FRal: z>1

2.Fall: —1<z<1.

3.Fal: z < —1.

Wir multiplizieren (erweitern) die Ungleichung m(it: + 1)(z — 1) # 0. Es ist

>0 im1l. Fall
(x+1)(x—1) <0 im 2. Fall
>0 1im 3. Fall

Wir erhalten also nach der Erweiterung die Gleichungenaf&den Regeln (iv) und (v) in
1.3.1:

lLRal:2(z+1)>2x—1<= 2> -3
Es folgt: Allez mit x > 1 sind Losungen.

2 Fal2(z+1) <z —-1<=2<-3
Es folgt: Keinex mit —1 < x < 1 sind Losungen.

B.Falll2(z+1) >z —1<= x> -3
Es folgt: Von denz mit x < —1 sind Losungen genau die
reRmMit-3 <z < —1.

Gesamtergebnis:
Die Losungsmenge unseres Problems besteht in der Mengecathér —3 < = < —1

zusammen mit der Menge allemit z > 1.

(2) Ein Unternehmen hat beschlossen, dal3 der Rréis eine Ware tbichstens 20 Prozent von
dem Richtwert 96 Euro abweichen soll. Was ist die erlaubte Preisspanne?

1
Ansatz: |z — 96| < =T

1. Fall: = > 96. Dann |z —96] = = —96.

1 4
Also: x—96§5x S 5:1:§96 <— z < 120

2.Fall: < 96.Dann |z — 96| = 96 — z.

1
Also: 96—x§5x <— gx >96 <— z > &0.

Die erlaubte Preisspanne ist al86 < = < 120.
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1.3.3 Intervalle

Untermengender Adz e R | -1 < z < 1}, {z € R | 1 < z}, wie sie bei den bsungsmengen
der Aufgaben zuvor vorkamen, spielen in vielen Situationen eine besondere Rolle.

Def.: Seil C R eine Untermenge.
I enthalt mehr als ein Element

I heil3t ein (echtes) Intervall :<—- und fur allez,y € I mitz < y gilt:
Auch allez c Rmitz < z < y liegeninI.

Liste der Intervalle:
Seiena < b € R. Betrachte folgende Teilmengen vin

[a,b] = {reR|a<z<b} (abgeschlossenes endliches Intervall)
[a,b] = {reR|a<z<b} (links abgeschlossenes, rechts offenes
endliches Intervall)
la,b] = {xeR|a<z<b} (links offenes, rechts abgeschlossenes
endliches Intervall)
la,b] = {xeR|a<z<b} (endliches offenes Intervall)
[a,00[ = {zeR|a<uz}
Ja,00[ = {zeR|a<z}
|]—00,b] = {xeR|z<b} (unendliche Intervalle)
|]—o00,b] = {xeR|z<b}
|—00,00[ == R
Tatsache:

All das sind Intervalle und jedes Intervall ist von einem in dieser Liste angegebenen

Typ.
Bemerkung: Mit Intervall- und Mengenschreibweise ist z.B. disiungsmenge des Problems (1)
in 1.3.2 gleich [-3,—-1] U ]1,00[. . Das Intervall [-3,—1[ hatte man erhalten als
Durchschnitt [-3, —1[ = [-3,00] N |—0o0, —1].

Rander von Intervallen:

Die Zahlena undb , dort wo sie in der Liste der Intervalle vorkommen, heil3enRiéadpunkte
oderRander des entsprechenden Intervalls. Dabei hei@er linke oder untere Rand udler

rechte oder obere Rand. Randpunki@iken zum Intervall gdgdren oder auch nicht. Géhen sie

zum Intervall so hei3en die Intervalle auf der Seite des Randpunkts abgeschlossen, wenn nicht,
heiRen die Intervalle dort offen.

Lange eines endlichen Intervalles:

Bei den endlichen Intervallen in der Liste der Intervalle interpretiert man die Zahla als
Langedes Intervalls.
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1.3.4 Beschr ankt und unbeschr &nkt
Definitionen + Beispiele + Bemerkungen@bungen:
SeiM CR (z.B.seiM ein Intervall).

M heil3tbeschiénkt <= EsgibtC > 0 mit |z| = C fur allez € M.
M heifldtunbeschiankt <= FuralleC > 0 gibtesz € M mit|z| > C.

Ubung: Man mache sich klar, daR jeder der beiden Sachverhalten, nicht nur sprachlich sondern
auch logisch, die Negation des anderen ist.
Beispiele: Endliche Intervalle, z.B--3, 1] , sind besclénkt. Intervalle mito oder—oo als Gren-
ze sind unbeschnkt.
M heifdtnach oben beschéinkt <= Esgibtc € R mitz < cfurallez € M.

So einc heil3t dann einebere Schrankevon M

M heiltnach unten beschankt <= Esgibtce Rmitxz > cfurallez € M.
So einc heiltuntere Schrankevon .

Beispiele:] — oo, b ist nach oben beschinkt und jedes > b ist eine obere Schranke.
Entsprechend ist z.Bb, co[ nach unten beschnkt.

c € M heiRtMaximum vonM <= ce€ M undz < cfiurallex €¢ M
c € M heiRtMinimum vonM <= cec€ M undc< zfirallex ¢ M
Z.B. —3 ist Minimum von[—3, 1].
Achtung:[—3, 1[ hat kein Maximum.
c heildtSupremumvon M <= M ist nach oben beschinkt undc ist Minimum
aller oberen Schranken vad

c heiRtinfimum von M <= M ist nach unten bescamnkt undc ist Maximum
aller unteren Schranken vav .

Bemerkung al$Jbung: Maxima, Minima, Suprema und Infima sind eindeutig bestimmt.

Beispiele: kir die[a, b], [a,b],]a,b], [a,b], [a,o0[, |a,o00[,]—00,b],]—o00,b] ista das Infimum
undb das Supremum.

1.3.5 Erganzungen zur Axiomatik der reellen Zahlen

Die Unbeschiinktheit vonR wird durch folgendes Axiom gesichert:

Archimedisches Axiom:
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Zu jedeme € R, e > 0, und jedenC € R, C' > 0, gibtes eimm € Nmitn-c > C.
(Man stelle sicke ganz klein und” ganz grof3 vor.)

Dal es bei den reellen Zahlen keinditiken” gibt, erzwingt man durch folgendes Axiom:

Vollstandigkeitsaxiom:
Jede nicht leere nach oben begatkte Teilmenge voiR hat ein Supremum.

Dieses Axiom garantiert die Existenz von irrationalen Zahlen.

Beispiel: SeiM = {z € Q | #? < 2}. Dannistz.B1 € M.
M ist nach oben beschnkt, denn z.B. ist > x furallex € M.
Also: M hat ein Supremum. Man definiert: v/2 := a.

1.4 Abzahlen

Auch mit den nairlichen oder den ganzen Zahlen kann man eidehkt anspruchsvolle Mathe-
matik mit wichtigen Anwendungen betreiben:

Stichwort z.B.: Primzahlen, mit wichtigen Anwendungen in der Theorie und Praxis der Codierung
und Verschlisselung.

Wir beschénken uns in diesem Abschnitt darauf, auf einige Sachverhalte déahibeorie (Kom-
binatorik) einzugehen. Anwendungen gibt es vor allem in der Wahrscheinlichkeitstheorie.
Motivation :

Etwa mathematische Neugier:

Ausgangspunkt: Binomische Formiel + b)? = a? + 2ab + b?

Gesucht: Entsprechende allgemeinere Foriine{d + )™ undn > 2.

Oder Interesse aritzlicher Information:

Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, einen Sechser im Lotto zu ziehen?
(S. Abschnitt 1.4.3 )

1.4.1 Permutationen ohne Wiederholungen

Problem: Gegeben: m,n € N mit m < n undn paarweise verschiedene Objekte
(Elementeliy, as, ..., a, (etwa die Zahler, 2, ..., n).

Problem: Wieviele verschiedeneddlichkeiten gibt es, aus dieserElementenn Stiicke heraus-
zugreifen und anzuordnen (verschiedene Anordnungen der gleichen Elemente gelten als verschie-
den). Wiederholungen sind dabei ausgeschlosssen.

Man spricht von “Permutationen vonElementen zur Klasse: ohne Wiederholungen”.
Beispiel:n = 4, m = 2 und aq, as, as, as seien die Objekte. Die Bylichkeiten sind

ay, az ai, as ai, a4 az,as az, G4 ag, a4
az, ai as, ay a4, a1 as, az G4, a2 a4, 03
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Es gibt also 12 Mglichkeiten.

Tatsache:

Die Anzahl P, ,,, der Permutationen vom Elementen zur Klasse: ist

Pom=n-(n—=1)-(n=2)-...-(n—m+1).
Furn = m ist also:
Pom=n-(n—1)-...-2-1 = nl (s.1.2.3)

Beweis: Rir das erste herauszugreifende Element gibt éddglichkeiten, @r das zweite die noch
verbliebenem — 1 Moglichkeiten usw. SchlieRlich verbleibeiirfdasm-te herauszugreifende Element
nochn —m + 1 Moglichkeiten. Diese Anzahlen multiplizieren sich und maraéirh(n — 1) -...- (n —

m + 1) Moglichkeiten.

SchlieBlich: Birn = mistn —m+1 = 1. O

Ubung: Man mache aus diesen Argumenten einen formal korrekten Induktionsbeweis.

Anschauliche Varianten des Problems:

Gegeben seien Personen uneh durchnumerierte Sitzep < n. Dann:
Esgibtn-(n—1)-...-(n—m+ 1) Moglichkeiten, diex Personen auf die: Sitze zu plazieren.
(Oder: Maglichkeiten, die Personen in Reih und Glied zu einer Reiherwd®ersonen aufzustel-
len.)

Im Spezialfalln = m:
Es gibtn! verschiedene Kglichkeiten,n verschiedene Elemente durchzunumerieren (bzw. anzu-
ordnen).

1.4.2 Permutationen mit Wiederholungen

Problem: Seinn undm ausN. Es seiem verschiedene Elemente gegeben und jedes davon
liege in beliebig vielen (mindstens aber) identischen Exemplaren vor.

Wieviele verschiedene tylichkeiten gibt es, daraus Stiick herauszugreifen und anzuordnen?
Anschaulich: Wieviele “Virter” ausm Buchstaben kann man aus einerelementigen Alphabet
bilden?

(“Permutation vom Elementen zur Klasse mit Wiederholungen™)

Beispiel:n = 4, m = 2 wie in 1.4.1. Die Mdglichkeiten sind
ai,a1 ag2,a2 a3,a3 Q4,04 plUS die 12 M')glichkeiten aus 1.4.1.

Insgesamt also 16 Bylichkeiten.

Tatsache 1:
Die Anzahl der Permutationen venElementen zur Klasse: mit Wiederholungen ist

Pim=n
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Beweis: Rir jeden dern “Platze” hat man unali@mgig von der Besetzung der andereit®n Moglich-
keiten. Das ergibt - n - ... - n = n™ Moglichkeiten. o
e ——’

m—Faktoren

Beispiel: Aus den 26 Buchstaben des deutschen Alphabets kann man fifimal 11881376
5-buchstabige Wirter bilden.

Eine Mischung aus den bisherigen Problemen hat man, wenn die Anzahlen von Wiederholungen
vorgeschrieben sind:

Gegeben seiek verschiedene Elements, ..., a;. Von a; gebe esy; identische Exemplare,
j=1,...,k
Problem: Wieviele verschiedeneddlichkeiten gibt es, die insgesamt+ns +. . . +ny Elemente

anzuordnen? Diese Anzahl §&f . . genannt.
Tatsache 2:

ny+ne+...+ng)!
EsistPy, . = (m+mn2+... + )

nl!TLQ! .. .nk!

Beweis: Sen = ni +ns + ...+ ng.

Gibt man den identischen Exemplaren Markierungen, so daf &lemente verschieden sind, so gibt
es nach Tatsache 1 in 1.4.1 geradeverschiedene Anordnungen. Bei einer Anordnung gibtigs
Moglichkeiten, dien; Exemplare vom Tym; untereinander zu vertauschen. Diese Vertauschungen lie-
fern aus einer Anordnung;! verschiedene Anordnungen. Entfernt man jedoch die Markierungen, so
ergeben alle diese;! Moglichkeiten nur eine Nglichkeit fur unser Problem.

Daher: Entfernt man die Markierungen bei den bleiben nochi Maoglichkeiten, entfernt man noch

die Markierungen bei dem., bleiben—7— ,n 7 Moglichkeiten usw. Entfernt man schlie3lich alle Markie-

rungen, so bleiben nochi Mogllchkelten a

ol ng!

Spezialfalln = k, n; = 1furj =1,...,n. Das ist der Spezialfalt = m aus 1.4.1.

Beispiel: Wieviele 6-ziffrigen Zahlen lassen sich aus 1,1,2,2,2,3 bilden?

Hieristk::?), a1 =1, a2=2,a3=3, n1 =2, no =3, ng = 1.

Also: Es gibtPy s | = = 60 Moglichkeiten.

6!
213111

1.4.3 Kombinationen ohne Wiederholungen

Problem: Gegebenn,n € N,m < n.
Mathematisch: Wievielen elementige Teilmengen gibt es in eineelementigen Menge?

Statistisch: Wieviele verschiedene Stichproben woElementen kann man aus einer Menge von
n Elementen entnehmen?

Anschaulich: Wieviele verschiedenedglichkeiten gibt esin zahlen aus, Zahlen auszusuchen?
Auf die Reihnfolge kommt es diesmal nicht an,
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Also z.B.: Wieviele verschiedene Tipp#dlichkeiten gibt es bei einem Lottari ausn” (etwa 6
aus 49)? (“Kombinationen vom Elementen zur Klasse. ")

Tatsache:
Die Anzahl K, ,,, der Kombinationen von Elementen zur Klasse: ist
n-n—=1)-(n—2)-...-(n—m+1) n!
Kn,m - -
m! m!(n —m)!
Beweis: Zieht mamn Zahlen aus, so gibt es nach 1.4:4(n — 1) - ... (n — m + 1) Mdglichkeiten,

wenn die Anordnung bécksichtigt wird. lalt man die Anordnung unkigzksichtigt, so fallen jeweils
alle m! Moglichkeiten (Spezialfall in 1.4.1), die aus allen Permutationen einer Anordnung bestehen, zu
einer einzigen Nglichkeit unseres Problems zusammen.

Daher: Bei unserem Problem gibt pr-1-. .'(n —m+1) Moglichkeiten.
m.
) (- 1
SchiieBlich noch: Es igf" =D (n=m+1) ___n!
m! m!(n —m)!
(Kirrze die Faktoren vofn. — m)! weg.) m|

Das Beispieliir die Lottospieler:

. 49 .48 - 47 -46 - 45 - 44
Im Lott 49 gibt es
otto 6 aus 49 gibt e 1. 9.3.4.5.6

ten.
Die Wahrscheinlichkeit, mit einem Tipp einen 6-er zu erzielen, ist also

1
13983816 ° 0,000 000 07 8

Definition: Seiemn,m € N, m < n.

= 13 983 816 verschiedene Tipp-Biglichkei-

!
Man schreibt{ "' (sprich “n Uberm”) fur L
m m!(n —m)!
Die Zahlen "' ) heiRen Binomialkoeffizienten (s. 1.4.5).

m
Der Vollstséindigkeit halber definiert man noch:
n

0

Bemerke auch (n> = < " )
m n—m

. . n
Noch eine Interpretation vo6 ):
m

= 1,wennm =0undn =0,1,2,....

Betrachte{1,2,...,n} =: n. Zu jeder Menge vom Zahlen aus: gibt es genau eine tlichkeit,
sie der Go3e nach anzuordnen. (So angeordnet werden uns z.B die Lottozahlen mitgeteilt.)

Aus diesetUberlegung ergibt sich folgende Interpretation \()ﬁl) :
(;) ist die Anzahl der Mbglichkeiten, Folgen vom: verschiedenen und der &3e

nach angeordneten Zahlen aus den Zahlen..., n zu bilden (man spricht auch von
“streng monoton wachsenden-Folgen aus: ).
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1.4.4 Kombinationen mit Wiederholungen

Problem Seienm,n € N und es seiem verschiedene Objekie, as, ..., a,, betrachtet. Von
jedem der; seien mindestens identische Exemplare vditig.

Wieviele verschiedene tlichkeiten gibt esin Elemente aus dem Vorrat zu entnehmen (auf die
Reihenfolge kommt es nicht an) ?

(“Kombinationen vom Elementen zur Klasse: mit Wiederholungen)

Tatsache: Die gesuchte Anzahl ist

- <n+m—1> (n+m—1)(n+m—2)---(n+1)n.

(Beweis mit vollsndiger Induktion)

Beispiel: Das Dominospiel besteht aus Steinen, auf denen jeweils ein Paar von Zahlen aus
0,1,...,6 vermerkt sind (Paare mit zwei gleichen Zahlen erlaubt).

. . (8 8.7 : . .
Hieristn =7,m =2, und es glbt<2> =5 = 28 verschiedene Dominosteine.

Eine weitere Interpretation vom?mm:

K, . ist die Anzahl der lexikographisch geordneten Folgen ~odahlen aug1, 2, ..,n}, Wie-
derholungen zugelassen.
Im Fallen = 3, m = 5 sind das z.B. die Folgen

11111 11112 11113 11122 11123 11133 11222 11223 11233 11333 12222 12223
12233 12333 13333 22222 22223 22233 22333 23333 33333 .

Es sind(3 + g B 1) - (;) — 21 Stiick.

1.4.5 Binomischer Lehrsatz
Tatsache 1:Furn,m € N,n > m > 2 gilt:

() = G =)

Wir geben zwei unterschiedliche Beweise.

(1) Formaler Beweis:

n n n! n!
<m> + <m— 1) Sl —m) m =Dl —m+ 1)

nln—m+1)+nl-m nlln—m+1+m)

Haupt_nenner m'(nfm+ 1)' - m'(nfer 1)'
_ nln+1) (n+1)! _[(n+1
N mln—m+1)!  (mHn-m+1)! | m

(2) Inhaltlicher Beweis, mit Induktion (vgl. den Beweis der Tatsache 2in 1.2.5):
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Die m-elementigen Teilmengen einén + 1)-elementigen Menge, etwd = {1,...,n,n + 1},
bestehen aus 2 Typen:

1. Typ: Diem-elementigen Teilmengen, die+ 1 nicht enthalten.

Das sind dien-elementigen Teilmengen vdi, 2, ..., n} und davon gibt esér"jl).

2. Typ: Diem-elementigen Teilmengen, die+ 1 enthalten.

Sie erfalt man, indem man zu depmn — 1)-elementigen Teilmengen vofl,...,n} jeweilsn + 1
hinzufugt. Es sind also so viele, wie @s — 1-elementige Teilmengen ifil, ..., n} gibt, also(kfl)
Stiick.

Insgesamt ist demnaa((H_ 1) = (”) + ( n > -
m m m—1

Aus dieser Tatsache ergibt sich das sogenapagealsche Dreieck

n <n>,m:O,1,2,...,n
m
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1
7 1 7 21 35 35 21 7 1
8 1 8 28 56 70 56 28 8 1

Bidungsprinzip: Jede Nichteins im Dreieck ist die Summe der beiden Zahlen, die links und rechts
dariberstehen.
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Satz: (Binomischer Lehrsatz) i allea,b € R gilt

B G

m=0
= a" +na" b+ (n

)a”_262 +o+ (n>a”‘mbm + o+ nab™
2 m

Wieder geben wir zwei alternative Beweise:

1. Beweis: Formal durch Induktion:
Firn = 0undn = 1 stimmt die Formel.
Sie sei firn > 1 als richtig vorausgesetzt. Dann giltrfn. + 1 ;

n+1l n o - n n—mjpm o n+1 n+1
(a+b) o (a+b) (a+b) - (Z—O (m)a b )(a+b) ausmulﬁpliziert @ ++b '

Nach dem Ausmultiplizieren gibt es in dem gepunkteten Teil der entstehenden Sumalie fn =

1,2,...,n genau zwei Summanden in denen der Faktor' ™5™ auftritt, ramlich | "' | o™t ~™p™
m

und " )a”“"”bm . Gen@B der Tatsache ist ihre Sumr(ré:) + ( " ) Ya" T =

m—1 m—1

n+1

o 1 . .
. a1 TmE™ | Somit |st<n:I )der Koeffizient voru” ' ~"b™ in der Formel &r (a+b)"*!

, Wie behauptet.

2. Beweis: Direkt durch Einsicht mittels 1.4.3 :

Beim wlligen Ausmultiplizieren vorfa+ b)™ erhélt man als Summanden alle Produkte ausaktoren,

wo alle Faktoren entweder oderd sind und wo diese beiden Typen von Faktoren an alléglichen

Stellen stehendnnen. (Es gib2" solche Summanden géf 1.4.2 .)

Ein solcher Summand ist nach entsprechender Umordnung der Faktorendiei¢ih™ genau dann,

wenn genaun der nbglichenn Faktorstellen durch besetzt sind.
Also: Es gibt genau so viele Summanden des Jyps™b™ wie es Miglichkeiten gibt, in einer Folge

vonn Stellenm Stellen auszuahlen. Nach 1.4.3 ist diese Anzahl glei rj:b , wie behauptet. O

Tatsache 2
Fur die Binomialkoeffizienten gelten noch folgende Regeln:

Zn: <:L> =1+n+<g) :...+<:L)+...+n+1 _ oo

m=0
undfur n > 1 n n
m m
m=0 =0
mgerade mungerade

!

Beweis:2" = (1+1)" = "

nach dem binomischen Lehrsatz, und

M:

m
m=0

0=1-1D"=1-n+0)+..+(D"")+..+ (D" 'n+ (-1 O
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1.5 Aufgaben

Aufgabe 1. Bestimmen Sie folgende Mengen:

a) {1,3,5,7}U{2,4,6,8} d) [1,2] U [2,3] 0) [1,3]n]3,3]
b) {1,3,5,7} N {2,4,6,8} e) [1,2]U]2,3] h) [1,5]\ [3,3]
c) {1,3,5,7}\ {2,4,6,8} f) [1,2[U]2,3] ) [1,5]\]2,3]

Aufgabe 2. Bestimmen Sie alle reellen Zahlenwelche der Ungleichung
1—|z—2| 1
|z — 3| 2
geriigen.

Aufgabe 3. Zeigen Sie, dass das geometrische Mittel zweier positiver Zahlew b stets kleiner
oder gleich dem arithmetischen Mittel ist:

\/%Sa;—b

Aufgabe 4.
a) Geben Sie den Ausdrudk0 + 10% als Intervall an.

b) Wenn ein Produkt incl. 16% MwsSt. 100 EUR kostet, wie hoch ist dann der Netto-Preis?

Aufgabe 5. Im Landz gibt es Briefmarken von 5 Cent an aufits bis zu 99,95 EUR in Abshden
von jeweils 5 Cent. Insgesamt gibt es also 1999 unterschiedliche Briefmarken. Wieviel Geld muf3
ein Sammleriir deren Erwerb ausgeben?

Aufgabe 6. Ein Guthaben von 200000 EUR soll als Rente ausgezahlt werden. Dazu wird das

Guthaben festverzinst mit einerahrlichen Zinssatz vos% angelegt, und es wird zum Ende

jeden Jahres eine Renkausgezahlt.

a) Wie hoch #llt die jahrliche Rente aus, wenn das Guthaben r2achahren aufgebraucht sein
soll?

b) Wie mul3 man rechnen, wenn die Rente jeweils am Beginn des Jahres ausgezahlt werden soll?

Aufgabe 7.

a) In einer Stadt fielen im Jahr 2004 genBld) Einheiten Mill an. Eine Statistikiber die letzten
20 Jahre ergibt, dass die iMproduktion phrlich um5% wachst. Wieviel Mill wird nach
dieser Statistik voraussichtlich im Jahr 2034 produziert?

b) Die Mullverbrennungsanlage der Stadt ist zur Zeit voll ausgelastet (d.h. sie verlikrichy
genaul 00 Einheiten). Der in dendchsten Jahren anfallendeersclissige Mill soll auf einer
neu anzulegenden Deponie gelagert werden. Wie grol3 ist die Deponie auszulegen, damit sie
genug Kapazit fur die rachsters0 Jahre bereitstellt?
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Aufgabe 8. Man berechne die Binomialkoeffizienten
) 9 3 12 24 25
3)7\4)°\6/)°\5)7\ 6/ \23

Aufgabe 9. Wieviele 6-stellige Telefonnummerrbknen aus den Zifferf, . .., 9 gebildet wer-
den?

Aufgabe 10. Wieviele unterschiedliche Steine sind in einem Dominospiel, welches die Ziffern
0,...,9verwendet?

Aufgabe 11. Wieviele unterschiedliche Wfter kann man aus den Buchstaben des Wortes MIS-
SISSIPPI bilden?

Aufgabe 12. Fiir eine Abstimmung (ja/nein) unter 10 Personen gibt es insgez¥nmogliche
Ergebnisse. Wieviele dieseialfe wirden ein positives Ergebnis liefern (d.h. in wievieleilén
ist die Anzahl der ja-Stimmen gRer als die Anzahl der Nein-Stimmen)?



2. FOLGEN. REIHEN. KONVERGENZ 28

2 Folgen. Reihen. Konvergenz

2.1 Grundlagen
2.1.1 Folgen: Definition und erste Beispiele
Definiton:

Eine (reelle Zahlen-)Folge ist eine Zuordnung, bei der jeddirtieien Zahln eine
reelle Zahl — etwa,, genannt — zugeordnet ist.

Schreibweisen:
a1,a2,...,0y,... oder a,n=172 ... oder (ap)nen

Variante:
Man beginnt das @hlen bei Null statt bei Eins, d.h. die Folge beginnt aistatt mit
a1 . Also: Es wird jedemn € Ny eine reelle Zahl zugeordnet, geschrieben

A0y A1y -y Qpyev., DZW. ap, n=0,1,2, bzw. (an)nen,

N-Folgen: SeiV € N.
Eine endliche Folge, genauer eifé-Folge, ist eine Zuordnung, wo jedem =
1,2,..., N eina, € R zugeordnet ist.

Schon vorgekommene Beispiele (mit leichtgderten Bezeichnungen):
(1) Vgl. die Definition in 1.2.5:
Gegeben, d € R. Dann sei:
an:=a+n-d, n=0,1,2,...
Die Folgeag, a1, as, . . . heildt einearithmetische Folgemit Differenzd.
(2) Die geometrische Folge (vgl. 1.2.6): Gegeliéry, ¢ # 0.

(In 126 warK = D ein Geldbetragy = a = 1 + 55).
Definiere:

an:=K-q¢", n=0,1,2,...
Bezeichnung:Die Folgea,, := K¢",n =0,1,2,... heil3t einggeometrische Folgenit Quotient
q.
Interpretation:K” := ein Grundkapitaly = 1 + 1f5. Dann:
K - ¢" = Kapital nachn-fachem ghrlichen Zinseszinszuschlgglf Zinsen).

In 1.2.6 hatten wir zur Folge,, := a", n =0, 1,2,... auch Summen der Form
1— an+1
A, =14+a+...+ad" = 4 betrachtet.
—a
Allgemein:

Definition 2 (an)n=0,12,.. Sei eine Folge
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Betrachtes, :=ag+a1+...+a,, n=0,1,2,...
Dann:
sn, m=20,1,2,... isteine (neue) Folge.

sy, heildt dien-te Partialsumme der Folge(ay, )nen, »
(sn)nen, heilt Folge der Partialsummen.

Ubliche Bezeichnung:
Fur die Folge der Partialsummen hat man einen extra Namen: Sie he{@neiedli-
che) Reihe mit den Gliedernag, a1, . ..

Schreibweise ddif:
o0
ao—{—al—i—...—{—an—i—...:Zan

=0
Achtung: Diesex-en Summen sind valfig nur formale Schreibweisarfdie Folge
ders,, n=0,1,2,..., und nicht etwa Zahlen.

Anmerkung: Man hat auch die Reihe der bei Folgen, die mit; beginnen: Man
schreibt dann

o
a1 +as+az... = Ean
n=1

2.1.2 Weitere Beispiele. Das Problem der Konvergenz

(3) Harmonische Folge und Reihe:
1

Folge: an:=—, n=12...
n

Partialsummensn:1+§+...+—, n=12...
n

<1
Reihenschreibweisey —
i ibwei Z -

n=1
(4) Alternierende harmonische Reihe:
1
Folge: an = (—1)"1= n=12...
n
o0
1 1 1 1 1
Reihe: Ly [ e (S I
nz::l( ) n 2 + 3 4 + +(=1) n +

(5) “Empirische” (endliche) Folgen:
Etwa die Folge der Dax-Indizes an einer vorgegebenen Folge von Zeitpunkten. Solch eine
Folge heil3t auch eingeitreihe. Folgen von Aktienkursen gégen auf den ersten Blick
keinen mathematischen Gesetddigkeiten und werden nur statistisch untersucht.
Empirische Folgen sind etwa auch die Mel3reihen der Naturwissenschatftler.

. 1
(6) Die Folge an = (1+ ﬁ)" n=12,...

4
Also: ay =2, ay= (;)2 =225 az= (3)3 = 2,37037, ...
(Die zugelidrige Reihe spielt keine Rolle in der Mathematik.)
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. . 1., .
Interpretation des Folgenglieds + —)™ in (6) :
n

Bei einem Zinssatz voh00% (der Einfachheit halber) hat man:

n | Kapital + Zinseszins nach einem Jahr | bei Zinsaussdhitung
1 K-(14+1)=2K jahrlich
2 K-(1+ %) (1+ %) =2,25K halbjahrlich
1 . . .
4 K-(1+ 1)4 ~ 2, 44K vierteljahrlich
1 .
12 K-(1+ E)12 ~2,613K monatlich

Also fir n immer gibRer: Immer kirzere Fristen bei der Zinsausgitiung.
Frage: Wie grol3 kann das Kapital letztlich werden?

Problem generell:
Was wird ausz,,, wennn immer gif3er und schlielichiiber alle Schranken grof3”

wird ?
o0

Und: Kann man die erst einmal nur formal definierte unendliche Su@nen in
n=0

der Schreibweisdlf Reihen unter Umanden als reelle Zahl auffassen ?

Bevor wir diese Fragen mit Hilfe des Begriffs der Kovergenz beantworten werden, wollen wir
noch einen weiteren Beispieltyp betrachten.

2.1.3 Rekursive Definition von Folgen

Es ist noglich, Folgen “rekursiv”’ zu definieren. Das geht so:
Rekursive Definition von Folgen:

Im einfachsten Fall:

Man gibtag vor (odera; , wenn die Zhlung mitl beginnt). Anschlie3end gibt man
eine eindeutige Vorschrift an, wig, 1 ausa,, zu berechnenistdin = 1,2, ...

Dann: Die Folggay,)nen, gilt als definiert.

Etwas allgemeiner:

Man gibtag, ay, ..., an, an fur einng > 0 . Danach beschreibt man durch eine ein-
deutige Vorschrift, wieiir n > ng dasa,,+1 aus derug, a1, ..., a, ZU berechnen ist.
Auch dann: Die Folgéa,, ),cn, gilt damit als wohldefiniert.

Beispiel:
(7)ap =1 unda,iq = %(an + %) furn > 1. Esist
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ap=1, a1 =15, ag = 1.41666.. , ag = 1.4142568.. , ...

Anmerkung:
Arithmetische und geometrische Folgen kann man auch aégnante Weise rekursiv definie-
ren.(Vergl. Vorlesung)

Wir kommen nun zur Frage: Was haben die Vermehrung der Kaninchen, Kunst und Architektur,
und Aktienkurse gemeinsam ?

Dazu geben wir als Beispiel eine der lemtesten Folgen der Mathematikgeschichte:

(8) DieFibonacci-Folge

Es seify := 1, f1 :=1 und rekursiv definiert:f,, 12 := f, + fnt1, n=2,3,....
Die ersten Folgenglieder sind

1, 1, 2,3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, ...
Anwendungender Fibonacci-Folge:
¢ Die Fibonacci-Folge dient als ein Modellirf die Vermehrung der Kaninchen, wenn man
von folgenden Annahmen ausgeht:

1. Zu Beginn des ersten Monats existiert ein Paar Kaninchen.
2. Ein Kaninchen ist erwachsen, wenn es mindestens 2 Monate alt ist
3. Ein Paar erwachsener Kaninchen erzeugt jeden Monat ein Paar junger Kaninchen.
4. Kaninchen werde beliebig alt.

Dann istf, die Anzahl der Kaninchenpaare am Ende dts) Monats. (Vergl. Volesung)

e Man kann zeigen: i n — oo kommt% der Zahl o = }(1++/5) = 1.61803...
beliebig nahe. (Z.B. isfl = &2 = 1.618 )

Es isti = 1—aund« ist die Verfaltniszahl beim sogenannt&@oldenen Schnitt. Objekte,

bei denen das Vet#titnis1 : « odera : 1 eine Rolle spielt, gelten in der klassischen Kunst
und Architektur als sabn und ausgewogen. Das hat man auch in unseren modernen Zeiten
ubernommen: Das Veditnis der Seite@ngen unserer Kreditkarten ist!

e In einer bestimmten Theorie deBenkurse gibt es die sogenannigliot-Wellen. Man
geht von einem wellefmigen Auf und Ab der Kurse aus und bei den \&thissen der
Wellenlangen taucht die Goldene-Schnitt-Zahbzw. é auf.

e Schlielilich spielen die Paafg, f,+2 der Fibonaccizahlen auch bei der Blattanordnung von
Pflanzen eine Rolle.

Fazit: Die Fibonacci-Zahlen sind ein Teil der Struktur unserer Welt.
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2.2 Konvergenz

Wir untersuchen, was bei unseren Beispielen passiert, wenn der Folgenibhdkebig grof3 wird.

Bei (1) Fur d > 0 etwa wirdnd nach dem Archimedischen Axiom@jser als jede vorgegebenes
C > 0 und somit “wachst” auchu,, = a + nd "Uber jede Schranke hinaus”.

Bei (2) Fur g = 1: a,, ist konstant gleich.
Fir ¢ > 1: Wieder kann man zeigen, dgB Uber alle Schranken&chst.

Aberwenn) < g < 1:
q" wird “beliebig klein”und kommt def) “beliebig nahe”.

qn

Dann auch: 1 wird beliebig klein und

1—qg" 1 n
14+a+a®+ ...+ ad" = T _ q

l1—q 1—g 1 q
1 L . _—

kommt dem Wertl— beliebig nahe. (Genauer in Definition 1)
—4q

n

. Oop = Z(—l)’“*% und den

1

x|

Bei (3) , (4) und (6): Was wird aus den Teilsummen = Z
k=1

. 1 .
Gliedern(1 + =), n=1,2,...fUrn — c0?
n

Der Sachverhalt, der in ddberlegungen zuvor mit “einem Wert beliebig nahe kommen” formu-
liert wurde, wird nun genau gefalf3t.

2.2.1 Definiton der Konvergenz

Definition 1. (Konvergenz)
Es sei (an)n=1,2,.. €ine Folgea € R. Man definiert:

(an)nen ist konvergentmit a alsGrenzwert oderLimes
bzw. =
(an)nen konvergiert gegena furn — oo

Zu jedem (wenn auch noch so kleinen)- 0

gibt es einN € N (unter Umsénden sehr grol3),

so daRirallen > N qilt: |a, —a| <e

(d.h. der Abstand zwischer), unda ist kleiner als das).

Schreibweisenifr diese Sachverhalt:

lim a, oder a, — a.
n—oo n—oo

Ist lim a,, =0, so heil3{a,),cn eineNullfolge .
n—oo
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Eine Reihez a, heildtkonvergent mit Summea , wenn die Folge ihrer Teilsum-

n=0
mens, = ap = a1 + ... + an,n =0,1,2, ..., gegens konvergiert.

o0
Wenn dies der Fall ist, schreibt man Z“” = a

n=0
In diesem Fall steht die formale unendliche Summe dlseihe eindeutig bestimmte
reelle Zahl !
Bemerkungen:

Der Grenzwert einer Folge ist, wenn er existiert, eindeutig bestimmt.

Die Tatsache der Konvergenz und der Grenzw#adern sich bei einer Folge nicht, wenn man f
endlich viele Indizes die Folgengliederaiulert.

Bei einer konvergenten Folge ist die Menge aller Folgenglieder (als Teilmenge

vonR) beschankt (vergl. 1.3.4).

Variante der Definition:

Bezeichnung: Seia € R, € > 0.

Das Intervallla — ¢, a + [ heif3t dies-Umgebungvon a.
Schreibweise: U.(a) :=|a — ¢,a + €].

(Es ist das Intervall mit Mittelpunkt und der lange2e).

Variante der Konvergenzdefinition:

Zu jedeme > 0 gibt es einlV € N, so daf3 gilt:
lim a, =a <= Alle Folgenglieder,, mitn > N liegen
e in dere-Umgebung von.

! Fur jedess > 0 gilt:  Bis auf endlich viele Ausnahmen
liegen allea,, in U.(a).

Interpretation:
Man kanna bis auf einen beliebig kleinen Fehlerdurcha,, approximieren, wenn man nur
geriigend groR whlt.

Das fuhrt zur verbreitesten praktisché&mwendung der Konvergenz von Folgen:

Wo reelle Zahlen berechnet werden, z.B. in den Taschenrechnern, werden sie meist
als Grenzwert passender Folgen berechnet. Die Berechnung der Folgenglieder geht
so weit, bis eine geianschte Genauigkeit (beispielsweise- 10~10) erreicht ist.

2.2.2 Erste Bestimmung von Grenzwerten:

Tatsache:

Q) lim l:0.

n—oo N
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(2) Fur ¢ e R mit |g| <1 ist lim ¢" = 0.
n—oo

o
3) Firg mit|q| < 1ist "= —
(3) Frg mit || %q —

(4) Es |stz —y 1)

AulRerdem:

(5) Fir die rekursiv definierte Folge mit = 1 unda,4+1 = 4(a, + =)

Qn
gilt lim a, = V2.
n—oo

1
(6) lim ay := (1+—)" = e=2.718281828459... .
n—oo n

Die Zahl e heil3Eulersche (Wachstums-)Zahl

Zum Beweis:

Beweisskizzen von (1) - (4) mit elementargberlegungen in der Vorlesung.

Zum Beweis von (5) braucht man feinere Methoden.

Bei (6) beweist man die Konvergenz (mit dem Monotonieriterium, s.unten) und definiert die Zahl

e als den Grenzwert. Sie kann dann durch einen endlichen Dezimalbruch bis auf einen tolerierten
kleinen Fehler beschieben werden. (Bei unserer Angabe ist der kehler 10712 )

Anwendungen und Deutungen:
Zum Ergebnis aus (6) (vgl. Interpretation des Beispiels (6) in 2.1.2):

Bei “kontinuierlicher” Verzinsung und00% Zinsen eridht sichK in einem Jahr auf
K-e=27T18... K.

Zum Ergebnis aus (3):
Auswirkung von Investitionen auf das Volkseinkommen (siehe Vorlesung).

Anmerkung:
Die Schwierigkeit bei der Untersuchung, wie sich eine Folge bei wachsendesrtalt, beruht
haufig auf dem Widerstreit gegeitglicher Tendenzen, demonstriert am Beispigk (1+%)” =
(n—!—l) Versusa,, 1 = (Zi%)n-&-l
Die einzelnen Faktoreif‘q—1 beia,, sind (gBRer 1 und) gil3er als die Faktoregljr—f
bei Ap41-
Aber: Beia, 1 hat man einen Faktor mehr.
Was gibt den Ausschlag bei der Frage,@p < a, 41 odera,, > a,11? ISt es der
zusatzliche(n + 1)-te Faktor™2, beia,,1, der den Wert vergi3ert, oder die Tatsa-
che, dal’ die Faktoren i, aIIe gioler sind als die erstenFaktoren ina,, 1. (Dazu
und zum Vergleich mit der Folge déy, := (1 + 1)"*! vergleiche die Vorlesung.)
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2.2.3 Konvergenz gegen =oo (Uneigentliche Konvergenz)

Bei manchen Folgen, wie etwg = n, wachsen die FolgengliedeiiBer alle Schranken hinaus”.
Das ist ein definierte@berschaubares Verhalten und wird mit einer Definition honoriert.
Definition (Konvergenz gegefitoo):

Sei(an)nen, €ine Folge. Man definiert

Zu jedemC' > 0 gibt es einNV € N,
lim a, = oo (bzw. —x0) <= so daR fir allen > N gilt:
e an > C (bzw.a, < —C)

Man sagti(ay, ),cn ist uneigentlich konvergent.
ISt ($5,)n=0,1,... die Reihe mit der den Gliedem,, d.h. die Folge de$,, = ag + a1 +
... + a,, so schreibt man bei uneigentlicher Konvergenz ¢an,—o 1,...:

(o) o
Zan:oo bzw. E ap = —00
n=0 n=0

und sagt: Die Reihe det,, konvergiert geges-oc.

Prominentes nicht triviales Beispiel:

o
1 .
d =00 ! (Beweis in der Vorlesunyg
n=1 n
Information als Kontrast:
e 1
Y (=1)"'= =1In2 ~ 0,693...
n=1 n
Interessantes Spielfeld@f Mathematiker:
oo
. , 1 , . .
Gegeben eine “Unterreihe” voE —. Konvergiert sie gegen ein reellesoder
n
n=1

gegen-oo ?

2.2.4 Rechnen mit konvergenten Folgen und Reihen

Satz 1:

(an)n=012,.. und (by)n=012,. Seien konvergente oder uneigentlich konvergente
Folgen und es sei € R . Dann gilt:
1) lim (aa,) = a- lim a,

n—oo n—oo

(2 lim (ap +0b,) = lim a,+ lim b,

n—oo n—oo n—oo

(3) lim (ay, -by,) = (lim a,)- (lim b,)
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(4) und, falls alleb,, # 0, lim b, #0:

lim a,
. a/n n—oo
lim — = —
n—oo by, lim b,
n—oo

Dabei werdenir reelle Grenzwerte a und die uneigentlichen Grenzwere fol-
gende formalen “Rechenregeln” mit (Kommutativgesetzen) benutzt:

a+ 00 = 00 a— 00 =—00 00 - 00 = 00
00 - (—00) = =0 (—0) - (—00) = 00
und fura # 0 :
—00 a<0 00 a<0
a-o0 = und a-(—o0) =
00 a>0 —00 a>0

. . . + .
Beachte: Es sind keine Aussaggemachtiéir 0 - (+oo), oo — oo und iﬁ Diese

(0. ¢]
Ausdiiicke heif3en “unbestimmte Ausdke” und sie machen ohne weitere Angaben
keinen Sinn. Weiteres dazu siehe 2.2.7 .

Fur konvergente Reihen gilt teilweise das Entsprechende:
o0

Z a, = « i an
n=0 n=0
Z(an+bn) = Zan + an
n=0 n=0

n=0
Aber Vorsicht!
Es ist (im allgemeinen) “(a, - by) # () _an) - (O _b,) , d.h. die analoge
n=0 n=0 n=0

Produktregel gilt nicht!

Beweise: (1) — (4): durch geschicktes Abatten
Fir die Reihen: Sind,, := a1 + ... + a, undt, := by + ...+ b, die Teilsummen,
so gilt

aagg+...+aa, = -8,

. . (a0+b0)++(an+bn> = Syttt
Aber im allgemeinen

Sp oty = (Z ak)(z br) # arby + ...+ apby
k=0

k=0

Beispiel ir das Rechnen mit konvergenten Folgen:
(1) Wir betrachten das Beispiel aus (5) der Tatsache in 2.2.2 : Man zeigd,,dafd) fur allen
und hat dann
(%) aps1 = 1(an + 3) <> 2apapt1 = ai + 2

2 an
Man zeigt nun, daf} die Folge dey, konvergiert (sie ist monoton fallend und nach unten be-
schiankt, s. ). Der Grenzwert sei. Man macht sich klar, daR die Folg&, = ant1)n=1.2,..
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dann ebenfalls gegenkonvergiert. Iterierte Anwendung der Aussagen im Satz liefert dann aus
der rechten Aussage van) :

202 = a2 +2<=a2=2, dh.esisu=+2.

2.2.5 Absch atzen bei konvergenten Folgen

Tatsache

(@n)n=1,2,.. und(b,)n=12 .. seien konvergente Folgen mit den Grenzwerten
bzw.b. Dann:
Ista, <b, furallen,soista <b.

Achtung(!):  Es st mbglich, dafx,, < b, furallen , abera =1b.

Beispiel fr letzteres: (ay)n—1,2,.. Sei die konstante Folge, = 0 fur allen mit Grenzwert ,
und es seb, = 1, n=1,2,.... Dannista, < b, furalleN ,und lim a, =0= lim b, .

n—o0 n—o0

2.2.6 Einsetzen von Folgen in Polynome:

Definition (Polynome):
Seim € Ny und seienxg, aq, .., a;, € Rmit a,, # 0. Die Zuordnung die aus € R
die Zahl

™ + a1 2™+ oz +ag = p(x)

produziert, heil3t eiRolynom, genauer: das Polynom mit den Koeffizientena:, ..., a;,

Man spricht von einem Polynom-ten Grades.

Nun sei(a,)n=1,2,.. €ine gegeru € R konvergente Folge. Durch das Polynom wird eine neue
Folge

cn = play) = ama™ + apm_1a™ 1+ .+ ara, + ag
definiert. (Man sagt;, entsteht durchEinsetzerf von a,, in das Polynom.)

Aus den Regeln (1),(2) und (3) des Satzes in 2.2.4 folgt dann (etwa durch Indikisrden
Gradm des Polynoms), daB3 die Folge = p(a,)n—12,.. €benfalls konvergiert, und zwar gegen
pla) = apma™ + ap_1a™ !+ .+ ara + ag . Als Fazit:

Tatsache:

Ist lim a, = a,soist lim p(a,) = p(a).
n—oo

n—oo

2.2.7 “Unbestimmte” Ausdrlicke

Wir betrachte die “Grundfolget,, = n,n = 1, 2, ... und setzen sie ein in das Polynom

™ + Q2™ 4 L+ i+ ag = p(x)
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mit «,, # 0. D.h. wir betrachten die

p(n) == amn™ + Qpmoan™ 4+ o+ ant+ g , n=1,2,....
Tatsache 1
. ) B 00 Q>0
st mo) < | % oI
Beweis: Man hat nach den Rechenregeln
1 1 1 1
p(’fl) = nm( [a7%% —+ Oszlﬁ =+ O‘m72ﬁ + ...+ a7 nmfl + Oéonim ) s
n—oo| 1 ! ! ! |
lim (p(n)) 00 0 0 0 0
n—oo
. ) 00 oy >0
und somit nan;o(p(n)) 00 - { o < 0

Wir haben dabei das in 2.2.4 beschriebene formale Rechnen mit den Zdichdrenutzt. Zum
dort angegebenen “unbestimmen Ausdrugk’seien folgende Beispiele betrachtet. Sei:

Brak + Be1zab 4+ Pz + B0 = q(x), B £0
ein weiteres Polynom. Wir nehmen an, da(%:) # 0 fur allen und untersuchen
p(x) - -
r(z) := —= unddie Folge derr(n) := —= , n=1,2,... . Esist
©) = @ "= )
™+ Qme1r 4 Qs F o+ Qe+ Q0n )
n (B + Br1z + Bromr + o + B + Boar)

Nach den Rechenregeln folgt wie im Beweis der Tatsache 1 :

r(n)

lim r(n) = lim n™%. (;—m ., und daraus schlieRlich
n—oo n—oo Lk
Tatsache 2
[~ m>nund 2% > 0
Bk
, —00 m>n und 27 <0
Esist lim r(n) = B
e aﬂ m=mn
Bk
0 m <k
Registriere
Furm,k > list lim p(n) = oo = lim ¢(n).Nach den Rechenregelréwe alsolim r(n)
n—oo n—o0 n—oo

so etwas W'eiﬁ , Dal dieser Ausdruck keinen wohldefinierten Sinn hat, sieht man an der Tat-
o0
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sache 2 : Der Ausdruck nimmt von Fall zu Fall ganz verschiedene Werte an.

Zusatz:

(1) Man kann auch die negative Grundfolgen),—; .. betrachten. Sie hat den uneigentli-
chen Limes—oco . Setzt man sie in unsere Polynomie:) und ¢(z) ein, so erlt man als
Grenzwerte die Wertelf die (positive) Grundfolge multipliziert mit—1)" im Falle von
p(z) , und multipliziert mit(—1)™~* im Falle vonr(z) .

(2) Statt der Grundfolgen kann man auch jede andere Falgg,— 2 .. betrachten, die un-
eigentlich konvergiert: Man kann die Folge defu,),n = 1,2,... und die Folge der
r(an),n = 1,2,... untersuchen. Istlim a,, = oo , so sind die Grenzwerte dieselben

n—oo

wie bei (n),=12,. . undist lim a, = —oo , so sind die Grenzwerte dieselben wie bei

n—oo

(_n)nzl,Q,... .
2.2.8 Konvergenzkriterien

Es seieMan)n=01,..., (bn)n=0,1,.. Und(c,)n=0,1,... Folgen.

Konvergenzkriterien fir Folgen:

(1) (Monotoniekriterium Ist (ay,)n—0,1,.. Monoton wachsend (d.h.iat, 1 > a, fur alle
n = 0,1,...) und nach oben besdmkt (d.h. es gibC € R mit a,, < C fir alle n=1,2,...),
S0 ist(an)n=o,1,... kONvergent.
Ebenso: Ist die Folgéa,,),—0,1,.. monoton fallend und nach unten besatit, so ist sie
konvergent.

(2) (EinschlieBungskriteriuyn Es geltea,, < ¢, < b, . AuBerdem seiefia,),—o,1,... und
(bn)n=0,1,... konvergent mit demselben GrenzwertDann konvergiert auclc,,),—o,1,...
gegenu.

(3) (Cauchykriteriun Es gilt:

Zu jedeme > 0 gibtes einNV > 0,
(an)n=o,1,... ist konvergent<— so daRir allen, m > N qilt:
lan —am| < e

Anmerkung:

Mittels (1) beweist man die Konvergenz der “Zlnsfolg(d”+ 7) .

n
(2) (wie (1) ) erlauben, Konvergenz festzustellen, ohne dal? man den Grenzwert schon im voraus
kennt.

Konvergenzkriterien fiir Reihen:

(1) Ein notwendige Kriteriunfiir Konvergenz:

o0

IstZan konvergent, so istim a, = 0.

n—00
n=0
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(2) (Cauchykriteriumiir Reihen

Zu jedeme > 0 gibtes einNV > 0,

_ . _ so dal dir allen,m > N gilt:
Die Reihe) _ a,, ist konvergent<«>

m
n=0 | Z ag| < e
k=n

o0
(3) (Majorantenkriteriumh  Es seieru,, > 0 fir allen undz ay, Sei konvergent.

n
Ist dann0 < |b,| < a,, fur allen (oder auch nuriir alle n ab einem festeV), so ist auch
o0

Z b, konvergent.
n=0

Man nennt dann die Reihz a, eine Majorantdir Z bn
n=0 n=0

(4) Quotientenkriterium Es seia,, # 0 furallen = 0,1, ....

! o
Gilt Tim 121l _ g < 1soistdie Reih) _ a, konvergent.
n—oo ‘an’ r
Beispiele:
Zu (3) : Man nochte die Konvergenz der Reihe
oo
Zi S TR T
2 - i tg T Tt
untersuchen. Eine Majorante ist die Reihe mit den Gliedern
1
=1 = — =23, ...
aq ; On n(n_1)7n 39y

Diese Reihe ist konvergent mit SummdBeweis wie bei (4) der Tatsache in 2.2.2). Nach dem
Majorantenkriterium:

oo

1 1
1 — ist konvergent.
ottt gt Z_: g
=1 71'2
(Information: Es istz: — = — . Der Beweis davon ist schwierig.)
=n 6
Zu (4): Betrachte die REIheZ SIS S S R
' B 2 6 24 120 7
’ n+1| mn. ! 1 . . . .
Esist = = — 0 =: ¢ < 1.Nach dem Quotientenkriterium ist also
|an| (n+1)! n+1 n—oo

. . 1
die REIheZ — konvergent.
= n!

o
. . 1 1
Als Information:  Esist E — =e (= lim (1+ ) ).
n:

n—~oo
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2.2.9 Folgen und Wachstum

Monoton wachsende Folgen wurden schon betrachtet (z.B. im Monotoniekriterium in 2.2.8). Noch
einmal die Definition:

Bezeichnung 1 :Sei(ay,) := (an)n=12,... €ine Folge. Dann heif§t., )

monoton wachsend <= apy1 > ayfirallen=1,2,...
streng monoton wachsend<— a1 > a, fUrallen =1,2, ...
monoton fallend <=  apy1 <ayfurallen=1,2,...

streng monoton fallend <= a,1 < ay fUrallen=1,2,...

Die Frage nach der Konvergenz von solchen monotonen Folgen haben wir beantwortet: Sind sie
beschéankt, so sind sie konvergent (Monotoniekriterium) [1ex]

Eine weitere interessante Frage

Gegeben zwei monoton wachsende Folgen, die geg&onvergieren. Welche von beiderawvhst

“am schnellsten” ?

Bezeichnung 2 :
Es seia,, = K¢™ mit K >0 undg > 1, und es seb, = Ln* mit L > 0 undk € N. Die Folgen
(an)nen und (b, )nen Sind beide konvergent gegen.

Bei der Folgez,, spricht man von exponentiellem Wachst(uhasrn steht im Exponenten), bei der
Folge b,, von polynomialem Wachstum

Tatsache(exponentielles Wachstum “ségt” polynomiales Wachstum):
SeienK , L > 0,q > 1,k € N. Dann ist

Kq"
Beweis: S@ter, bei mehr Theorie (Regel von Bernoulli-I6pital).

Vergl. das Beispieliir¢ = 1,1 undk = 5 in der Vorlesung. Bei diesen Datetilferholt” die Folge
¢" die Folgen” zwischenn = 299 undn = 300 .

2.3 Aufgaben

Aufgabe 1. Betrachten Sie die Folge

a

).

9 = 1, Ty = 5(mn_l + -
Berechnen Sie jeweils die ersten 4 Folgenglieder f
a)a=2 b) a =4
Haben Sie eine Vermutung, ob diese Folgen konvergieren? Wenn ja, wogegen?

Aufgabe 2. Die Bundesregierung stiftet einefdfelerpreis fir mathematisch interessierte Studen-
tinnen und Studenten. Dazu wird das Stiftungskapital von 42 000 EUR zw@&beich verzinst.
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Wieviel kann pro Jahr ausgezahlt werden, wenn gleich mit der Auszahlung begonnen wird? Wie
hoch tatte die Verzinsung seiniissen, damit die Auszahlung doppelt so hoch gewesea?v

Aufgabe 3.

Untersuchen Sie, welche der nachstehenden Folgen konvergent, welche divergent sind. Wie lautet
im Fall der Konvergenz der Grenzwert?

2 3
b) b, = nin+n52n+ ;Ln23n10 e) e, = (—n)"
Aufgabe 4.

Bestimmen Sie den Wert folgender Reihém festesN. Wie verhalten sich die Reihen, falls
N — oo geht?

N N N
k2 ok 4 3k 2k . 3k
a) Z 4k—1 b) Z 4k C) 4k
k=0 k=0 k=0
Aufgabe 5.

Ein Wirtschaftszweig wird zur Zeighrlich mit1 Mio EUR gef®rdert. Die Regierung beschliel3t,
die Forderung auslaufen zu lassen, und zwar soll dadérbetrag jedes Jahr um 10% {ek
werden. Wieviel Geld wird insgesamt noch in diesen Wirtschaftszweig investiert werden?
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3 Funktionen und Stetigkeit

3.1 Definitionen und Beispiele

Im “praktischen Leben” werden volks- und betriebswirtschaftliche Daten in gewissen diskreten
Abstanden erhoben. Auf diese Weise ergeben sich Zahlenfolgen zur Beschreibung d@leieAbl
Zum besseren Ve&hdnis der Ablaufmechanismen und zur Untersuchung von Ge&Bigkeiten

stellt man sich jedoch meist die diskreten Daten als Einzelbeobachtungen bei einem kontinuierli-
chen Geschehen vor. Statt mit Zahlenfolgen arbeitet man dann mit reellen Funktionen.

3.1.1 Definitionen

Definition (Funktionen)

SeienX,Y C R Teilmengen.
EineFunktion von X nachY ist eine Zuordnung, die jedeme X genaueiny € Y
zuordnet.
Man schreibt:
f: X —Y, f(z)=.. bzw. z — ...
far
“ f ist Funktion vonX nachY” definiert durch die Zuordnung(z) = ...”

Im konkreten Fall steht anstelle deifiktchen die genaue Angabe, mit welcher Vor-

schrift denx € X ihry € Y zugeordnet ist. Die Vorschrift ist oft eine Formelan
kann aber auch anders formuliert sein.

MusterbeispielX =Y = Rund
f: X —Y, f(x)=2° (bzw. z — 2?)

Zu einer Funktionf : X — Y hat man folgende Bzeichnungen:
X heil3t deDefinitionsbereich der Funktionf.

Y heil3tzZiel von f.

f(x) hei3tBild von x unterf.

Achtung: Das ZielY” von f ist zu unterscheiden vom sogenanniBia von f (oder
alteriimlich: Wertevorrat vory ). Dieses ist definiert durch

Bild(f) = {yeY | esgibtx € X mit f(z) =y}
(= {x €Y |yistBildeinesz € X unterf}.)
Allgemein: Rur A C X ist
f(A) ={y €Y | esgibta € Amit f(a) = y} heil3tBild von A unterf.

Weiterhin: Seiy € Y.
Dann:f~Y(y) = {z € X | f(z) = y)} heiBtUrbild von y unter f und allgemeiner
furBCY:

f~Y(B) :={z € X | f(z) € B} heitUrbild von B unterf.
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Esistf~(y) £ 0 <= y € Bild(f).

Ist0 € Y, so heiRtf~1(0) die Nullstellenmengevon F und diez € f~1(0) heiRen
die Nullstellenvon f .

Beim Musterbeispielr — z? :

Definitionsbereich vorf = R = Ziel von f
Bild(f) = {z €R |z >0} =[0,00]

f14) = {2,-2}
Fur A = [—3,2] ist f(A) =[0,9]
Fur B =[0,9] ist f~1(B) = [-3,3]

Anmerkung: Unser Funktionsbegriff ist so allgemein, daf’ auch die Folgen darunter fallen. Die
Folge (an)nen etwa ist die Funktionf : N — R, f(n) := a,. Wir werden das Wort “reelle
Funktion” reservierenifr Funktionen mitfir uns passendeki undY. Namlich:

Bezeichnung:

Eine reelle Funktion ist eine Funktigh: X — Y, wo sowohlX als aucht” jeweils
eine Vereinigung von Intervallen ist.

(Oft: X,Y sind sogar Intervalle; meist’ = R; oft: X = [0, 00] .)

3.1.2 Veranschaulichung: Koordinatenebene und Schaubild einer Funktion

Definition 1:

Wir betrachten sogenanngeordnete Paareeeller Zahlen:
P=(zy), :
woz € R,y € R . Dabeiqiltfur P = (z,y) und@ = (a,b)
P=Q: <= z=aundy =b.

Alsoz.B.:(1,-1) # (-1,1)
(Es kommt auf die Reihenfolge derundy an.)
x heifdt 1. Koordinate oder Abszisse véh= (z,y) .

y heif3t 2. Koordinate oder Ordinate véh

Man schreibt:

R? := {(z,%) | z,y € R} und nennR? die Koordinatenebene.

Als Teilmenge vorR? heif3t
{(z,0) | = € R} diez-Achse, und
{(0,y) | y € R} diey-Achse.
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Anschauliche Vorstellung voR? als “Zeichenebene”:

Man stellt sich zwei zueinander senkrechte Zahlengerade vorzAahseoder Abszissenachse

und diey-Achseoder Ordinatenachse. Der Purilt y) ist dann wie im folgenden Bild gegeben
(von der Schule bekannt):

|
|
|
(0,0)T é

Definition 2: Seif : X — Y eine reelle Funktion. Dann:

G(f) = {(z, f(x)) | x € X} C X x Y heil3t der Graph vorf oder das Schaubild
von f.

Beim Musterbeispiel:
Der Graphvonf : R — R, f(z) = 22 ist

Anmerkung

Die Verwendung der Zeichenebene erlaubt auch die Veranschaulichung weiterer Punktmengen,
die bei Funktionen betrachtet werdeirien.

In der Integrationstheorie z.B. treten Punktmengen def{Att y) |z € [a,b] C X,0 <y <
f(x) } auf (Stichworte: Konsumentenrente, Produzentenrente).
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Fur unser Musterbeispiel und, b] := [0, 2] z.B. werde diese Menge im folgenden Bild schraffiert.

Machen Sie zutlbung eine Zeichnung:

3.1.3 Weitere einfache Muster- und Demonstrationsbeispiele

Konstante Funktionen

Die einfachsten Funktionen sind die konstanten Funktionen

[ X —R f(x)=c,

wo ¢ € R eine feste (konstante) Zahl ist.

Ihr Schaubild ist die Parallele zarAchse durch den Punko, c) der Koordinatenebene

Die identische Abbildung (ldentit)

f=idy =id: X — X, f(z) == .

Informationen aus dem Alltagsleben, als Funktion betrachtet:

Die Briefporto-Funktion

56
112
153
225

f:]0,1000] — [0,00[ , f(x) =

0<ax<20

20 <z <50
50 < z < 500
500 < x < 1000

Dabei: x =Gewicht (in g ) undy = Preis(in Cent)

Schaubild:

25

5 KY/4

J000
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Funktionen diesen Typs heil3en Treppenfunktioraie “Stellen”z = 0, 20, 50, 500, 1000
heiRen Sprungstellether Funktion.

Eine Treppenfunktion ist auch die
Integer-Funktion

f:R— R, x+—— grofRte ganz Zahl< x .

Nun zu interessanteren Funktionen:

3.1.4 Polynome

Definition
Seim € Ny und seienyg, aq, .., a,, € R . Die Funktion
fR—R, f(z) = amz™ 4+ am_ 1™ + ...+ a1z + o

heil3t einPolynom, genauer: das Polynom mit den Koeffizientep oy, ..., a,.

Ist oy, # 0, SO spricht von einerolynom m-ten Grades Dasca,,, heif3t dann der
Leitkoeffizient von f .

Eina € Rmit f(a) =0 heil3t eineNullstelle vonp (s. auch 3.1.1).

Spezialalle:

(r) = ap : Die Polynomed-ten Grades sind die konstanten Funktionen.

Man schreibt auchf = o und sagt ‘f istidentisch gleichyy ".
Ihre Schaubilder sind die Parallelen zt#Achse.

(z) =y = cqx+ a9 = ax+b (lineare Polynome).

Das Bild zeigt die Funktionf(z) = iz +1.
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Die zugeldrigen Graphen sind Geraden, die nicht parallehzéchse oder:-Achse sind.
Aus der Schule bekannt:
Esistf(0) = b, d.h.b ist dery-Wert des “DurchstoBpunkteg0, b) des Graphen mit der

y-Achse.
fz1) — f(x2)

AulRerdem: Brz; > xg ist ——2—+=2 = g
xr1 — X2

Also: a ist die Steigungder Schaubild-Geraden.
Schliel3lich: Es gibt eine Nullstelle bet = b .

a
b b —4 :
(2) = ava’+anztag = az+brte = a((x+2—)2—472ac) (quadratische
a a
Polynome).
b . .
Wegen(z + 2—)2 >0 liestmanab: Brallex € Rist
a
b2 — dac
> - a>0 b
f(z) , ¢ ., mit Gleichheitbeiz = —— .
b* — 4ac 2a
< - a<0
4a
In Bezug auf Nullstellen gilt: Es gibt
b+ Vb2 -4
— 2 Nullstellen wennb? — 4ac > 0, und zwarzy; = 5 ac
a
. . b
— Eine (doppelte) Nullstelle bei: =: ~%a ,wenn b? — 4ac =0,
a

— keine reelle Nullstelle, wenm? — 4ac < 0

Polynome lbheren Grades werden immer komplexer, behalten aber eineriitesisichtli-
chen Verlauf.
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Noch eine Information:
Satz:

Ein Polynomm-ten Grades hatdthstensn Nullstellen.

3.1.5 Anwendungen der Polynome

In Modellen detOkonomie werden lineare und quadratische Polynome als Modelfengebots:
Nachfrage-und Kostenfunktionegenommen.

Eine Nachfragefunktion ist z.B (dabei istdie (kontinuierlich aufgefalite) Stkzahl des Produk-
tes,p der Preis pro Einheit4 die Auslastungsgrenze):

1
f[O,A] %Rzo, f(a;) :IpI:5—§Z'
Aus der Nachfragefunktion entsteht die &funktiondurch Multiplikation mitz (Erlos =

Preisx Stiickzahl).Also in unserem Beispiel:

1 1
E(z)=(5— Qm)x = br — 5562

Ubung: Zeichnen Sie das Schaubild der Funkiion

Polynome sind vegleichsweise einfache Funktionen, deren Werte einfach zu berechnen sind. Des-
halb werden Polynommeilnfig genommen, um kompliziertere oder noch unbekannte Funktionen

zu ersetzen. Das geschieht zum Beispiel, wenn man vorgegebene Punkte in der Koordinatenebe-
ne durch das Schaubild eines Polynoms “interpoliert”. Der folgende Satz gibt den theoretischen
Hintergrund:

Satz (Polynom-Interpolation):

Gegeben seien + 1 paarweise verschiedene reelle Zahtenzs, ...x,, 11 und weitere reelle Zah-
lenyy, yo, ..., yn+1 , die nicht notwendigerweise verschieden sind. Dann gilt:
Es gibt genau ein Polynorivom Grade< n so dalf3 gilt:

f(x1) =y, f(x2) = Y2, s f(Tnt1) = Ynt1-

Zum Beweis der Existenz geben wir ein Polynom an, welches die geforderten Bedinguridjen erf
(Lagrangesches Interpolationspolynom):
Man betrachte die Polynome

n+1
() (x —xy) _ (x—21) oo (x—221) - (T — Tig1) * oo (T — Tpg1)
LZ( ) ' 11:[1 xi—wj (mi—xl)n..-(xi—mi_l)-(xi—a:i+1)-...-(a:i—xn+1)
J#i

Dann ist
1 j=1

Lz’(%‘)Z{O JR A

Das Polynom
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n+1
Z yiLz
i=1

erfullt dann die geforderten Eigenschaften.

Ein Beispiel:
1 1 2 3 4
ZT; —1 2
Yi 0 1 0 2

—

Day; = 0 = y3 , werdenZ; und Lz in der Summenformelilir L(x) nicht gebraucht. Wir
berbtigen nurL, und L, . Esist:

(x—i—l)( —1)(x—2) (x 4+ 1x(x —1)

Lale) = Ty gy W L) =
_( —1)(z—2) (332—1)37 _ 9.3 2 9
- = 2 + 3 = 630 -z —6£L'—|-1 .
Schaubild:
/”:‘ /
// /'/

3.1.6 Rationale Funktionen

Definition (Rationale Funktionen):

Seienf undg zwei Polynome, ung sei nicht konstant gleict .
Sei N = {z1,z2,...,x;} die Menge der Nullstellen von.
Dann heif3t die Funktion

i: R\N—>R,x»—>@,

g 9()
einerationale Funktion.
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Beispiele:
Die Polynome ahlen auch zu den rationalen Funktionen. Es ist dabei gtwd .
Die einfachste “echte” rationale Funktion ist die “Hyperbel”
1 1
—: R\{0} — R, z+— —
X X
Typische allgemeinere rationale Funktionen sind

1 T+ 2 2 +2 3+ 2

x  x?2—-1" z2—-1" 22-1

. , 1 , . I
Es folgen die Schaubilder von und der drei angegebenen allgemeineren Beispiele.
X

Wie der Verlauf solcher Funktionen im einzelnen ermittelt wird, werden wir im weiteren Verlauf
der Vorlesung sehen.

Anwendungrationaler Funktionen:
Rationale Funktionen treten u.a. alsi§kkostenfunktionen auf: Es sei

K : [0, A] — R eine Kostenfunktion.
Dann
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— K K
K = —:]0,4 —R,z+— (z)
X X
ist die sogenannte &tkkostenfunktion,
. L 244 4
Beispiel: K(z) =2%+4 mit K(z) = < : =+

3.1.7 Potenzfunktionen. Wurzelfunktionen. Exponentialfunktionen

Potenzfunktionen sind Funktionen mit der Zuordnung— z* oder etwas allgemeiner
r— Kz, a, K feste reelle Zahlen.

Zuerst einige Speziddfle:

Natirliche Zahlen als Exponent#n:

Die entspechenden Funktionen sind spezielle Polynome, die sogensforieme
fFR—R, f(z)=2a".

1
Exponenten vom Typ]; . keN:

Tatsache lundBezeichnung 1( k-te Wurzeln):

Seik € N. Dann:

Zujedemz € R mitx > 0 gibtes genaueip >0 mit y* =z .
Diesesy heilt diek-te Wurzel vonz , geschrieber/z.

Zusatz: Istk ungerade, so kann man dige Wurzel auchiir —z definieren, und zwar ist
dann {/—x := —{/x .

Beweis: 1.Version: Man kann einen abstrakten Existenzbeweis mittels desindItgteitsaxioms
(s. 1.3.5) Bihren.

2.Version: kir z > 0 definiert man rekursiv folgende Folge:

Esseiap >0 undfurn > 0sei ant1:= an(1l+ %(% -1)).

Man zeigt dann: Die Folgéu,).cn, konvergiert gegen eip > 0 und fur dieseg gilt y* =z .

Ubung: Man zeige: &k = 2undao = 1 liefert die angegebene Formel dieselbe Folge wie die in
(5) der Tatsache in 2.2.2 definierte Folgje f/2 .

Rationale Exponenten

Bezeichnung 2:
Seiemn, k € N ,q := % undseil <z eR .
- 1.
Man definiert z¢ := ({/z)", 2°:=1 und 279 := — im Fallex > 0.
X
Fur jedesq € Q ist also eine Funktion

f:]0,00] — R, z+—— 21,
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wohldefiniert.
Name daffir: Potenzfunktion mit Exponenty .

Anmerkung: Fr positiveq kann mar) zum Definitionsbereich hinzunehmen.

Das Beispiel/z geplottet:

’ Beliebige reelle Exponenten

Bemerkungen:

(1) Die systematische Eiahrung der reellen Zahlen liefert folgende Tatsache:
Jede reelle Zahl ist Limes einer Folge rationaler Zahlen.

(2) Sei0 < z € R . Seiq eine reelle Zahl und séi,,),—1 2. eine Folge rationaler Zahlen
mit lim a, = ¢. Dann existiert lim z°" . Der Limes seir? genannt.
n—oo

n—oo

Ist b, eine weitere Folge reeller Zahlen miitm b, = ¢, so ist auchlim z’» = (dasselbe) .
n—oo

n—oo

Definition 1 (der allgemeinen Potenz):

Seienz > 0 undq reelle Zahlen. Man definiert die PotenZ folgendermal3en:
Sei ¢ = lim a, der Grenzwert einer Folge rationaler Zahlen. Dann sei

n—oo
2?4 = lim 2% .
n—oo

Nach den Bemerkungen ist wohldefiniert.
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Definition 2 ( Potenzfunktionen. Exponentialfunktionen):

Die Definition 1 erlaubt die Definition von zwei Typen von Funktionen, je nachdem
ob man die Basis oder den Exponenten der Potenz variiert.

Potenzfunktionen:

Firg € R definiertman  ]0,00] — R, z—— a?.

Man bezeichnet diese Funktion einfach mit#” und nennt sie die Potenzfunktion
mit Exponenteny ,

Exponentialfunktionen:

Fur jedes reelle > 0 definiert man eine Funktion R — R durch x —— a*.

Man bezeichnet sie mité4® ” und spricht von der Exponentialfunktion zBasisa .

Tatsache 2(Potenzregeln):

Fur allgemeine Potenzen gelten diblichen Potenzregelnamlich:
Fur alle reellenz,y > 0 und allep,q € R gilt

(1) (zy)? = a%y?

(2) 2Px? = zPTY und (zP)? = zP9.

. . . L 1
(3) Aus der ersten Gleichung in (2) ergibt sich insbesondereT? = —
X

3.1.8 Die Exponentialfunktion

Zu beliebigemx € R sei die Reihe

o0 " IL‘2 $3 n
Z— = l+z2+—+—+..+—+.. = exp(z)
n! 2 6 n!
n=0
betrachtet.

Tatsache 1 und Bezeichnung

o0 n

Die Reihe exp(z) = ) :::7' ist konvergentifir jedesz € R . Die auf diese Weise
n.
=0
definierte Funktion "
o0 :En
exp: R — R, z +—— exp(z) = Zm
n=0

heil3t dieExponentialfunktion odere-Funktion .

X n
Die Reihe) x—‘ hei3t dieExponentialreihe
n

n=0 "~

Beweis der Konvergenz:  Es ist offenkap(0) = 1. Fir z # 0 wendet man das Quotientenkriterium

an: Esist
ansa] el tent el
I R I e

Nach dem Quotientenkriterium konvergiert die Reihe.
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Tatsache 2
Die Exponentialfunktion eifllt folgende “Potenzregeln”: @ alle =,y € R gilt

exp(z +y) = exp(z)exp(y) und (exp(z))Y = exp(zy) .

. 1 ,
Insbesondere gilexp(—xz) = furallez e R .
[

xp()

n n
Beweisskizzeiir die erste Formel:  Schreilkg, := m—' und b, := y—' fir die Glieder der entspre-
n: n:

chenden Exponentialreihen. Definiere dann:= Z an—rbr . Nach einem allgemeinen SatrfRei-

k=0
hen (Satdiber das “Cauchy-Produkt” von Reihen) konvergiert die Reihe:gleregenexp(x) exp(y) .
Andererseits ist mittels Anwendung der binomischen Formel:

- 2ok yk ! ° n! -t & _ (@+y)"
C”_Z(n—k)lﬁ = i m—k)k!” ¥ T T
k=0 k=0
Ergebnis: Die Reihe deft,, ist gleich der Reihexp(z + y) und somit istexp(x + y) = Z Cn =
n=0
exp(z)exp(y) =
Tatsache 3:
. 1 . .
Seie := lim (1 + —)" die Eulersche Wachstumszahl (s. (6) der Tatsache in 2.2.2).
n—oo n

Fur allez € R gilt
exp(z) = €* = lim (1+ z)" .
n—oo n

Also: exp ist die Exponentialfunktion zur Basts.

Der Beweis ist etwadiftelig.

Die e-Funktion geplottet:
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3.1.9 Cosinus und Sinus

Tatsache
Die Reihen
2n 2 4 2n
X xr xr xr
= 1" =1——4+—+... -1)"
cos T Z( ) @n)] 7 Tog T +(-1) (2n)'+
q k=0
un
0 2n+1 3 5 2n+1
a xT X X
i = -1V =z — 4+ — + ... B )
S kz_%)( Vs T s T T Y e

sind konvergentiir allex € R .

Beweis: Die konvergente Reik&p(|z|) kann als Majorantelir beide Reihen genommen werden.
Nach dem Majorantenkriterium aus 2.2.8 sind also beide konvergent.

Der Cosinus und der Sinus geplottet

3.2 Konstruktion neuer Funktionen
3.2.1 Rechnen mit Funktionen

Bezeichnung:

Es seienf,g : X — R Funktionen mit demselben Definitionsbereich und esseiR . Sei
schlieBlich N die Nullstellenmenge vog .

Man definiert dann Funktionenf , f +g¢, f-g = fg und f folgendermal3en:
g
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af : X — R, x — (af)(z) = af(z)
f+g: X — R, z— (f+9)(@) = flz)+g()
fg: X —R z— (fg)le):= flx)gl)
N At
. X\N R, g( ) ()

Redeweise: Man sagt, die eingbften “Verkrupfungen” von Funktionen sind argumentwedse
finiert.

Bemerkung:

Wenn die Definitionsbereich&; von f und X, von g nicht Ubereinstimmen, so kann man ih-
re Summe und ihr Produkt immer noch auf dem Durchschijtih X5 definieren (falls dieser
Durchschnitt () ist).

Beispiele: Wir haben das “Rechnen” mit Funktionen stillschweigend schon benutzt. Z.B. sind Po-
lynome solche Funktionen, die aus den konstanten Funktionen und derdtdntith sukzessive
Anwendungen unserer Veripfungen entstanden sind. Rationale Funktionen sind Quotienten von
Polynomen usw.

3.2.2 Die Komposition von Funktionen
Definition

Esseienf : X; — Yy undg : X, — Y, reelle Funktionen. Es sei vorausgesetzt,
daR Bildg) C X , d.h. daf’ das Bild vop im Definitionsbereich vorf liegt.
Dann definiert man eine Funktiofio g von X, nachY; durch

fog: Xg — Yy, 20— [f(g(x))
(Dasz € X, wird in einem ersten Schritt untegrauf g(z) € X abgebildet und
dann in einem achsten Schritt untef von g(x) nachf(g(x)) . Das Ganze ist eine
Abbildung mit “Zwischenschritt”.)
Sprechweise und Bezeichnung:
Man sprichtf o g als “erstg , dannf " oder “f nachg " und bezeichnelf o g als
Komposition oder Hintereinanderschaltung von f und g . Man redet auch vom
Einsetzenvon g in f oder vongeschachteltembbildungen

Beispiele

(1) g definiert durchy(z) := x + 1 eingesetzt inf definiert durchf(y) := v — 3y — 2 ergibt
das Polynonfog(z) = (x +1)3 - 3(z+1) —2=2% + 322 — 4.

(2) Das Polynony(z) = #2 — 2 eingesetzt irxp ergibt die Funktiore®* 2.

Anmerkung

Man erkennt: Durch die Rglichkeiten der Komposition kann man ein reichhaltiges Reservoir an
Funktionen erzeugen.
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3.2.3 Umkehrfunktionen

Bezeichnung 1(injektive Funktionen):

Seif : X — Y eine reelle Funktion.

f heiltinjektiv :<—= Furallex;,zo € X mit x; # xo istauch f(z1) # f(z2) .
Bemerkung 1

Injektive Funktionery sind an ihrem Schaubild so zu erkennen: Jede Parallele Achse schnei-
det das Schaubild vofiin hdchstens einem Punkt.

Beispiele

Die FunktionR — R, z —— 22, istnichtinjektiv: Esistz.B—1 # 1, aberf(—1) = 1 = f(1).
Die FunktionR — R, z — 22, ist hingegen injektiv.

Gewisse Eigenschaften von Funktionen implizieren InjeldtviDazu

Bezeichnung 2(Monotonie bei Funktionen):
Seil CR einintervallundf : I — R eine Funktion. Dann heif3t

monoton wachsend <= Furallez;,zo € I mitx; < g ist f(z1) < f(x2) .
streng monoton wachsend<=- Furallex;,xo € I mitz; < xg ist f(z1) < f(x2) .
monoton fallend <= Furallez;,zo € I mitx; < g ist f(z1) > f(x2) .
streng monoton fallend <= Furallex;,xo € I mitz; < xg ist f(z1) > f(x2) .

Beispiele
Die Exponentialfunktiorexp ist streng monoton wachsend.
Zusatzinformation: Das Bild voexp ist |0, o] .

In der Vorlesung: Beweis der Monotonie und der Tatsache, dafy &ifd) C 0, oo] .

Bemerkung 2
Streng monoton steigende und streng monoton fallende Funktionen sind injektiv.
Die Exponentialfunktiorexp ist also z.B. injektiv.

Beweis: klar.

Bemerkung 3

Sei f : X — Y eine injektive Funktion. SeB das Bild vonf (s. 3.1.1). Dann gilt

(i) Nach Definition vonB gibt es zu jedeny € B einz € X mit f(z) =y .

(i) Wegen der Injektiviit von f gibt es lbchstens ein solchasund somit wegen (i) genau ein
zeXmitf(z)=vy.

Dann: Die Zuordnung % —— dasjenige eindeutig bestimmtec X mit f(z) = y ” definiert
eine Funktion vomB nachX .

Definition 1

Sei f : X — Y eine injektive Abbildung und sei das Bild vonf . Dann:

Die nach der Bemerkung wohldefinierte Abbildung vBnnach X wird mit f—!
bezeichnet und heil3t die Zugeldrige Umkehrabbildung oderinverse Abbildung.
Esist also
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dasjenige eindeutig bestimmtec X

[T B — Xy { mit f(z) =y .

Beispiel
Die Umkehrabbildung zu? ist die Bildung der dritten Wurzel R — R,y — Iy

Definition 2

Die zuexp gelbrige Umkehrabbildung heil3t deatirliche Logarithmus und wird
mit In bezeichnet. Er ist also eine Funktion des Typs

In:J0,00[— R,y —Iny.

DerlIn geplottet:

Bemerkung 4

Bei Funktionenf mit Umkehrabbildungf~! erhalt man das Schaubild vofi! aus dem Schau-

bild von f durch Spiegelung an der “Hauptdiagonalen” des Koordinatenystems (das ist der Graph
der identischen FunktioR — R,z —— z ; den Graphen vonr —— —x nennt man auch die
“Nebendiagonale”). Zur lllustration vergleiche man etwa die SchaubildefexprundIn und —

hier geplottet — die Schaubilder var? (eingeschiinkt auf[0, oo[ ) und vonvz |
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Hier noch eine formale Beschreibung der Situation, wo eine Umkehrabbildung existiert:

Tatsache:
(1) Furinjektive Funktionery : X — Y mit B = Bild(f) qilt
flof =idx:und fo f~! = idg,
wobeiidy: X — X,z +— a2z und idg: B — B,y — vy.

(2) Umgekehrt: IstB das Bild vonf und istg : B — X eine Funktion mitgo f = idx
und fog = idp, soistf injektivundesistg = f~! .

Zum Beweis: (1) Direkt aus der Definition vgit* .
(2) Beweis, daf¥ injektiv ist: Seienr1, zo € X mit f(z1) = f(x2) . Dannistauch, = g(f(z1)) =
9(f(@2)) = 22

Wir geben noch eine “Prosafassung” der Definition 1 bzw. der Aussage der Tat8adle Zwei
angegebenen Beispiele von Umkehrfunktionen:

DaR {/z die Umkehrfunktion vory™ ist, bedeutet:

{/x ist diejenige Zahl , die man mit: potenzieren mu3, um zu erhalten.

Ebenso: Erz > 0 istln = diejenige Zahl, iir diee™ * = zist.
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3.2.4 Anwendung auf allgemeine Potenzen

Tatsache 1:
Firz >0 undge Rist: 27 = exp(g:lnz) (= ed™7),
Beweis: Nach der einen der Potenzregeln aus 3.1.8 Tatsache 2 bzw. 3.1.7 Tatsache 2 ist

exp(g-ln z) =exp(ln 2)? = 29.

Das liefert einem auchif a > 0 die Umkehrfunktionenir die allgemeinen Exponentialfunktio-
nen a* . Namlich:

Tatsache 2undBezeichnung:

Fur a > 0 ist die Exponentialfunktioru” zur Basisa injektiv mit 0, co[ als Bild.
Die zugelirige Umkehrfunktion wird_ogarithmus zur Basis a genannt, wird geschrieben mit
log, und ist gegeben durch

1
log, :]0,00[— R, log,(y) := mlny .
Beweis: FRr z € R,y > 0 sei f(z) = a” und g(y) = l—ln y . Wir verifizieren die
na

charakteristischen Eigenschaftém f; = f~!, aus (2) der Tatsache in 3.2.3. Es ist

g(f(z)) = Lln(f(gc)) = Lln(eg”'lna) = La: ‘Ina =z und

In a In a " lna

1
Fla(y)) = exp(g(y)Ina) = exp(—-Iny-lna) = exp(iny) =y .
Nach (2) der Tatsache in 3.2.3 ist algo= log, die Umkehrfunktion vora® .

3.3 Stetigkeit. Grenzwerte bei Funktionen

3.3.1 Definition der Stetigkeit

Stetige Funktionen sind, allgemein formuliert, Funktionen, die sich “zaseil) verhalten, die
nicht plbtzlich und unerwartet inr Verhalten sprunghéfidern. Die mathematische Definition ist:

Definition (der Stetigkeit mit Hilfe des Konvergenzbegrifia fFolgen):
Sei f : X — Y eine reelle Funktion.

(1) Seiz € X .Dann:

Fur alle Folgen(zy,)p=12,... mit z, € X
f heiRt stetig inz <= fur allen und mit lim x, = x qilt

n—oo

Jim f(za) = £(2)

(2) f heil3t (insgesamt) stetig—> f ist stetig in jedemz € X, .
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Die Definitiontiber die Folgen hat den Vorteil, da? man das schon erarbeitete WisseRolgen

dazu verwenden kann, Eigenschaften stetiger Funktionen abzuleiten.
Es gibt noch ander&quivalente Varianten der Definition der Stetigkeit einer Funktion

f: X — Y ineinemPunktzr € X, z.B.

e — d—Definition (der Stetigkeit):

Zu jedeme > 0, gibt es eind > 0,

[ iststetiginz <= < sodaRirallez’ € X gilt:
Ist |2/ — 2| <0, soist|f(z') — f(z)| <e.

Beachte(!) Dasd hangtvons und vonx ab.

10 |
N
N /
8 I
Nl /
e
[l /
67 o
[N} /’
I/
4 N /
I
H‘/
H/
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, e
2 T+ I/
”””””””””””””””””””” ;7/‘*”’”’”’”’”’”’””
[N}
0 I
t t t —t
10 8 - 4 0 1l 4 6 8 10
/ i
/ H
/ 2 i
/ 0
[N}
/ I
/ -4 i
/‘ i
I
/J 6 [
/ I
[ [N}
/ . ¥
[ [
[
| N

Bei dieser Gelegenheit:
Fur kompliziertere mathematische Aussagen wie diejenige auf der rechten Seite der letzten Defi-
nition stellt die Logik formelhafte Ablirzungen bereit. Zum Beispiel:

Zeichen: | v | 3 | = (schon benutzt) | <= (schon benutzt)
Bedeutung; firalle | esgibt | impliziert | genau dann wenn

Unter Verwendung dieser Zeichen schreibt sichedigf-Definition der Stetigkeit so:

fiststetiginz <= V.s03ssoVwex : |2/ —2| <0 = |f(2)) — f(z)| <e,

und
fiststetig ;<= Vi, ecxVes0Tss0Vwex : |2/ —2| <0 = |f(2)) — f(x)| <e
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Interpretatiorder Stetigkeit:

Stabilitatsstandpunkt Der Funktionsverlauf stetiger Funktionn ist in gewissem Sinn “stabil” :
Bei geriigend kleinemAnderungen der Argumente bleibt ddnderung der Funktionswerte “im
vorgegebenen Rahmen”.

Approximationsstandpunkt Bei vorgegebener Fehlergrenze> 0 gibt es eind > 0 , so daf3
Ungenauigkeiten im Argument, die duréhbeschankt sind, zu Funktionswerteiiliren, die noch
innerhalb der Fehlergrenze liegen.

Hier erst einmal zur allgemeinen Beruhigung folgende

Tatsache:

Alle bereits eingdihrten interessanten Funktionen: die Polynome, die rationalen Funktionen, die
Potenzfunktionen, die Exponentialfunktionen, der Cosinus, der Sinus, die Logarithmen zur Basis
a sind stetig (in ihrem ganzen Definitionsbereich).

Zum Beweis werden wir an gperen Stellen noch etwas sagen. Zum Beweis der Stetigkeit der
Polynome und rationalen Funktionen siehe die Anwendungen im folgenden Abschnitt 3.2.2 .

3.3.2 Rechnen mit stetigen Funktionen

Tatsache 1:

Es seienf, g : X — R Funktionen mit demselben Definitionsbereich und esiseiR .
Sei schlie8lichN die Nullstellenmenge von . Es gilt:

Sind f und g stetig so sind die in der Bezeichnung in 3.2.1 definierten Funktionen

af,f—i—g,f-g,und‘;

alle stetig.

Beweis: Die Ergebnissiéber das Rechnen mit konvergenten Folgen aus dem Satz 1 in 2.2.4
zusammen mit der Definition der Stetigkeit via Folgen liefern unmittelbar einen Beweis der
Tatsache.
Da wir den Satz 1 in 2.2.4 nicht bewiesen haben, geben wir hier aldéineg den Beweis
der Stetigkeit vonf + ¢ in einema € X im Rahmen deg —§-Definition:
Seie > 0 . Wegen der Stetigkeit vofi und vong in z gibt esé; > 0 und é2 > 0 so dal’
1f(2') — f(z)] < g fir alle 2/ mit |2/ — 2| < &; und so daRig(z’) — g(z)| < % fir alle 2/
mit |2’ — x| < é5 . Seidanné das Minimum vond; und ¢; .
Furalle 2’ € X mit |2’ — x| < § gilt dann

[(f+9) @)= (f+9)(@)| = |f(2)—f(z)+g(a") —g(z)] <

Dreiecksungleichungif
den Abstand, s.1.3.2

f(z') = f(2)| + lg(z) — g(x)| < §+g <e. O
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Anwendungen

Zuerst eine Bemerkung:
Die konstanten Funtionem —— « und die identische Abbildung —— f(x) = = sind stetig
als Funktionen vorR nachR .

Der Beweis ist trivial: Zuzx € R und & > 0 wahle ¢ :!: e . Dann ist fir 2’ mit
. _ N _Jla—al=0<e¢ f konstant
|z’ — x| < éd =€ auch|f(z') — f(z)| = o' — o] < e Foidg

Daraus und mit obiger Tatsache:
Polynome und rationale Funktionen sind stetig.

Beweis: Istf die (stetige) identische Funktion, so fstf = f? die Funktionz? und sie ist
gemal der Tatsache stetig wegen der Stetigkeit der Produktfunktion. Durch Indikgéon
erhalt man sofort: Die Monome:™ sind stetig. Ebenfalls gemaf? der Tatsache sind dann alle

apz® stetig und auch alle SummeE apz® , d.h. alle Polynome.

k=0
DaR auch die rationalen Funktionen stetig sind, folgt dann ebenfalls aus der Tatsache und

zwar aus der Stetigkeit der Quotientenfunktionen.

Tatsache 2
Esseienf : Xy — Yy und g : X, — Y, reelle Funktionen mit Bilty) C X .
(1) Seia € X, . Dann gilt: Istg stetig ina und f stetig ing(a) , so istf o g stetig ina .
(2) Sindf undg stetig, so auclf o g .

Beweis aldJbung.

3.3.3 Grenzwerte von Funktionen

Bezeichnung(Haufungspunkte):
Sei X C R . Ein a € R heil3t einHaufungpunkt von X , wenn folgendes gilt: Es gibt Folgen
(Tn)n=1,2,.. Mit z, € X ,jedochzx, # a furallen =1,2,...und mit lim z, = a .

n—o0o

Eine solche Folgéx,,),~1.2,... heilReHaufungspunktfolgezu a .

Typisches Beispiel: X ist ein Intervall unda ist ein Randpunkt des Intervalles, insbesondere
auch, wenru nicht zm Intervall gebrt. Also z.B. :

Sei X = [a,b] oder X = [a,b] oder X =]a,b] oder X =]a,b] . In allen Fallen besteht die
Menge aller Fwufungspunkte vorX aus allen Punkten des abgeschlossenen Interjalls .

Definition (des Grenzwerts einer Funktion):

Sei f: X — Y eine reelle Fuktiong € R sei ein Haufungspunkt vonX und es
seia € R. Dann:

Fur alle Haufungspunktfolgen
(xn)n:I,Q,... ZUa gllt

lim f(z,) = «.

a heil3tGrenzwert (Limes)
y =
von f fur x gegena
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Fur alle Haufungspunktfolgenz,)p—12....
Zua mitz, < a firallen
(bzw. mitz,, > a fur allen )

gilt  lim f(z,) = «.

« heil3tlinksseitiger
(bzw.rechtsseitiger) =
Grenzwertvonf in a

Schreibweisen: lim f(x) = o fur “Der Grenzwert existiert und ist gleich ”
bzw. entsprechendlim f(z) = « fur den linksseitigen undlim+ flz) = o fur

Tr—a— r—a

den rechtsseitigen Grenzwert.

Als Ubung
Formulieren Sie eine — §—Definition fir den Limes einer Funktionif = gegena .

Beispiele
(1) Beider Integer-Funktion (s. am Ende von 3.1.3 ) hat man
111%17 f(z) = —1, jedoch 111%1+ f(z) =0.
Wenn diese beiden Limites verschieden sind, existiertlﬁ%rf(x) nicht.

stnx

(2) Wir werden spater zeigen &nnen, dal3 lir% =1.

xr— X
Dies ist ein Beispiel, das typisch igirf Situationen, wo einen der Limes von Funktionen inter-
essiert: Die Funktion ist durch eine Formel gegeben, diieein einzelnes (hiera = 0 ) nicht
definiert ist.kir x — a existiert aber (wie hier) fglicherweise der Limes.

Das wichtigste allgemeine Beispiel dieses Typs ist das folgeritter £ o betrachtet man die

f(z) = f(a)

r —a
tion differenzierbar iru .

Funktion . Wenn der Limes dieser Funktiotirfx gegeru existiert, heildt die Funk-

Zusammenhang mit der Stetigkeit

Der Stetigkeitsbegriff und der Begriff des Grenzwerts einer Funktérgkn folgendermalen zu-
sammen:

Tatache:

Sei f : X — Y eine Funktion und sei € X . Dann:
d.h. der Limes existiert und is)

Jiststetigina <= ilg}lf(x) = /@) <gleich dem Funktionswert(a)

Beweis aldJbung.

3.3.4 Unstetigkeitsstellen

Wir wollen explizit typische Unstetigkeitsstellen von Funktionen betrachten.

Hebbare Unstetigkeitsstellen
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Das sind Stellem im Definitionsberech einer Funktion, wo die Funktion nur “falsch” defi-
niert ist: Es existiert der Limeg%a‘_g(l1 f(z) = a , aber esist (dummerweisgja) # «.
Definiert man die Funktion um, indem mgia) := « als neuen Funktionswert imnimmt,
wird die Funktion stetig i .

0 0<z<l1

1 r =1

Andert man die Funktion um, indem magif1) := 0 setzt, erlt man die stetige konstante
Funktionf = 0 auf[0,1] .

Anmerkung: In der mathematischen Praxiémhken solche “falsch” definierte Funktionen
durchaus auftreten, etwa als “Limes einer Folge von Funktionen”, s. die Vorlsung.

Beispiel: f :[0,1] — R, z {

Sprungstellen
Das sind Stellera im Definitionsbereich vory , wo der linksseitige Limeslim f(z) =
r—a

a1 und der rechtseitige Limesl;im+ f(z) = ag existieren, wo abety; # ay ist.
T—a
Hier kann die Unstetigkeit nicht wegrepariert werden.

-1 z <0
Beispiel:  Die “Vorzeichenfunktion”f : R — R, z +—— 0 =0
1 z >0

Hierist lim f(x) = —1 und lim+ f(z) = 1L

Man kann die Funktion ein biRchen “stetiger” machen:

Seia := 0 . Setzt manf(0) := —1 , sogilt f(a) = lim f(x). Solche Funktionen heil3en
linksseitig stetigin a .

Setzt manf(0) := 1, soist f(a) = lim+ f(x) . Funktionen mit dieser Eigenchaft heilen

Tr—a

rechtsseitig stetigin a .

Wesentliche Unstetigkeitsstellen

Das sind Stellem im Definitionsbereich vory, wo weder der linksseitige noch der rechs-
seitige Limes vory in a existieren.

o1
sin x#0

Beispiel: f,:R— R,z +—
0 z=0

Schaubild:
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3.3.5 Uneigentliche Grenzwerte von Funktionen

Sei f : X — Y eine reelle Funktion.
Man hat mehrere Varianten uneigentlicher Grenzwertefbef : X — Y ..

1. Falt
Es ista ein endlicher Fufungspunkt voX , und firz — a wachst oderdllt f(z) ins Unendliche.

2. Falt
Das X enthalt ein unendliches Intervall undif z — oo bzw.z — —oo hat f(x) einen endlichen
Grenzwert.

3. Falt
Fir x — oo bzw.x — —oo wachst oderdllt f(x) ins Unendliche.

Bezeichnung:
Enthalt X ein unendliches Intervall der Forfa, co| (bzw. |—o0, ¢] ), SO nennen wito
(bzw. —o0) “Haufungspunkt” vonX .

Die Definitionen uneigentlicher Grenzweri# ff im einzelnen:

Definition
Seia ein Haufungspunkt vorX . Dann:

Zu jedemC > 0 gibt es einy > 0, so daR iir alle
lim = oo (bzw. — 0) <= x € X mitz # a und mit|z — a| < § gilt:
e f(z) > C (bzw. f(z) < —C)

Seioo ein Haufungspunkt vorX und seic € R . Dann:

Zu jedeme > 0 gibt es einK > 0, so dal3 fir alle
lim =« — x € X mitz > K gilt:
[f(z) —af <e)
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Zu jedemC' > 0 gibt es einK > 0, so dald

lim = o0 (bzw. — 0 ) <= furallez € X mitz > K qgilt:
e f(z) > C (bzw. f(z) < —C)
Die Definition von lim = a,von lim = oo und der einseitigen Limites

lim = +oco und lim = +oo seialsUbungilberlassen.

T—a~ r—a™t

Beispiel(s. den Zusatz (2) in 2.2.7):

Sei f ein Polynomm-ten Grades mit Leitkoeffizient,, .Dann gilt:
lim f(x) = (Vorzeichen vomny,,) - co
Tr—00

lim f(z) = (—1)" - (Vorzeichen vony,,) - co

3.3.6 Rechnen mit dem Limes von Funktionen

Tatsache :

Gegeben seierf, g : X — R Funktionen mit demselben Definitionsbereich undem R . Es
sei N die Nullstellenmenge von . Schlief3lich seiry ein Haufungspunkt vorX. Dann gilt:

Existieren die Limiteslim f(z) =: « und lim g(z) =: § , so st
Tr—X0

gﬁlggjl M) = Mo

Jim (f+g)(z) = a+p
le (f-g)(x) = «af und,wenng#0,
fm @ =

Dabei lonnen die Limitesx und 5 auch+co sein, wenn man die formalen Rechenregeln aus 2.2.4
bericksichtigt und beachtet, da? mdm flie dort angegebenen “unbestimmten Aiistie” keine
algemeinen Aussagen machen kann.

3.3.7 Anwendung auf rationale Funktionen

Als Information: Nullstellen von Polynomen vom Grad@éheren Grades sind i.a. nur numerisch
und approximativ zu bestimmen. Theoretisch hat man jedoch folgenden Sachverhalt:

SatzundBezeichnung

Sei f ein Polynom vom Grade: > 1 und seia eine Nullstelle vonf , d.h. es sef(a) = 0.
Dann:

Es gibt einr € N und ein Polynonp , so dal}

f=(z—a)"p undpa) #0 .
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Dasr heif3t dieVielfachheit (oder der Grad) der Nullstellebei f .

f

Seien nunf, g Polynome g # 0 und sei= die entsprechende rationale Funktion. 8+ Null-
g

stellenmenge vop . Nach der Tatsache in 3.3.2 'r{];tstetig in seinem Definitionsbereicti \ NV .

Was geschieht, wenngegen eine Nullstelle von gtrebt?
Es seia eine Nullstelle vory und es sei

g=(z—a)®q mit ga) #0
im Sinne des Satzes, wo alsdalie Vielfacheit der Nullstelle: bei g ist. Das Polynony sei eben-
falls zerlegt in

f=(x—a)p und p(a) #0 .
Dabei seir = 0 gesetzt, wenm keine Nullstelle vonf ist. Andernfalls seir wie im Satz die
Vielfachheit der Nullstelle: bei f .

Bemerkung

f

Es ist dannifir alle x aus dem Definitionsbereich \ N von = (nach Kirzen entsprechender
g

Potenzen voltz — a) )

I (s 2l

g9(z)

Folgerung

Das Verhalten vorﬁg%)) fur z gegenu ist das gleiche wie das von

p(a) res
* T —a .
() @)
Insbesondere existiert der Limésn
o—a gz
Istr — s < 0 so sind die einseitigen Limites beiunendlich. Das genaue Verhalten kann man aus

(%) ablesen.

f(z)

und ist endlich, wenm — s > 0.

Beispielin der Vorlesung und in dedbungen.

3.3.8 Wichtige Eigenschaften stetiger Funktionen

Wir listen hier einige Eigenschaften auf, deretwegen die Stetigkeit von Funktionen bei Anwen-
dungen so wichtig ist.

Satz 1 (Zwischenwertsatz):

Sei f : X — Y eine stetige Funktion. Seienb € X,a < b und es seia,b] C X .

Dann gilt:

Ist f(a) # f(b) und istz eine Zahl zwischery(a) und f(b) , so gibt es einc € [a,b] mit
fle)==.
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Eineaquivalente Formulierung ist:
Ist I C X ein Intervall, soistf(I) eine Zahl, d.hf eingeschéankt aufI ist konstant, odey (I) ist
auch ein Intervall.

Der Satz folgt im wesentlichen aus dem Valistligkeitsaxiom.

Eine Anwendung

Tatsache:
Polynome ungeraden Grades haben mindestens eine Nullstelle.

Beweis: Aus den AussageiirfPolynome am Ende von 3.2.6 folgtiiFPolynomef unge-
raden Grades m gibt es< 0 undb > 0, so daf3f(a) und f(b) verschiedenes Vorzeichen
haben, d.ho liegt zwischenf(a) und f(b) . Nach Satz 1 gibt es€ [a, b] mit f(c) =0.

Satz 2

Sei[a, b] ein endliches abgeschlossenes Intervall undfseia, b)) — R stetig. Dann:
Auch das Bildf{a, b]) von f ist ein endliches abgeschlossenes Intervall.

DalB f[a, b]) ein Intervall ist ist die Aussage von Satz 1. Zum Beweis der Abgeschlossenheit
und Beschiinktheit werden etwas diffizilere Eigenschaften endlicher abgeschlossener Inter-
valle benutzt.)

Satz 3 (Existenz von Maximum und Minimum):

Sei[a, b] ein endliches abgeschlossenes Intervall undfseia, b] — R stetig. Dann gilt:

Es gibtz; € [a,b] mit f(z1) > f(z) furallex € [a,b] . Und:

Es gibtzs € [a,b] mit f(z2) < f(x) furallex € [a,] .

Man sagt dazu: Auf endlichen abgeschlossenen Intervallen nehmen stetige Funktionen ihr Maxi-
mum und ihr Minimum an.

Der Beweis folgt aus Satz 2 und dem Vddistligkeitsaxiom.

Satz 4 (Uber gleichmRige Stetigkeit):
Sei wiedel|a, b] ein endliches abgeschlossenes Intervall undfseija,b] — R stetig. Dann :
Zu jedems > 0 gibtes einy > 0, so daRir alle(!) = € [a, b] gilt:
Furallez’ € [a,b] mit |2/ — 2| < dist,|f(2) — f(x)] <€ .
Die Aussage in logischen Symbolen, wobei Wir:= [a, b] schreiben:
(*) Ve>0 V$€X35>OV$IEX Dl — $| <o= |f($/) - f($>| <e¢

Anmerkung:Man vergleiche mit der Definition der blo3en Stetigkeit einer FunkfiorDer Un-
terschied besteht in folgendem:

Bei der einfachen Stetigkeit ist das, das zues gewahlt werden muf3, auch vom jeweiligan
abhangig und kann im allgemeinen nicht simultair falle z im DefinitionsbereichX von f
gewahlt werden. Im FallX = [a,d] ist das “angenehmer”: Das kann zue so geviahlt wer-
den dal3 es simultan (“gleictafiig”) fur allex zu gebrauchen ist.

Das ist fir Anwendungen wichtig (vergl. die Anmerkungen zum “Stagiistandpunkt” und zum
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“Approximtionsstandpunkt” in 3.3.1).

Definition:
Reelle Funktionenf : X — R mit der Eigenschaftx) aus Satz 4 heil3egleichmalig stetig.

(Gegen-)Beispidlir den Fall eines nicht abgeschlossenen Intervalls:

Die Funktion f :]0,1] — R,z —— — ist stetig, aber nicht gleichafig stetig.
X
Das gleichef ist auch ein Gegenbeispiel zu Satz 2 und Satz 3 .

Zum Ende noch eine

Bemerkung (Eine Standardanwendung der Stetigkeit):
Es seif : X — R eine relle Funktion. Dann gilt:

Ist f stetig inxg € X und istf(xg) > 0 (bzw. f(z) > 0), so istf positiv (bzw. negativ ) in
einer ganzen Umgebung vag . D.h. es gibt eire > 0 so daf3f(x) > 0 (bzw. f(z) < 0) fur alle
xe X mit|r — x| <e.
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3.4 Aufgaben

Aufgabe 1. Eine Kostenfunktionk : Rt — R gibt die KostenK (z) an, die entstehen, wenn
Exemplare eines Produkts herzustellen sind. Gebenigfelfjende Situation eine Kostenfunktion

an und skizzieren Sie diese:

In einer Buchdruckerei fallen zum Herstellen der Druckerplatten und zum Einstellen der Maschi-
nen1000 EUR an. Aufgrund von efbhten Fehlerrisiko beim Anlauf einer Serie wikit flie ersten

100 Bicher mit10 EUR pro Buch kalkuliert. Danaclaiift eine Serie, und man rechnét jedes
weitere Buch mit lediglich 5 EUR zészlichen Kosten.

Aufgabe 2. Skizzieren Sie folgende Funktionen. Achten Sie dabei auf Nullstellen, Polstellen,
Verhalten tir sehr gro3e/kleine:

a) 2>+ 52 +6 0 z?—1
z+1
(z—=1)(z+1)(z+2)
b) 3 — d) (v -2

Aufgabe 3. Bestimmen Sie folgende Grenzwerte, falls diese existieren:
a) f(z) =42 fiurz — oo, —o0

b) g(x) =2z — Q’Cj%gf[]rx — 00, —00

c) h(z) = €= furz S5undz > 5

Aufgabe 4. Vergleichen Sie die Graphen der folgenden Funktionen in einer Skizze:

Bl

a) x%,xi,xo,yfé,m
b) e*, 2%, 1%, (%)I

) log, (x), log, (x), log, (¢)
(Dabeiistiira > 0,a # 1log, : (0,00) — R,z s BZ

Ina-

Aufgabe 5. Eine NachfragefunktionV : R — R ist eine Funktion, welche angibt, zu welchem
Preis N(x) auf dem Markt genaw Produkte verkauft werdentkinen. EineAngebotsfunktion
A : Rt — R bestimmt, zu welchem Preid(z) auf dem Markt genau Produkte angeboten
werden. Betrachten Sie folgende Nachfrage- und Angebotsfunktion:

1
N(z) = 10—z

Alz) = -22-1
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a) Geben Sie einen sinnvollen Definitionsbereitin £ an, sodass sowolY (x) als auchA(z)
positiv sind.

b) Ein Markt befindet sich im Gleichgewicht, fall§ifdie Anzahlz der tatichlich angebotenen
ProdukteA(z) = N(z) gilt. Bestimmen Sie eine ganze Zahlsodass sich Angebot und
Nachfrage mglichst wenig unterscheiden.

Aufgabe 6. Wir mdchten eine Angebotsfunktion modellieren. Zu einem Preisavenl werden
A(1) = 3 Produkte angeboten, und zu einem Preis wor= 2 werdenA(2) = 6 Produkte
angeboten. Ab einem Preis van= 10 wiirden alle Ressourcen ausgegyaf, insgesamt @ren
dannA(10) = 90 Produkte auf dem Markt.

Bestimmen Sie eine quadratische Funktion, welche als Moidellie Angebotsfunktion dienen
kann.

Aufgabe 7.
a) Geben Sie eine Funktion an, die injektiv, aber nicht streng monoton ist.

b) Wie lautet eigentlich die Umkehrfunktion zf(z) = ? Und zuf (z) = 1?

Aufgabe 8. Gegeben sei die Nachfrage-Funktion

1

P*) = g

Gegen welchen Wert strebt die nachgefragte Mengeenn der Preip(x) Uber alle Grenzen
wachst?
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4 Differenzierbarkeit. Kurvendiskussion

4.1 Grundlegendes Uber Differenzierbarkeit

4.1.1 Definition der Differenzierbarkeit

Wir geben gleich die Definition. Motiviert wird sie durch die unten beschriebenen verschiedenen
Moglichkeiten der Interpretation.

Definition (Ableitung und Differenzierbarkeit)

Es seiX ein Intervall , f : X — R sei eine Funktion und es sej € X . Dann:

f(x) = f(o)

f heiBtdifferenzierbar in =y :<= der Grenzwertlim —*——— exi-
T—T0 T — xg
stiert.
Ist @ := lim M dieser Limes, so heifd die Ableitung von f in xg

T—T0 T — xo
Man schreibt dann:
f(29) = a (= Tim L&) =)

T—x0 T — I ) )
Die Funktionf hei3tdifferenzierbar :<—= f ist differenzierbar in jedem € X .
Man hat dann eine Funktiof’ : X — R,z +— f'(z) .
Diesesf’ heiRt dann didbleitung von f .

Eine andere gehuchliche Schreibweise:j—f(:co) := f'(z0) und ;l—f = f.
X X
“Einseitige” Varianten:
Existiert der linksseitige Limeslim M = « bzw. der rechtsseitige
T—Ty T — Xo

Limes lim &) = /(z0)
x—»xar T —Zo

rechtsseitige Ableitungvon f in x .

Wie Ublich: Dasf ist genau dann differenzierbar iy , wenn beide einseitigen Ab-

leitungen existieren und gleich sind.

= [, so heiRena bzw. 3 die linksseitige bzw. die

Einfachste Beispiele
Seia € R. Die Ableitung der konstanten Funktiof(z) = a ist die Nullfunktion: /' =0 .
Die Ableitung des Polynoms ersten Grades g(x) = ax + b ist die konstante Fupktion .

— f(=o) _a-—a

Beweis In diesen®&llen sind bereitsf(x)

= 0 und
r — X r — X
9(x) — g(zo) i (ax +b) — (axo +b) _ a(z—mz9) _ a
T — X T — X r—1x9

Einfaches Gegenbeispiel
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Die Betragsfunktionf : R — Rz — |z

, ist nicht differenzierbar img = 0 .

Man rechnet nactl (2 = /(o) _ I2 _ { -1 <0

T — X0 T 1 x>0
Daraus: Die linksseitige Ableitung vohin 0 ist—1 , die rechtsseitige ist 1. Da diese beiden
verschieden sind, ist:| nicht differenziebar in 0.

Interpretatiorder Ableitung:
e “Geometrisch” als Anstieg der Tangente, s. Vorlesung
¢ “Dynamisch” als Momentangeschwindigkeit, s. Vorlesung

e “Als lineare Approximation”, s. 4.1.2

Bezeichnungsweise in d&konomie

In der Okonomie werden die Ableitungen diverser Funktionen im allgemeinen durch #fis Pr
“Grenz-" bezeichnet. Zum Beispiel:

Die Ableitung der Kosten(-funktion) heif3t di@renzkosten(-funktion)

Die Ableitung vom Erbs heil3t defGrenzerlosusw.

Eine Variante der Definiton:

Die Bezeichnungen seien wie in der Definitionirtlz € X, x # zound furh £ 0,20 + h € X
seih = x — xo undx = 9 + h . Dannist
lim f(x) = fwo) _ T AC s h)) — f(@o) .
T—x0 T — X h—0 h
Das soll bedeuten: Der Limes auf der einen Seite existiert genau dann wenn der auf der anderen
Seite existiert und in diesem Falle sind beide Limites gleich.
Insbesondere also: Man kann die Ableitung yoim 2y auch mittels der rechten Seite definieren.

4.1.2 Differenzierbarkeit und lineare Approximation

Die Bezeichnungen seien wie in der Definition in 4.1.1 und eg’sep) = « .

Bezeichnung 1
Furz € X sei

r(z) == f(z) — f(z0) — e (z — z0),
so dal also

f(x) = f(xo) + a-(z — x0) +7(2).
Dasr(z) hei3e der Rest voifi bediglich z .

Behauptung
Esist: lim r(z) =0 < lim f(@) = f(xo) —a
T—To L — [1:‘0 T—T0 €T — :EO
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Beweis: Esist
@) _T@—f@)
Tr — X r — X X—Xo0

Es ergibt sich folgendinterpretation der Differenzierbarkeit :
Esist f(z) = f(z0) + a-(z — 20) + r(x)

f istdifferenzierbar inco mit Ableitung o <~ r(z) 0

mit einemr(z) , fir das lim
Tr—To L — LEO

In Worten:
Die lineare Funktiornt(z) := f(x¢) + a-(x — z¢) approximiertf(z) in der Nahe vonz, beson-

(z)

ders gut, und zwar so, daBrfx — ¢ nicht nur der Rest(z) sondern sogarrix gegen 0
r — X0
strebt.

Bezeichnung 2
Die lineare Funktiont : R — R, t(z) = f(zo) + a-(x — zo) heillt Gleichung defangente
an f beixg . Ihr Schaubild ist die Tangente an das Schaubild f@m Punkte (xq, f(xo)) .

Eine weitereSchreibweise @ir die Approximation :

Man schreibtA f := f(xz) — f(x¢), Az : x —x¢y und
Af =~ fl(z0)- Az,

interpretiert als:

A f (= der “Zuwachs” vonf bei xg ) ist anrahernd gleich oder “in erster@erung gleich”
f'(xo)- Az (= f'(xo) mal dem Zuwachs von .)

Noch der wichtige

Satz:
Ist f differenzierbar inxg , so istf stetig inz .

Beweis: Der Rest(z) ist stetig inzo mit 7(xg) = 0 = lim r(x) und f(z) = f(xo) +
f(zo)(x — x0) + r(x) ist stetig nach den Rechenregelm tetige Funktionen.

4.1.3 Einige Ableitungen

Wir geben, um erstes Beispielmaterial zu haben, einige Ableitungen an.

Tatsache
Folgende Funktionen haben folgende Ableitungen in ihrem Definitionsbereich:
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Funktion Ableitung
f = a konstant =0
", n € nz™ ! und allgemeiner
z9,q e R gt
e’ e’ und allgemeiner
a® Ina-a®
In(x) i und allgemeiner
log, () O
sin x COS T
cos T —sin x

Einige Bemerkungen dazu in der Vorlesung. Auf die eine oder andere Herleitung werden wir
spater noch treffen.

4.1.4 Wachstumsrate und Elastizit at

Eine der laufigsten Weisen, wie die Ableitungen in die Wirtschaftstheorien eingehéindstdie
Begriffe “Wachstumsrate” und “Elasti#t”.

Definition:
Sei f :]0, 00[—]0, 00| eine differenzierbare Funktion. Man definiert
: f'(z)
Wachstumsrate volfiin z :=: r¢(z) =
f () (o)
. . f'(z)
Elastizitait von f in x = er(z) = X
f 7(x) (o)

und die zugebrigen Funktionen
r¢ :]0,00[—]0, 00,z — r¢(xz) und
ef :]0,00[—>]0, 00,z — ef(x) .
Beispiele
Fur f(z) = 2™ ist wy(z) = % undes(z) =n .
Fur f(z) = a® ist wg(xz) =Ilna und es(z) =Ina-x
Interpretation

Wachstumsrate:

f' (o) Af
Ar ~

flao) " flxo)

Interpretiert als: Die Wachstumsrateap beschreibt Aherungsweise den relativen Zuwachs, d.h.
den Zuwachs im Verdtnis zum “Output’f (xo) .

r¢(xo)-Ax =
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Oder:r¢(xo) gibt naherungsweise das Veéiltnis Zuwachs zu Output an, wenn sich der Input um
1 erfbht.

Elastizitt

Sei0 < A < 1,und Az = A-zq , d.h. der Inputzy erhdhe sich um den Faktoy, etwa =
Dann:

100°

S fa) 1 1A
€f(x0)_ f(ﬁo) 0 f(xO) 2\ A A f(fl:O)

Also bei\ = ﬁ , d.h. bei einer Erhung des Inputs um 1% :
Af

ef(xg) = m-mo = Erhdhung des Outputs in Prozent .

4.1.5 Ableitungsregeln

Die in diesem Abschnitt auftretenden Regeln sind sehr wichtig und beim Differenzieren allge-
genwartig.

Satz 1(Ableitungsregeln)

Es seiena, 8 € R, f,g seien differenzierbare reelle Funktionen vdhnachR und seilN die
Nullstellenmenge vog . Dann gilt:

Auch af + g, f-g und 5 , letzteres mit Definitionsbereick’ \ N, sind differenzierbar undif
die Ableitungen gilt:

(af+p8g)(x) = af'(x) + B9 (z) (Linearkombinationsregel)
(f-9) () = [flx)g)+ f(z)g(x) (Produktregel)
(L) () _ [@9) — J@) (@) (Quotientenregel)
g g(x)?

Satz 2(Kettenregel)

Esseienf : X; — R und g : X, — R reelle Funktionen und es sei Bilg) C X;
Es seig differenzierbar incg € X, und f differenzierbar irg(zo) € Xy . Dann gilt:

Die Kompositionf o g ist differenzierbar incy und fur die Ableitung gilt:
(fog)(xo) = f'(g9(x0)) g (o) -

Beispiele
Einfaches Beispielifr die Kettenregel: g(xz) = A-xz,A € R.Dann: (fog)(z) = X-f'(\x) .
Interpretation: Der Ubergang — Az beschreibt eine ‘Umskalierufigeine Anderung in den

Mal3einheiten. So ist etwa = 100 beim Ubergang von Zentimeter zu Meter oder man hat

A = 1000 beim Ubergang von Tonnen zu Kilogramm.
Das Beispiel besagt: Bei der Ableitung taucht der Skalierungsfaktor auf.
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Weitere Beispiele in Vorlesung undbung.

Satz 3 (Ableitung der Umkehrfunktion):

Seif : X — R eine injektive reelle Funktion mit Bild3 und es sejy : B — X die Um-
kehrfunktion. Es set € X . Dann:

Ist f differenzierbar inc mit Ableitung f'(x) # 0 , so istg differenzierbar inf(z) und es ist
1

g(f(@))

/ T — 1 ") =
g (f(z)) () und dann auch f’(z)

Eine weitere Regel, und zwdiber die Ableitung von “Potenzreihen”, wird in 4.1.6 behandelt.
Zuerst jedoch:

Anwendungender bisherigen Regeln bei der Berechnung einiger Ableitungen:

Wir setzen hier voraus, dakp’(z) = exp(x) ist.
(Siehe dazu 4.1.5). Daraus leiten wir einige der Ableitungen aus der Liste in 4.1.3 her.

() Die Ableitung des Logarithmus:

Seienx € R,y > 0 und es sej = exp(x) . Nach Satz 3 gilt:
1,()_1_1_ 11
YT ep(e) ~ exp(a)  exp(ny) g

(i) Die Ableitung der Potenzfunktionen:
Esistz? = exp(gq-In z) . Setzt mary(z) := ¢-In z, , so ist nach Satz 2 (und (i) ):

q
(@) = expl(g(@)) - g'(2) = exp((g(x))) - T =g = 2" .
(iii) Die Ableitung der Exponentialfunktionen:
Fur f(z) = a® = exp(z-In a) gilt: Setzt mary(z) := z-lna, SO ist
f'(x)=exp(z:lna) - -¢(r)=a*-Ina.

4.1.6 Die logarithmische Ableitung

Sei f eine differenzierbare Funktion mit Definitionsberei&hund mit f(z) > 0 fur allex € X .
Fur die Ableitung der Kompositiolm f(x) gilt dann:

,_ I'@)
(i 7)) = S5

Bezeichnung
f'(@)
f(z)

Benutzung der logarithmischen Ableitung:

Fur solchef nennt man die logarithmische Ableitung von f .

Die einfach und die doppédibgarithmische Darstellung(des Schaubilds) einer Funktion:
Bei der einfach logarithmischen Darstellung:
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Man tragt auf derz-Achse wie bisher das urdjpmgliche Argument: ab, auf der Ordinatenachse
aber statyy den Wertln y, . D.h. man zeichnet den Graphen vanf(z) .

Bei der doppelt logarithmischen Darstellung:
Zu z > 0 tragt man auf der Abszisse den Wertz und auf der Ordinate den Weit f(x) ab.

Gebrauch und Intepretation:

Man benutzt z.B. die einfach logarithmische Darstellung bei rapide wachsenden Funktionen. Die
logarithmischen Darstellungen werden aber auch benutzt, um etwa das Wachstumsverhalten der
Funktion besser zu verstehen. Z.B.:

Bemerkung

Die logaritmische AbleitungIn f(z) )’ ist offenbar die Steigung im Punkiedes Schaubilds von
f inder einfach logarithmischen Darstellung vfn

Neues Lichtauf die Begriffe “Wachstumsrate” und “Elastiit:

!
(1) Die Wachstumsrate r(z) = fz)
X

ist(!) die logarithmische Ableitung und ist also
anschaulich durch die Bemerkung beschrieben.

(2) Die Elastiziites(x) von f in x ist gleich dem Anstieg der Tangente des Schaubildsfvon
in der doppelt logarithmischen Darstellung beim Abszissenplnkt.
Beweis: Es istiir z # xg :

f(lnz)— f(ln o) f(lnz)—f(Inze) z—wzo

Sekantensteigung = =

In z—1n xg In z —1In x¢ T — o
f(mz)—f(lnzo)  x—zo flo) 1 [
: — C— = ‘= ep(z).
x — xg Inz—-—Inzy x—x f(z) In' zg f(z)

4.1.7 Ableitung von Potenzreihen

Wir kennen mehrere Reihen, deren Glieder Vielfache der Poterizder Variablenz sind:
Die geometrische Reihe " z” , die Exponentialreihe exp(z) = »_ % , den Cosinus,

. n=0 n=0
den Sinus . Generell:

Bezeichnung 1(Potenzreihen):
Gegeben eine Folg@u, )n—o,1,2,... reeller Zahlen. Dann heif3t die Reihe

o0
E anx” = ap+ a1x + asx® + ...+ apz™ + ...
n=0

eine Potenzreihe im , genauer die Potenzreihe mit den Koeffizientenn = 0,1,2, ... .

Satz 1(uber die Konvergenz bei Potenzreihen):

Sei ) an2" eine Potenzreihe. Dann gibt es ein eindeutig bestimnites [0, co[U{oo} =:
n=0

[0, 0] (s. Vorlesung), so daf gilt:
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(o]
o IsTR=0,s0ist y a,z" konvergentnuriirz =0 .

n=0
oo

e ISt R = oo, so ist Z anz™ konvergentiir allez € R .

n=0

oo
o IstO<ReR ,soist ) a,z" konvergentir allex mit || < R, und nicht konvergent
n=0

furallex mit |z| > R, . (Furz = =R hat dabei jede Potenzreihe ihr eigenes Verhalten.)

Bezeichnung 2Konvergenzradius):

(0.9]
DasR aus dem Satz heil3t d&pbnvergenzradiusder Reihez anx” .
n=0
Beispiele
Die Exponentialreihe, der Cosinus und der Sinus haben den Konvergenzsadjuke geometri-
sche Reihe hat den Konvergenzradius 1 .

Bemerkung
Ist 0 < R < oo , so wird durch die Reihe eine Funktion

f:]-R,R[— R,z+— Zanx”
n=0
definiert. (Vergl.exp, sin, cos, .)

Wir wollen hier nicht darauf eingehen, wie sich der Konvergenzradius R aus der Fg|geder
Koeffizienten bestimmeralt.

Satz 2 (Uber die Ableitung von Potenzreihen):

Gegeben sei die Potenzreirg anx"™ mit dem Konvergenzradiu8 < R < oo . Dann gilt: Die

n=0

Funktion -
f o= Zanx" :] — R, R[— R ist differenzierbar in] — R, R[ und man erhlt ihre

n=0
Ableitung “gliedweiség, d.h. es ist

o0

fix) =Y (n+Dappa" .
n=0
Der Konvergenzradius der Reihf(x) ist dasselbd&? wie der fir f(x) .

Demonstratioran den Beispielerxp , sin , cos siehe Vorlesung.

4.1.8 Hohere Ableitungen

Definition:
Sei f : X — R differenzierbar und seiy € X. Ist die Ableitungf’ von f
differenzierbar inzg , so heif3t

(f") (zo) = f"(z0) = fP(x0)
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die zweite Ableitungvon f in 2o und f heil3t zweimal differenzierbar in .

Ist f zweimal differenzierbar in allemy € X , so heil3tf zweimal differenzierbar
und die Funktionf” : X — R.z — f”(x¢) hei3t diezweite Ableitungvon f.
SchlieRlich definiert manif n > 2 die n-ten Ableitungen f(™(z) und f(™ .
X — R induktiv als die entsprechenden Ableitungen @er 1)-ten Ableitung
(=1 falls letztere existiert. Man nennt darfm-mal differenzzierbar.

Noch: f hei3tn-mal stetig differenzierbar , n € N,, wenn f n-mal differenzierbar
ist und wenn diex-te Ableitung noch stetig ist.

Beispiele

(1) cos’(x) = —cos(x) undsin”(z) = —sin ().
(2) exp™ = exp furallen € N.

(3) (z™)™ =n! (konstant gleich!).

4.1.9 Die Regel von de I'H Opital

Das ist eine sehr effektive Regel, die den datdichen Grenzwert bestimmt, wenn beim Rech-
nen mit Funktionen oder Grenzwerten unbestimmte Al auftreten. Die Regel ist auch sehr
flexibel und kann an die meisten unbestimmten Auiske angepal3t werden

Satz
Seienf,g : X — R reelle Funktionen. Es set ein Haufungspunkt vorX und f undg seien
differenzierbarir allex # xg .

Es sei vorausgesetzt, daf§z) # 0 fur allezy # « € X und daf

entweder lim f(z)= 0 = lim g(z) ,
T—T0 T—T0
oder lim f(z) = o0 = £ lim g(z).
T—x0 T—T(
Dann gilt:
!
) =a = lim 7f(x) =«
2 7 () 255 9(a)

D.h.: Existiert der linke Limes, so auch der rechte und beide sind gleich.

Der Satz gilt auchifr uneigentliche Limites, etwdif o = oo .

AulRerdem gibt es die entsprechenden einseitigen Varianten.

Schlief3lich:

Man kann die Regel iteriereniiirt die Betrachtung der ersten Ableitung noch nicht zum Ziel, so
betrachte man die zweite Ableitung , die dritte Ableitung usw. Sind bei jedem Schritt die Voraus-

(n)
setzungen der Regel étft, und existiert schlieZlichifrn > 2 lim f( )Ex;
z—xo g\"(x
fO) o f D (@)

¢ = M ) T A e () T

= «, SO ist
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@) f@) @)

T—T0 g”(x) T s g’(gj) = g(gj)

Beweis im einfachsten Fadl(z) # 0, f(zo) = 0 = g(zo) und f'(z0), ¢’ (x0) € R . Dann

ist firz # xq
f(z) — f(zo)
fl@) _ f@) = flwo) _ fl@)—f(xo) z—x0  z—10 ., T(xo)
gx)  g(x)—g(@o)  g(@) —g(zo) -0 9(@) —g(zo) x—x0 g'(x0)
Tr — X

Beispiele

. sin x . cosx 1
R

1
@) tim 2%~ fim T = lim L = 0,
T—00 I T—00 T—00 I

Weitere Beispiele in der Vorlesung und déhungen.

4.2 Kurvendiskussion

Das ist die Anwendung der Differentialrechnung auf das Studium des Schaubilds einer Funktion.

4.2.1 Mittelwertsatz und Satz von Rolle

Satz 1(Mittelwertsatz):
Sei [a, b] ein abgeschlossenes Intervall uffid: [a,b] — R eine reelle Funktion. Dann gilt:
Ist f stetig und differenzierbar ifu, b[ , so gibt es ein;y €]a, b[ , mit
b) — .
Plag) = 1O ah mit 7)) = F@o)-(0-a) |

Interpretation der ersten Gleichung: Es gibt einen Pugkin Innern des Intervalles, so daf3 die
Steigung der Sekante durch die Punktef (a)) und(b, f (b)) gleich ist dem Anstieg der Tangente
beixy (s.\Vorlesung).

Eine Anwendung
Sei X ein Intervallund sef : X — R eine differenzierbare Funktion.
Ist f(z) =0 furallex € X , soistf konstant.

Beweis in der Vorlesung.

Ein Spezialfall von Satz 1 ist der

Satz 2(Satz von Rolle)

Sei f eine differenzierbare Funktion auf einem Intervll.

Sinda,b € X, a <b mit f(a) = f(b) , sogibtes eimg € Ja,b] mit f'(xp) = 0.
Beweis aus dem Mittelwertsatz: Nach Satz 1 gibtgmit 0 = f(a) — f(b) =

F(@0)(b— ), also mit f(zo) = % _ 0.
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4.2.2 Monotonie und erste Ableitung
Satz
Die Funktion f : [a,b] — R sei auf[a, b] stetig und ina, b] differenzierbar. Dann gilt:
f/(x) >0 furallex €]a,b] = f istmonoton wachsend i, b]
f'(x) >0 furallex €]a,b] = f ist streng monoton wachsend|in b]
f'(z) <0 furallex €]a,b] = fist monoton fallend ifa, b]
f(xz) <0 furallex €]a,b] = f ist streng monoton fallend ifa, b]

Zur Monotonie siehe auch Bez.2 in 3.2.3 . Zum Beweis siehe 4.2.5 .

Anmerkung

Im allgemeinen wird eine Funktion nicht auf ihrem ganzen Definitionsbrdicimonoton sein.
Man interessiert sich danif“Monotonie-Intervalle” vonX , das sind Intervallda, b] C X, so
daR die Einsctéimkung vonf auf [a, b] monoton ist.

4.2.3 Extremwerte

Bezeichnung(Inneres eines Intervalls)

SeiX € R ein Intervall. Dasmneref.( von X ist dasX ohne seine Randpunkte, d.h. das offene
Intervall mit denselben &dern wieX .

Im einzelnen (s. 1.3.3):

Das Innere votia, b] , [a, b[ , ]a, b] und]a, b[ist jeweils]a, b[ , das Innere vofu, co[ und von|a, co|
ist]a, o[ , das Innere vof—oo, b] und von|—oo, b[ ist ] —oo, b] , und das Innere voX = R ist

R selbst.

Definition (Extremstellen):
Sei f : X — R eine reelle Funktion und seie X . Dann hatf in =

(i) einglobales Maximumvon f <= Furalley € X ist f(x) > f(y)

(i) ein globales Minimum von f: Furalley € X ist f(z) < f(y)
Es gibte > 0, so dal3f(z) > f(y)
furalley € X mit |y — z| < e.
{ Es gibte > 0, so daf¥f(z) < f(y)
furalley € X mit |y — z| < e.
Extremum bzw. Extremstelleist ein gemeinsamer Nam@rfMaximum oder Minimum.
Statt “global” sagt man auch “absolut” und statt “lokal” sagt man dann “relativ”.

Gilt auf der rechten Seite von (iii) oder (iv) die Gleichhé{tz) = f(y) nurfurxz =y,
so spricht man von einemolierten lokalen Maximum oder Minimum.

=
(iii) ein lokales Maximumvon f < {
=

(iv) einlokales Minimum von f

Satz
Sei X ein Intervallund sef : X — R . Fur Punktezy € X, dem Innern vonX , gilt:
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(1) f hatein relatives Extremum ingp = f'(x¢) = 0; .

(2) f'(z0) =0 und f"(z9) > 0 = f hatinao einisoliertes Minimun( insbesondere aly

f'(z0) = 0 und f"(z9) < 0 = f hatinz einisoliertes Maximum( g@ﬁg&@ﬁ;ﬁﬁ :

Zum Beweis siehe 4.2.5 .

Warnung!

Erstens: Die Nullstellen vort’ liefern erst einmal nur Kandidateiirf Extremstellen. Ob wirk-

lich Extrema (und nicht z.B. Wendepunkte, siehe 4.2.5 ) vorliegen, muziieh untersucht
werden

Zweitens:  Extrema der Funktiorbknen auch in den Randpunkten des Intervalls auftreten, oh-
ne dal3 dort die Ableitung Null wird. Bei Intervallen miRdern muf3 man also immer auch die
Werte der Funktion bei den Randpunkten mit den Werten anderswo vergleichen.

4.2.4 Konvexit at und zweite Ableitung

Definition (konvexe Funktionen)
Es seiX ein Intervallundf : X — R eine reelle Funktion.
. . Furallea,b € X,a < b,undalled < s <1 gilt
hei3tkonvex (in X ) :«<—= ’ ; ’ Ny
! (inX) { flats(b—a)) < fla)+s(f() — f(a))
Furallea,b € X,a < b,
f heidtkonkav :<—= —f istkonvex :<—= und alle0 < s < 1 gilt

fla+s(b—a)) = fla) +s(f(b) — f(a))

Anschauliche Bedeutung

Die Bedingung rechts bei der Konveiitbedeutet: Zwisches und b verlauft das Schaubild der
Kurve unterhalb der Sekante, welche die PunKterf(a)) und (b, f(b)) verbindet.

Stichworte: linksdrehend oder linksgelimmt bzw. rechtadrehend oder rechtsgetmt (vergl.
Vorlesung).

Hinweis:

Bei uns ist “Konvexiat” so etwas wie Konvextt “von unten gesehen”. In der Literatur gibt es
auch die umgekehrte Definition: Die konvexen Funktionen dort sind unsere konkaven Funktionen
(Namen sind Schall und Rauch!). Man muf sich also von Autor zu Autor vergewissern, was mit
Konvexitat gemeint ist.

Satz (Konvexitat und zweite Ableitung):
Es seiX ein Intervall undf : X — R eine 2-mal differenzierbare reelle Funktion. Dann gilt:

f"(x) >0 furallex € X (dem InnernvonX ) :< f istkonvex.
Zum Beweis siehe 4.2.5 .

Anmerkung
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Eine Funktion wird &hnlich wie bei der Monotonie) im allgemeinen nicht auf inrem ganzen Defi-
nitionsbereichX konvex oder konkav sein. Man bestimmt dann “Konvatst und “Konkaviats-
Intervalle” in X .

Beispiele

(1) Die Parabelnf : R — R, f(x) = az® + Bz + v sind konvex, wenmx > 0 und konkav,
wenna < 0 .

(2) Die kubische Funktiory : R — R, f(x) = 23, ist konkav in]—oo, 0] und konvex in[0, co|.

4.2.5 Wendepunkte und Nullstellen der zweiten Ableitung

Bezeichnung (Wendepunkte)

Sei X ein Intervallundf : X — R eine Funktion. Es seiy € )O( im Innern vonX .

Es gibte > 0sodal Jzp —e,2z0 +e] C X
xo heillt einWendepunktvon f <= und so daf¥ konkav istin]zy — €, x| und konvex

in [zo,xzo + €] oder umgekehrt.
Ist f zweimal differenzierbar so bedeutet die rechte Seiteafedem Satz in 4.2.4 , dgf¥ in
das Vorzeichen wechselt, von “-" ifxg — €, o] zu “+”in [xo, 2o + <[ oder umgekehrt. Anschau-
lich gesprochen: Iny wechselt die (Schaubild-)Kurve ihren “Drehsinn”.

Satz
Sei X einIntervall,f : X — R sei eine Funktion und es sej € X ein innerer Punkt vorx .

(1) Seif zweimal differenzierbar. Dann:
xo ist ein Wendepunkt:— " (x¢) = 0.

(2) Seif dreimal differenzierbar. Dann:
f"(xo) = 0und f"”"(z9) #0 := f hat einen Wendepunkt iry .

Beispiel
Die Funktionenz — a 23, a # 0, haben einen Wendepunktin

4.2.6 Beweiskette

Die Beweise der &ze in 4.2.1 - 4.2.5dngen zusammen. Wir geben eine kurze Skizze der Ar-
gumentationskette. Dabei i&f ein Intervall, f : X — R ist eine (je nach Satz) gagend oft
differenzierbare Funktion ung, ist ein Punktim InnernX von X .

Man bemerkt folgendes: Ist'(z¢) > 0 (bzw. < 0), so steigt (bzw.dllt) f lokal bei zg,
d.h. fur allez € X, die gertigend nahe bet, sind, istf(z) < f(zo) wennz < zy und
f(x) > f(zo) wennz > xo (bzw. umgekehrt). Das zeigt man so:
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f(z) = f(=o .
Die Funktion z +—— T — 20 0 st stetig inz.
f'(xo0) T = 0
Ist sie positiv inxg , d.h. istf’(zg) > 0, so ist sie nach der Bemerkung in 3.3.8 positiv
in einer ganzen Umgebung vary . Fir diexz # zy aus dieser Umgebung ist hat dann
f(z)— f(xo) das gleiche Vorzeichen wie—z . Das hei8t abef (z) > f(z¢) wennz > xg
und f(z) < f(xo) wennz < z, wie behauptet. Entsprechendes gilt, wgfifx) < 0 .

Beweis von (1) des Satzes in 4.2.3:  SgiExtremstelle vonf . Ware f'(zg) # 0, so
warde f gem‘iB lokal steigen oder fallen, ein Widerspruch.

Nun beweist man den Satz von Rolle:
Ohne Besctiinkung der Allgemeinheit kann man annehmen, daf 0 ist. Dann hatf
ein Extremumz mit einem Extremwert ungleich 0 . Dag liegt dann im Innera, b[ von
[a,b] , weil ja f(a) = f(b) = 0. Nach (1) des Satzes in 4.2.3 {z) =0 .
Der Mittelwertsatz ist eine leichte technische Verallgemeinerung des Satzes von Rolle.

Die Aussagen des Satzes in 4.2.2 folgen leicht mit Hilfe des Mittelwertsatzes. Etwa so:
Seienzy,zo € X mitx; < a2 . Dann glbt es G]:L‘l,{L‘Q[ mit

_ o B >0 (bzw. > 0) falls f’(c) > 0 (bzw; f'(c) > 0)
f(w2)=flan) = fle)lwe—an) { <0 (bzw. <0) falls f'(c) <0 (bzw; f'(c) < 0)
Weil dies bei den Vorausetzungen des Satdesllez; < x5 gilt, folgt der Satz.

Die Beweise zu 4.2.4 und 4.2.5 sind etwas komplexer und seien ausgelassen.

4.2.7 Ausgeflihrte Beispiele

In der Vorlesung werden einige Beispiele zur Extremwertbestimmung und einige Kurvendiskus-
sionen im Detail behandelt.

4.3 Zusammenstellung der elementaren Funktionen

Polynome und rationale Funktionen: Schon behandelt

Die e-Funktion
gebauchliche Bezeichnungea(x), exp(x), e*

2 n x  _n

x x T
(*) exp(m):=1+x+5+...+ﬁ+,,,zzzH
n=0
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Quotientenkriterium: konvergiertif allex € R
Alternative Definition: e(x) = lim (1 + E)"
n—oo n
Eigenschaften(mehr oder weniger schwer zu beweisen):
(0) e(0) =1

(1) Furallex,y € Rqilt: e(z) - e(y) = e(z + y) (Potenzregel)

(2) e(—x) = e(lx) furallex € R. (Aus (1) ury = —x)

(3) e(x) > 0furallex
(klar fur x > 0, dann aus (2))
lim e(z) = oo, lim e(z)=0

Insbesondere:(R) = (0, 00)

(4) eist streng monoton wachsend in gaRz
(Fur 0 < z1 < z9 aus der Definition, dann mit (2))

(5) (e(2)) = e(z - y)
Also: e(y) = (e(1))Y =: €Y mite := e(1).
e ist die Eulersche Zahk = 2, 7182818284. ..
Wir schreiben also in Zukunft aucte” fir e(x) (bzw.exp(x) )
(Regel (5) gilt firy € Q wegen (1) und (2))

(6) e ist stetig
(als “Potenzreihe”, oder weil differenzierbar)

Ableitung:
“Potenzreihen” wigx) darf man “gliedweise” differenzieren:
2 3 n
@) = 1) + @) + %) + &) +...+ G +-.
= 0 + 1 + = + T 4.+ (27:)! +... Also:
(7) €'(z) = e(x)
Grenzverhalten:
x eI ex
lim — = lim =... = lim — =
z—oo g delH. z—oom -gn—1 de VH. z—o00 7!
eit
Also: lim — =0
r—o0
In Worten:e” wachst sarker als jede Potenz vanfur z — ooc.
Ahnlich:
xn
lm 2" e = lim — =0
T—00 r—o0 el

Typische Differentialgleichung:
D (nicht triviales) Intervallo € R. Gesucht: differenzierbargls: D — R mit
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() f=a-f

Tats. 1: (1) f(z) = Ke*® mit K € R erfullt (x).
(2) Jeded, das(x) erfullt, ist von der Form

f(z) =K -e** fureinK € R.

Bew.: (1) Ableiten.
(2) f(x) erfulle (x). Betrachtey(z) := ’;Efi . Dann

—

e N—
_ (@) e — () - e f(x) — af(x)

g/(.’L') - (6aa:)2 - eat (%)

— g = K konstantundf(z) = K - e**
Anwendung: “exponentielle Wachstumsprozesse”
Alle Prozesse: — f(z) # 0, wo momentane Wachstumsrat f%) = a = feste Konstante .

Beispiel: Radioaktiver Verfall & < 0: Zerfallsprozesse)

Ny = Teilchenzahl bei =0

_ L p—ct H
N(t) = Teilchenzahl bei > 0 }N(t) = No-e 7, mite>0.

Halbwertszeit: t* = dast, wo N (t*) = $Ny. Also: £ Ng = No - e <",

Logarithmieren ergibt— In2 = —¢ - t* = | ¢t* = In2

c

Der natirliche Logarithmus

Bem.:e als Abbildunge : R — (0, oo) ist bijektiv.
Def.:In : (0, 00) — R ist die Umkehrfunktion.
Schaubilder:Fir e in 3.1.8, fir In in 3.2.3.

Allgemeine Eigenschaften:
Streng monoton steigenth(1) =0, lin% In(z) = —o0, lim Inz =00 .

T—00

Weitere Eigenschaften:

In(z-y) = lnz+Iny (1)
ln% = —lnzx aus (2)
a-lnx = Inz% a€R (5)

Ableitung: (Inz)’ =1
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Grenzverhalten:
1 11 1 1
neN: lim nlxzo ( = hmT*'li:n'*l)
T—00 4y de VH. o—00 =& g5~ 1 Tn
D.h: Derln wachst schwicher als jede positive Potenz veon
Ebenso: |
lim 7% -Inz = lim —~ = lim(-n-zn)=0
z—04 z—0 =5 deVH. z—0
(Inz geht “sehr langsam” gegen oo furz — 0)
Aligemeine Potenzen
Definition:
ab _ eb~lna
Eigenschaften (Potenzregeln):
b+c b, c
a = a -a
(ab)c — agbe und (al : a2)b = al1) : ag
Die Definition liefertzwei Typen von Funktionen:
1. Typ: a = x variabelb fest
Py:(0,00) — R, 2+ a° Potenzfunktion

Schaubilder:
Mit — der Reihe nach oben von links nach rechts, dann um die Ecke nach unten —

_ 1 1 1
b = _gm_la _3a37 17 5707 3 _1a -3

R N

Ableitung: (z%) =b- 207!
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2. Typ: 0 < a fest,b = x variabel
e . R— R, z+——a”

Offenbar:a® = **% = ¢** mita = Ina
Also: Die ¢, sind keine “neuen” Funktionen. Sie sind identisch mit den Funktianen— %%,
a € R.

Schaubilder: Steigend die mitl < « , fallend die mit0 < a < 1.

Ableitung: (a¢*) =1na - a”

Logarithmus zur Basisa > 1.

Def..a > 1:1n, : (0,00) — R ist die Umkehrfunktion vor: — a”.
Name:Logarithmus zur Basis a. (Andere Schreibweiséog,,)
Oft benutzt: Der dekadische Logarithmus, we-= 10 : log,gz =: lgx

Umrechnungvon einer Basis in die andere:

elnx —r = alnax — e(lna z)-(Ina) s h’la.’I] — ﬁ lnzx

Def. der Pot. e injektiv 1

@ Winkelfunktionen (trigopnometrische Funktionen)

Definition: Die Funktionensin : R — R (der Sinus) undos : R — R (der Kosinus) sind
definiert durch:

23 b L a2 00 p2k+1
Ny = - o+ — (=)
sz = w—grd g )(2/£+ ];0 2k + 1)
R 22k 00 2k
cosr = 1—?+E—...+(—1)m+...22(—

k=0

Schaubilder. In 3.3.9 .
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Alternative Definition

Auf dem “Einheitskreis”:=
{x = (z1,22) € R? | 22 + 23 = 1}.
Fura > 0:
o := derjenige Punkt auf dem Kreis, zu dem
man gelangt, wenn man vofi, 0) ausgehend
in positiver Richtung (d.i. gegen den Uhrzei-
gersinn) auf der Kreislinie den Weg (die “Bo-
genknge”)«a zurickgelegt hat.
Fira < 0:
Ahnlich, aber die Boge#ihge|a/ ist in negativer
Richtung abzutragen.
Dann:

T =: (cos a,sin ).

Daraus die “Schuldefinitioh(0 < o < 3):

29

. _ b _ |Gegenkathete] <

sSina = = |Hypotenuse| K
_a _ |Ankathete| )
cosa =~ |Hypotenuse| 2
b &
tana = o (s.u.)
Ableitungen: (gliedweise ableiten!)
(sinz)’ = cosz, (cosz) = —sinx

Definition von:

g := 1. Nullstelle des Kosinus rechts von

oder

27 := Bogenhnge des Einheitskreises

Haupteigenschaften

(1) sin0 =0, cos0 =1
sin(—xz) = sinz, cos(—x) = cosx, allex
T AN
sin ist “ungerade” Funktion cos ist“gerade”

(2) “Kreiseigenschaft”: cos?+sin?z =1 fiurallez € R
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(3) Additionstheoreme:

sin(x +y) = cosx-siny+sinx - cosy
cos(z + y) cosSx - cosy — sinx - siny
und daraus

sin 2x 2sinx cosx

cos 2z

2cosx — 1 (mit (2))
(4) Periodizitat:

oo+ ) — et HEE
(5) Phasenverschiebung

sin(z +
cos(z

) = cosx
) =sinz

[SELNE]

(6) Nullstellen

sine =0<=zcz=k-mmitkeZ
cosr=0<«=zx=5+k-7m, ke’
(6) Extremstellen

Fur sin :  in den Nullstellen des Kosinus
fur cos :  in den Nullstellen des Sinus
(7) Spezielle Werte:sin T = 1, sin T = ¥2 sin T = 1./3
Anwendungen:
Z.B. Snellius’sches Brechungsgesetz: ey = e
Differentialgleichungen: w > 0
(DGL) y'(z) +w?-y(x) =0  “Schwingungsgleichung”
Satz:

(1) Die Funktionenf(z) = a - coswz + b - sinwx, a, b Konstante au®, geriigen der (DGL).

(2) Jede auf einem Intervall definierte Funktion, welche die Schwingungsgleichuiity, est
von der in (1) beschriebenen Form.

93
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Bew.: (1) Ableiten ¢os” z = — cos z, sin” x = — sin z)
(2) Seif eine Losung. Setze
g(x) = f(x) sinwz+ lf’(ac) - COS WX
w
h(z) := f(x)-coswx — %f’(x) -sinwz
Dann:
f(x) = h(z) - coswx + g(x) - sinwzx (xx)
Fur allex ist:
@) = L) et @) eoswr =
W(z) = L(f'(2)+e? f@) simwz =
Also:
g(r) =a = konstant h(x) = b= konstant
und:
f(z) =a-coswr +b-sinwz (nach(xx))

Tangens und Kotangens

N. = {§+kr|keZ} = Nullstellenmenge des Kosinus
Ny, = {km|keZ} = Nullstellenmenge des Sinus
Definition: ‘
tan: R\ N — R, z+— 222 =:tanz
cot : R\ Ny — R, z+— ¥ =:cotx
Schaubilder:
| [
— - - ol
/ e F /% A\ .
Y \ \
74?{”[ A"y/l.&y s

Ableitungen: (Quotientenregel! und (3))

1 1

(tanz)" = (cotz) =

cos? x sin“ z
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Die zyklometrischen Funktionen
Der Sinus und der Kosinus definieren bijektive Abbildungen:

sin: [-3,3] — [-1,1]
cos: [0,7] — [-1,1]
Die Umkehrfunktionen sind
arcsin: [-1,1] — [-%,Z] (derArkussinus)
arccos : [—1,1] —  [0,7]  (derArkuskosinus)

Ahnlich erralt man

arctan: R — (—=3%,%) (derArkustangens)

o
arccot : R — (0,7) (derArkuscotangeng

Schaubilder: In der Reihenfolge arcsin, arccos, arctan, arccot

o \
/o 1
/ N\
/S x .
/ \
/ : \\
0 “
—_—
o ’
y 15 o y
1 — T
“'?ﬁ/
s AN

Ableitungen: arcsin und arccos sind im offenen Intervall (—1, 1) differenzierbararctan und
arccot Uberall. Es gilt:

arcsinz) = L (arccosz) = ———
1—x2 V1—1z2
(arctanz) = 1+1x2 ,  (arccotz) = H%
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[9] Hyperbolische Funktionen:
sinhz = <=f— Sinus hyperbolicus
coshy = <E— Kosinus hyperbolicus
T__,—T sinh .
tanhz = &= ey Tangens hyperbolicus
L x —x h .
cothz = S e Kotangens hyperbolicus
Anwendungen:
Der Kosinus hyperbolicus als Kettenlinie.
“Hyperbel-Eigenschaft”:  cosh?(z) — sinh?(z) = 1 furallez € R .
Schaubilder der hyperbolischen Funktionen:
- / N
3 /‘“f‘ \\\ 3 ’
5 ’// \\ s //
.
4 as a s o4 g 5 o 05 1 o1s . . s s s n: 0 05 1 25 35 s
//’/ z “,
/ ;
/"‘J" 35 :
/ . .
sinh cosh (Kettenlinie)
s 5 \\\
L
— -1 — 1
5 \\ 15
tanh coth
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4.4 Aufgaben

Aufgabe 1. Bestimmen Sie Ableitungeriif folgende Funktionen

a) f(z) =1 d) f@) = g +eos(@) @) fla) = CHEE
b) f(x) =e” - 2? e) f(z) = a3 - z2 h) f(t) =t - 22+ sin(x)
¢) f(z) =2°- (In(x))? f) f(z)=4° ) f(z) =27t +ew a0
Aufgabe 2.
a) Bestimmen Sie die ElastiZitene(z) := J}/((gf)) -z fur folgende Funktionen.

a) f(z) = e~ b) f(z) =2+ 10 ¢) f(z) =22 +3z+2

d) Seif(z) > 0furallex € D(f) des Definitionsbereichs. Allgemein gilt (wieso?):

(@)
) = @y

Interpretation: Zeichnet mafiin ein Koordinatensystem mit logarithmischen Skalém &b-
zisseund Ordinate), so stellt¢(x) die Steigung an der Stelledar.

Aufgabe 3. Diskutieren Sie (Definitionsmenge, Nullstellen, Polstellen, Grenzwerte und Verlauf
des Graphen):

(z = D(x+5)

(z —2)3(2z +5)

fz) =

Aufgabe 4. Wieso ist folgende Anwendung von der Regel vondjtal fasch?

2 —4 . 2x 2
im - = im = - =
v—2 2 — 4z + 4 r'Hopital z—2 22 — 4 I'Hopital 2

Aufgabe 5. Bestimmen Sie folgende Grenzwerte:

In(z —3)

— cos(z)
In e — S
v—2 32 — 4z + 4

1 | 1
b) ili% p d) lim z(1 cos(x))

z—0 12 T—00

Aufgabe 6. Gegeben ist die Funktion
1 2
f(z) =4 -In(z) + 3%~ 4x

mit DefinitionsbereichD(f) = [1, 6]. Bestimmen Sie das Bild vofi.
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Aufgabe 7. Fur eine Werbekampagne komm2600 000 potentielle Kaufer in Frage. Der Durch-
schnittserbs pro Kauf betigt5 EUR, und die Kostenifr die Werbekampagne belaufen sich pro
Tag auf10 000 EUR. Die Verkaufszahlen &hrend einer Werbekampagne zeigen folgenden typi-

schen Verlauf;
—0,4¢
1—e ,

d.h. die Verkaufszahlen betragen abs@la60 000 - (1 — e~%4%). Bestimmen Sie die Anzahlder
Tage, an denen die Werbekampagne durdifygfverden soll, so dass der Gewinn maximal wird.
Wie hoch ist der Gewinn dann?

Aufgabe 8. Diskutieren Sie (Definitionsmenge, Nullstellen, Polstellen, Grenzwerte, Monotonie-
bereiche und Verlauf des Graphen):

fz) = =323 +222 +1

Aufgabe 9. Wie kann man den Zwischenwertsatz aus dem Satz von Rolle herleiten?
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5 Integrationstheorie

In der Integrationstheorie werden die folgenden zwei Probleme behandelt, die auf den ersten Blick
nichts mitinander zu tun haben, die sich aber interessanterweise als ganz eng zasgermshher-
austellen.

Erstes ProblemGegeben eine Funktiofi . Gesucht ist eine differenzierbare Funktidhmit

F’' = f (eine sogenannte Stammfunktion vgr). Das Problem erscheint akademisch, ist aber
z.B. in der Physik grundlegend.

Zweites ProblemMan berechne den &theninhalt krummlinig begrenzterdehen (z.B. von Kreis-
flachen).

WeitereMotivation von anderer Seite:

In der Physik: Berechnung der Arbeit gegen eine variable Kraft.

Aus der Wirtschaftstheorie: Berechnung kontinuierlicher Zahlungser

Mathematische Hintergrundidee: Die Integration ist eine Art kontinuierlicher Summation.

5.1 Grundlegende Theorie

5.1.1 Stammfunktionen

Sei f : X — R eine relle Funktion.

Die reelle Funktion F' : X — R heil3t eineStammfunktion von f , wennF differenzierbar ist
mit F/ = f .

Tatsache:
SeienX ein Intervall und seierf’, G Stammfunktionen vorf . Dann unterscheiden sidh und
G nur um eine Konstante. D.h. es gibt eire R, so dalG — F = ¢, alsoG = F + ¢, also
g(x) = f(x)+c furallex € X .

Beweis: Esis{G — F) = f' — f' = 0. AlsoistG — F = c gemal3 der Anwendung in 4.2.1 .

Anmerkung:

Ist der Definitionsbereich voifi X kein Intervall, sondern eine Vereinigung von getrennten Inter-
vallen, so istG — F' zwar auf jedem Intervall konstant, aber die Konstante kann von Intervall zu
Intervall differieren.

Beispielevon Stammfunktionen:
Haufenweise mittels unserer Ableitungsbeispiele! Um nur einige zu nennen:

. . 1 . .
Fiurge R,q # —1ist ﬁxq“ eine Stammfunktion vom? .
q

, 1.
Stammfunktion von- ist derln .
xT
Stammfunktion vom Kosinus ist der Sinus.
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. 1 . .
Stammfunktion vonT ist der Arkussinus.

T+
Usw.: Siehe die Angabe der Ableitungen in der Liste der elementaren Funktionen.

(Etwas vagepBezeichnung
Eine reelle Funktion heil3geschlossen darstellbgrwenn sie durch iterierte Anwendung von Li-
nearkombinationen, Produktbildung, Quotientenbildung und Einsetzen in andere Funktionen aus

)-

5 sin x
3 - arctan(x3) -

. T
den elementaren Funktionen hervorgeht. ( ZiB:) = \/ln (z sin ()
Bemerkung:
Die Ableitung f’ eines solchen geschlossen darstellbgrest wieder geschlossen darstellbar und
f ist Stammfunktion vory’ .

Beweis: Induktiv, mittels unserer Ableitungslisten und den Ableitungsregeln in 4.1.5 .

Im Gegenteil dazu
Es gibt — sogar relativ einfache — geschlossen darstellbare Funktionen, die keine geschlossen dar-
stellbare Stammfunktionen haben.

_ 1

.. . . ST
Dazu geldren z.B. die FunktioneR—, e =2 und andere.
x

Beweis: Sehr anspruchsvoll.Auch bei den Mathematikern nur in Spezialvorlesungen.

5.1.2 Das bestimmte Integral

Schon im Altertum hat man die & heninhalte krummlinig begrenzte&€hen durch “Aussdpfung’bestimmt,
d.h. durch einen Limesprozel3, bei dem diadrle immer genauer durch das Innere von Polygone
approximiert wurde. Polygoréthen lassen sictamlich elementar berechnen.

Diejenigen Fhchen mit (teilweise) krummlinigen Grenzen, die einer mathematischen Behandlung
besonders zunglich sind, sind die Blchen zwischen dem Schaubilds einer Funktion und:eer
Achse.

Generelle Voraussetzung
Seif : [a,b] — R eine reelle Funktion. Wir setzen voraus, daBeschéankt ist (d.h. es gibt
C>0mit f(z) < Cfurallezx € [a,b]).

Gesucht
Der Flacheinhalt der Fliche zwischen dem Schaubild vgrnund derz-Achse, an den &dern
begrenzt durch die zur y-Achse parallelen Geraden durch die Abszissenpunide .

Bezeichnungen &

EineZerlegung (oder Unterteilung) des Intervalls, b] ist eine endliche Folg&€ =

(20, X1, X2,y ooy Tn—1, Tp) VON Punkten mit a := zo < 21 < 29 < ... < Tp1 < T, := b.

Das Maximum der Zahlem; — x;_1,7 = 1,2, ...,n (d.h. der Abshnde von benachbarten Zerle-
gungspunkten) heilt didaschenweitevon Z .

Zu fundZ undi, 1 < i < n seien definiert:
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m; = Infimum von{ f(z) |z;—1 < z < x; } und M; := Supremum voH{ f(z) |z;—1 <
x<uw}.

(Bei stetigen Funktionerfi ist m; das Minimum und\/; das Maximum vory in den Inter-
vallsticken|z; 1, x;] .)

O(f,Z) = M;(x; — x;_1) , die “Obersumme” vorf zu Z ,
i=1

U(f,Z) = mi(x; — ;1) , die “Untersumme” vory zu Z ,
i=1

Bemerke:O(f, Z) := Flacheninhalt unter der “gro3en” Treppenfunktion (s. Bild),
U(f, Z) := Flacheninhalt unter der “kleinen” Treppenfunktion

O(f) :={0(f,Z)| Z eine Zerlegung voiu, b] }
U(f) :={O(f,Z)| Z eine Zerlegung vofu, b] }

ff := Infimum vonO( f) , genannt “Oberintegral” vorf ,

Supremum vorJ(f) , genannt “Unterintegral” vorf

Feststellung
Oberintegral und Unterintegral existieren, wgibeschankt ist, und es ist ff > [f.

Hauptdefinition (Integrierbarkeit):

f ist (Riemannsch) integrierbar:<—- ff = jf

Dann: Die Zahl ff = [ f heiBt dadntegral von f tber[a,b] .

Schreibweisen daf: fbf oder fbf(x) dz (= fydt) )

8 —o

ST [/
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Deutungdes Integrals:

Fur Funktionenf mit f(x) > 0 fur allex € [a,b] — kurz durchf > 0 ausgedickt — ist das
Integral gerade der im Problem gesuchtédRleninhalt.

Vorsicht Flachendicke unterhalb der-Achse — also bei Intervaligtken, wof < 0 — gehen mit
negativem Vorzeichen in das Integral ein. Wir kommen bei Beispielen nochmal daré&akzur

Saloppe Deutung der Integrierbarkeit
Die Flache zwischerf und derz-Achse wird von den Obersummen und den Untersummen in die
Zange genommen. Wenn sich die Zange schlieBBt) Ist die Funktion integrierbar.

Beispiel

f :]a,b] — R sei konstant ,f := ¢ . Dann:

Flr jede Zerlegund von[a, b] ist M; = m; = ¢ furalle: = 1,2,...,n und somit
n

O(f,Z):Zc-(xi—xi_l) = Xi—a+ - X1+ +d1— D2+t b— Do)

= c-(b—a) = U(f,2).
Alsoist O(f) = {c-(b—a)} = U(f) (einelementige Menge).

b
Somit: f ist integriebar mit| f(z)dx = ¢- (b—a) , wie erwartet.

Weitere Beispiele siier. Dgnn: Die Direkte Bestimmung des Integrals mittels der Definition wird
praktisch nie durchgéhrt. Konkrete Beispiele benutzen fastimmer den Fundamentalsatz in 5.1.6.
Siehe dort.

Man kann allgemein die Integrierbarkeitrfsehr grof3e Klassen von Funktionen beweisen. Siehe
das Folgende.

5.1.3 Klassen integrierbarer Funktionen

Man kann — noch ganz allgemein — die Integrierbarkigitdehr grof3e Klassen von Funktionen
beweisen.

Satz 1:
(1) Jedes monotongist integrierbar.

(2) Jedes stetigg ist integrierbar.

Bemerke: Solche Funktionen sind besuoiit (Beweis!). Der Beweis von (1) und (2) ist dann nicht
allzu schwer.

Satz 2:

(1) Seif integrierbar. Dann:
f bleibt integrierbar, wenn man an endlich vielen Stellen den Funktionswénait. Das
Integralandert sich dabei nicht.

(2) Sei(xy)n=12,.. eine Folge von Punkten ifa,b] . Das f sei stetig in allenc # z,,,n =
1,2, ..., und f habe Sprungstellen in dem, . Dann istf integrierbar.
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Beweise: Schon etwas schwieriger.

Fazit:

Alle elementaren Funktionen sind integrierlidier abgeschlossene Intervalle ihres Definitionsbe-
reiches (weil stetig).

Und: Integrierbarkeit ist eine recht “robuste” Eigenschatft.

5.1.4 Allgemeine Eigenschaften des Integrals

Bezeichnungals Ubereinkuntft:
Sei f integrierbariber[a, b] . Man setzt:

a

Zf(w)dﬂf == fbf(x)dx und [ f(z)dz = 0.

a

"\ Integrationsgrenzen vertauscht

Satz
fyg : [a,b] — R seien integrierbare Funktionen, 5 seien au®R . Dann

d
(1) Sei a < ¢ <d < b. Dann existiert auch/ f(z) dz

b c b
(2) Seia <c<b.Dannist [ f(z)de = [ f(z)dx + [ f(z),dz
(Zerlegbarkeit bei Zwisc%enpunkten) ‘ ‘
b

b
3) faf + Byg(x) = a [ f( d:c+ﬁfg

a

(Llnearnat des Integrals)

b b
(@) Istf < g ,sogilt [ f(z)dz < [g(z)dx
(Monotonie des In(tlegrals) ‘

(5) Auch|f|, z — |f(x)]|, istintegrierbar und es ist| fbf(a:) drx| < fb|f(x)|dx.

(6) f-g istintegrierbar.
Beweise: Unterschiedlich schwer, aber relativ “straightforward”..

Beachtezu (6): Das Integral vorf - g ist nichtdas Produkt der Integrale. (S.5.2.2)
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5.1.5 Der Mittelwertsatz der Integralrechnung

Satz (Mittelwertsatz der Integralrechnung (MWSI))
Es seif : [a,b] — R stetig. Dann gilt:
b

Es gibtzg € [a,b] mit [ f(z)dz = f(x0)-(b—a) .

Flache des Rechteckber

Deutung Flache unter der Kurve= { [a, b] mit Hohe f (o) .

Beweis: Esseim := min{ f(z)|a <2 <b} und M := min{ f(z)]a <z <b} .

Dann:
m < flz) < M furallex € [a,b] .

konstante Funktionen

Nach (5) des Satzes in 5.1.4 und dem Beispiel in 5.1.2 gilt dann:

b b b
m-(b—a) = [mdz < [ f(z)de < [Mdx = M-(b—a).
a a (Z
1
= m < flx)yde < M .

(kiirzen durchb — a) b—a
Zwischenwertsatz — I

f(zo)

b
1 . . .
Aus ' —a /f(a:) dx = =z folgtdann die Behauptung durch Erweitern nhit- a .
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5.2 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Integrationspraxis

5.2.1 Integralfunktionen (Unbestimmte Integrale)

Bemerkung 1

X seiein Intervall,f : X — R sei stetigrg € X
Dann: ./ Argumentz von F ist Integrationsgrenze

x
F:X —R, F(z) ::/f(t)dt
ist eine wohldefinierte Funktion. 0

Folgt aus der Bezeichnung und (1) des Satzesin 5.1.4 .

Bezeichnung 1
DasF aus der Bemerkung 1 heilRitegralfunktion oderunbestimmtes Integralzu f .

5.2.2 Das Herz von Theorie und Praxis: Der Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung

Satz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (H-S) ):
X seiein Intervall,f : X — R sei stetigund es sej € X .

(1) Die IntegralfunktionF' : X — R, definiert durch
Flz)= [zf(t)dt= [ f
xo o

ist eine Stammfunktion vori , d.h. esistF’ = f.

(2) Seiena,b € X ,a <bundG: X — R sei irgendeine Stammfunktion vgh Dann:

b
| f(z)dx = G(b) — G(a) =: G(m)\z (Letzteres ist eine Schreibwe)se

Beweis
z+h T x+h o z+h
J r=/f [ r+[7 [ f
(l) o o _ o z _ T _ f(g) -h _
h i T h ) h T h
75.1.4Bezeichnung Tats.1(3) MWSImit §
_ fstetig
= O " fa)
2 @G = F+c¢= G(b) — G(a) = F(b) — F(a). Also:
Bem.1(2)

b 0 b
[f=]f+[f=F®) -F()=G0) -G)

Beispiele:
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Alle Differenziationen, umgekehrt gesehen. Etwa:

b 1 1
i . a — at+1|b _ a+1 a+1
(dabei seD ¢ [a, b], falls e < 0)
3 x
(2) [ coszdx = Sinx‘ig = sinf —sin(-%) = 1+1 = 2
37
2 3
() [ coszdr = sinz|?;, = sin2f —sin(—2F) = —-1—-1 = -2

_3m 2

Hier t2ritt das Plnomen auf, dal bei Integrieren diééthenteile unterhalb derAchse mit nega-
tivem Vozeichen in die Rechnung eingehen (und sich atwa, wie in diesem Beispiel, mit entspre-
chenden Fchen oberhalb der-Achse aufheben).

1
4 [ A= = arcsin|?, = T +

SIS
ol
ol

Wirdigung des Hauptsatzes:

Das Integral ist auf recht komplizierte Weise definiert. Durch die (\igfbhden) Aussagen des
Hauptsatzes wird das Integrieren auf das Differenziereinickgrefihrt.

In den folgenden beiden Abschnitten werden wir sehen, wie Differenziationsregeln zu Integrati-
onsregelnihren.

5.2.3 Substitutionsregel

Die Substitutionsregel ist das Pendant zur Kettenregel!

Satz (Substitutionsregel):
X sei ein Intervall. Gegeben seien

f:X — Rstetig und ¢:[a,b] — X stetig diferenzierbar.
Dann:

Beweis F' sei Stammfunktion vorf, (F o) (t) = f(e(t)) - ¢'(¢),
also

F o ¢ ist Stammfunktion vorif o ¢) - ¢’.
Daher nach dem Hauptsatz :

b
[ @) dt = Fleb) — Flp(a) = [ f(z)dz o

Symbolische Schreibweise und Umrechnung:
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_ oy G _ _ dx
Aus = = p(t): il (t) bzw. dx = ¢'(t)dt bzw. dt = FOR
Beispiele
b b b2
Q) [t f(£*)dt 0 s [ fle)dt = 5 [ fx)de
a a a2
T =p(t) =t
2-tdt =dx
(2) ¢ :]a.b] — R sei stetig differenzierbar und es ssit) # 0 in [a, b]. Dann:
b
' ) b
af 28dt = ),
T
(f(x) = .o =¢(t)
Beachte Die Gleichung(x) gilt sowohl, wenn allep(¢) > 0 als auch wenn alle(t) < 0.
/
Erinnere (4.1.6): @((f)) heil3t logarithmische Ableitung vop .
P

Spezialfallder Gleichungx) :

For [a,b] € ]—3,Z] gilt
b

b b
. T b
_ sin x _ sin x _ _ o
Jtan xde = [SRZ4y = — [S0Lgp — —]n cost|, = Incosa—In cosb.
a a a

5.2.4 Partielle Integration

Die partielle Integration ist das Pendant zur Produktregel. Sie liefert eine Methode, um Produkte
von Funktionen zu integrieren.

Satz (Partielle Integration):
fyg : [a,b] — R seien stetig differenzierbar.

Dann
b

[f9 = (f9)

a

b b b
Beweis (f-9) = fg+ f¢d = [f9+ [fd = [(fg) s (f-g)'

b b
o Jfd

a

b
a

Beispiele
(1) HiIra # —1hatman
b b b patl b
[z made = gt nz| - A5 [ dv = Aozt (lnz— a%rl)‘
a a a xT a
T ~——
f' g = o
_ _1 3a+t1 1 1 _atl 1
= Tﬂba (lnb—m) — maa (IHCL—TH)
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b
Der Falla = —1, das ist der Fall ™22 dz , erlaubt zwei Vorgehensweisen:
a

() Partielle Integration:

b
b b 1 b
I::félnxdx = Inzhnhzx - /lnxdm = 2] = (Inz)?
a a T a
a I
Also: I = i((Inb)%?—(lna)?).
(i) Substitution:
b Inbd Inb
I'=[1lnzde = [ tdt = 32 = 3((Inb)? - (In a)?)
a T Ina Ina
Inz=t
dt = %da:

(2) Koppelung der Methoden

V1 — sin?t cos tdt =

—wla

1
I:f\/l—:LQd:L‘ =
-1 _

L ]
r =sint
dx = cos tdt

(VB

1 5 . z 3 )
= [ cos t-costdt = (sin t-cos t)‘ 4 [ sin® tdt =
Flache des halben Einheitskreises -z 1 T 2 -3
) g
z 2 us
= (sin t-cos t) iﬂ + [ldt — I = I = %((sin t-cost + t)) i = Z.

jus
2

5.2.5 Uneigentliche Integrale
Unter Umsénden kann man bisherige Grundvoraussetzungen aufgeben:

Unendliches Integrationsintervall

Definition 1:

Gegeben seff : [a,0) — R.

b b
Existiert [ f(z)dz =: F(b) furalleb > aund existier'%lim F(b) = blim [ f(z)dz,

so heif3tf (uneigentlich) integrierbar Uiber[a, co) und man setzt:

/Oof(x)dx = lim /b f(z) dz

b—oo

Eine analoge Definition giltdr f : (—o0,b] — R :
b

b
/f(ac)dx = lim [ f(z)dz

a——00
a
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Bemerkung:
Ist f stetig undE’ eine Stammfunktion voif, so gilt

[ f(@)dr = Jim ()~ F(a),
d.h. dig linke Seite existiert genau dann, welim F'(b) existiert und dann gilt die angegebne

B—o0

Gleichung.

Beispiele

oo b b
(1) [e®dz=1lim [e®=lim(e™®)| = lim(l—e?) =1
0

b—oo 0 b—oo 0 b—oo

(2) FHirs € R hatman:

b
b In IE‘ =Inbd fallss =1 0 falls s =1
f%daz: 1 b — 00 falls s<1,dh.—s+1>0
! %ﬂ-x‘sﬂjl falss#1 | "7 | L falls s>1,dh. —s+1<0

b
Ergebnis. [ L dx existiert <= s> —1.
1

[a, b] endlich, aberf nicht mehr besclimkt

Definition 2:

Gegeben sef : [a,b) — R mit élrr%) f(B) = £o0.

B B
Existieren|[ f(x)dz furallea < 8 < bund existiert lin%f f(x)dx,

B—

so definiert man 5

b

[ f(z)dz = élH})f f(x) dx.
Analog im Fallelim f(«) = o0, f : (a,b] — oo:

fbf(ﬂf)dwizgéig}lfbf(:c)dx, Woa<a<g.

Beispiel 3

1 lim In « fallss = —1 +oo fallss=-1
[atdx = a'—>0 L osrlt = oo fallss < —1
0 Loy g2t fallss A -1 L fallss > -1
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1
Ergebnis: [ 2° dz existiert«<— s > —1. 2 Diagramme
0

Kombination von[1] und

a=—oo oder lim f(a)=+o00

a—a

Es sei und . Dann:

b= o0 oder élﬂ}) f(B) =+

Wahle c €]a, b]. Setze:
b c b
[f@)de = [ f(z)dz+ [ f(z)de (

falls beide Integrale
rechts existieren

Beispiel:

oo 0 —o0
@ [elldr= [ ede+ [ e®dz=1+1=2(s.0)

—00

(5) Ohne Beweis, wesentlich schwieriger (\NETF2 keine geschlossen darstellbare Stammfunkti-
on besitzt), in der Statistik benutzt:

e~ do = /7
il

Bemerkung: Die Limites von Intgralen in diesem Abschnitt sind immer Limites von Integralfunk-

tionen (5.2.1) gewesen.

Sind solche Limites konvergent gegetroo im Sinne von 3..5 , so setzen wir die berechneten
1

Iniegrale auch gleicktoo . Z.B.ist [ 2°dz = oo fur s < —1 (s.Beispiel 3).

0
Beim Anwenden der Eigenschaft (3) des Satzes in 5.1. kann man auch mit diesen Limites rechnen
wie friher (s.3.3.6 , erste und zweite Regel).

5.2.6 Ein Integralvergleichskriterium flir Reihen

Tatsache:
Seim e N und f : [m,00) — [0, c0) sei monoton fallend. Dann gilt:

Z f(n) konvergiert—=> [ f(z) dx existiert.

Es gelten dig:KE)scmzungen

> s < [r@ds < Y s,

n=m+1

Beweis: Man erkennt, dal3 die Absithungen gelten (s. Abbildung). Die Konvergenzaussagen
folgen aus den Monotoniekriterien.



5. INTEGRATIONSTHEORIE 111

5.3 Integrale in der Okonomie
5.3.1 Konsumenten- und Produzentenrente

“Polypolistische” Situationviele Anbieter, viele Nachfrager, freier Markt

x Menge eines Guts im Angebot;y <z < C
p(xz) Preisfirz

Nachfragefunktiom (x) und Angebotsfunktiom(z):
p

Dabei:

n(x) fallend denn

je hdher der Preis, desto niedriger die Nachfrage.
a(x) steigenddenn

je hdher der Marktpreis ,desto

hoher das Angebot

Gleichgewichtsmenge und Gleichgewichtspreispreisdefiniert durch

p:=n(T) = a(T) (“Marktpreis”)

Man betrachtt nun eine Zerlgung : o < 21 < 22 < ... < x, = T.

Vorstellung: Die Mengen zwischer_; undz; hatten auch noch zum Prei$z;) verkauft werden
konnen. Die Kaufer, die dann gekaufélten, haben, weil sie die Ware zum niedrigeren Marktpreis
bekommen, einen “theoretischen Gewinn”

n(z;)(z; — xi-1) — P (¥ — 2i-1)

zu zahlen bereit tatsédchlich gezahlt

Die gesamte Konsumentenschaft hat in diesem Sinn einen theoretischen Gewinn von:

n

S n(w) - (w; — @) BT = Uln, Z) — pT
=1

denn n(x;)=m;j,dan fallend
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Im Endeffekt: Bei immer “maschenfeineren” Partitionen konvergiert dieser theoretische Gewinn
gegen die sogenannte

Konsumentenrente := [ n(z)dr —p-T

Analog: Gemal3 Angebotsfunktion iwrden viele Produzenten auch unter dem Marktpreis ver-
kaufen. Sie erzielen einen ZAiglichen theoretischen Gewinn, da sie jadatdich zum kheren
Marktpreis das Gesdlfit abschliel3en.

Der Gev7\1/inn:

ﬁ-f—Zai‘(x)-(xi—xi_l) —
1

Z immer feiner

a(x) dr =: Produzentenrente

bl
8|
|
O—xy|

Anschaulich:
P A

Konsumentenrente = Inhalt der graueadte
Produzentenrente = Inhalt der schraffiertefichle

5.3.2 Kapitalwert eines Ertragsstroms

In der Okonomie untersucht man défteren den Zusammenhang zweischen sogenarBeen
standsgRen (wie z.B gesamtwirtschaftlicher Kapitalstoc®lvorkommen usw.) und den zu-
geldrigen sogenannteRluRgroRen (gesamtwirtschaftliche Nettoinvestitio@lfdrderung uswy).

Bestandsdif3en sind dann Integrale der FluBgen.

Bei uns:

B(t) := Erwirtschafteter Ertrag zum Zeitpunke [0, 7],

b(t) = B'(t) seider “Ertragsstrom”.

Der Ertrag werde laufend auf ein Konto eingezahlt und dort stetig verzinst zur Zinsrate
vona = 55

DerEndwert K (t) sei der Kontostand nach Jahren.

Der Gegenwartswert (Barwert) k(t¢) ist diejenige Geldmenge, die, zum Zeitpurkt 0 mit
stetiger Verzinsung zu angelegt, nacti’ Jahren den Endwert ergebeiingde. Man leitet her:
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T
EndwertK (T) := T - [b(t) - et
0

T
Barwertk(T) := [b(t) - e~ dt
0
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5.4 Aufgaben

Aufgabe 1. Bestimmen Sie folgende Stammfunktionen:

4 1 1 2 —
a) /(m—i-a:—él)dx b) cos(:z:)—;#—S—\/g—e*‘”da: c) /de

Aufgabe 2. Bestimmen Sie die folgenden Integrale:

’ n(z? " in 2 ° 2 3 2
) [ in(ar Q) [ sin@(cos@)Par e [ Gt

0 1 z—3

-2 0 % — 0z

Aufgabe 3. Ein Haushalt habe bzgl. des Konsums eines Gutei® Grenznutzenfunktiom(x).
Bestimmen Sie die Nutzenfunktidi(x) des Haushaltdif = > 0.

Aufgabe 4. Sie haben das Patent zur Herstellung von selbstreinigenden Windschutzschieiben f
Pkw. Als Monopolist legen Sie die Preise nach den Grenzkosten fest, und zwar wie folgt:

Der Preisf fur die xte Windschutzscheibeif Mengenz bis 1000 betigt f(z) = 200 — {5

Werden mehr als 1000 Einheiten abgenommen, so bestimmtfsidch der Formelf(z) =

100:6&. (Die ersten 000 Einheiten werden aber auf jeden Fall nach den alten Preisen abgerechnet.
Ermitteln Sie die Gesamtkosten, sowie die Durchschnittskosten pro Windschutzschediseh

Kunden in Ablangigkeit von der insgesamt abgenommenen Menge. Skizzieren Sie die Grenzkosten-
, sowie die Durchschnittskostenfunktion.

Aufgabe 5. Sei

N(p) = (5) @)+ 1)

die Nachfragefunktion eines Produkts in Millioneru&t. Skizzieren Sie die Nachfragefunktion
und zeichnen Sie den Umsatz des Unternehmens (Monopolist) bei einempfreis, 60 EUR
ein. Nach einer Ausweitung der Produktion senkt der Unternehmer den Preis-auff, 30 Cent.
Tragen Sie den Gesamtumsatz ein. (Die Nachfragggwurde zutachst voll befriedigt.)

Wie sahe der Gesamtumsatz aus, wenn der Unternehmer — bei jeweiligerdfiisict der Nach-
frage — den Preis in 10 Cent — Schritten ygrbis p; Cent gesenktite?

Berechnen Sie den Gesamtumsatz bei einer stetigen Preissenkumghisp;, also das Integral
fpo N
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2 Lineare Algebra

6 Tupel und Matrizen. Vektorr aume

6.1 Tupel
6.1.1 Definition der Tupel. Auftreten von Tupeln

Definition 1:

Sein € N. Eine Folge vorm reellen Zahlen in festgelegter Reihenfolge heif3t ein
n-Tupel reeller Zahlen oder eines reelles-Tupel.
Fiurn = 2 ist das eingeordnetes Paar(s. 3.1.2 Def.1 ), iir n = 3 sagt man auch

Tripel.
Beispiele:
1
1 0
(1>273) ) (1>07_\/67%7 ) bzw. 2 ) _\/6
3 3
0

Zeilenschreibweise

Spaltenschreibweise

sind konkrete 3- bzw. 5-Tupel.

Schreibweisefiir allgemeinen-Tupel:
z

Z2
x = (r1,22,...,o,) bzw. ==

Tn

Ubereinkuntt:
Wir werden im Folgenden beim Rechnen mit Tupeln die Tupel als Spalten schreiben.

Bezeichnungen:

n heil3t dieL angedesn-Tupels.
Die Zahlz; heil3t diei-te Koordinate vonz, i =1,2,...,n.
Die Menge aller reellen-Tupel wird mitR™ bezeichnet.
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Gleichheit von Tupeln:

z1 Y1
. z2 . Y2 . " .. .
Einm-Tupelx = | . | undeinn-Tupely = | . | sind definitionsgeral gleich dann und nur
ITm Yn
dann, wenm = m undx; = y; istfurallei = 1,...,m = n (d.h. gleich in der Bnge und gleich

in allen Koordinaten).
Feststellung der Gleichheit varr Tupeln: Durch “Koordinatenvergleich”.

asoze: (1) # (2), A (1) ua

Anwendungen und Vorkommen:
Fast allgegeniértig, wo man Daten speichert:

(1) Lagerbestandeiner Firma:
n Warensorteng; = Anzahl von Einheiten der Walrigin einem Lager.
Dann: x = (T1,T2,...,Tp) steht fir den “Lagerbestand”

(2) Produktionsvektor einer Fabrik:
n verschiedene Produkte, = Produktion des-ten Produktes pro Produktionsperioded@jgt
in gewissen Einheiten
Dann: r = (x1,T2,...,2y) Produktionstupel oder Produktionsvektor

In der Wirtschaftstheorie spricht man oft auch v8nindeln” oder*Aggregaten” statt von
Tupeln: etwa von “Gterliindel” ...

(3) Geometrische Anwendungen:

Vorgegeben: Koordinatensystem in der Ebene
Dann
(2) = Punkt mit den Koordinaten, , z-

oder
(¢1) = Pfeil zu diesem Punkt (so@rtsvektor)

T2

Und zwar: Man variiert die Vorstellung, je nachdem ioflas Tupel “Modell” steht:
fur Punkte (in der analytischen Geometrie)
oder
fur “Vektoren” = “gerichtete Go3en”(in der Physik).
Schlief3lich:
Man zeichnet das Tupel auch als Pfeil,, wenn man die Addition von Tupeln veranschauli-
chen will (s|2]in 6.1.2).
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x1
Analog: | 2 | = Punkt (bzw. Ortsvektor) im koordinatisierten 3-dimensionalen Raum
x3

Beachte Eine richtige geometrische Vorstellung kann man sich nur von den Paaren und Tripeln
machen. Vor allem in den Anwendungen muf3 man sich aber mit Tup&Reger lange besditi-
gen.

EineVerallgemeinerung des Tupelbegriffs:

Stattn-Tupel von Zahlen kann man aughkTupel aus anderen mathematisched®m betrachten.
Zum Beispiel:

n-Tupel von Funktionen,

n-Tupel vonm-Tupeln,

u.a.

Beispielzu den Tupeln von Tupeiln:

Eine Volkswirtschaft bestehe auswirtschaftssubjekten.

Wird jedem der Wirtschaftssubjekie= 1, ...,n ein Giterdindela; € R™ zugewiesen, so hat
man solch eim-Tupel(ay, .. ., a,) ausm-Tupeln.

Ein solches A :5ay, . .., ay) wird in der Wirtschaftstheorie auch eiddlokation genannt.

6.1.2 Rechnen mit Tupeln

Definition : (Natirliche Rechenvorschriften if™):

Z1 !

. x2 Y2
Seiew=| . [,y=| . | €R*undXeR

T Yn

e Definition eineAddition in R™ ;

Die Summe vorx undy ist definiert als

1 Y1 1+ Y1
) Y2 T2 + Y2 .

z+y=1| . |+]| .| = ) (d.h.(x+y); =z +y; furallei=1,...,n)
In Yn Tn + Yn

¢ Definition einerskalaren oderauf3eren Multiplikation:
Das skalare Produkt vok und z , d.h. das Produkt der Zahl (dem Skalar(!\ ;mit dem
Tupelz ist definiert als



6. TUPEL UND MATRIZEN. VEKTORRAUME 118

)\.%'1

AT9
AT = Ax:=

kurz .
ATp,
Redeweiseind Gedéchtnishilfe:
Addition und skalare Multiplikation sinloordinatenweisedefiniert.

e Definition desSkalarprodukts:
DasSkalarprodukt von z undy ist die reelle Zah(!) (der “Skalar”)

n

(@,y) = 1y + Ty + - F Tuln = Y Tl
=1

Motivation und Vorstellung zu den Rechenoperationen:

Bei den “Bindeln” der Wirtschaftstheorie

Zur Summe:
x sei ein Lagerbestang,sei eine “Zulieferung” (ebenfalls als Tupel betrachtet). Dann:
x +y ist der Lagerbestand nach der Zulieferung !

Zur skalaren Multiplikation:
Bei Verdreifachung des Lagerbestands: Aus dem LagerbestandsaTwiel das Tupel3z .

Zum Skalarprodukt:
P

P2 . . . . .
p= | . | seidas Preistupel, d.p; := Preis pro Einheit desten Produktes. Dann:

Pn

n
(p.x) = pixi < Wert des Lagerbestands.
=1

In der Geoemtrie

Zur Summe
—_— X+y

A

y z+y = Diagonale im
“Vektorparallelogramm”
(“Kr afteparallelogramm?”)
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Zur skalaren Multiplikation

4 o 2X
) Streckung unmi falls A >0
\r — Streckung um)|,
danach Spiegelun falls A <0
X am Nullpunkt

-X
Zum Skalarprodukt

n
For 2z mit Y 27 = 1ist|(z,y)| der Abstand
=1

zwischen(()) und dem FuRpunkt des Lotes vgn
auf die Gerade durch und (J).
Insbesondere:

>] Der Ortsvektorr
10"?4 - (z,y) = 0 <= { steht senkrecht auf
- dem Ortsvektoy.

Fazit

Summe, skalare Multiplikation und Skalarprodukt sind ganz einfach definiert, habetlzdyes-
schend tiefliegende Anwendungen.
Sie haben auch sehr ergiebige algebraischen Eigenschaften. Siehe das Folgende.

6.1.3 Rechenregeln

Satz(Rechenregeln)

0 1 —I

. 0 . . T2 . —Z2
Sei O:= | . | das “Nulltupel” (die “Null” inR™), undzuz =] . | sei —z:=

0 Tn —In

Dann gelteniir allez,y,z € R™ und fur alle alle A\, p € R:

Die Vektorraumaxiome
(A1)  (v4+y)+z=x+(y+2)  Assoziativgesetzir “+”

(A2) O+z =2+0=2 O st “neutrales Element” zu “+”
(A3) —zr+x=x+(—z) =0 -X ist additiv invers zu

(A4) r+y=y+=z Kommutativgesetz “+"

(Sk1) Mz +y) =+ Ny

(Sk2) A+ p)x = Az + px o
(Sk3) A(pez) = (1A - o Regeln der skalaren Multiplikation
(Sk4) lz=z
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Axiome des Skalarprodukts Name fir die linksstehende Eigenschaft:

(z,y) = (y,7) symmetrisch
(+y,2) = (2,2)+ 2 } "

bilinear
(x,x) > 0 furz#0 positiv definit

Bew.: Man verifiziert die Vektorraumaxiome, indem man zeigt, dal® die Tupel links und rechts
vom Gleichheitszeichen in allen Koordinaten gleich sind.

Bei den Axiomen des Skalarprodukts rechnet man nach, daR links und rechts die gleichen
Zahlen stehen.

In allen Rallen benutzt man die passenden RegelR.in

Tatsache 1(abgeleitete Regeln (wie iR ,s.1.2.2))
QD) a+x=a+y=x =y (Kirzungsregel)
2 -x=0«<= X =00derz=0.

Beweis: Koeffizientenvergleich. Man benutzt die entspechenden RegRlIn in

6.1.4 Linearkombinationen

Hier und auch sgter untersuchen wir Folgen von Tupeln . Wir schreiben in dieser Situation die
Tupeln mit groRen Buchstaben, um eine Verwechslung mit Koordinaten zu vermeideauGebr
lich ist auch die Schreibweis@ fur Elemente deR™ , wenn man den Unterschied zu den reellen
Zahlen betonen will.)

Definition: (Linearkombinationen)

X1, Xs, X}, seieine Folge von reellesTupeln und
A, A2, ..., \; seien reelle Zahlen. Dann:

Elemente vorR™ der Form i

X=MX1 + AX2 4+ ... + X = Z)\iXi
=1
heilRenLinearkombinatorionen der X, X, ..., X;.
Die A1, Ao, ..., A heil3en digKooeffizienteneiner solchen Linearkombination.

(Anwendungs)-Beispiel LagerbestandX; = (8, 10, 35, 10)

Zulieferung in jedem zweiten Monat: X» = (2, 1,1, 2)
Auslieferung in jedem dritten Monat: X3 = (3,2, 4, 2)
Dann: Der Lagerbestand am Ende des Jahres ist
X+6Y -4Z = (8+12-12,10+6—8,35+6—16, 10+ 12 — 8)
= (8,8,25,14)
Merke: Linearkombinationen entstehen aus den X5, ... X} mittels endlich vieler Rechen-
schritte, bei denen man die iRI" definierte Addition und die skalare Multiplikation benutzt.
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6.2 Matrizen

Nicht nur einreihige bzw. einspaltige Zahlenfolgen, wie bei den Tupeln, sondern auch mehrzeilige
und mehrspaltige Zahlenfigurationen spielen in der Mathematik eine wichtige Rolle.

6.2.1 Definition der Matrizen
Bezeichnung1 m x n := Menge aller geordneten Pagigej) mit1 <i <m, 1 <j <n.
Beispiet 2 x 3= {(1,1),(1,2),(1,3), (2. 1), (2,2),(2,3)}

Definition Seienm,n € N.

Einereelle (m, n)-Matrix ist eine KollektionA von Zahlen, wo jedem Paéi, j) € m x n
eine reelle Zahl, genannt;, zugeordnet ist.

Schreibweise: Kurz: A = (ai;)i=1,..m = (a;;)iem
J=1l...,n n
Explizit: Als rechteckiges Zahlenschema au<eilen undn Spalten:

ail a2 e A1n

N
A= fm a_22 a2n_ N m “Zeilen”
. . . /
Aml Am2 ... Amn
NS
n “Spalten”
Beispiel
1 0 -1 =«
A= 2 2 -2 =2 ist eine (3,4)-Matrix.
0 V2 -6 0

Bezeichnung 2
(m,n) heiRt detdmri3 von A
a;; heil3t derEintrag an derStelle (7, j)
Mit R™*" wird die Menge aller reellefin, n)-Matrizen bezeichnet.
A; = (ai1as . . . a;p) € R heilti-te Zeilevon A
a1j
; a2j o
Al = | 7 | € R™*! heiltj-Spaltevon A

amj
Die Spalten werden als Elemente d&saufgefalt.

Vorkommen:

(1) Einn-Tupel vonm-Tupeln kann man alén, n)-Matrix sehen, wenn man die-Tupel als
die Spalten betrachtet.
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Ebenso: Einn-Tupel von Zeilentupeln derdangen, d.h. von 1-zeiligen Matrizen, kann als
(m,n)-Matrix aufgefal3t werden.

(2) Bei “Mischprodukten” treten Matrizen auf:
Gegeben seiem ProdukteP;, i = 1,...,m, gemischt aus Grundprodukte®;, j =

1,...,n.

Setze:
a;;:= Anzahl der Einheiten vogy; in einer Einheit vonp;.

Die Daten zusammen bilden di#fschmatrix” A € R™*",

(3) Bei der mathematischen Beschreibung sogenannter “linearer Prozess&tés).sp

6.2.2 Addition und skalare Multiplikation von Matrizen

Definition 1 (Addition und skalare Multiplikation von Matrizen):

Gegeben seien
A= (aij)i:1 ,,,,, m, B = (bij)i:l om € R™ynd )\ € R.

j=1,...,n j=1,...,n

Addition in R™*";

Definiere
A+B:=C= (Cij)i_l,u.xm , WO ¢ = ai + b”
j=1,...,n
Also:
a1 a2 ... Qaip biin b2 ... bip
asy ao e aAon b21 b22 e bgn
+ g
Ami @m2 .. Gmn bmi bm2 ... bmn
a1 +bin ai2+bi2 ... aip+bin
a1 + b1 ax+by ... a2, +bay,
Gml1 +bm1 @m2+bm2 ... Gmn + bmn
Skalare Multiplikation:
/\all A(llg e )\aln
L. )\alg )\agg e )\agn
Definiere M\A = .
/\aml AamQ e )\G;mn

RedeweiseMan sagt, Summe und skalares Vielfaches simiragsweisedefiniert.
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Beispiel
200 1\ (-1 -1 =1\ _(2-1 0-1 —1-1)_ (1 -1 -2
6 —2 0 —4 4 4 ) \6-4 —2+4 0+4 /) \ 2 2 4
und

1/2 0 -1\_(1 0 —3

2\6 -2 0/) \3 -1 0

Satz(Rechenregeln):

. o 0 - . . o
Sei 0 := . . o die Nullmatrixin R™, d.h. alle Eintage sind Null.
0o --- 0
a11 a2 ... Qlip —a11 —a12 ... —0ln
a1 Qa2 ... Q2p . —a1 —a2 ... —a2,
Zu A = . ceR"” seil —A =
aml Am2 ... amn —aml1 —0m2 ... —0mn

Seien A, B, C reelle (n,n)-Matrizen und, i seien reelle Zahlen. Dann:

Es gelten entsprechend —d.h. mitB, C' anstelle det, y, z — die Vektorraumaxiome aus dem
Satz in 6.1.3 und die dortige Tatsache.

Beweis: “Eintragsvergleich”.

6.2.3 Das Matrizenprodukt

Definition (des Matrizenprodukts):
Sei A= (aij)z_zll ,,,,,,,,,, m € R™Mund sei B = (bij);j,:_':,‘z € Rk,
(Beachte: Die Anzahl der Spalten ihist gleich der Anzahl der Zeilen iR ).
Definiere
AB := A- B := dasjenigeC = (cj;)
das definiert ist durch .
cij = by + aigboj + - + inbnj = > _ airby; .
r=1

Suggestiv: Das Produkt einer einzeiligen Matrix mit einer einspaltigen Matrix ist
das Skalarprodukt der entsprechenden Tupel, tndit Eintiégec;; in einer allge-
meinen Produktmatrix hat man

by, Produkt der i-ten
n by, ' Zeile von A mit der
Cij = Zairbm = (an a2 - am)-| . = { j-ten Spalte vorB, also
r=1 das Skalarprodukt der

by jeweiligenn-Tupel
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Hinweis und Bemerkung:

Das ProduktA - B ist nur dann definiert, wenn gilt
Spaltenzahl vol = Zeilenzahl vonB

Man hat dann

Zeilenzahl vonAB = Zeilenzahl vonA
Spaltenzahl vod B = Spaltenzahl vorB

Beispiel
)1 L2
A= ERP3, B=| -1 -7 | eR¥3
-1 6 1 1 1
1 -1 1
1-1+2-(-1)+3-1 1-2+2-(-7)+3-1 2 -9
AB — 0-14+1-(=1)+2-1 0-24+1-(=7)+2-1 | _ 1 -5
| (-D)146-(-1)+1-1 (=1)-24+6-(=7)+1-1 | | —6 —43
114+ (1) - (1) 4+1-1 1-24(=1)-(=7)+1-1 3 10

Gebrauch des Matrizenprodukts:

(1) Als “Verflechtungsprodukt”Sei A die Mischmatrix aus dem Vorkommensbeispiel (2) in
6.2.1 mit den Produkte®;,7 = 1,...,m und den Grundprodukte,.,r = 1,...,n . Nur
seien die Grundprodukte jetzt Zwischenprodukte, die selbst aus Rohskff¢n=1, ...,k
gemischt seien. Es sei

B - (brj)';i} ..... Z 5 WO bT’j - {

.....

Anzahl der Einheiten des Rohstoffé&s
in einer Einheit des Zwischenprodukt@s
Frage: Wie sind die Endprodukfe aus den Rohstoffen gemischtDazu sei:

S { Anzahl der Einheiten des Rohstoff&s
]

in einer Einheit des Endprodukté} , und

ey

|
cij = anbiy + -+ aipbrj + -+ ainby;

= (AB);; := Eintrag an der Stelléi, j) im ProduktAB .

Gesamtanzahl der Einheiten des Rohstoffes
R; in denjenigeny;, Einheiten des r-ten
Zwischenproduktgs,. , die in einer Ein-
heit des EndprodukteB; enthalten sind.

Denn: a;.b,; =

Fazit Die MischmatrixC (Endprodukt— Rohstoff) ist das Produkd B der Mischmatri-
zen A (Endprodukt— Zwischenprodukt) und (Zwischenprodukt- Rohstoff).

(2) Spezielle Produkte:

() Produkt einer einzeiligen MatriX = (21 3 ... 2,,) € R>™ mit A € R™¥",
Esist
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3)

m
X-A=Y = (y1y2...um) einzeiligmity; = > za; .
=1
Anwendungsbeispiel:  Sel die Mischmatrix aus (1) . Es seien Einheiten des Produk-
tes P, gegeben und = (z; z2 ... z,,) Sei das entsprechende “Produktentupel”. Die
KoordinatenY; des MatrizenprodukteX A = Y = (y1 v2 ... ym) haben dann folgende
Interpretation:
' Anzahl der Einheiten des Roh-
Y; = x101; + - + 2055 + -+ Tpa,m; = { stoffesR; in der gesamten Pro-
duktmenger; + x3 + - - + T,

21
. L . . . 22 !
(i) ProduktvonB € R™** mit einer einspaltigen Matrix = | € RFX1 = RF |
2
vy
v2 L o i
Dann: Bz =: | . € R™! ist einspaltig mit, = > " by;z;.
: =
Un,

Durch Matrizenschreibweise, inbesondere auch mit Hilfe des Matrizenproduktes, lassen
sich viele Zusammenhnge sehr einfach und kompakt formulieren. Ein Beispiel geben wir
im Folgenden.

Beispiel fur (3) :

Esseid €¢ R™*", x € R* = R™! undb € R™.
Man kann die Gleichung! - z = b betrachten. Ausgeschrieben:

1 a11r1  + ae®2 +--+ Qipln by
a1 a2 - G1n o a21r1 + agxy +---+  aopTp by
a1 a2 e a2n ' . - . -

Am1 Am2 - amn
Tn aAm1T1 + amaT2 +---+ GpmpTn bm

Betrachtet man die rechte Gleichung koordinatenweise, sitertann Gleichungen. Faf3t man

die z1,zo,...,x, als “Unbekannte” auf, so eélit man ein sogenanntdiseares Gleichungssy-

stem mit m Gleichungen undn Unbekannten

In diesem Sinne: Ein solches lineares Gleichungssystem ist “dasselbe” wie eine Matrizenglei-
chung der Form

A-xz=0.
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6.2.4 Rechenregeln flir das Matrizenprodukt

Bezeichnung
Zun € N betrachte man dién, n)-Matrix E,, definiert durch:

1 0 - 0
0 1 - 0
R s B o= | ) Einsen auf der Diagonalen,
[ : Nullen tiberall sonst
0 -~ 1 0

E,, heiBtEinheitsmatrix der Ordnung: (n-te Einheitsmatrix).

1000
o o100
Beispiel: By = 0010
0 0 01

Satz

Fur MatrizenA, B, C undr € R gilt (vergl. 1.2.1):

M1) (A-B)-C=A-(B-0)
Genauer: Sind auf einer der beiden Seiten alle Produkte definiert, d.h. falls Spaltdrzahl
ZeilenzahlB und SpaltenzahB = ZeilenzahlC, so sind die Produkte auch auf der anderen
Seite definiert und es gilt die Gleichheit.

(M2) Fir A € Rmxm;
En-A =AundA -E, = A .

(D) A-(B+C)=A-B+A-C
(A+B)-C=A-C+B-C
Wieder so zu verstehen: Sind auf einer Seite einer der Gleichungen Summen und Produkte
definiert, so auch auf der anderen Seite und es gilt die Gleichheit.

(A) (r-A)-B=A-(r-B)=r-(A-B),falls A- B definiert.
Beweis: Beide Seiten jeweils ausrechnen und Eintrags-Vergleich.
Bemerkung 1
Die Matrizenmultiplikation ist “hochgradig” nicht-kommutativ:
(i) WennA - B definiert ist, brauchB - A gar nicht definiert zu sein.

(i) SindA - BundB - A beide definiert, so&nnen sie verschiedenen Umril3 haben. Z.B.:
Ae R Be R =— A-BeR™™undB- A € R"*"
Also: verschiedener Umri3, falts, £ n.

(iii) Aber selbst wenm - B und B - A gleichen Umrif3 haben danen sie verschieden sein. Z.B.:

(o0)(o0)=(oo) (o) loo)=(a0)!
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Die zweite Gleichung zeigt auch, dal das Produkt zweier von Null verschiedener Matrizen die
Nullmatrix sein kann.

Bemerkung 2

Besonders bemerkenswert sind die Rechagliohkeiten inR™*"™: Sowohl Summe als auch Pro-
dukt von A, B € R™*" sind definiert und liegen ik™*™, d.h. man kann irR™*™ addieren und
multiplizieren analog wie bei den Zahlen.

Eine Kombination der Rechenregeln aus dem Satz in 6.2.2 und der Regeln aus obigem Satz zeigt
tatsachlich:

Der RechenbereicR™*™ mit seiner Matrizenaddition und der Matrizenmultiplikation{glitfbis

auf (M3) und (M4) alle Rechenregeln, die wir in 1.2ik flie reellen Zahlen aufgelistet hatten.

Ein Name Die Mathematiker nennen Rechenbereiche mit Addition und Multiplikation, in denen
Rechenregeln wie hier ilR™*™ gelten, einerring.

Schliel3lich: Zuazlich zu Addition und Multiplikation hat man iR™*™ noch die skalare Multi-
plikation.

6.2.5 Einige Bezeichnungen

Bezeichnung 1(invertierbare Matrizen):

SeiA € R™*™ (man sagtA ist quadratisch). Dann:

Es gibtB € R™*™ mit
A-B=B-A=E,

In diesem Fall:B heif3t die zuA inverse Matrix.

Schreibweise:B =: A~1.

A heifdtinvertierbar <— {

Beispiel

-1
. 1 2 -3 2
E5|st<23> _< 2_1>.

Bemerkung:
Gilt eine der beiden GleichungeaA - B = F,, oder B- A = E,, , so gilt auch die andere, urdl
ist invertierbar.

Anmerkung
Die Menge(R™*")* := {A € R™*" | R ist invertierba} aller invertierbaren (n,n)-Matrizen ist in
der Mathematik ein wichtiges Objekt.

Eine erstéAnwendungder inversen Matrix:

Satz

A - x = bseiein lineares Gleichungssystem mite R"*™ (S. das Beispiel am Ende von 6.2.3).
Dann:

Ist A invertierbar, so ist die dsung eindeutig, und zwar ist: = A=! - b.
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Beweis: Die Gleichung von links mid—! multiplizieren.

Bezeichnung Transponieren):

N

B = ((sz)) € R™ ™ mit bij = Q.

Beispiel:
t 1 4 — i-te Zeile vonA wird zu
1 2 3 .
< 45 6 ) =2 5 i-ter Spalte vorB
3 6 und umgekehrt

Bezeichnung 3(Symmetrische Matrizen)
Sei A eine quadratische Matrix. Dann:

A heiltsymmetrisch :<—= A = A’  d.h. a;; = aj; furallei,j =1,....n.

Beispiel:
1 -2 3

DieMatrix A= -2 4 -5 ist symmetrisch.
3 =5 6

6.3 Analytische Geometrie

Im: R?, R3 R"™
/ AN T
Anschauung raglich verallgemeinerte Geometrie

6.3.1 Geraden
Definition (Geraden):

EineGeradeim R"™ ist eine Teilmeng&r desR™, fur die gilt:
Es gibta € R™ und einu € R™, u # 0, so dal3

G:{a—i-)\u\/\eIR{}k: :cTL—i-IR% u\

Aufpunkt Richtungsvektor

Anschauung:

Diese Darstellung einer Geraden heif3t
Parameterdarstellung () ist der “Pa-
rameter”).
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Bemerkung:
Als Aufpunkt hatte man jeden anderen Pumkte G wahlen ldnnen, als Richtungsvektor jedes
Vielfacheu' = A\u, A\ # 0, vonu.

Tats. 1:

Durch zwei verschiedene Punkieb € R"™ gibt es genau eine Geradeggmlich die
Gerade

G=G(a,b)={a+X-(b—a)| AeR}
——

=u

In niederen Dimensionen

Tats. 2: Im R? gilt fur TeilmengenG C R2:

Es gibtai, as,b € R, a undb nicht beide), so dald
G={z= (i;) | a121 4+ agre = b}

D.h. die Geraden sind gerade tliesungsmengen von nicht trivialen linearen Glei-
chungen.

G ist Gerade=— {

Fur ag # 0 (d.h. die Gerade ist nicht parallel zytAchse) hat man:

al b
a1r1+ars=b<—=r9o=——1+ — < x9=7-T1+S
xT9 a9
~— ~—
=r =s

D.h. man erBlt die“Schaubild”-Form der Geraden (s. 3.1.4)

Tatsache
Fur TeilmengerG C R3 gilt:

Es gibtay1, ai2, a13, az1, a2z, azs, by, by € R
mit A; := (a11 a2 CL13) 75 O,AQ = (CLH a2 a13) kein
Vielfaches von4; so daR

1

G ist Gerade—-
a1121 + a12T2 + a13x3 = by

G=<(xz=
a21x1 + a2 + azzxrs = by

D.h. die Geraden sind diedsungsmengen von “allgemeinen” Gleichungssystemen
mit zwei linearen Gleichungen.
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6.3.2 Ebenen und Hyperebenen
Definition (Ebenen) Anschauung

EineEbeneim R" ist eine Teilmengey C R™,
fur die gilt:
Es gibta, u,v € R™,0 # u,v # Au, SO dald

E = {a+Xutpv | \,u € R} =: a+Ru+Rv
Dabei: « heif3t Aufpunkt,2. und v heil3en
aufspannende Vektoren, und die rechte Seite (
Gleichungen ist eine suggestive Kurzschreibwe
se.

Bemerkung 1
Ru + Ru ist die Menge aller Linearkombinationen varundv im Sinne von 6.1.4 .
Offenbar istRu + Rov die Ebene durch, aufgespannt von undwv.

In niedrigen Dimensionen:

ist derR? selbst die einzige Ebene.

Tats. 3: Filr eine Teilmengd® desR? gilt:

Es gibtai, as, a3, b € R, nicht allea; = 0, so daf3
1

E=Xxz= |29 | |a1x1 +asxs +azx3=">
x3

F ist Ebenec=

D.h. Im R3 sind die Ebenen gerade di@sungsaume von nicht trivialen linearen
Gleichungen.

Bemerkung 2
Fur a3 # 0 kann man die Gleichung wieder auf eitfchaubild’-Form bringen:
Es gibtr, s, t € R, so dal3 die Ebene beschrieben ist dutgh= rz; + sxo + t.

Auch allgemein imR"™ sind die Losungsaume von einzelnen linearen Gleichungen wichtig:
Definition 2 (Hyperebenen)

Seienay, as, ..., an,b € R™ , nicht allea; = 0 . Dann:

I

) . . .
H:=<x= ) a1x1 + asxe + - - - + apxy, = b p heildt eineHyperebeneim R™ .
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Anwendungsbeispiel
P

. 2] . .
Esseip= | . | ein Preisvektor (s. 6.1/2) und es seb € R,b > 0. (s. 6.1.2 1]). Dann:

Pn
T

2
Die Menge aller Gterkindelx = .| mitpixy + poxs + - - - + prx, = b heildt dieBudget-

Tn
Hyperebenezup undb .
Bei gegebenem “Budget” b ist sie die Menge allént&bundel an, die maiiif b kaufen kann.
(In der Anwendung besclnkt man sich im allgemeinen auf die wo allex; > 0.)

6.3.3 Orthogonalit at

Definition (Orthogonaliét):
Seien0 # u,v,w € R™" unda, b € R".
Fir n-Tupel:
a heidtorthogonal zub :<= (a , b) =0
Skala;produkt
Fur zwei Geraden:

G := a + Ru heiRt orthogonal zG’' := b + Rv <= (u,v) =0
Fir Gerade und Ebene:

G =: a+Ruistorthogonal ZWF := b+Rv+Rw <= (u,v) =0und(u,w) =0 .

Tatsache 1

Im R3 sei F die Ebenel := {z | ayz1 + asrs + azxrs = b} undG sei die Geradér := a + Ru.

Dann:
aq

G ist orthogonal zWF < u ist skalares Vielfaches vop as | =: n.
asg

Bezeichnung 1
Die Bezeichnungen seien wie in Tatsache 1 und:sei’. Dann:

n heil3t einNormalenvektor zu £ unda + Rn heil3t dieNormale zu F in a.
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Tatsache 2

Im R3 sei E = a + Ru + Rov eine Ebene und sei
b e R3.

Dann gibt es genau einen Punkte E, so dal3

(*) (b—zp,u)=0 und (b—ap,v) =0

Beweis: Ansatzz, = a + Au + uw,
eingesetzt in(x), liefert eine eindeutige
Losung fir die Unbekannten\, i, und
somit fur x;,.

Bezeichnung 2

Dasux; in Tatssache 2 heilfuB3punkt des Lotesvonb auf E. Der Vektorb — z;, (manchmal auch
die Gerade durchundz; ) heildtdas Lotvonb auf E.

6.3.4 Parallelit at

Definition:

Seiena,b € R™ (Aufpunkte) undu, v, w,v’,w’ € R™ passende Richtungs- bzw. aufpannende
Vektoren.

Fur zwei Geraden:

a + Ru heildtparallel zub + Rv <> es gibtA mit u = \v, oder kurzau € R - v
Fur Gerade und Ebene:

a + Ru heildt parallel zb + Rv + Rw <= u € Rv + Ruw.
Fir zwei Ebenen:

a + Rv + Rw heifdt parallel zb + Ry’ + Ruw' <= Rv + Rw = Rv' + Rw’

6.3.5 Abst ande und Winkel

Definition: Flrx,y € R™:

2| :=\/(z,2) = /27 + 23 + ... + 22 heiRt dieNorm von z.

lyll = /(y1 — 1)2 + ... + (yn — 7,)? heiltAbstand zwischenz undy.

Mit den Bezeichnungen aus Tatsache 2 in 6.3.3
||b — xp|| heiBtAbstand zwischenb und der Ebend-.
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Anschauung

A,

N

Xy g:r"x‘!

||z|| = Abstand zwischefi undx Abstand zwischen undy

Tatsache (Dreiecksungleichungen):
Furz,y,z € R™ gilt:

[z +yll < llzll +[lyll und |z —y[| <z —z] + [z -yl

Definition (Winkel): x
) . 2>
Fur0 # =,y € R™ definiert man:
(@,1) L3 o
<(x,yY) := arccos — ———
) GBI 2l

6.3.6 Strecken und Konvexit &t

Definition (Strecken): FErz,y e R", z # y:
Die Teilmenge
zy={z+tpuly-2)|0<p<1}
heil3t dieStrecke (das Geradensick) zwischenz undy.
Bemerkung (“symmetrischere” Schreibweise):
Wegenz +p- (y—x)=x+py —pr = (1 —p)z + -y = Ax + py hat man
N——

=:\
zy={ M+ |0<A\p<LA+p=1}
Der Mittelpunkt der Strecke 7y ist der Punkt

May = 2@ +y) (=2t 5(y—1))
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Definiton (Konvexitat): Sei X C R™
X heildtkonvex < Fur allex,y € X istauch ganzy C X.

(Gegen-)Beispiete

Ellipsen sind konvex. Das Herz ist nicht konvex.

Tatsache(Zusammenhang mit Konvesitsbegriff fir Funktionen):

SeiD C R ein Intervall,f : D — R eine Funktion. Dann:
f ist konvex im Sinne von 4.2.4

= { B= Q) <R 2 fo)

ist konvex geral3 der Definiton.

6.4 Vektorr aume
6.4.1 Vektorraumdefinition

Nicht nur bei den Tupeln und Matrizen, sondern vielfach auch auf anderen Mengen von mathema-
tischen Objekten lassen sich eine Addition und eine skalare Multiplikation sahearf, daf? die
Vektorraumaxiome aus dem Satz in 6.1.3 gelten.

Beispiele
(1) I seiein Intervallund sév := {f | f : I — R st eine Funktioh . Genal 3.2.1 definiert
man:

(f +9)() == f(x) +g(x), Af)(x)=A-
Setzt man O := die Nullfunktion: — 0, (—
Vektorraumaxiome.

fz).

f)(x) == —f(x), so gelten die genannten
(2) Weniger allgemein: Sei € N und?P,, sei die Menge aller Polynome vom Graden.

Mit denselben Definitioneriifs Rechnen wie in (1) difit auchP,, die Vektorraumaxiome.

Definition:

Auf einer Mengél/ seien eine Addition (d.h. die Summe von je zwei Elementen) und
eine skalare Multiplikation A\, z) — Az € Vfur A € R,z € V so eingefihrt, dald
folgendes gilt:

Es gibt ein Element O und zu jedemme V ein Element-z, so dal3 die Vektorraum-
axiome (A1l)—-(A4) und (Sk1)—(Sk4) gelten.

Dann:V mit diesen Rechenvorschriften heil3t &rvektorraum .
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Beispiele DerR™ , die MatrizenaumeR™>*" und die Beispiele vor der Definition.

Der einfachste Vektorraum ist ein Raum, der nur aus einer Null besteht.

Der zweiteinfachste Vektorraum i& = R! selbst mit defiiblichen Addition und deiiblichen
Multiplikation als skalarer Multiplikation.

Bemerkung:
In einem VektorraunV kann man Linearkombinationen im Sinn von 6.1.4 betrachten.

6.4.2 Untervektorr aume als neue Vektorr aume

Definition V' sei einR-Vektorraum. (Denke alv = R" |, V' = R™*")

Eine TeilmengéV C V heil3t einUntervektorraum : <= Es qilt:
(L) oew

(L2) Furallex,y € Wistauchr +y € W

(L3) Furallex € R,z € Wistauch\z € W

Bemerkung:

SeilW C V ein Untervektorraum.

Gemal} Eigenschaft (L2) kann man das Addieren von Elementerifauwmich als Addition in
W auffassen. Ebenso liefert das Multiplizieren vine R mit z € W eine skalare Multipli-
kation aufiW wegen (L3). Es isO € W nach (L1) und zur auch das—z (folgt aus (L3):
—z = (—1) -z € W.) Es ist klar, dal3 die Vektorraumaxiome, die ja in gangelten, auch
in W gelten.

Fazit:
Der Unterrauni?’, zusammen mit der schoningeltenden Addition und skalaren Multiplikation,
ist ein R-Vektorraum sui generis. (Man vergif3t quasi, dald’ in dem goRRerenV liegt.)

6.4.3 Beispiele flir Untervektorr aume

Spanns

SeienX, Xo,..., X, € V.

(Erinnere (s. 6.1.4): Arbeiten wir mit Folgen von Elementen eines Vektorrdimso schreiben

wir die Elemente mit grol3en Buchstaben, um Verwechslungen mit Koordinaten (also Zahlen) zu
vermeiden.)

Bezeichnung 1
SeilW := {)\1X1—|—)\2X2+—|—)\ka ‘ Alyeoy Ak ER} k:I RX; +RX, + ...+ RXg.
urz

D.h. W ist die Menge aller Linearkombinationen aus den ..., X .
Dann: W heil3t derSpannder X1, ..., X , geschrieben auch sp@xy, ..., Xy) .

Bemerke Wir kennen schon Spanns:  span, X2) = RX; + RX» ist die Ebene durch den
Nullpunkt mit den aufspannenden Vektor&n und X> .
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Tatsache 1
DasW aus der Bezeichnung 1 ist ein Untervektorraum Von

Beweis: Zu zeigen ist, daf3 (LO), (L1) und (L2) gelten. Dazu:

(LO) gilt: DennO|st alsC=0-X;+0- X2+ -+ 0- X ausWv .
k

(L2) gilt: a:—ZAX GWundy—ZuZX eEW = x+y—Z(Ai+m)XieW.

1
k k

gt z=> NX; e W = dr =) (A\)X;eW.
1 1

L dsungs@&ume von homogenen linearen Gleichungssystemen

Systematisch werden wir lineare Gleichungssysteme in Paragraph 7 behandeln. Hier nur Folgen-
des:

SeiA € R™*™. Wir betrachten die Matrixgleichung
(%) A-xz= 0, ,
aufgefalt als lineares Gleichungssystem (kurz: LAB §las “unbekannte” Tupel
x1
x= | 1 | € R" (s.das Beispielifr (3) in 6.2.3).
In
Bezeichnung 2

Ein LGS heilsthomogen wenn (wie in(x) ) die rechte Seite gleich O ist.
Die TeilmengelV := {x € R" | A-x = O} C R" heilt der. dsungsraumvon (x) .

Tatsache 2
Der Losungsrauni” eines homogenen LGS ist ein linearer Unterraum&és
Alx+y)=Axz+Ay=0+0=0

Beweis: O=A-0, Aw:Ay:Oﬁ{ A(Az) = A(Az) =X-0= O.

Fur I = R ist das Beispiel (2) in 6.4.1 ein Untervektorraum désn Beispiel (1) .

Nach einiger Theorie wird sich herausstellen (s. den Satz 1in 6.3.5):

InV =R" bzw. V = R™*™ ist jeder Untervektorraurfl’ ein Spann. Genauer: Es gibt dimmit
kE<nbzw.<n-mundXi,...,X; € V,sodal¥V = RX; + ...+ RXj}.

Registriere fur spatere Anwendungen:
Auch die Losungsmenge eines homogenen LGS ist ein Spann.

Die Fragen, die bei der Spannbildung auftretéiyén zu den folgenden Begriffen.
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6.4.4 Lineare Abh angigkeit und lineare Unabh &angigkeit

Zur Motivation Tupelrechnen, einmal anders gesehen.
Betrachte das folgende lineare Gleichungssystem:

rT — To + 4xz3 = -1
Il 2333 = -1
—xy — 21 + 223 = 1

Noch von der Schule bekannt ist das “Rechnen mit Gleichungen”. Hier z.B.:

2mal 1.Gleichung — 3mal 3.Gleichung —x1 — 229 + 223 =1 L 3.Gleichung
Es folgt: Gelten die beiden ersten Gleichungen, so gilt automatisch auch die dritte. Die dritte Glei-
chung ist daheiiberflissig. Die losungsmenge des Gleichungssystems nur aus den ersten beiden
Gleichungen ist gleich derdsungsmenge des Systems aller drei Gleichungen.

Was sich abstrakt hier abspielt ist Tupelrechnung und Spannbildiérglich:
Betrachte die einzeiligen Matrizen
Vi=(1 -1 4-1),Y=(1 0 2-1),YV3=(-1-2 2 1)
Beachte: Das sind die “Koeffiziententupel” der drei Gleichungen. Das Rechnen mit den Gleichungen
ist nichts anders als das Rechnen mit diesen Tupeln

Im VektorraumR'*4 hat man: 21 —3Y, = Y3

Daraus:
IstX = MY+ XYoo+ A3Ys € sparfYy, Yo, Ys3),s0istX = (A1 +2X3)Y1+ (A2 —3A3)Y2)
bereits in spaft7, Y2) . DasYj ist zur Spannbildungberflissig!

Aus dem Bisherigen: Die Frage, ob bei der Bildung des Spanns einer Folge von Elementen eines
Vektorraums gewisse Folgengliediéperflissig sind oder nicht, ist wichtig in der Theorie der
linaren Gleichungssysteme. Die Fragé@it zu den folgenden Begriffen.

Definition: SeienX1, Xo, ..., X} aus denRR-VektorraumV'.

Esgibti € {1,...,k}, sodald
Die X1, Xo, ..., X\ heiBerlinear abhangig:<—= < X, € spat Xy, ..., xi—1, Xit+1,-.., Xg) ,
d.h. X; liegtim Spann der restlichek; .

Die X1, ..., X} heilRerlinear unabhangig :<= Sie sind nicht linear alingig.
Hinweis Die Formulierung in der Definition ist der Einfachheit halber etwas lax. Ma#telge-
nauer sagen iissen: “Die Folge dek, ..., X} ist linear ablngig bzw. linear unaléngig.”

Denn diese Eigenschaften sind Eigenschaften der gesamten Folge, nicht Eigenschaften der einzel-
nen FolgengliedekX;; .

Lineare (Un-)Ablagigkeit fir kleinek :

linear abfangig, fallsX; =0

k =1: NachUbereinkunft istX; { linear unablingig, fallsX; £ 0
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k=2: Die X, X5 sind linear abhngig — X; = A\ X, oderXs = uX; .

Lineare Ablangigkeit und lineare UnaBingigkeit kann man auf verschiedene Weise beschreiben
und charakterisieren. Wir tun das in zwei Tatsachengadigvalente Eigenschaften auflisten. Das
bedeutet, dal jede einzelne der Eigenschaften genau d#ignist wenn auch die andereliilgg

sind.

Tatsache 1(Charakterisierung der linearen Adoingigkeit):

Fur eine FolgeX,, Xo, ..., X} von Elementen eine Vektorraumeé sind folgende Eigenschaften
aquivalent:

(1) Die Xy, ..., Xi, sind linear abingig.

(2) Esgibtl <i <k,sodal
spar(Xl,Xg, ,Xk) = spanrQXl, ---aXifl%Xz#l, ,Xk) ,

X; ausgelassen
d.h. zur Spannbildung sind di¥,, ..., X redundant: eines de¥; ist dazuiiberflissig.

(3) Es gibtAi, Ao, ..., A\ € R, von denen mindestens eines ungleich 0O ist, mit
AMXp+XXo+ ..+ X, =0.
Man sagt dazu: Die Galdt sich in nichttrivialer Weise aus défy, ..., X}, linear kombi-
nieren.

(4) Die Darstellung eines € sparf Xy, ..., X) als Linearkombination deX1, ..., X} ist nicht
eindeutig.

Beweis: DieAquivalenz aller Aussagen ist leicht zu beweisen. Wir zeigen exemplarisch
nur dieAquivalenz von (1) und (3):
‘(1) = (3)"
Sei X; = X1+ Xio1 X+ + M\ X, . Dann:
O= MXy+ - MaXiq+ (DX, + M1 X1 + -+ + A X, und mindestens der
Koeffizient\; = —1 ist ungleich0 .
(3)= (1)
Sei O= MXi+ - Ao X +A0X + A X + -+ A Xy, und sei; #0.
Division der Gleichung durch; ergibt:
0 = %Xl—f—---)‘i\:lXi_l—|—1-Xi+)‘f\—thi+1+-~-—|-%Xk .
DasX; auf die andere Seite gebracht liefert:
X = —MXg— N1 X1 — A1 X1 — -+ A Xk, alsoX; als Linearkombination
deriibrigenX; .

Anmerkung zur Logik des Beweises einer Aussage wie in Tatsache 1.:

Ganz naiv geseheniifite man beweisen, dal3 jede Aussage aus jeder anderen folgtatzasi
Implikationen (Kombinatorik!). Wenn man den Beweis klug uildnomisch fihrt, gerigt der
Beweis von 4 Implikationen. Etwa der folgenden vier:

1) =2 =06 = ¢ =0
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Denn: Man kann jede der 12 wechselseitigen Implikationen zwischen den Aussagen(1),(2),(3) und
(4) durch eine Folge der ausgéhiten 4 Implikationen erhalten (s.Vorlesung).

Tatsache 2(Charakterisierung der linearen Undplgigkeit):
Far X1, 2, ..., X; € V sindaquivalent:

(1) Die X1,... X} sind linear unabéingig.

(2) Furjedesi mitl < i < k qilt:
spant Xy, ..., Xi—1, Xip1, Xi) € spatXy, ..., Xi—1, Xi, Xit1, Xi)

d.h. aRt man zur Spannbildung d&s weg, so bleibt der Spann nicht mehr gleich sondern
wird echt kleiner.

(B) O =M X1+ XXo+ ...+ X = N =0furallei=1,2,....k.
D.h.: Die einzige Mglichkeit, das Nullelement O vovi aus denXj, ..., X}, linear zu kom-
binieren, ist die triviale Weise, wo alle Koeffizientangleich0 sind.

(4) Die Darstellung eines jedenc spar{ X, X», ..., X}) als Linearkombintion dekX; ist ein-
deutig.
Beweis: Tatsache 2 igquivalent zur Tatsache 1. Denn: Jede der Aussagen in Tatsache 2 ist
die Negation der entsprechenden Aussage in Tatsache 1. Mit Tatsache 1 ist also auch Tatsache
2 bewiesen.

Die Aussagen (3) der beiden Tatsachen liefern einen praktischen Test, um zu entscheiden, ob
X1,..., X} linear ablangig sind oder nicht. Wir formulieren ihn noch einmal extra:

Tatsache (Test fur Lineare Unablngigkeit):
, C . Die Gleichungh1 X1 + Ao Xo + ... + A\ X =0
Die X7, ... X} sindlinear unabingig« { hat nur die triviale bsungh\y = Ao = ... = A, =0.
Praxis Man macht den Ansatz
MXT+ XX+ ...+ 2 X, =0

und faf3t dies als lineares Gleichungssystémdie A1, ..., A, auf. Dann untersucht man, ob die-

ses Gleichungssytem nur die trivialé&dung0 = \; = --- = )\ hat oder auch nicht triviale
Losungen.
1 -1 4
Beispiel Seien X;=| -1 |, Xo = 0 ],Xs5=1| -2
2 1 1
1 -1 4
Ansatz: M| =1 |+ X 0O |+Xx3] —2 | =0
koordinatenweise
2 1 1
AM—A+4x3 = 0 1.G1.+2.G1 X423 = 0
-\ —2Xx3 = 0 - = —A3=0=As.
2mal 2.G1.4-3.G1 +A2—3x3 = 0 Addiere
221+ X +X3 = 0 *
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Durch Einsetzen in die Gleichungen davor ergibt sich ®fst 0 und dann auch; = 0.
Ergebnis Es gibt nur die triviale bsung. DieXy, X», X3 sind linear unabéingig.

Ubung Mache den Test auf lineare Unabigigkeit mit den obigei;, Y>, Y3 .

6.4.5 Basen und Dimension

Definition (Basen)

SeiV einR-Vektorraum, insbesondefé = R" oderV = R"*" oder ein linearer Unterraum
von diesen.
Es seiX1, ..., X} eine Folge von Elementen auis. Dann:

Die Folge Xy, ..., X} heil3teine Basisvon V/

(B1) Die Xq,..., X} sind linear unabaingig
<= Esgelten< und
(B2) spariXi,..,Xy) =V

Grundbeispiel 1 0 0
1
0 :
IMR™ Esseik=nundX;=| .| =1e1, Xo=|0] =t6q,.... X, = 0 =e,.
0 0 1

Die Folge dereq, eo, ..., e, , der sogenannteBinheitstupel ist eine Basis deR™ und heifl3t die
natirliche BasisdesR" .

Tatsache(Sinn und Nutzen von Basen):

Die X1, Xo, ..., X} bilden genau dann eine Basis vgnwenn sich jedex € V auf eine und nur
eine Weise als Linearkombinatian= \; X7 + ...+ A\ X}, schreibendl3t, d.h. es gibt eine solche
Darstellung vore und dieAq, Ao, . . ., A\x sind durchr eindeutig bestimmt.

Bezeichnung

Sei X1, ..., X eine Basis vorV . Wir schreiben auch formale8 = (X1, X, ..., X}) ist eine
Basis vonl/ .

Dann: Dask heil3tk die Langeder Basis.

Seiz e Vundx = M1 X1 + ...+ A\ X . Die \;;i = 1,..., k heiBen diekoordinaten von x
beziglich der Basi®3 = (X3,..., X).

A1
Das Tupel\ := | : | € R* heit das Koordinatentupel vanbeziglich B .
Ak
\Vorbild: x1
xT
Die Koordinaten eines = ,2 € R™ beZiglich der naifrlichen Basis aus dem Grundbei-
T,

spiel sind gerade die urdjprglichen Koordinaten;,i = 1,2, ...,n .
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Satz 1

(1) Im R™, in denR™*™ und in all ihren Untervektodumen gibt es Basen.
Allgemeiner: In allen Vekto&umen, die der Spann von endlich vielen ihrer Elemente sind,
gibt es Basen.

(2) Alle Basen eines Vektorraums haben die gleichade.

Definition 2 (Dimension)
Die gemeinsame &nge einer Basis und somit die gemeinsaraede aller seiner Basen heifl3t
die Dimensiondes Vektorraumek . Man schreibtdim V' = k, wenn diese Dimension
gleichk ist.

Satz 2
(1) Die Dimension de®R™ istn, die vonR™*" ist m - n.

(2) Es seidim/ = n . Dann istXy,..., X; genau dann eine Basis, wehn= n ist und die
X1,...,X, linear unabAngig sind.
Insbesondere: IR” sind die Basen gerade die linear unabgigen FolgetX 1, Xo, ..., X,
der Langen ,

(3) IstW C V ein Untervektorraum undim V = n, so istdim W < n, fallsW C V.

Beweise: Die Beweise von Satz 1 und von (2) und (3) des Satzes 2 erfordern einen gewisse
Theorie und einen gewissen Aufwand.

(1) von Satz 2 ergibt sich aus der Kenntnis definathen Basen. (& R™*" siehe das Ende

von 6.4.5.)

Anwendung
Die Tupel X7, X5, X3 aus dem Beispiel am Ende von 6.4.4 bilden eine linar uaabige Folge
der Lage 3 imR? . Nach (2) von Satz 2 bilden sie also eine Basis&és

Bedeutungder Basen:

Eine Basis inV/ spielt die Rolle eines Koordinatensysteimd/ , siehe die Bezeichnung.
Insbesondere ist wichtiglF lineare Untef@umenV C R™ .

Ein Beispiel

Sei F = Ru + Rv eine Ebene durch den Nullpunkt.

Das Paar:, v der aufspannenden Vektoren bildet eine Basis von E . Alsiat zweidimensional.
Die \, i bei der Darstellung = \u+ pv € E sind die Koordinaten vom beZiglich B = (u, v),
das Tupel(z) ist das Koordinatentupel.

Also: Man kommt mit zwei Koordinaten aus. Lieftz.B. imR!? , so miite man die: € E als
Elemente de®'? mit 10 Koordinaten schreiben.

Geometrische Deutungm R? und imR3:
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BasenX, X5 bzw. X1, X5, X3 kann man sich als (im allgemeinen) “schiefwinklige” Koordina-
tensysteme vorstellen. Siehe dazu die Vorlesung.

AbschlieRend noch: Dieatirliche Basis vonR™*™:

Sei E;; die (m,n)-Matrix, die eine 1 an der Stellgj) hat und sonsiiberall Nullen. Diem - n
Matrizen
Eija izl,...,m,j: 1,...,TL

bilden eine Basis voR™*" , genannt dieatirliche Basis.
Die E;; heil3en dieElementarmatrizen.

Beispiel Die
1 0 0 01 0 0 0 1 0 0 O 0 0 O 0 0 O
00 0/7\0 0 0/7\0 0 0/?2\1 0 o0/7\0 1 0/7\0 0 1
Erq Eqs Eq3 Eoq Es9 Es3

bilden eine Basis des Matrizenrauni®s<3 .

Noch zur Beruhigung des Gewissens der Mathematiker: Der triviale Vektorraum, der nur aus der
Null besteht, hat nach Vereinbarung die Dimension O .

6.5 Praktische Bestimmung der Dimension

6.5.1 Zeilenrang und Spaltenrang

Im Zusammenhang mit Matrizen spielen folgende Spanns und deren Dimension eine Rolle:

Bezeichnungen
SeiA € R™*™ . Die Zeilen vonA seienA;.,i = 1,...,m , die Spalten seiend.;,j = 1,...,n.
Man definiert:
Zeilenraumvon A := spartA;., Aa., ..., Apn.) = Z(A)
Spaltenraumraumvon A := sparfA.q, Aa,..., A,) =1 S(4)
Zeilenrangvon A := dim Z(A)
Spaltenrangvon A := dim S(A)

Der Zeilenraum ist ein linearer Teilraum v@& <" , der Spaltenraum ein linearer Teilraum von
R™x1 = R™

Satz
Fur jede Matrix gilt

Zeilenrang vomA = Spaltenrang vori .
Diese Zahl heif3t dann einfach deang von A .
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Zum Beweis: Diese Aussage ist tieferliegend. Der einfachste Beweis geht mittels der Modi-
fikationn anA , die wir in 6.5.2 - 6.5.3 behandeln werden. Die Aussage unseres Satzes kann
man (nach weiterer Theorie) aus der Tatsache in 6.5.3 ableiten.

Im Folgenden

Wir werden in 6.5.3 ein Verfahren angeben, mit dem der Zeilenrang einer Mathgstimmt
wird. Es ist klar, daR dies auch ein Verfahren zur Bestimmuorgdim spar{ Xy, . . ., X,,,) liefert,
wo X1,..., X, € R" Etwa so: Man bildet diejenige Matrid, welche die TupelX; (als Zeile
geschrieben) alste Zeile hatiiri = 1,...,m . Sodann bestimmt man Zeilenrang van Der ist
dann gleichdim spar{ X, ..., X,,) .

6.5.2 Elementare Zeilenumformungen

Bezeichnung SeiAd € R™*™,

Folgende drei Typen von Modifikationen anheiRenelementare Zeilenumformungen
M(i,j), 1<i#£j<m: Vertauschung derten undj-ten Zeile.
M(3i|N) , A #0: Multiplikation deri-ten Zeile mit\.
M(@i,j|1A), 1<j#j7<m,\e€ K: Addition des\-fachen derj-ten Zeile

zuri-ten Zeile.

Tatsache

Das Augiben von elementaren Zeilenumformungendaa R™*" andert den Zeilenraum vas
nicht und daher auch nicht den Zeilenrang vbn

Der Beweis ist einfach, sei aber hier ausgelassen.

6.5.3 Matrizen in Zeilenstufenform

X1
BezeichnungSei0 #z = | : | € R".

Tn
Der erste Indey € n, fur denz; # 0, heil3eleitender Index von .
Entsprechendifr einzeilige Matrizen, etwalf die ZeileA;. = (a;1, a2 - - - ain) # 0 €iner Matrix
A e KM
Der erste Spaltenindexmit a;; # 0 heil3tleitender Index von A;.. Das entsprechendg; # 0
heil3e deteitende Koeffizientvon A;..

Beispiel (0,0, —2,0, 1,1) hat leitenden Index 3 mit leitendem Koeffiziept .

Bezeichnung Sei G£ A € K™*™. Man sagt:
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Es gibtk mit 1 < k£ < m, so daf3 gilt
A hat (1) Die erstenk Zeilen vonA sind= 0, die restlichen Zeilen sing 0.
Zeilenstufenform } (2) FHir die leitenden Indizeg, jo, - - ., jr. der ersterk Zeilen gilt :
I<n<p<---<jgsn

Dask heil3t derStufenrang von A, die Indizesjy, ..., ji aus (2) heiBen diivot-Indizes, die
SpaltenA.;,, ..., A, heilRen diePivot-Spalten, die “Stellen(s, j;),7 = 1,...,k, hei3en die
Pivot-Stellen oder Ecken der Matrix, und die entsprechenden Bagww;;, heillen diePivot-
Eintr age
BemerkeEs ist a;;, # 0 fur alle Pivot-Eintégea;;,,i = 1,...,k .

Beispiel FolgendesA € R>*7 ist in Zeilenstufenform. Darunter ist diese Form suggestiv deutlich
gemacht:

1 -1 10 -1 -1
0 0 -21 1 -1 1
A=[0 0 04 —2 2 —2
0 0 00 0 1 0
0 0 00 0O 0 O
!
~1 1 0 2 ~1 ~1
0 0 | 1 1 -1 1
0 0 0 | 2 2 —2
0 0 0 0 0 | 0
0 0 0 0 0 0 0
T T T T
=1 J2=3 j3=4 Ja=06

Esist k = 4. Die Pivot-Indizes sindj; = 1, jo = 3, j3 = 4, j4 = 6 . Die Pivot-Eintége sind
umrahmt.

Satz
Jede MatrixA # 0 kann durch eine Folge endlich vieler elementarer Zeilenumformungen auf
Zeilenstufenform gebracht werden.

Beweis: Wir geben im Folgenden einen Algorithmus an,Alauf Zeilenstufenform bringt.

Algorithmus zur Herstellung von Zeilenstufenform:
SeiA € R™*™ A # 0. Nach jeder Modifikation werde die neue Matrix auch wieder
A genannt.

Setzei = 0 (das: ist der “innere Zeiger” des Verfahrens).
Erhdhei um 1.

Ist danni = m? Wenn ja, gehe Zu4| .

Wenn nein, mache weiter :

Sind die Zeilen + 1, ..., m gleich0 ? Wenn ja, gehe Z#4] .
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Wenn nein, mache weiter mig| .

() Wahle unter den Zeilefyi + 1, ..., m eine mit minimalem leitenden Index,
etwa die Zeileiy.
(i) Vertausche die Zeilenundi falls ig > i. Sonst belassd. Setze dann:
Ji := leitender Index dei-ten Zeile.
(i) Farr =4+ 1,...,m mache folgendeS'
Wenna,j, #0: Addlere dag— ”2 t)-fache deri-ten Zeile zur--ten Zeile.
(Bei (iii) werden in derj-ten Spalte “unterhalb” der Stellg, j;) lauter
Nullen produziert.)
(iv) Mache weiter mit 1] .

Das Verfahren ist zu Endel hat Zeilenstufenform. Setzt man:= das jetzige ,
so istk der Stufenrang vorl.

Tatsache

Zu0 # A € K™*" sei A’ eine Matrix in Zeilenstufenform, die au$ mittels elementarer Zeile-
numformungen hervorgegangen ist. Dann:

sparfAi.,..., Ay) = Spanndek Zeilen 0 von A’
Zeilenrang vonA = Stufenrang: von A’

Insbesondere: Dig Zeilen# 0 von A’ bilden eine Basis des Zeilenraumes vén

Beispiel
0 0 -2 1 1 -1 1
1 -1 1 0 2 -1 -1
A= 2 -2 0 1 5 -2 -1
-1 1 -3 -3 -3 2 0
-1 1 -1 -4 -4 3 -1
!
1 -1 1 0 2 -1 -1
0 0 -2 1 1 -1 1
2 -2 0 1 5 —2 -1
-1 1 -3 -3 -3 2 0
—1 1 -1 -4 —4 3 —1
l
1 -1 1 0 2 -1 -1
o 0 -2 1 1 -1 1
0 0 -2 1 1 0 1
0 0 -2 -3 -1 1 -1
0o 0 0 -4 -2 2 =2
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!
1 -1 1 0 2 -1 -1
0 0 -2 1 1 -1 1
0O 0 0 0 0 1 0
o o0 0 -4 -2 2 =2
o o 0 -4 -2 2 =2
!
1 -1 1 0 2 -1 -1
0 0 -2 1 1 -1 1
o o0 0 -4 -2 2 =2
0O 0 0 0 0 1 0
0o o0 o0 o0 o0 0 O

Bemerke Die Endmatrix ist die Matrix, die wir als Beispielif Zeilenstufenform gegeben hat-
ten. Der Rangist4 .

Anmerkung Beim Notieren der Zwischenstationen des Verfahréfid man der Einfachheit
halber die Klammern um die Matrizen weg. Treten Nullzeilen auf, so werden diese ebenfalls weg-
gelassen.

Die Herstellung der Zeilenstufenform ist ein wichtiger Schritt beim Gaul3-Verfahrendaurig
von linearen Gleichungssystemen, das wir in 7.2 behandeln werden.
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6.6 Aufgaben

Aufgabe 1. Ein Unternehmen stellt in ihren drei Niederlassungen Amsterdam, Bayreuth und Chi-
cago unterschiedliche Legierungen her. Dabeidtigen die einzelnen Niederlassungé@hijich
folgende Mengen an Rohstoffen:

Amsterdam: 20t Wolfram, 20t Mangan, 40t Zinn;

Bayreuth: 125t Zink, 100t Mangan, 25t Nickel;

Chicago: 540t Kupfer, 405t Zink, 270t Wolfram, 135t Nickel,
Die Rohstoffkosten (in 1000$/t) betragen dabei:

Kupfer: 30, Zink: 10, Wolfram: 500, Nickel: 120, Mangan: 25, Zinn: 280
Stellen Sie den Jahresverbrauch der Unternehmen in einer geeigneten Matrix dar. Wieviel Dollar
geben die Niederlassungen im betrachteten JahRbhstoffe aus? Wie hoch sind die Rohstoff-
ausgaben des ganzen Unternehmens?

Aufgabe 2.
a) Geben Sie den Abstand zwischen folgenden PunkteR’iman:
1 1
T = 2 |,y=1|—-2
3 0

b) Berechnen Sie:
0 2 1 1 1 -1
2'(1 —2 ;>+3'<2 2 2>

c) Berechnen Siel! fur folgende Matrix. IstdA symmetrisch?

1 2 3

A=\ 4 5 4

6 6 6

d) Seien

1 -1 0 3 03 4 —4 7T =730
A'_(7 6 1 —1>’B'_<16—3 1>’C'_<0 1 01)'
Bestimmen Sie einedsungX folgender Matrixgleichung (falls eine existiert):

%(A—(B+X—C)):A.
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Aufgabe 3. Welche MatrizenA und B folgender Dimensionen kann man multiplizieren? Geben
Sie gegebenenfalls die Dimension des Produkts an:

A B |A-B B-A

R2X4 R2><4 ) 2
R2x4 R4><2 ) 2
R2X4 R5><5 2 2
R2><4 R1X4 ) 2

Aufgabe 4. Eine (n, m)—Matrix A nennt man stochastisch, wenn die Summe der &getrin
jeder Spalte jeweild ergibt (Die EintAge geben dann Wahrscheinlichkeiten oder prozentuale
Zusammenénge wieder). Ebenso heil3t eirTupel stochastisch, wenn die Summe der Eigé
genaul betiagt.

Beispiel:
02 03 01 1 8:1))
A=\ 06 05 0 0 |, b= 0'1
02 02 09 0 05

a) Berechnen si€ := A - b. Uberpiiifen Sie, dass audfi stochastisch ist.

b) Ist das Produkt einer stochastischen Matrix mit einem stochastischen Tupel immer stocha-
stisch?

c) Wie sieht es mit dem Produkt zweier stochastischer Matrizeimd B aus?

Aufgabe 5. Das Unternehmen aus Aufgabe 1 stellt in jeder ihrer Niederlassung aus den Rohstof-
fen jeweils eine Legierung her. Geben Sie in einer stochastischen Matrix die Zusammensetzungen
der Legierungetl. 4, Lp und L an.

Diese Legierungen werden schlie3lich in zwei unterschiedlichen Mischungdtvesken auf dem

Markt angeboten:

| P P
Ly| 5% 10%
Lp | 15% 20%
Lo | 80% 70%

Geben Sie die Zusammensetzungen der Endprodukte (bzgl. der Rohstoffe) an.

Aufgabe 6. Finden Sie rdglichst viele Matrizerd € R?*? mit A2 = <

L0 > (mindestens 6
Stick).

01
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Aufgabe 7. Bringen Sie folgende Matrix auf Zeilenstufenform:

0 0 -1 0
-2 -1 1 -2
-2 -1 2 -1

4 2 -4 2
-4 -2 2 -4

2 1 -2 1

| |
—_ O R Rk OO
=W O

NIW = o NlwdI— O

Aufgabe 8. Sind folgende Mengen von Vektoren linear unabbig? Bilden Sie eine Basis d&3
bzw.R*?

1 1 3 -2 3 0 —1
(G GO 00)
0 1 —1 2 8 1 2
1 2 1
—9 —4 0 -2 3 2
JEE <m0
4 8 1 0 0 0
Aufgabe 9.

a) Geben Sieiir folgende Ebene irR? eine Basis an:

b) {

€1
E:{ T2 \x1+x2—2x3:0}.
€3

a
b) Stellen Sie einen Vektof b | € FE aus der Ebene bzgl. der von Ihnen gédlten Basis dar.
(&

Aufgabe 10. Bei genauereberpiifung der Angaben von Aufgabe 5 (von letzter Woche) fiel mir
auf, dass da etwas nicht passen kann. Warum?

Aufgabe 11. Betrachten Sie einen Produktionsbetrieb, bei dem ein Teil der dort hergestellten Pro-
dukte wieder in die eigene Produktion eingeht (z.B. chemische Industrie). Ein solcher Betrieb
stelle nunn, ProdukteP, . .., P, her. Zur Beschreibung des Produktionsprozesses wird die soge-
nannteEigenbedarfsmatri¥ := (a;;); j—1,..., verwendet.

Ein Eintraga,; dieser Matrix gibt dabei die Mengeneinheiten von Prodgkan, die zur Herstel-

lung einer Mengeneinheit vaR; berbtigt werden §;; > 0).

Die Eigenbedarfsmatrix kann durch den sogenan@erintographer(von 'goes into) veran-
schaulicht werden:
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(Ein fehlender Pfeil zwischeR; und P; bedeutet;; = 0.)
Geht nun eine Bestellungper die Mengem,...,b, von P,..., P, ein, so stellt sich die Auf-
gabe, aus der gesamten Information dieaeltdich zu produzierenden Mengen, ..., z, von
Py, ..., P, zu ermitteln {;, b; > 0).
a) Zeigen Sie: MitM := (E,, — A) lasst sich der Produktionsvektordurch Losen des Glei-
chungssystema/ - x = b bestimmen.
(Hinweis: Zeigen Sie zuichst, dass die Produktionsmenger beliebigesl < i < n der
Gleichungz; = > 7_; a;jz; + b; geriigt.)

b) Es sein = 3und A = (a;;);,; Sei gegeben durctms = 3, a13 = 14, as3 = 7unda;; = 0
sonst. Wieviele Produkte iissen vonP;, P» und P; hergestellt werden, wenn eine Mengen-
einheit P; bestellt wird?

c) Es sein = 3 und A = (a;5);; Sei gegeben durclys = 2, a13 = 3, a1 = % unda;; = 0

sonst. Ist es iglich, eine Mengeneinheit vaR, zum Verkauf herzustellen, ohrdberschuR
an P, und P; zu produzieren?
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7 Lineare Abbildungen und Lineare Gleichungssysteme

7.1 Lineare Abbildungen

7.1.1 Abbildungen: Eine Verallgemeinerungen des Funktionsbegriffs

Bemerkung:
x1 n
SeienA e Rz = : | eR*=R"™. Dann:Ad-z=| : | e R™.
L, Ym
Also: Die Prozedur, von linkgl heranzumultiplizieren, liefertir jedesr € R™ genau eiry € R™.
In Analogie zum filheren Funktionsbegriff (siehe 3.1.1 ) kann man sagen: Die betrachtete Proze-
dur definiert eine Funktion oder eine Abbildung VRhA nachR™ .

Das gibt uns die Gelegenheit, in einem kurzen Exkurs den allgemeinen Funktions- oder Abbil-
dungsbegriff einzufhren:

Definition (Allgemeiner Abbildungbegriff)

SeienM, N Mengen (siehe 1.1.2).

Eine Abbildung von M nach N ist eine Zuordnung, die jedem € M genau ein
y € N zuordnet.

Man benutzt dieselbe Schreibweisen wie in 1.1i2die Funktionen:

f:M — N,z +—— f(x) fur die Abbildung,

f(z) fur das demx € M zugeordnete Element ads usw.

Auch damit zusammetdmgende Begriffe und Objekte sind widilfrer definiert:

M =: Definitionsbereich vorf ,

N =: Zielvon f,

f(x) =: Bild von z unter f ,

Bild(f) :={ f(x) [z € M} C N,
f(S)={f(s)|seS}furS <M,

fHy) :={x € M| f(x)=y}=:Urbildvony, firy € N,
fYT):={x e M|f(x) €T} =:UrbildvonT ,furT C N,
u.a. .

Auch der Begriff des Graphen einer Funktion (s.Def.2 in 3.1a8j kich verallgemeinern:

Bezeichnung

Ein geordnetes Paarsind zwei Objekte in festgelegter Reihenfolge, ein erstes Objekt —etwa
genannt — und ein zweites Objeki .

Fur das geordnete Paar schreibt njap, z5) . Dasz; heif3t die erst&oordinate des Paares, das
9 heil3t die zweite Koordinate.

Daskartesische Produktder MengenM/ x N ist definiert als die Menge aller geordneten Paare
(x1,x2) mit erster Koordinate auk/ und zweiter Koodinate auy’ .
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!
Ist f : M — N eine Abbildung , so heiR&(f) := { (z1,22) |21 € M,z e N} C M x N
derGraph von f .

Beispiele
(1) Unter diesen allgemeinen Begriff der Abbildung fallen viele Sachverhalte, die wir bereits
behandelt haben. Zum Beispiel:

Die Anfangsbemerkungihrt zur Abbildungf4 : R® — R™ 2 +— A -2 (7.1.2
Bezeichnung 1).

Die Addition, etwa inR™ , ist eine Abbildung “+"R" x R" — R", (z,y) — z+y.
(Dabei: M ist das kartesische ProduRt" x R™ vonR™ mit sich selbst unadv ist
gleichR™) .

Die skalare Multiplikation ist eine Abbildung des Tysx R" — R™.

Das Skalarprodukt ist eine Abbildung des T x R — R .

Das Transponieren von Matrizen ist eine Abbildung des TBf$" — R™*"™ .

(2) Auch die abgeleitete Begriffe in der Definition spielen besondere Rollen, etwa:

Das Urbild fgl(b) von b € R™ unter f, istdie “Losungsmenge” des linearen Gleichungs-
systemsAz = b !

7.1.2 Matrizen als lineare Abbildungen

Wir kommen zuick zur Bemerkung in 7.1.1 :

Bezeichnung 1
ZUuA e R™*"seif, : R® — R™ die Abbildungz — A - z.

Beispiele
In niedrigen Dimensionen kann man Beispiele solcher Abbildungen geometrisch deuten:

1) SeiA:<(1) _?).Dannisth<§>:<_z>.

Also: f4 ist Spiegelung an-Achse.

cosa —sina . x cosa-T —sina-y
2) A= . Dann st = .
@ ( ) fA( y ) ( )

sin o cos sina - +cosa -y
Man kann sich klar macherf;, ist Drehung um den Nullpunkt) um den Winkel.

Tatsache 1
SeiA € R™*", f := f4 wie in der Bezeichnung 1 . Dann gilifallez,y € R™ und alleA € R :

(LAL) f(x—l—y):f(x)—l—f(y),x,yeR”,und

(LA2) f(Az)=\-f(z),\€R
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Beweis: Folgt aus den Rechenregéindas Matrizenprodukt aus dem Satz in 6.2.4:
(LA1) aus dem Distributivgesetz (D) , (LA2) aus der dortigen Regel (Al) .

Definition:
SeienV undW Vektorraume undf : V' — W sei eine Abbildung. Dann:
f heifdtlinear :<—= (LA1) und (LA2) gelten.

Lineare Abbildungen voiv nachR heif3en auchinearformen aufV .

Beispiele
Die Abbildungenf4 zu MatrizenA .

Die TranspositioMd — A’ ist eine lineare Abbildung voR"**" nachR™*™ .
b

Das Integralf — / f(z) dx ist eine Linearform aulV := { f : [a,b] — R f stetig} .

Die Ableitung ist eine lineare Abbildung vol := { f : [a,b] — R| f differenzierbai nach
{f:]a,b] — R| f stetig} .

Tatsache 2

Zu jeder linearen Abbildungf : R® — R™ gibt es genau eine Matrid € R™*" | so daf}
f = fa. Anders gesagt: Jede lineare Abbildung kann durch das Heranmultiplizieren einer Matrix
realisiert werden.
Beweis: Zuf nimmt man als4 die Matrix, derery-te Spalte gerade das Bife;) desj-ten
Einheitstupels (siehe das Grundbeispiel in 6.4.5 ), so folgt die Behauptung aus dem Prinzip
der linearen Fortsetzung (siehe 7.1.3).

Bezeichnung 2
DasA mit f = f4 heilt dieMatrix von f oderdie zu f gehdrige Matrix .

Die Tatsachen 1 und 2 kann man so zusammenfassen:

Satz(Lineare Abbildungen zwischen Tup&lrmen):

Die linearen Abbildungen zwischen Tup@hmen sind gerade die Abbildungg¢n aus der Be-
zeichnung 1.

7.1.3 Prinzip der linearen Fortsetzung

Satz (Prinzip der linearen Fortsetzung):
SeienV und W Vektorraume undXy, Xs, ..., X, Sei eine Basis voir. Dann:
Zu jeder FolgeYy, Yo, ..., Y, von Elementen au8l’ gibt es genau eine lineare Abbildung:
V— Wmit f(X;) =Y furallej =1,2,...,n.
n

Diesesf ist gegeben durclfi(z) = Y " \;Y; ,wennz = > \;X;.
p= =1
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Beweis: Man rechnet nach: Die Abbildung= Z N X — fx) = Z)\ij ist wohl-
j=1 j=1

definiert und linear und eiiflt f(X;) = Y; furallej = 1,2,...,n . Und: Jede Abbildung

mit der im Satz geforderten Eigenschaft muotwendigerwise auf das angegebéfte)

abbilden.

Anwendung des Satzes auf zweierlei Weise:

ErstensZur Definition linearer Abbildungen.

Der Satz besagtmlich: Man kann lineare Abbildungen durch beliebige Vorgabe (d.h. in der Pra-
xis durch gezielte Vorgabe) von Werteiir die Basiselement&;, j = 1, ..., n definieren.

Zweitens Um festzustellen, ob zwei lineare Abbildungen dieselben sigani¢h:

Zwei lineare Abbildungery, g : V. — W sind gleich, wenn sie auf einer Basis v@niberein-
stimmen.

Ein AnwendungsbeispieDer Beweis der Tatsache 2in 7.1.2 .

Man hatV := R", W := R™, X; := ¢;,7 = 1,...,n (die Einheitstupel). Nehme als Matrix
diejenige (m,n)-Matrix mitd.; := f(e;) furj = 1,...,n, d.h. die Matrix mit denf(e;) als j-ter
Spalte. Man rechnet nach: Dann #&te;) = fa(e;) fur alle j . Nach dem Prinzip der linearen
Fortsetzung ist als¢ = f4 .

7.1.4 Komposition linearer Abbildungen entspricht Matrizenprodukt

SeienV, W, Z Vektorraume undf : V — W undg : W — Z, seien lineare Abbildungen.

Tatsache

Die Kompositiongo f : V — Z ,x — g(f(x)), istlinear.
Beweis: gof(Art+y) = g(f(Az+y)) = gAf(2)+f(y)) i Ag(f(z))+g(f(y) =
Agof(x) + gof(y).

Satz
Seien jetztV = R*, W =R™, Z =RF .
Es seienf = f4 : R" — R™ mit A € R™*" undg = fp : R™ — R* mit B € RF*™,
Dann: fgo fa = fga:R" — Rk,
In Worten: Die Komposition linearer Abbildungen zwischen Tu@einen ist gegeben durch das
Produkt der zugebrigen Matrizen.
Beweis: Man rechnet nach: UFdie Einheitstupet;, j = 1,2..., nist sowohlg(f(e;)) =
j-te Spalte vonBA als auch fg o fa(e;) = j-te Spalte vonBA . Nach dem Prinzip der
linearen Fortetzung istalsgo f = fgo fa .

Anmerkung Die Aussage des Satzes ist auch eine Motivatiordfe Definition des Matrizenpro-
duktes.
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7.1.5 Markov-Prozesse

Lineare Abbildungen werden angewandt bei der Beschreibung sogenannter linarer Prozesse. Wir
werde hier einen Typ solcher Pozesse beschreiben.

1

Bezeichnung Seienz = | : | e R*, A e R"™*"
ITm

x heildtstochastisch(oder

ein Wahrscheinlichkeitsvektor)
A heif3tstochastisch <= Alle Spalten sind stochastisch [&"*! = R™)

} — 0<uz <1furalleiund} )}  jz;=1

Gegeben sei ein “System” (Beispiel siehe unten), dasisénde annehmen kann, die sich ge-

genseitig ausschlieRen. Zum Zustand = 1, ..., n, seix; die Wahrscheinlichkeit, daf3 sich das
System im Zustandbefindet.
x1
Z2 : .
Man nennt z = .| denZustandsvektor des Systems. Das System unterliege nun einer
Tn
Transformation. Dabei sei
a;; := Wahrscheinlichkeit, dal3 sich das System, wenn es vor der Transformation im Zustand

j war, nach der Transformation im Zustainiefindet.
Die Matrix A := (a;;) € R™*" heiRt dieUbergangsmatrix.
Die Definition dera;; ergibt:
Y1
Ist x der Zustandsvektor vor der Transformation yne | : | derjenige danach, so ist
Yn

n
|
Yi :aﬂxl—i—...—l—aijxj—|—...+amxn:2aijxj = (Ax)z

Somit: =1

y=A-z (%)
Nun werde die Transformation einmal, zweimal,teriert. In dieser Situation:

Bezeichnung
Ist bei allen aufeinander folgenden Transformationern liergangsmatrix die gleiche, so spricht
man von einenMarkov-Prozel.

Der “ProzelRverlauf” ist dann der folgende:

Seienz(®) = Zustandsvektor zu Beginn;y(*) = Zustandsvektor nach dérten Transformation.
Mit Hilfe von (x) erhalt man

W =420 2@ = 4. 20 = A2. 20 . und nach Induktion
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k) = A gD = A2 (=2 = = Ak 20
Ergebnis
2®) = Ak O],
Dabei istA* := A- A-.... Adiek-te Potenz vonA.
k—Faktoren

Es interessiert vor allem der Zustarid fjrol3ek, d.h. fur K — oo und dabei die Frage, ob der
Zustand unter Umanden stabil wird.

Konkretes Beispiel

Eine Firma habe drei Autoverleihfilialen. Tageweise werden Autos verliehen mit abendlicher
Ruckgabepflicht. Nachts sind alle Wagen auf die drei Filialen verteilt. Es seien

x1
x = | z2 | Wahrscheinlichkeitsverteilung der Wagen auf die Filialen.
x3

a;; := Wahrscheinlichkeit, dal3 sich ein Wagen, der sich vor dem Verleih in Fjliale
befand, danach in Filialebefindet.

Dann:

z®) = AF.2(0) — Wahrscheinlichkeitsverteilung naghtem Tag,
wennz(®) = Anfangsverteilung

Konkrete Daten:

0 0,8 0,3 0,2

9 =[1], A=(ay)=1{0,1 0,2 0,6

0 0,1 0,5 0,2

7 T
stochastisch! stochastisch!
Man rechnet aus:

0,3 0,533 0,557
sW=10,2],....,20=107238],..., 200 = 10,230
0,5 0,219 0,213

Es stellt sich heraus: z(*) = z(11) bis auf drei Dezimalenifr & > 11.
Das ist ein deutliches Indiz daf, dafl? der Zustand stabil wird. Tathlich:

Information Mit tiefer gehender Mathematik kann man in diesem Fall und in entsprechenden
Fallen beweisen, dal’ der Zustand gegen eine stabile Verteilung konvergiert.



7. LINEARE ABBILDUNGEN UND LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME 157

7.2 Lineare Gleichungssysteme: Die Theorie

Wir haben in 6.2.3 Beispiel (3) gesehen, dal? sich lineare Gleichungssysteme (LGS’e) als Matri-
zengleichung schreiben lassen.
In den folgende Abschnitten wird allgemein das LGS

Az = b (%)
behandelt, woA € R™*"™ und b € R™ .

Parallel dazu untersuchen wir das konkrete LGS

— 23 + x4 + x5 — T = 1

ry, — T2 + I3 + 2z5 — x¢ = -—1
201 — 2x9 + x4 4+ brs — 224 = -1 ()

—x1 + x — 3x3 — 3x4 — 3x5 + 2z = 0

—x1 + 1z — w3 — 4dxgy — 4dxs 4+ 3xg = a

mit m = 5,n = 6.
Dabei ist dasa (rechte Seite der letzten Gleichung) ein Parameter, den wir vorerst offenhalten,
um mehrere Varianten beimdsungsweg behandeln zarknen.

7.2.1 Grundbemerkungen und Grundbegriffe

Bezeichnung

DasAin (x) heif3t dieKoeffizientenmatrix des LGS .

Dasbin (x) heil3t dierechte Seitedes LGS . Die (n+1)-spaltige Matrix, die man @lfhindem man
hinter der letzten Spalte votinoch die Spalté hinzufugt, wird mit (A|b) oder A bezeichnet und
heilRt dieerweiterte Koeffizientenmatrix des LGS . Diesesl beschreibt das LGS volksndig.

Im konkreten Beispielxx) :

0 0 =2 1 1 -1 0 0 -2 1 1 -1 1

1 -1 1 0 2 -1 1 -1 1 0 2 -1|-1

A= 2 -2 0 1 5 —2 und A = 2 -2 0 1 5 —2]-1
-1 1 -3 -3 -3 2 -1 1 -3 -3 =3 2| 0

-1 1 -1 -4 -4 3 -1 1 -1 -4 -4 3| a

Der senkrechte Strich rechts steht dabei nur aus suggestiierd&r. Er soll betonen, dal3 die
letzte Spalte die hinzugédte rechte Seite des LGS ist.
In Zukunft werden wir auch der Einfachheit halber die Klammern um die Matrizen weglassen.

Definition (des Losungsraumes):
Gegeben seidas LGS

Azx = b (%)
SeinL dsungsraumist die Teilmenge



7. LINEARE ABBILDUNGEN UND LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME 158

L(x) :={xzeR"| Az =b} imR"
Das Gleichungssystem hei@sbar, wenn L(x) # () ist.

Grundbemerkung
Elementare Zeilenumformungen an der erweiterten Koeffizientenm@tiix) entsprechen gera-
de demiblichen erlaubten Rechnen mit den Gleichungen des LGS .

Beweis: Das macht man sich umittelbar klar.

Wir nennen die den elementaren Zeilenumformunger(.4fb) entsprechenden Umformungen
des Gleichungssystemtementare Umformungendes LGS .

Z.B. bedeutet die Umformund/(1, 2|\) das Addieren dea-fachen der zweiten Gleichung zur
ersten Gleichung.

Grundtatsache }
Die Matrix A" entstehe aus! durch endlich viele elementare Zeilenumformungen. Dann:
Das zu A’ getdrige LGS hat denselberbsungsraum wie das urgprgliche zuA gelbrige LGS.

Beweis: Man rechnet direkt nach: Jed&slung des durch eine elementare Umformung ent-
standenen Systems ist auch eirissling des alten Systems und umgekehrt.

Diese Tatsache suggeriert die Strategie be@mdn eines LGS : Man vereinfacht das LGS durch
elementare Umformungen so lange, bis ein LGS entstanden ist, das man einfach unéskrekt |
kann.

Das Ergebnis in 6.5.2 liefert z.B.: Man kann das LGS elementar so umformen, dal3 die neue er-
weiterte Koeffizientenmatrix Zeilenstufenform hat (und diessungsmenge die gleiche geblieben

ist).

7.2.2 Ein L 6sbarkeitskriterium

Bemerkung:
Wir betrachten das LGSlz = b als Gleichung in den Spalten. Man &ath
an a2 a1 ain by
az1 a2 az; a2n be
Ar =b<+= x| | |[+2| . |+ 4z | 7|+ x| . =
Am1 am2 Amj Qmn bm

Als Folgerung ergibt sich:

Tatsache
Ax = b istlosbar<=- b ist Linearkombination der Spalten voh.
<= b € Spaltenraum voml <= RangA = RandA|b)

In Worten: Ein Gleichungssystem ist genau daisbhr, wenn der Rang der erweiterten Koeffizi-
entenmatrix gleich (und nicht gBer!) ist dem Rang der (einfachen) Koeffizientenmatrix.
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7.2.3 Die Struktur des L 6sungsraumes

Zu gegebenem € R™*™ und b € R™ betrachten wir die LGS’e
(%) Az =b und(x)g Az = 0.

Bezeichnung 1
LGS’e der FormAx = 0, also solche mit rechter Seite= 0, heillerhomogeneLGS’e.
Das LGS (x)o hei3t das zum LGSx) gehdrige homogend.GS .

Erinnere dieTatsache 2in 6.4.3 :
Der Losungsraunly = L(x)g) eines homogenen LGS ist ein linearer Unterraum.

Der Losungsraum eines allgemeinen LGS hat folgende Eigenschaften:

Tatsache 2
Sei L der Losungsraum vordz = b und Ly der Losungsraum des zug#iigen homogenen
LGS Az = 0. Esgilt:

Q) Furz,ye Listy —xz € Ly.
Istre Lundze€ Ly,soistx+2¢€ L.

(2) Seizx € L.Jedesy € L last sich darstellen alg = = + z miteinemz € L.
Schreibt man kurze + Ly fur {x 4+ z|z € Lo }, soist also
L=x+1Ly.

Man ditickt das auch so aus: .
spezielle lvsung plus Bsungsraum des

Losungsraum eine LGS % zugeldrigen homogenen Systems

Beweis: (1)A(y—x)=Ay—Ax=b—-b=0.
Alx+2)=Ax+A2=b4+0=0.
(2) Seiz:=y— =z .Dannistz € Lgnach ()undy =z + = .

Bezeichnung 2
Untermengerl von R" , die sich (wie die bBsungsaume von Gleichungssystemen) darstellen
lassen als

L=x4+W (={z+w|lzeW}
mit einemz € L und einem linearen UnterrauW , heiReraffine Unterraumevon R™ .
Die Dimensiondes affinen Unterraumg = x + W ist definiert alsdim L := dim W .
Insbesondere: Die affinen Untaume der Dimension 0 sind die Punkte v&f

Bisher haben wir herausgearbeitet: Dizsungsaume linearer Gleichungssysteme sind affine Un-
terrdume imR"™ . Es bleibt noch die Bestimmung der Dimension. Wir geben das Ergebnis an und
fassen noch einmal zusammen:

Satz

Die Dimension des tisungsraumes,, des homogenen LGSlx = 0 ist n—RangA .

Also: Das LGS Az = b hat keine lBsungen oder derdsungsraum ist dei-dimensionale affine
Unterraum = + Ly , wo x eine (spezielle) bsung des LGS , wd.y der Losungsraum des
zugorigen homogenen LGSz = 0 und wo d = n—RangA ist.
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7.3 Lineare Gleichungssysteme: Die L  dsungspraxis

7.3.1 Losbarkeit bei Zeilenstufenform

Der Satz in 6.5.3 und die gruriatzlichenUberlegungen in 7.2.1 liefern:

Tatsache 1
Jedes LGSAz = b kann elementar so umgeformt werden, dal3 die neue erweiterte Koeffizienten-
matrix in Zeilenstufenform ist. (Die &sungsmenge bleibt dabei die gleiche.)

In diesem Stadiunélit sich die bBsbarkeit des LGS bequem ablesen:

Tatsache 2 )

Ein LGS, dessen erweiter'ge Koeffizientenmatrixin Zeilenstufenform ist, ist genau darisbar,
wenn die letzte Spalte vod , also die (n+1)-te Spalte (und neue rechte Seite), keine Pivotspalte
ist.

Beweis: Sei der (Stufen-)Rang voni . Die k-te Gleichung lautet dann

0-214+0x2+ - +0-2, = agnt1 (= bi).

Offenbar ist diese Gleichung und somit das ganze LGS nidltdr, wennay .1 # 0 d.h.

wenn n+1 Pivotindex ist.

Umgekehrt macht man sich ohnellie klar, dal3 im Falley;,,.; = 0 die letzte Spalte im
Spann der ersten Spalten liegt, dal’ also dann das LGS g§&nder Tatsache in 7.2.8dbar
ist.

7.3.2 Normierte Zeilenstufenform
Definition:
Ein A € K™*™ A # 0 heil3t innormierter Zeilenstufenform, wenn gilt:
(1) Aistin Zeilenstufenform (s. 6.5.3). Der (Stufen-)Rang vbseik.

(2) Sindji, jo, ..., ji die Pivot-Indizes, so gilt:
Die Spaltemd.;,, A.;,, ..., A, sind—in dieser Reihenfolge — die Einheitsspaltgre, . . . , e,

im R”.
Beispiel
1 -1 0 0 $ 0 -3
o 01 0 -1 o -1
o oo 1 Lo 1
0 00 0 01 0
0 00 0 00 0
T T 1 T
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Satz
JedesAd € K™*™ A # 0, kann durch elementare Zeilenumformungen auf normierte Zeilenstu-
fenform gebracht werden.

Beweis: Zuerst auf Zeilenstufenform gafdem Satz in 6.5.3.
Dann auf normierte Zeilenstufenform nach folgendem Verfahren.

Algorithmus, der aus einer Matri¥l in Zeilenstufenform eine Matrix in normierter Zeilenstufen-
form macht.

Die Pivot-Indizes seiefi, jo, . . . , jr. Setzel = k.
(i) Multipliziere die i-Zeile mit ﬁ
Das produziert eine 1 an die Stelle j;).
(i) Ist = 1? Wenn ja, gehe .
Wenn nein, mache weiter :

(i) Furr =1,2,...7 — 1: Subtrahiere das, ;,-fache deri-ten Zeile von der-ten Zeile.
(Liefert Nullen in derj;-ten Spalte oberhalb der Pivotste{ie ;) , unterhalb davon stehen
schon Nullen. Die Spalten [j, < j; , werden nicht veindert, daz;; = 0 fur diese j .)

(ii) Erniedrigei um 1. Gehe z{i1] .
Verfahren zu Ended hat normierte Zeilenstufenform.

Beispiel zum Verfahren

Wir bringen die MatrixA vom Ende von 6.5.3 , die in Zeilenstufenform ist, auf normierte Zeilen-
stufenform:

1 -1 1 0 2 -1 -1
0o 0 -2 1 1 -1 1
0 0 0 —4 -2 2 -2
O 0 0 0 0 1 0
O 0 0 0 0 0 0
1 -1 1 0 2 0 -1
0 0 -2 1 1 0 1
0 0 0 -4 -2 0 -2
0O 0 0 0 0 1 0
00 0 0 0 0 0
1 -1 1 0 2 0 -1
o 0 -2 0 3 0 3
o 0 o0 1 3 0 3
0O 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0
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1 -1 0 0 % o0 -3
0o 0 1 0 -1 0 —3
o 0 0 1 1 0 3
0 0 0 0 0 1 0
00 0 0 0 0 O

Ergebnis Das ist dasd aus dem Beispieliir normierte Zeilenstufenform.

7.3.3 Ablesen des L 6sungsraumes bei normierter Zeilenstufenform

Der Satz aus 7.3.2 und die Uberlegungen in 7.2.1 liefern bisher:

Tatsache
Jedes LGS kann durch elementare Umformungen scéalolget werden, dal3 die neue erweiterte
Koeffizientenmatrix normierte Zeilenstufenform hat.

Es stellt sich heraus, dal3 wir bereits am Ziel eines effektiv@suhgverfahren sind. Denn bei
einem LGS mit einer erweiterten Koeffizientenmatrix in normierter Zeilenstufenform kann man
den Losungsraum konkret und explizit ablesen. Wir beschreiben das im folgenden Satz.

Satz(Ablesen des bsungsraumes)
Esseidz = b ein LGS mit A = (A|b) € R™*(n+1) in normierter Zeilenstufenform. Das LGS
sei losbar.

Seik der (Stufen-)Rang von vorl und seid := n — k.

(Wegen der bsbarkeit des LGS igt auch der Rang vod .)

Seienl < j; < jo < ... < j die Pivot-Indizes vonA .

(Es sind auch die vor . Insbhesondere igh, < n.)

Seienl < i1 < iy < ...1q < n die verschiedenen Nicht-Pivot-Indizesn.
(Auchn + 1 ist Nicht-Pivot-Index, spielt aber eine Extra-Rolle.)

Fur d = 0 ist die Menge det; leer.

Man bildet folgende:-Tupel Xy, X1, ..., Xq.
Fir d = 0 gibt es nur das{y und keine X;.:i > 0

X, sei folgendes-Tupel:
An den Pivot-Koordinateny, js, . . ., jr Stehen, in dieser Reihenfolge,
die Eintiage der letzten, d.h. dén + 1)-ten Spalte vonA (der Reihe
nach von oben nach unten genommen).
Alle anderen Koordinaten sind 0.

Furr =1,2,...,d = n — k bilde X, folgendermaRen:
Der Eintrag in der Koordinatg. sei 1.
In den Pivot-Koordinaten werden die negativen Werte der &g@raus
der Spalte,. (von oben nach unten bis zukaten Eintrag) eingetragen.
Die restlichen Koordinaten sind O .
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Dann:
Xy ist eine Losug des LGS und di&, X, ;;;, Xy sind eine Basis destdsungsraumes
des zugebtirigen homogenen Systems. Ddrdungsraum ist also:
L:=Xyo+RX; +RXy+--R-X,.
:{X0+>\1X1—|-)\2X2+...+/\dXd ‘ )\1,...,/\d€R}

Angewandt auf unser Beispifilr eine Matrix in normierter Zeilenstufenform:

9 3
1 -100 20|32
1 1
) 00 10 - o041
= 1 1
A o0 01 iof 1
00 00 01| 0
00 00 00| 0
| A N A N |
Ju ot J2 g3 12 a

Dabei: n=6k=4,d=2,j1=1, jo=3, js=4, j4 =6, i1 =2, i3 = 5.

Es sind
3
2\ ..., Ly _%
0 1 Je 0
1 ol ...... 1
4 4
1 1 ««..... I n1 ......
2 0 -3
0 0 1 |®
O ..... 0 ...... 0

Die Punkte kennzeichnen die Pivot-Indizes. Bi&kennzeichnen die 1’en an den Nicht-Pivot-
Stelleni; = 2,49 = 5.

Die Losungsmenge bei diesem Beispiel ist also

0 1 0 A1
1 1 1 1

-1 0 1 ~1g 1y

L= le + R + R le = il {1 2 )\1,)\2 eR

1 0 -1 11y
2 2 2 2
0 0 1 A9
0 0 0 0

Bemerke L isteine Ebene inRS .
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7.3.4 Das Gaul3verfahren in der Zusammenfassung

Das vollstindige Verfahren zur Bestimmung deddungsmenge eines LGS , das wir kennenge-
lernt haben, heilBauR-Verfahren. Wir geben eine Zusammenfassung:

Grundlegendes Prinzip

Man bringt das LGSAz = b, d.h. die MatrixA = (A|b) , durch elementare Umformungen auf
normierte Zeilenstufenform. Desseiidungsmenge ist direkt abzulesen und ist auch dseihgs-
menge des Ausgangs-LGS .

Das Gauf3-Verfahren im Schema
Problem Bestimme die bsungsmenge des LG8 - x = b, A € R™*" .

Verfahren

Notiere die erweiterte Koeffizientenmatrik= (A|b).

Bringe A auf Zeilenstufenform. Der Stufenrang gei
Istn + 1 ein Pivot-Index, so isz = b nicht Idsbar und das Verfahren
ist beendet.
Sind alle Pivot-Indizes< n, so:

Bringe A weiter auf normierte Zeilenstufenform.
Lies X, und dieXy, ..., Xg, d =n — k, ab.
Die Losungsmenge des Ausgangs-LGS ist

L=Xy+RX;+...+RXy

Gesamtbeispiel

23+ x4 +a5 —T6 = 1
T1—xo+x3+2x5 —x¢ = —1
2x1 — 2x9 + x4 + b5 — 226 = —1 LGS (%)
—x1+ 2o —3x3 — 3x4 — 35 + 224 = 0
—x1 + 29 —x3 —4ry —4w5 + 315 = a
0 0 -2 1 1 -1 1
1 -1 1 0 2 —-1|-1
2 -2 0 1 5 —2|-1 < A
-1 1 -3 -3 -3 2| O
-1 1 -1 -4 -4 3| a
-1 1 0 2 -1|-1
0 0 -2 1 1 -1 1
2 =2 0 1 5 —21| -1
-1 1 -3 -3 -3 2| 0
-1 1 -1 —4 —4 3 a
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1 -1 1 0 2 -1] -1
0 0 -2 1 1 -1 1
0 0 -2 1 1 0 1
0 0 -2 -3 -1 1| -1
0 0 0 —4 -2 2|a-1
1 -1 1 0 2 —-1| -1
0 0 -2 1 1 -1 1
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 —4 -2 2| =2
0 0 0 —4 -2 2|a—1
1 -1 1 0 2 -1 | -1
0 0] -2 1 | 1
0 0 0| -4 -2 2 —2
0 0 0 0 0] 1 0
0 0 0 0 0 0 |a+1

Offenbar: Letzte Spalte keine Pivot-Spaltes L # () <= a = —1.

In diesem Fall, alsolfr « = —1, ist man bei der Matrix , die in 7.3.2 auf normierte Zeilenstufen-
form gebracht worden ist.

Auf normierte Zeilenstufenform gebracht ergibt sie die Ausgangsmaitrigds Ablese-Beispiel
in7.3.3

SclieBlich:

Der abgelesenedsungsraum ist die Eberieam Ende von 7.3.3 .

7.3.5 Berechnung der inversen Matrix

Bemerkung:

Ein A € R™*™ ist genau dann invertierbar, wenn ihr Rang gleicist.

Gleichbedeutend damit ist: Die Matrix in normierter Zeilenstufenform, dieadsrch elementa-
re Zeilenumformungen entsteht, ist die Einheitsmatfrix.

Verfahren zum Invertieren einer x n-Matrix:

Bringe A auf Zeilenstufenform. Ist Stufenrang vohgleichn, so bringeA weiter
auf normierte Zeilenstufenform . Andernfalls beende das Verfahren.

Parallel z wende aufE,, die gleichen elementaren Umformungen wie Auin
der gleichen Reihenfolge an.
Hat A die FormE,, erreicht, so ist au®,, die Inversed~! von A geworden.
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In der Praxis stellt mant und E,, nebeneinander z4|E,,. Man bringt A auf normierte Stufen-
form. Wahrend links dant,, erscheint, erllt man rechts dad —!.

01 1
Beispiet A=1|1 0 1
110
o1 1froo0 10 1[010 10 1/0 10
1o1lo1 0™ 91 1/100—01 1/1 00 —
1 1 0/00 1 1 10/0 01 01 —-1]0 —1 1
10 10 102/01 o 1L0O0|l-35 35 3
— 0 1 1 00-—011/1 0 0-—010| 3 —3 %
00 —2[-1 -1 1 00 1|3 3 —3 00 1| & L -1
Ergebnis
011\ "' (-3 3 3
101 = ;i - 3 Probel!
110 11 1
2 2 2

7.3.6 Inverse Matrizen und das offene Leontief-Modell

Bemerke

Ist A € R™" invertierbar, so hat jedes LG8z = b genau eine tisung, imlich z = A~1b .

Fur die Praxis ist dies nicht bedeutsam, weil das Invertieren einer Matrix aufwendiger ist als das
Losen eines LGS .

Theoretisch ist die Bemerkung die Grundlage eines einfachen kassischen volkswirtschaftlichen
Modells:

Das sogenannteffene Leontief-Modell:

Situation

Betrachtet wird eine Volkswirtschaft, bestehend ausdustrien/y, ..., I,,, welche die jeweiligen
ProdukteP, ..., P, herstellen .

Daten
I dl
. €2 2
Produktionsvektor: = . | , Nachfragevektord = N
Tn dp,

Verbrauchsmatrix4 = (a;;) i=1,....n .

j=1,...,n
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Dabei sindxz; = Gesamtoutput voii;, i = 1, .., n, in Einheiten des Produk; ,
d; = von aul3en nachgefragte Einheiten des Produktes
a;; = Anzahl der Einheiten a#;, die von der Industrié; gebraucht wird, um eine
Einheit vonP; herzustellen.
Der 6konomischen Interpretation entsprechend setzt man noch voraus, daf} alle0 , alle
a;; > 0, alle d; > 0 und — bei diesem Modelltyp — mindestens &in> 0 sei.

Man bemerkt
Die Anzahl von Einheiten voi®; , die von den Industrief, ..., I, insgesamt verbraucht wird, ist

n
ainr1 + -+ 0Ty 4+ iy = Z QT ; 1-te Koordinate vor4 -z .
j=1
Die Anzahl von Einheiten ar; , die zumauRReren Verbraudhbrigbleiben, ist daher

n
v .
T; — Zaijxj = i-te Koordinate vorx — A-x
7=1

Ergebnis
Die verlangte Nachfrage kann genau dann ohne Abstriche und ohne “Surplult werden,
wennd = z— A-x, d.h.wenndasLGS
(%) (Ep—A)xz =4d
eine Losungx € R™ hat, wo allex; > 0 sind.

Eine besonders zufriedenstellende Situation

Besonders zufriedenstellend ist die Situation, we¢hi — A) invertierbar ist mit einer inversen
Matrix (E, — A)~! , bei der alle Eintage > 0 sind. Denn dann hat) fur jedesd genau eine
Losungx und deren Koordinatem; sind alle> 0 .

Bezeichnungen

Eine Matrix A € R™*™ — uns interessieren in erster Linie quadratische Matrizen und einspaltige
Matrizen, als;-Tupel — heil3nicht-negativ, wenn alle Eintage a;; > 0 sind.

Ein nicht negativesd € R™*" heif3tproduktiv , wenn E,, — A invertierbar und die inverse Matrix
(E, — A)~! nicht negativ ist.

Tatsache (Ein hinreichendes Kriteriunif Produktivitt)
Sei A € R™*™ nicht negativ.

n
Sind alle Spaltensummen kleiner als 1 —d.h.)sta;; < 1 furallej =1,...,n -
=1 n
oder sind alle Zeilensummen kleiner als 1 —dilv.dlleiist » a;; < 1 —,
so ist A produktiv. J=1
Der Beweis erfordert eine eigene Theorie.

Kommentar
Dal? es — wie die Tatsache belegt — brauchbare produktive Matrizen gibt, ist mathematisch keines-
wegs selbstverandlich. Das einfache Modell und die Tatsache demonstrieren daher den nicht
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selbstversindlichen Sachverhalt, da? es zumindest einfache nicht triviale volkswirtschaftliche
Modelle gibt, in denen ein Gleichgewicht zwischen Produktion und Verbrauch besteht.

Wenn das gesichert ist, kann man der Frage nach Gleichgewiclisdastund Gleichgewichts-
“Pfaden” in realistischeren Situationen nachgehen, wie es die fortgeschrittene Volkswirtschafts-
lehre tut.

Ein Zahlenbeispiel

o 3 1 1 -3 _1 71 53 51
5 2 5 2 45 45 45
_ 1 1 1 _ 1 9 1 -1 _ 1 27 1
A=11 % w0 | BA=| 12 1 1w |-EAT =1 3 ¥ 2
1 1 1 1 4 5 5 5
4 10 5 4 10 5 9 9 3

90 282

Fir d = | 90 | istdann die eindeutigedsungz = (E, — A)~'d = | 225 .
30 150

(Nachrechnen algbung!)

7.4 Determinanten

7.4.1 Definition der Determinante

Motivation: Gegebenu, as, az € R3.

Betrachte das Parallelotdpay, az, a3) im R3 mit den Ecker0, a1, as, a; + az, as, a3 +ay, a3 +
as, a3 + a1 + as (Zeichnung!).

Gesucht: Eine Formelf das Volumen vorP (a1, az, as).

Eine solche Formel ed#lt man mittels der sogenannten Determinante.

Bezeichnung SeiA € R™*", n > 2.
Nennefirl <i,j <n:

. diejenige((n — 1), (n — 1))-Matrix, die man erhlt, indem man in
1 Adiei-te Zeile und digj-te Spalte streicht.

Beispiel

1 2 3
A=14 5 6].DannAy; = 12 , Az = 2 3 usw.
78 9 7 8 5 6

Definition (der Determinante einér, n)-Matrix)

Die Determinante ist eine Zuordnung, die jeder quadratischen Matrix eine reelle Zahl
zuordnet.
Mathematischer gesprochen:
Fur jedesn € N definieren wir eine Abbildung
det, : R"*" — R, A —— det,(A) .
Die Definition geschieht rekursiv: Wir definieren deind dann det,, furn > 2 mit
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Hilfe des schon als definiert angenommenen, det:
deti(a) = det(a) = a
Seidet,,_; schon definiertiir n — 1.

Dann seifir A € R"*":
n
detnA = Z(—l)lﬂ'-aﬂ-detn,l A,’l
=1
Zur Schreibweise
Wenn durch die betrachteten Matrizen klar ist, um welches sich handelt, schreibt man kurz

detA firdet,, A . Bei konkreten Matrizem ist es auchiblich, die Determinante voA durch
“Betragsstriche” am zu bezeichnen, also z.B.

a;l a
= det( "1 T2
a1 a2

a1l a2
a21 Q22

In niedrigen Dimensionen

ail a2 a3
a21 Qg2 G23 | = aii
az1 asz2 as3

aip a2
a21 a2

= a11a22 — az1ai2

a2 @13
a2 Q23

a2 13
a32 as3

Q22 (23
az2 ass

— a21 + as1

= ai (CL22 $as3 — a32a23) — a21 (a11a33 - a32a13) + as; (a12a23 - a22a13)

= (anagaszs + arzagzas; + ajzaziaze) — (aizazaz + ariagzasz + ajpaziass)

Das ist die sogenannte Sarrusredd$s Gedachtnisschema:

ail @2 @13 | 411 012
a21\_a22'\\_a23" - azi a2
azr” azs S azg{ asis az

Mit Plus-Zeichen: Summanden mit Faktoren auf den durchgezogenen diagonalen Linien.
Mit Minus-Zeichen: Summanden mit Faktoren auf den gepunkteten diagonalen Linien.

Beispiel
1 -1 4
-1 0 -2 =0+44+(-4)-0—-(-2)—-1) =1
2 1 1

7.4.2 Haupteigenschaften
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Ad-hoc-Matrixschreibweise Fir A € R**" schreiben wir:
Aj.

A = A;. , Wo A;. diei-te Zeile vonA bezeichnet; = 1,...,n.
Ap.
Satz (Einige wesentliche Eigenschaften):

(D1) Furallei=1,...,n,allex € R und alle A, A € RY" gilt:

Ay Aj.
det )\-AZ-.: = \-det AZ
Ap Ap.
Ay Ay Ay
det A;,:FA;’, = det A; + det A;’
A A, A,

Man formuliert (D1) auch so: Die Determinante ist linear in tigen Zeile.

(D2) Furallel <i,j <n,i<j gilt:

Ay Ay

AJ' 4 A; /)
det : = — det :

A b A b

A, Ap.

In Worten: Vertauscht man id zwei Zeilen, saéndert dei das Vorzeichen.
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(D3) detE, =1

(D4) Furallel <4,j <n,i# j undalleX € R gilt:

Aj. A
A+ )\AJ W A;.
det : = det : = detAd
A; ] A;
An Ap,
In Worten: Elementare Zeilenumformungen des Typs M(),jandern die Determinante

nicht.
(D5) detA # 0 <= Die Zeilen vonA sind linear unabéngig.

(D6) detA = detA?

In Worten: Beim Transponieren (s. Bez.2 in 6.2.5 ) einer Matridert sich die Determi-
nante nicht.

Als Folgerung:

Die fur die Zeilen vonA formulierten Eigenschaften (D1), (D2), (D4), (D5) gelten entspre-
chend auchiir die Spalten.

(D7) detA-B) = detA-detB (wichtig und erstaunlich). Daraus und aus (D3) :
detA=! = (detA)~! furinvertierbareA .

(D8) Ist Avonder FormA = g g mit B € R¥** D e R™" C € RF*" (man

sagt:A hat obere Blocksgestalt), so gilt
detA = detB-detD

a/ll e PPN al?’l,

a : n
(D9) HatA = - obere Dreiecksgestalt, so gilt dét= H aii

@) I i=1
ann

In Worten: Bei oberen Dreiecksmatrizen ist detlas Produkt der Diagonalelemente vén

(D10) Die entsprechenden Aussagen zu (D8) und (D9) gelten awaimtere Blocksgestalt
und untere Dreiecksmatrizen.

(D11)  Entwicklung nach dej-ten Spalte: Br allej = 1, ..., n gilt (mit den A;; wie in der
Bezeichnungin 7.4.1):
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det A = i(—l)”j-aij-detn_l Aij
=1
Entwicklung nachZ dei-ten Zeile: kirallei = 1, ..., n gilt:
det A = En:(—l)i+j'aij'detn_1 Aij
=1
Bemerke: Die Formizl aus der Definition in 7.4.1 ist die Entwicklung nach der ersten Spalte.

Zum Beweis des Satzes: Bei den meisten Eigenschaften muf3 man beim Beweis einige Arbeit
investieren.

7.4.3 Berechnungsvarianten

Die induktive Berechnung nach Definition. Allgemeiner:
Man kann eine der Entwicklungsregeln in (D11) anwenden. Das empfiehlt sich insbesondere,
wenn in einer Zeile oder Spalte mehrere Nullen vorkommen.

Bei Matrizen in der entsprechenden speziellen Gestalt sind die Regeln (D8), (D9), (D10) zur Be-
rechnung von ded sehr riitzlich.

Bei normalen Matrizen kann man elementare Zeilenumformungen benutzen. Eine Matrix in Zei-
lenstufenform hat obere Dreiecksgestalt. Ihre Determinante kann also nach (D9) direkt berechnet
werden.

AuBerdem: Man entdeckt bei der Herstellung der Zeilenstufenform rechtzeitig, ob die Zeilen li-
near abhngig sind. Dann ist die Determinante gleithach (D5) .

Zu beachten ist:  Bei elementaren Zeilenumformungen des Typs\M(ind M(i,j) andert sich

die Determinante, allerdings in kontrollierter Weise: Bei einem Méinjdlert sie das Vorzeichen
((D2)), bei einem M(i\) wird sie mit A multipliziert ((D1)) . Es sei noch einmal darauf hinge-
wiesen, dal Umformungen des Typs M4)j die Determinante nicténdern ( (D4) ).

Berechnungsverfahreén diesem Sinne:
Man bringt die MatrixA auf Zeilenstufenformd’ und fuhrt Bilanziiber die dabei entstandenen
Veranderungen. Es ist dann d&t = (—1)" - A-detA , wom die Anzahl der vorgenommenen
Vertauschungen und wa. das Produkt aller Faktoreia bei den geitigten Modifikationen des
Typs M(i|\) ist. Letztlich ergibt sich
1

detA = (—1)™- K-detA’ :

Anmerkung Fur grof3es: ist dies die Berechnungsmethode mit dem geringsten Aufwand.

Ein Beispiel In der Vorlesung.
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Es gibt auch eine Formel, welche die Sarrusformel in der Dimension 3 auf beliebigaallge-
meinert. Sie ist jedoch zum Berechnen kaum geeignet. Es ist eine Summenformel Sitm-
manden, wo jeder Summand ein bestimmtes Vorzeichen hat und ein Produkt vonag&inder
Matrix ist. (Schon das Berechnen der Vorzeichen erfordert einen gewissen Aufwand.)
Bein = 5 gibt es also z.B. 120 Summanden (im Vergleich zu den 6 Summanden=béi).

7.4.4 Erste Anwendungen

[1] Volumina

Tatsache 1

Das Volumen des Parallelotops (man sagt auch “des SpBts), a2, a3) aus der Motivation in
7.4.1ist der Betragflet(A)| der Determinante derjenigen (3,3)-Matrdx, welche diea;, as, as
als Spalten ( oder als Zeilen, s. (D6) ) hat.

Allgemein

Mit Hilfe der Determinante kann marbherdimensionale Volumina definieren. Generell spielt die
Determinante bei der Berechnung von Volumina — auch in der Analysis — eine wichtige Rolle.

Ein Kriterium fur lineare Unablingigkeit

Die Eigenschaft (D5) des Satzes und die analoge Eigenscialief Spalten liefern ein Kriterium
far lineare Unabéngigkeit. Danach giltamlich fur quadratische Matrizen:

detA # 0 <= Die Zeilen (genauso: die Spalten) vdnsind linear unab#ingig.

Beim Beispiel vor dem Satz in 7.4.1 : Die Spalten sind nach diesem Kriterium linearamgigh

Bemerke: Die Spalten sind die Tupel, die am Ende von 6.4.4 schon einmal als lineaangiabh
identifiziert wurden.

Definitheit bei symmetrischen Matrizen

Bemerke
Es seiA eine (n,n)-Matrix. Sindz,y € R" , soistz! - A -y eine reelle Zahl. Genauer: Es ist
n

Ay = Z TiQij-Yj -
ij=1
Insbesondere: Durchh — z!- A -z wird eine AbbildungR™ — R definiert. Solche Abbildun-
gen heilen homogen quadratisch. Sie spielen z.B. in der Analysis bei mehreren Variablen (s. Kap.
4) die Rolle der zweiten Ableitung. Diese Anwendung bereiten wir hier vor. Dabei kann man sich
auf symmetrische Matrizen (s. 6.2.5) beguiken.
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Definition
Sei A € R™*"™ symmetrisch. Man definiert:
A istpositiv definit <= 2!.A.2 >0 furalle 0 # 2z € R".
A istnegativ definit <= 2! A-x <0 furalle0 # x € R".
{ Esgibtz € R® mitz!-A-2 >0
=

A istindefinit undy € R” mityt-A-y <0

Bezeichnung Sei A € R™*".

Fur £ =1,2,....,n sei A(k) diejenige (k,k)-Matrix, die aus dem Durchschnitt der erdt&teilen
mit den ersterk Spalten vonA besteht.

-1 1 -1 1
1 -2 3 2

Beispiel A = 1 3 9 1|
1 2 -1 -1
1 -1 1 -1
A(l) = (1), A(2) = ( 1 _o > , A3) = 1 -2 3 |,A4) = A
-1 3 2

Tatsache (Das “Hurwitz"-Kriterium fur Definitheit):
A € R™™ sei symmetrisch. Dann gilt:
A ist positiv definit <~ detA(k) > 0 furalle k =1,2,...,n..
detA(k) < 0 fur die ungeradek , und
detA(k) > 0 fur die geradert, k =1,2,...,n.

} = A istindefinit.

A ist negativ definit <~ {

detd < 0 und A ist
nicht negativ definit

Der Beweis ist nicht selbstvegstdlich und wird ausgelassen.

Anwendungbei der Matrix des Beispiels zuvor :

-1 1 -1
detA(1) = —1 < 0, detA(2) = *1 _; =1>0,detA(3)=| 1 -2 3|=-1<0
-1 3 2

und detd(4) =detA =47 >0.
Ergebnis: A ist negativ definit.

Als Ubung Berechnen Sie det nach den in 7.4.3 vorgeschlagenen Methoden.

Das charakteristische Polynom. Eigenwerte. Eigenvektoren

Das ist ein eigenes Kapitel in der Linearen Algebra. Wir werden in den folgenden beiden Num-
mern nur ganz kurz darauf eingehen. Das sogenannte “geschlossene” Leontief Modell dient als
Motivation.
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7.4.5 Das geschlossene Leontief-Modell

Die Situation sei wie in 7.3.6 :

R™*™ | Es seijetztd = 0.
(Daher der Name “geschlossen”: Es gibt ketn#ere Nachfrage. Die Volkswirtschaft aus aden
Industrien ist “nach aul3en abgeschottet”.)

Die Frageist jetzt: Gibt esz £ 0 mit
(x) z—Ax = (E,— A)-x = 0 bzw. —aquivalentdazu-—mit A-x =z ?

Tatsache

Ist z.B. A eine stochastische Matrix (s.7.1.5), so hat das homogeng EGS A)-x = 0 eine
nicht-negative bsungz # 0.

Gibt es eine Potenzl* von A, deren Eintage alle> 0 sind (das ist insbesondere der Fall, wenn
alle a;; > 0 sind), so ist solch einedsungx bis auf einen reellen Faktor eindeutig bestimmt
und es istz; > 0 fur alle Koordinatenn =1, ...,n .

Der Beweis bedtigt eine besondere Theorie. Siehe auch den folgenden Abschnitt.

0,8 0,3 0,2

ZahlenbeispielDie stochastische Matrixl = (a;;) = [ 0,1 0,2 0,6 | aus 7.1.5 eiillt auch
0,1 0,5 0,2

die Voraussetzungen des zweiten Teils der Tatsache.®ierlg ist bis auf einen Faktor eindeutig.

34

61
Es folgt: Es gibt genau eine stochastisclisiing. Sie ist bei diesem Beispiel = é—‘ll
(Nachrechnen algbung!)

7.4.6 Eigenwerte. Eigenvektoren. Das charakteristische Polynom

Definition 1 (Eigenwerte. Eigenvektoren.):

Sei A € R"*™ . Seien\ € R und 0 # = € R™ . Gilt

Ax = \x ,
so heifl3t\ ein Eigenwert von A mit Eigenvektor = und x heil3tein Eigenvektor
von A zum Eigenwert X .

Anmerkung

Mit diesen Bezeichnungen stellt sich die Frage beim geschlossenen Leontief-Modell des voraus-
gehenden Abschnitts folgendermafien:

Hat die Verbrauchsmatrid den Eigenwert 1 und gibt es zum Eigenwert 1 einen Eigenvektor, der
nicht-negativ ist ?
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Beispielezu den Eigenwerten und Eigenvektoren:

0,8 0,3 0,2
(i) Fur die stochastische Matrid = (a;;) = | 0,1 0,2 0,6 | aus 7.4.5 zuvor undif das
34 0,1 0,5 0,2
61
x = é—‘ll git A-x=2x. Also: z istein Eigenvektor vonA zum Eigenwert 1 .

13
61

(i) Firdie Matrix A = < (1) (1) > ist 2 = (}) ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 und= (_})
ein Eigenvektor zum Eigenwert -1 .

(iif) Eine Losung0 # = eines homogenen LG3l-x = 0 ist ein Eigenvektor vorA
zum Eigenwert O.

Geometrische Bedeutung

Ist  ein Eigenvektor vonA , so fuhrt die lineare Abbildungfs : R — R" die GeradeR-x
in sichuber.

Ist = ein Eigenvektor zum Eigenwert 1, so Btz eine “Fixgerade”: Jeder Punkt vdR-z bleibt
fix unter f4.

Ist 2 ein Eigenvektor zum Eigenwert -1, so wird jeder Punkt W am Nullpunkt “gespiegelt”.

(1) (1) ) aus Beispiel (ii) ist die Spie-

Unter diesem Gesichtspunkt: Dgs zur Matrix A = (

gelung an der DiagonaleR- (;) im R2.

Das als aAchstes definierte charakteristische Polynom braucht man, um die Eigenwerte einer Ma-
trix zu bestimmen.

Definition 2 (Das charakteristische Polynom):
Sei A € R™™ . Die Funktion

A—air  —ai2 - —aip
—a21 A—ax - —a
XA:R— R, A\— det(\-E, — A) = det ) ) . .n ,
—anl —Ap2 0 A — apn

hei3tdas charakteristische Polynom vonA .

Bemerkung:

Es ist leicht auszurechnen, daf3 ein Polynomn-ten Grades in\ ist:
XA\ = N+ A"t a A+ ag

wobei oy = (—1)"detA .

Satz
Sei A € R™™™ und sei)\ € R. Dann:

A ist Eigenwert vonA <= xa(A\) =0.
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Beweis: A.z =Xz fureinz #0 < (A\-E,, —A)-x=0 fireinz #0 «—
RangA-E, —A) < n (<D:}5) det(\-E, —A)=0 < x(\) =0

Beispiele (1) Fur die Matrix A — ( (1) (1) ) aus Beispiel (i) isty4(\) = | ) _i _
A2 — 1 mitden Nullstellen\ =1 und A\ = —1 .
0,8 0,3 0,2
(2) Furdie Matrix A = (a;;) = [ 0,1 0,2 0,6 | aus Beispiel (i) gilt
0,1 0,5 0,2
A—0,8 —0,3 —0,2
xa(A) =] =0,1 A=0,2 —0,6 |=N-8\24 L A+82 = (A-1)(N2—Eix-£2).
0,1 —0,5 X—0,2

Offenbar ist 1 Nullstelle vony 4(\) . AuBer 1 gibt es zwei weitere Eigenwerte van, namlich

A= 55(1+2V5) (das sind die Nullstellen von? — 1) — {2).
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7.5 Aufgaben

Aufgabe 1. Fir welche reellen Zahlene R bilden die folgenden Vektoren eine Basis #&$

-1 -1
1

O N = o+
~
= O =N

2
3 )
1

[\

Aufgabe 2. Bestimmen Sie die isungsmengeriif folgende Gleichungssysteme:

a) r1+ xz2=1 C) w1 — 2w9 — @3+ 8wq +4a5 =5
201 — 9 =295 3xg + 1203 — 4x4 — 625 = 3
4x1 4+ 8z =0 To + 4wz — lxy — 205 = 2

b) 21+ zo+223=1
4z, + bxy + 83 =5 d) 1+ 23 + 324 +bw5 =7
—x1 4+ X9 — 223 =2 To + 2x3 + 4x4 + 625 = 8

Aufgabe 3. In einer Familie hat jeder Sohn dieselbe Anzahl von Schwestern viddarJede
Tochter hat zweimal soviele Bder wie Schwestern. wieviel&Bne und Bchter hat die Familie?

Aufgabe 4. Untersuchen sie, ob folgende Matrizen invertierbar sind, und bestimmen Sie gegebe-
nenfalls die Inversen.:

1 -2 4 1_(2)‘11 12 -1
A=|1 21), B=|, | 5| C=(23 1
1 13 5 3 1 10 5

Aufgabe 5. Bestimmen Sieiir die in Aufgabe 6b votubungsblatt 9 angegebene Eigenbedarfs-
matrix A die Matrix M ! := (E3 — A)~!, sowie Produktionsvektoren zu folgenden Nachfrage-
vektoren:

1 1 1
2 1,3 ].[1
0 1 2

Aufgabe 6. Berechnen Sie die Determinanten folgender Matrizen (ess&R):

1 2 3 11 1 1 Vvt t
a4 3 0 by [ 1 1 1 c)| 0 2 ¢
11 2 11 1 0 0 3
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1 20 1 ¢t 5 —4 —2 1 3 2 —4
2 1.0 1 3 -1 8 8 3% -1 1 8
DI 1 13 2 91 o 1 4 o Dl o 1 4 2
3 01 2% 1 8 4 2 6 4 -8

Aufgabe 7. Welche der folgenden Matrizen sind positiv oder negativ definit?

2120 -2 1 2 0 -2 1 2 0
1101 1 -1 0 1 11 0 1
2 05 0|’ 2 0 =5 0 |’ 20 -5 0
0107 o 1 0 =7 01 0 -7
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8 Lineare Optimierung

8.1 Lineare Optimierung in der Dimension 2

Zum Einiben in die Problematik behandeln wir explizit Zeshst ein Optimierungsproblem in der
Dimension 2 .

8.1.1 Ein konkretes Musterproblem in der Dimension 2

Eine Firma stellt zwei Produkt®; und P, her. Zur Fertigung werden vier Maschinen gebraucht,
die zur Herstellung einer Einheit vaA bzw. vonP; jeweils verschieden lang benutzt werden. Die
Maschinen selbst haben in einer Produktionsperiode béskter Kapaziten (an Benutzungsdau-
er). Konkrete Daten:

Maschine| Benutzungsdauer in Stunden zZuMaschinenkapazit
Herstellung einer Einheit von in Stunden
Py Py
A 2 3 180
B 2 15 150
C 0 3 120
D 2 0 190

Eine Mengeneinheit des Produktsbzw. P, bringt 200 bzw. 500 Euro Gewinn.Vom ProduRg
sollenz; Einheiten, vom ProdukP; sollenzs Einheiten produziert werden.

Frage: Wie mul3 die Produktion aéf und P, verteilt werden, so dal3 bei Berksichtigung der
Kapazititen der Gewinn maximiert wird?

Mathematische Formulierung (Modellbildung)

Maximiere die Funktion
Z(xl, 332) = 200x1 + 50029 (1)

— die sog. Zielfunktion— wobei nur solchery, 22 zur Konkurrenz zugelassen werden, welche
folgende “Restriktionen” eifllen:

Kapaziit vonA — (1) 2x1 + 3z < 180
Kapazitit vonB — (i) 2x1 + 1,529 < 150 (LUG)
Kapazi&it vonC — (ZZZ) 3xg < 120 (Lineare Ungleichungen)
Kapazitit vonD — (iv) 211 < 190
und (V) 1 > 0,29 >0 (NN)

(Nichtnegativitits-Bedingungen)
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Bezeichnung
Die Menge{z = ( il ) | z erfullt (i)—(v) } =@ K heiRtderzulassige Bereictdes Problems,
2

einz € K heildtzulassig

8.1.2 Beschreibung des zul &ssigen Bereiches

Erinnere(Tats.2 in 6.3.1): Die bisungsmenge der Gleichuag:; + Bx2 = v, a und 3 nicht
beide 0, ist eine Geradg im R2.

TatsacheundBezeichnung

Seiena, 3,7 € R, und g8 nicht beide 0. Dann:

(1) Die Losungsmengen der linearen Ungleichungen

azry + Bry < vy und azy + Bra > vy

sind die beideralbebenen in welche die Eben&? durch die Geradé' geteilt wird.

Dabei: Die Gerade> , also die Punktmenge, wo die Gleichheit statt einer der beiden Un-
gleichungen gilt, gebrt zu beiden Halbebenen. Oder so formuliert: Mit Halbebene ist die
Halbebene inklusive der begrenzenden Gerade gemeint.

(2) Halbebenen und Durchschnitte von Halbebenen, also die simultasgngsmenge von
mehreren linearen Ungleichungen, sind konvex.

(3) Ein Durchschnitt von endlich vielen Halbebenen, der bestkirist, heil3t eirkonvexes
Polyeder.

Beispielevon Ungleichungen mit den zugétigen Halbebenen alsdsungsmengen:
1+ x9 > 2 201 — 329 <6 1+ 229 <6

{ \

e
3{\}
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Die simultane lbsungsmenge (in diesem Fall ein Dreieck; ein konvexe¥dek ergibt sich z.B.
unten bei der zdssigen Menge unseres Musterproblems) ist:

Bemerkung:
Die GeradenG(«, 3,~) definiert durchax; + Sx2 < v lasssen sich leicht zeichnen.
Ist « = 0 (und somits # 0 ), soistG(«, 3,7) die Parallele zug-Achse durch den

Punkt< 9 )

7 b
Ist 3=0 (unda #0 ), soistG(a, 3,7) die Parallele zug-Achse durch den Pun g
Im Falle o # 0 und 8 # 0 kann man so vorgehen: Durch Nullsetzen vonbzw. z5 und
Auflosen der Geradengleichung nach der anderen Koordinaikt evéin die beiden Punkte., 0)

und (0, %) . Die GeradeG(a, 3, ) ist dann die Gerade durch diese beiden Punkte.

Welche der beiden Halbebenen durch die jeweilige Ungleichung beschrieben wird, kann man
durch Einsetzen eines Punktes aulRerhalb der Geraden bestimmen, am einfachsten durch Einsetzen
von (8) , wenn die Gerade nicht durch den Nullpunkt geht. Im ersten Beispiel et@adist, d.h.

die Halbebene enétit den Nullpunkt nicht. Die beiden anderen Halbebenen enthdjfen

Der zubssige Bereich beim konkreten Problem aus 8.1.1

s 7
L

=,
~
I
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Die GeraderG, Go, G3, G4 entsprechen den durch (i), (ii), (iii), (iv) definierten Gleichungen.

Der Nullpunkt liegt in allen Halbebenen.
Die Nichtnegativiatsbedingungen bewirken, daf3im positiven Quadranten liegt.
In diesem Beispiel liefert (iv) keine zatzliche Einschinkung.

8.1.3 Eine graphische L 6sung

Diskussion der Zielfunktion

Bemerkung

Betrachte die Zielfunktiol (z) = ayx1 + a9, in unserem Beispie¥ (x) = 200x; + 500z5.
Fur variierende Werte von € R werden durch die Gleichungef(z) = ¢ parallele Geradefy,.
definiert.

Name: Die Geradeld:. heiRenisogewinngeraden(Geraden gleichen Gewinns).

Istc > 0, so bedeutet Parallelverschiebung ¥@nin Richtung Nullpunkt detJbergang zu klei-
neren Werten der Zielfunktion. Parallelverschiebung weg vom Nullpuitktt fzu G.'s, welche
groReren Werten voif (z) entsprechen. Dasifirt zu:

Graphisch-experimentelle Methode zur Bestimmung des Maximums bzw. Minimums
der Zielfunktion aufK:

Zeichne eine Geradg,,, co > 0, definiert durchZ(z) = co.

Zur Maximumbestimmung: Verschieltg., parallel bis zu derjenigen Geradéh, welche von
allen Geraden, dig( treffen, am weitesten vom Nullpunkt entfernt ist. Dieseist dann das
Maximum vonZ auf K, und die Schnittpunkte vo&¥. mit K sind die Maximalstellen. l.a. wird
dies eine einzelne Ecke sein, das ist der Schnittpunkt zweier begrenzenden Geraden (siehe 8.2.3).

Zur Minimumbestimmung verschiebt man parallel bis zu derjenigen Ger@dedie unter allen
zuG,, parallelen Geraden, welcl#é treffen, dem Nullpunkt amérchsten liegt.

Hat man eine Ecke als Extremalstelle gefunden, so bestimmt man ihre Koordinaten, indem man
den entsprechenden Geradenschnittpunkt ausrechnet@isd des Gleichungssystems, das aus
den beiden Geradengleichungen besteht).

Anwendungen auf unser Beispiel

Einige derG.’s sind in der Zeichnung gestrichelt angegeben. Es stellt sich heraus:

Z(z) = 200x1 4+ 50022 nimmt auf X' sein Maximum im Schnittpunk®,,, der Geraderz; und
G an.

EsistP,, = (30,40) undZ(P,,) = 26 000 das Maximum vor¥.

Ergebnis unserer Aufgabe

Die Firma erzielt ein Maximum an Gewinn, wenn sie 30 Einheiten #pind 40 Einheiten von
P, herstellt. Die Maschinerd undC sind dabei ausgelastet, wél},, auf den Gerade&'; undGs
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liegt. Die MaschinerB undC' haben noch freie Kapaaiten (P, liegt nicht auf den Geradefi,
undGy).

8.2 Einige Theorie

8.2.1 Verallgemeinerung des Problems

Mathematische Situation

GegebenEin ZeilenvektorZ € R™™ und die lineare&Zielfunktion

fz :R" — R, z+—— Z(x1,22,...,%p) = 2121 + ... + 2Ty = Z T

AuRerdemEin lineares Ungleichungssystengegeben durctn ZeilenvektorenA; = (a;1 a2 ... ain) €
R*™ 4 =1,...,m, mreelle Zahlenb, by, . .. ,b,, und — daraus gebildet — die linearen Unglei-
chungen

Az = apnri+...+apr, <b

Asx = anzr+...+amx, < by

. ) (LUG)
Apr = amixi+ ...+ amnn < by

Schlie3lichnoch: Die Nichtnegativiitsbedingungen
x; >0 furalei=1,...,n (NN)

Bemerkung:

() Auch die Nichtnegativihitsbedingungendanen durch das Produkt einer einzeiligen Matrix
mit x ausgedickt werden:

;> 0<= &-x>0 (wobei& :=(0,...,0, 1,0,...,0) € R*",
!

(i) Auch Ungleichungen “in anderer Richtungbknen in Ungleichungen des obigen Typs um-
geschrieben werden: Es ist

ATy + x4 ...+ Ty >0 = (—c1)r1 + (—c2)wa+ ...+ (—cn)xn < —46.
(i) Selbst lineare Gleichungendkinen in das aghgliche Ungleichungssystem integriert wer-

den:

x1 +crs+ ...ty <0
121 + o + ...+ cpxy, = 6 = und
(—c1)r1 + (—e2)z2 + ..+ (—en)zn < —0

Bezeichnung(der zubssige Bereich):
K = {z € R" | z erfullt (LUG) und (Nn)}
heil3t derzulassige Bereiclzu LUG und NN .

Aufgabe:
Gesucht sind das Maximum bzw. das Minimum der Eindokung der Zielfunktionf, auf
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den zubssigen Bereich/', d.h. Werte cmax := max{ fz(z) | z € K} bzw. ¢ :=
min{ fz(z) | * € K } und zugebrige Maximalstellentmax € K mit fz(rmax) = cmax
bzw. Minimalstellenzpin € K mit fz(zmin) = ¢min -

BeachteDas K zu unserer Aufgabe kann leer sein. (D.h. die Restriktionen sind “zu restriktiv".)
Es gibt dann nairlich auch keine bsung unseres Optimierungsproblems.

8.2.2 Konvexit at des zul assigen Bereiches.

Tatsache 1(eine sehr allgemeine Feststellung)
Es seil eine Menge undiir jedesi € I sei X; eine konvexe Teilmenge d&R" . Sei X = {z €
R™ | x € X; furallei € I} der “Durchschnitt” derX; .
Dann ist X konvex. (Die leere Menge gilt nadiibereinkunft (und aus logischen @ren) als
konvex.)
Der Beweis ist eine sehr einfache, aber duteing in Logik. Zu den Begriffen “konvex” und
“Strecke” siehe 6.3.6 .
Gegebenr,y € X,z # y . Zu zeigen ist: Die Streck&y zwischenz undy ist Teilmenge
von X . Dazu:
Fur jedesi € I qilt: Als Elemente vonX liegenz undy auch in X;. Weil X; konvex
ist, gilt 7y C X; . Weil dies fir jedes: der Fall ist, folgt aus der Definition vorX als
Durchschnitt derX; , daRzy auch in X liegt.

Bezeichnung 1

Seienay,...,a,, 8 € R, nichtalleaq, ..., a, gleich 0. Betrachte die linearen Ungleichungen
a1 + aoxo + -+ apr, < 0 bzw. aqr + avxrs + -+, > 0.

Der Losungsaume
Haﬁ = H = {x € R" ’ o121+ aoxo + -+ apxr, <0 (bZW. Zﬁ)}

solcher Ungleichungen heiRétalbr aumeim R™ .

Vorstellung Im R?: Siehe (1) der Tatsache in 8.1.1 .
Im R? sind die Halbaume die offensichtlichen “Halbume”, in welche die durch
a1 + aoxo +agxry = B
definierte Ebene deR®? teilt.
Im R”™ fur grol3eres: sind die Halbaume die entsprechenden Verallgemeinerungen.

Tatsache 2
Halbraume sind konvex.
Der Beweis ist eine leichtgbung (in Logik und im Abschtzen).

Tatsache 3(Direkte Folgerung aus den Tatsachen 1 und 2):
Die Losungsmengen linearer Ungleichungssystem&imsind konvex.
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Bezeichnung 2

Ist K der Losungsraum eines Systems von endlich vielen linearen Ungleichungen uAd ist
beschénkt, so hei3t einkonvexes Polyeder

Folgerung:

In unserer Situation: Der za$sige Bereichi unseres allgemeinen Problems in 8.2.1 ist konvex.
Ist K beschéankt, so istK ein konvexes Polyeder.

K ist Losungsmenge des Gesamtungleichungssystems (LUG) + (NN) .

8.2.3 Ecken und konvexe Polyeder

Definition (Ecken in konvexen Mengen):

Sei K € R™ konvex.

EineEckevon K istein x € K mit folgender Eigenschatft:

Ist yz C K (y # z) Strecke zwischen zwei Punkten vdti und istx € 5z, so ist
xr =y oderx = z.

Beispiele

(i) Die (einzigen) Ecken einer Strecke C R™ sindy undz .

(i) Die Ecken der in 8.1.2 betrachteten ebenen Polyeder sind die “offensichtlichen”
Ecken.

Grundlegend in der mathematischen Untersuchung konvexer Mengen ist der folgende Begriff.

Bezeichnung(Konvexkombinationen)

Seien P, ..., P. Punkte imR"™ . Eine Konvexkombination der P; ist eine Linearkombination
s1P1 + s9 P + ... + s,.P. mit folgender Eigenschaft:
T

Esist0 < s; furallei =1,...,r und es istz s;=1.(Dannistauchs; < 1 furallei.)

i=1
Beispiele
(i) Die Punkte auf einer Streckgz sind die Konvexkombinationen vanundz . Siehe 6.3.6 .
(ii) Sind Py, P», P3s € R™ und sindb — a, ¢ — a linar unbtangig, so ist die Menge aller Konvex-
kombinationen vonP;, P,, P;3 gerade das Dreieck mit den Eckéhn, P, Ps.



8. LINEARE OPTIMIERUNG 187

8.2.4 Der Hauptsatz

Satz 1

(1) Sei K der Losungsraum eines Systems von endlich vielen linearen Ungleichungen. Dann
hat K hdchstens endlich viele Ecken.

(2) Konvexe Polyeder haben mindestens eine Ecke und nach (1) endlich viele Ecken.

(3) Der zukssige Bereich{ eines Optimierungsproblems wie in 8.2.1 hat, falls er nicht leer ist,
mindestens eine Ecke. (Das liegt am Vorhandensein der NichtnegegtiBiedingungen.)

Satz 2

Sei K ein konvexes Polyeder und seiéf, ..., P, die Ecken vonk . Dann gilt:
K ist die Menge der Konvexkombinationen dgy, ..., P,

Die Stze 1 und 2 sind Resultate einer detaillierteren Theorie konvexer Mengen.

Der Hauptsatz

Sei () # K der Losungsraum eines Systems von endlich vielen linearen UngleichungeR und
habe Ecken. (Z.B. sek’ der zuhssige Bereich eines Problems wie in 8.2.1 .)

Sei fz eine lineare Zielfunktion wie bisher. Dann:

(1) Hat fz ein Maximum bzw. ein Minimum aufi , so wird das Maximum bzw. das Mini-
mum in einer Ecke angenommen.
D.h. es gibt eine Ecké® von K mit f;(P) > fz(z) furalle x € K bzw. mit f;(P) <
fz(x) furalle z € K.

(2) Ist K ein konvexes Polyeder mit den Eckéf, ..., P, SO nimmt f, auf K sein Maxi-
mum in einemP € { Py, ..., P, } und sein Minimum in einen@ € { P, ..., P, } an.

Beweis im Fall des konvexen Polyeders: 3di:= max{ fz(FP1),..., fz(P;) } und N :=
min{ fz(P1),..., fz(P, } und seiz € K . Nach dem Satz 2 ist Konvexkombination der

r T
Py,..,P. .Esgibtalso0 < si,...,s, € R mit Zsi =1 und mitz = Zsipi .
=1 =1
Esist dann
T r

fa(@) = sifz(P) <Y siM = () s)M =1-M = M und
=1 =1 i=1

fz(x) = ZsifZ(Pi) > ZsiN = (ZSZ)N =1.N=N.
i=1 i=1

=1

Anmerkung

Der Satz und der Hauptsatz legen ein erstes Verfahren zur Bestimmung von Maximum und Maxi-
malstelle bzw. von Minimum und Minimalstelle eingg auf einem konvexen Polyeddf nahe:

Man bestimme erst die EckeRy, ..., P, von K, dann eine Ecke” mit dem MaximalwertM



8. LINEARE OPTIMIERUNG 188

und eine Eckel) mit dem MinimalwertN von f, auf{ Py, ..., P, }.

Das Verfahren stellt sich im Fall vondsungsmengeti von linaren Ungleichungssystemen aus
sehr vielen Ungleichungen als zu aufwendig heraus. In jedem Fall, auch zum Zwecke besserer
Verfahren, mul3 man die Ecken vadgd genauer kennen.

8.2.5 Charakterisierung der Ecken. Kanten

Tatsache 1(Charakterisierung der Ecken)

SeienAy, , Ay, ..., Ay € R und by, bo, ..., b € R. Dazu betrachte man das lineare Un-
gleichungssystem
(*) AZ{L‘SZ)Z, izl,..,]{i.
Sei K die Losungsmenge vofk) . Sei P € K . Dann gilt:
Es gibtn Indizesl < iy, 19, ..,i, < k, S0 dal}
(i) dieA;,, A, ..., 4;, linear unabkngig
P istEckevonK <«— sind und
(17) P der eindeutig bestimmtedsungspunkt
des LGSAZ'jx =b;,7=1,...,n, ist

Erinnere Weil die 4;,, , Ai,, ..., A;, linear unabkngig sind, ist die Koeffizientenmatrix
des LGSA;;x = b;,j = 1,...,n, invertierbar und die isung ist eindeutig, d.h. ein einzelner
Punkt P .

Anmerkung

Das in der Anmerkung in 8.2.4 zuvor angedachte Verfahiemie mit dieser Charakterisierung
der Ecken durchgéhrt werden. Man kann hier aber débergrof3en Aufwand erkennen. Z.B. bei
10 Variablen und 20 linearen UngleichungeiiBte man(7;) = 184756 Systeme von 10-Tupel
auf lineare Unabéingigkeit piifen und bei jeder gefundenen Basis noch testen, ob @sengs-
punkte die anderen Ungleichungenigién.

Im Folgenden werden wir ein Verfahren, das Simplexverfahren, skizzieren,aladieh wie das
Gaulverfahren — mit erstaunlich wenig Aufwand die optimalen Ecken findet. Zuerst noch:

Bezeichnung(benachbarte Kanten)
Sei
(*) AszbZ, iZl,..,k.
ein lineares Ungleichungssystem wie in Tatsache 1 ragungsmenges . Sei eine Teilfolge
Aiy, Ay, oo, Ay, der A i =1, ... k mit folgenden Eigenschaften:
(1) Sowohl die4;,, , A;,, ..., 4;, alsauchdied;,, 4, ..., A
abhangig.

A sind linear un-

In—19 ‘1in41

(2) Der LosungspunktP des linearen Gleichungssystems, z = b;,j = 1,...,n, und der
Losungspunkt) des LGSA;,x = b;;,j = 1,...,n —1,A; .,z = b;,_, seienausk ,
d.h. es sind Ecken voik .
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Dann: P undQ heiRerbenachbarte Eckenvon K und die StreckeP@ heif3t eineKante
von K .

8.3 Das Simplexverfahren

8.3.1 Das Standardmaximumproblem und die Schlupfvariablen

Wir gehen aus von dem Problem, wie es in 8.2.1 beschrieben ist. Das dortige (LUG)
Aix < bi, i=1,..,m.
schreiben wir in Analogie zu den linearen Gleichungssystemen kurz als Matrizenungleichung

(x) Az < b
ail a2 ccc Qi by

DabeisindA = afl a:22 a?n e RM™*"™ | ph= b:z € R™ und die
a7;11 Cbr.nz - Ch;m b;n

Ungleichung ist “koordinatenweise” zu verstehen.

Bei den linearen Funktionetfi; ,, Z € R schreiben wir einfachZ (x) anstelle vonf(z)
In diesem Sinne:

Standard-Maximumproblem:

Seiend € R™" p € R™ mit b; > 0 furallei = 1,...,m und seiZ = (z1 23 ... z,) € R,
Maximiere

Z(z) = z171 + 222 + ... + 2Zn2n
unter den Nebenbedingungen

(LUG) Az <b und
(NN) x; >0 furallei=1,...n.

Anmerkung

Zur Einschankung auf lineare Ungleichungen des Typs™vergleiche die Bemerkung in 8.2.1 .

Die Bechnkung der rechten Seite auf solcdhemit b; > 0 ist dagegen ein echte Einsénkung.
Dadurch werden nur solche Probleme zugelassen, bei denen der Nullpunkt eine Eckésies zul
gen Bereiches ist. In diesem Fall kann das folgende Simplexverfahren sofort begonnen werden.
Weil wir das Verfahren sowieso nur schematisch behandeln, wird unsere Darstellung durch diese
Vereinfachungdibersichtlicher und verdhdlicher. In der Praxis hat man Methoden, die ohne diese
Einsché&nkung funktionieren.

Bemerkung (Schlupfvariable):

Zum Verstndnis des folgenden Verfahrens sei noch folgendes aus dem theoretischen Hintergrund
bemerkt. Zuatzlich zu den Anfangsvariableny, -, ... x,, fuhrt man noch zu jeder Ungleichung

in (LUG) eine sogenannt8chlupfvariable ein:
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Statt der linearen Ungleichungen
a1 + aprs + - + iy <b,i=1,....m
betrachtet man das lineare Gleichungssystem
(%)  apx) +apre+ -+ apry +yi = by, i=1,...,m

Aus dem Ungleichungssystem (LUG) ifR™ ist dann ein Lineares Gleichungssystem van
Gleichungen imR"™*™ geworden. (Die Unbekannten sind dig, ..., z,,, y1, ..., Ym .)

Ausgangsschema (Ausgangstableaux):

Vorzeile — Ty w2 - Tp Yy Y2 o Ym | W g
Vorspalte\, v | ann a2 -+ a, 1 0 - 0 b // g-Spalte
Y2 | az1 ase -+ az, O 1 .- 0 by
Ym | Gml Am2 - Gmp 0O 0o .- 1 bm
“Zielzeile” — 21 z2 <+ zp 0 0 -+ 0 |0=w

Dieses Ausgangstableau entspricht der Htke

In der Vorzeile stehen die Variablen z; und diem Schlupfvariableny; . Das W — W fur
Wertespalte- und dasq sollen an die Rolle der beiden letzten Spalten erinnern. Da sich die Vor-
zeile nichtandert,kann man sie im Verlauf des Verfahrens weglassen.

In der Vorspalte stehen digy, ..., y,, in dieser Reihenfolge. Der Kern des Tableaus bildet die
(m,n + m)-Matrix (AE,,), das ist die erweiterte Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems
() (oben, vor dem Tableau). Die ersterEintrage in der Zielzeile sind die Koeffizienten der
Zielfunktion, es folgenn Nullen. Dasw in der letzten Spalte , der sogenannte Werteeinisig

der negative Wert der Zielfunktion an der betrachteten Ecke, am Anfang detOWert Z(0) .

Beim “Simplex-Verfahren” geht mahgs ausge@hlten Kanten schrittweise zu besseren benach-
barten Eckeriber .

In der ersten Spalte wird der “Eckentausch” dokumentiert. Im Kern des Tableaus werden “Gaul3-
Umformungen” vorgenommen: Es wird an gewissen Stellen “pivotiert”. (Man sucht ja gewisse
Losungen des LG$x) .)

Die Tableaux zwischendurch sehen so aus: Die Einheitsspalten — die i-te Einheitsspalte heil3t auch
i-te Basisspalte- wandern, zumindest teilweise, von den letzten Spalten weg, die Nullen in der
Zielzeile wandern mit. Mehr und mehr der Eéxge in der Zielzeile werden negativ. Der Werte-
eintrag wird negativ undéllt standig. In der Vorspalte erscheinen andere Unbekannte.

Die Tableaux-Eintige werden in den neuen Tableaux auch wiedgri = 1,--- ,m, j =
L--,n+m(),z5,j=1,--- ;n+m, znpme1 = w,b; =1=1,--- ,m genannt.
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Simplex-Verfahren flr das Standard-Maximum-Problem:

@ Beginne mit dem Ausgangstableau.

Gibt es in der Zielzeile Einige> 07 Wenn nein, gehe @ :
Wenn ja, gehe z@

(i) Wahle eine Spaltg, (1 < jo < n + m) aus, wo der Eintrag in der Zielzeile 0 ist
(i.a. einjp, wo dieser Eintrag am gften ist).
(Dieser Schritt bestimmt die “Kante’ahgs der wir die noch nicht optimale Ecke ver-
lassen.)

(i) Sind allea;;, <0,i =1,...,m, soist der zudssige Bereich unbesémkt. Die Ziel-
funktion wachst unbeschnkt und hat kein Maximum. Breche das Verfahreh ab

(i) Fur die positiven Eintigea;, in der Spalte bilde die Quotlenteﬁﬁ =: ¢;. Notiere

die ¢; in der ¢-Spalte rechts von der Spalie(Ist a;;, < 0, so blelbt dieg-Spalte in
deri-ten Zeile leer.)

(iv) Wahle unter den positiveqy eines mit kleinstem Betrag. Nenne dessen Index im fol-
gendenig.
(Dieser Schritt — die “Engpal3”-Bedingung — garantiert, dal3 &gk der geahlten
Kante das zussigeK nicht verlassen, also zu einer benachbarten Ecke gelangen.)

(v) “Pivotiere” die Spaltej, beim Eintrag(io, jo) aus, d.h. mache dig-te Spalte durch
erlaubte Zeilenumformungen zig-ten Einheitsspalte iR™*! (d.h. auch;, wird zur
0 gemacht.)
Die Zeilenumformungen werden auf das ganze Tableau bis zur Spalte + 1 (d.i.
die Spalte(?)) einschlieRlich ausgkbt.

(vi) Sehe die Spaltg) als neue,—te Basisspalte. Schreibe den Eintrag der Vorzeile in der
jo-te Spalte als Eintrag in die Zeifg der Vorspalte. Gehe zd | .

Das Verfahren ist zu Ende. Istder Wert im Werteeintrag, so istw das Maximum vorZ
auf K .
Sind1 < i4y,---,i, < n + m die Spalten, die keine Basisspalten sind, so ist die opti-
male Ecke durch Gleichsetzen der Ungleichungen- - , i,, bestimmt (die Ungleichungen
1,---,n sind dabei die Nichtnegatidtsbedingungen; > 0,7 = 1,--- ,n; die Unglei-
chungem +4,i =1,--- ,m, sind die Ungleichungen aus dem LUG)).

Bestimmung der Koordinaten der optimalen Ecke:
Betrachte das Endtableau. Betrachte diejeniggndie darin in der Vorspalte auftreten. Die Zeile,

in der z; steht, sei die Zeil¢; . Dann: Setzer; := b;, . Die x;, die nicht in der Vorspalte
auftreten, werden 0 gesetzt. Dann:

1

z2
Der resultierende Punkt = ) ist eine Ecke, wofz sein Maximum—w auf K hat.

Tn
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Anders erkart:

Betrachte das Endtableau und darin die Spaltbis . .

Nehme digj-te Spalte;j =1, .
1. Fall: Sie ist keine Ba3|sspalte Dann:
Setzer; :=0.

2. Fall: Sie ist eine Basis-, also eine Einheitsspalte, etwa die Einheitsspalte. Dann:
Setzer; :=b;, (das x; ist dann der Eintrag der Zelk; in der W-Spalte).

Das ist der Elntrag in derjenigen Zeile der Wertespalte W , in dej-tieSpalte ihrd hat.

z1
x2

Ergebnis: =z = . mit den so definierten; ist optimale Ecke zu dem optimalen

In

Wertw im Endtableau (das ist der Eintrag in der "Wertestelle” unten rechts).

Unser Beispielaus 8.2.1 :

z1 4p) Yr Y2 Yz Ys| w q
2 3 1 0 0 0[180] 60
2 15 0 1 0 0150/ 100
iv=3— | 0 0 0 1 0]120 — kleinstesy; > 0
2 0 0 0 0 1/190| —
200 |5000 0 0 O O] 0
1
Jjo=2
w q
iv=1— 1y 010 —1 0] 60 [[30 « kleinstesg; >0
2| 2 001 =% 0| 90 45
z2] 0 1 00 3 0 40 —
ya| 2 000 0 1| 190 | 95
2000 0 0 0 —5% 0| —20000
T
Jjo=2
q
21 |1 0 1o -1 o] [30
y2 |0 0 -1 1 % 0 30 > Koordinaten des optimalen Punktes
29 |0 1 0 0 1o
a0 0 -1 0 1 1| 130
0 0 —100 0 —2¢ 0] —26000 |« =-optimaler Wert
1
<0 <0

Ablesedaten
]:1 7:1:]_’ ,:Elzbl:go

und X = < 28 ) mit optimalem Werg6 000 .

Noch abzulesen: Die Ungleichungen 2 und 4 sind strikte Ungleichungen im optimalen Punkt.

Es sindy, = 30 und y4 = 130. (Dabei:

Wertespalte !)

y; in der Vorspalte = das entsprechentle in der
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Ein weiteres Rechenbeispiel
MaximiereZ(x) = z1 — 2z + 3z3 + x4 unter den Restriktionen:

® 1 —2x9+ a3+ 324 < 8
(II) 2014+ 310 —x3+ 224 < 5
(i) x1+x2 —3xs+4xg4 < 6

und den Nichtnegatiditsbedingungen; > 0,i=1,...4.

Ergebnis Man hat

Also:

AuRerdem:xmax ist Schnittpunkt vonz; = 0,24 = 0 und der durch (i) und (ii) gegebenen

Gleichungen.

1
Tmax== 1 g

1 T2 T3 T4 Y1 Y2 Y3 | W | Qg
m| 1 -2 1] 3 1 0 o]s8|s8
y| 2 3 -1 2 0 1 0|5]|-
ys| 1 1 -3 4 0 0 1|6]|—

1 2 [3 -1 0 0 0]0
z3] 1 -2 1 3 1.0 0| 8|-
v 3 [0 5 11 0| 1313
ys| 4 -5 0 13 3 0 1| 30—

—2 [4] 0 8 =3 0 0|-24
x| 7 01 13 3 2 0| 34
x| 310 5 1 1 0] 13
ys| 19 0 0 38 8 5 1| 95

~14 0 0 -28 -7 —4 0]-76|

0

0

;1;‘3:34,1,‘2:13,.’131:0715'4:0 undy3:957yl:07y2:0'

ist optimaler Punkt zum optimalen Wert 76 .

Als Ubung und zum Vergleich: Das gleiche Beispiel auf einem anderen Rechenweg:

L1 T2 T3 T4 Y1 Y2 Y3 | W] (q
m| 1 =2 1 3 1 0 0|83
wll2] 3 -1 2 0 1 0/5/|3
ys| 1 1 -3 4 0 0 0|76
1] 2 3 -1 0 0 o0 0
wlo -3 321 o[y
|1 32 -3 10 30|35 |-
y3 |0 =2 -2 30 1 0|1 |-

A 1 5

o 35 oo —4o|-3
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7 4 2 1

2310 —3 1 3 3 -3 0] 3| -
1 5 1 1 13
9 19 5 4 38

y310 -5 0 5 3 -3 1] 5| -
14 14 7 2 46
QEEEERDE]
T3 34
T 13
Y3 95

|-14 0 0 —28 —7 —4 0|76

Hinweis

Es spart Rechenarbeit, bei jedem neuen Tableau zuerst die letzte Zeile (die Zielzeile) auszurech-
nen. Ist das Optimakittskriterium (d.h. alle Einge> 0) erfillt, so braucht man nur noch die

letzte Spalte auszurechnen und die Vorspalte auf den neuesten Stand zu bringen. Das Ergebnis
laf3t sich dann bereits ablesen.

8.4 Minimumaufgaben und das duale Problem

8.4.1 Eine konkrete Minimierungsaufgabe

Beispiel Eine kostenoptimale Futtermischung.
Gegeben: 2 Futtersortdny, F» und 4 Vitaminel, V5, V3, V,

Die folgende Tabelle gibt den Gehalt an Einheiten der Vitamine in je 100g der Futtermittel und
den Tagesbedarf an Vitaminen an:

Vitamine | Gehalt im Futtermittel| Minimalbedarf
I Fy
%] 6 1 22
Vs 7 4 71
V3 6 10 120
Vi 3 9 72

Die Preise der Futtermittel sind pro 100g: 1,50 Eumof; und 1 Eurofir F5.
Eine weitere Bedingung: Derdthstbedarf pro Tag ist 2kg = 20009 pro Tag .
Sei (;!) der Futtermittelverbrauch pro Tag (in Einheiten von 100 g)
Mathematisierung

Kosten-(Ziel-)Funktion: Z(xz) := 1,521 + 22

Nicht-Negativifitsbedingung: 1 >0, 220 > 0
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Restriktionen:
1+ 20 <20 (<= —x1 — 22 < —-20)
6x1 + 120 > 22
Tx1+4xzy > 71
6x1 + 1029 > 120
3r1+ 912 > 72

Geometrisches Bild

AN

3 .
&, \‘\'-._su/»/rwm &

Optimaler Punkt ~ Schnitt vonG, mit Gs: zmax= (3!) = (3)

2

Minimale Kosten 16,5 Euro  (erhalten duch Einsetzen vomax in die Zielfunktion)

8.4.2 Standardminimumproblem und das duale Problem

Das folgende Optimierungsproblem heif3t Standard-Minimumproigmformulieren das Pro-
blem als ein Minimierungsproblenuf Tupel y € R™ und geben auch den Matrizen, welche
die Ungleichungen beschreiben, und der Zielfunktion neue Namen, utdlskrgang zum dualen
Problem deutlicher formulieren zwknen.

Standardminimumproblem:

SeienT = (t1 t3 ... ty,) € R*™ C € R™™ d € R".
MinimiereT(y) = tiy1 + - - - + tmYm

unter Cy>d

und yi >0,i=1,...m.

Mitteilung

In der Theorie der Linearen Optimierung gibt es ein “Daasiprinzip’; das sich als wesentlich
zum richtigen Versindnis der Theorie erwiesen und auch praktische Anwendungen hat. Wir gehen
ganz kurz auf dieses Prinzip ein.
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Das zu einem Standardmaximumproblem duale Standardminimumproblem

Zu A c R™" pecR™und Z = (21 22... 2,) € RI*™ sei folgendes Maximierungsproblem
betrachtet:

Maximiere Z(x) = z1x1+ 2022+ ... + 2n2n
(MAX) unter Ax < b
und x; > Ofurallei=1,...,n.

Man transponiert nun die vorkommenden Matrizen:
! ! !
T :=b e¢R>™ (C:= ALe R, d:= 7! ¢ R?
und betrachtet das zugitige Standardminimumproblem

Minimiere T'(y) = tiy1 +toys + ... + th¥Ym
(MIN) unter Cy > d
und y; > Oforallei=1,...,m.

Definition
Die Optimierungsprobleme (MAX) und (MIN) heil3elual zueinander.

Bemerke Wegen(Z!)! = Z (At = A, (b')! = b gewinnt man das Maximumproblem (MAX)
aus dem Minimumproblem (MIN) durch ein analoges “Dualisierungsverfahrefitkur

Zusammenfassung

Gemal3 der Definition voril” , C' , d hat man @ir die zueinander dualen Probleme (MAX)
und (MIN) folgenden Zusammenhang:

Maximiere Z(z) = Zx Minimiere T(y) = by
(MAX) unter Az < b (MIN) unter Aly > Z¢
und z, > 0,i=1,...,n und yi > 0,i=1,...m

Demonstratioran unserem Beispiel aus 8.4.1 :

-1 -1 —20

6 1 22

Esistt Z=(151), A= T 4| ,b= 71
6 10 120

3 9 72

Bei diesen Daten haben wir im Minimumproblem die erste Ungleichungaof zo < 20 um-
geschrieben in die Standardforr; — zo > —20.
Die transponierten Matrizen sind

-1 6 7 6 3
t_ t_ t _ (L5
bt = ( 20227112072),14_<_1 1 4 10 9>undZ_(1).

Das zum Minimumproblem in 8.4.1 duale Maximumproblem ist also das Folgende:



8. LINEARE OPTIMIERUNG 197

Maximiere T'(y) = —20y1 + 22y2 + 7lys = 120y4 + 73ys

unter —y1 + 6y2 + Tys + 6ys +3ys < 1,5
—y1+ y2 + 4ys + 10ys + 9ys; < 1
und yi >0

Es gilt der entscheidend2ualitatssatz

(1) Der zulssige Bereich eines Standardminimumproblems ist genau dann nicht leer, wenn der
zulassige Bereich des dazu dualen Maximumproblems nicht leer ist.

(2) Ein Standardminimumproblem hat genau dann eitisung (d.h. die Funktior?'(z) hat
ein Minimum auf dem zussigen Bereich), wenn das dazu duale Maximumproblem eine
Losung (d.h. ein Maximum auf seinem @ssigen Bereich) hat.

(3) Wenn die beiden Probleme einé4ung haben, sind die optimalen Werte gleich: Das Mi-
nimum des Mimimumproblems ist gleich dem Maximum des dazu dualen Maximumpro-
blems.

Zusatz.

Wenn sich das Maximumproblem mit dem Simplexalgorithndgeh &3t, erkilt man die optimale

Ecke des Minimumproblems auf folgende Weise:

Die Eintrage von defn + 1)-ten bis zun +m)-ten Spalte der Zielzeile des Endtableaus des Ma-
ximumproblems sind die negativen Koordinaten des optimalen Punktes des Minimumproblems.

Dh.oist(—z1... — 2z, — Zpt1-.. — zZn+m — w) die Zielzeile dieses Endtableaus, so ist
Zn+1
Zn+2 . . . .

T = n_ optimale Ecke und der optimale Wert (das Minimum)ist
Zn+m

Ablese-BeispielAngenommen, das duale Maximumproblem hat als Endtableau

Dann: Das Ausgangs-Minimumproblem hat

21 20 40 -2 -1| 38 =
10 -4 0 -4 1 s 1 5 den minimalen Wertwy,in = 450,
-1 0 21 30 2 5 15 _
5 0 -4 0 —10 0 —15 —201 —45 und zwar bei der Ecker = ;g
Anmerkung

Bei uns kann man das Minimumproblem mittels Simplexverfahigrdfs duale Maximumpro-
blem nur danndsen, wenn dieses duale Maximumproblem die Voraussetaunad erfullt, die
wir fr unser Simplexverfahren brauchten.

Fur das Minimumproblem heif3t das: Es mii3> 0 , d.h. alle Koeffizientert;, der Zielfunktion
mussen gdl3er-gleich 0 sein. (Dann das werden die Eiga auf der rechten Seite dualen Maxi-
mumproblems.)
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Also etwa: Das explizit behandelte Beispiel aus 8.4.1 kann mit unserem Simplexverfahren nicht
auf dem Umwegiber das duale Maximumprogramm behandelt werden. Denn in der Zielfunktion
in Standardform ist der erste Koeffizient gleich -20 .
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8.5 Aufgaben

Aufgabe 1. Zeichnen Sie den durch die folgenden Ungleichungen beschriebenen BereRh des

—r1 + Txg < 70
51 + dry > 40
111‘1 - 181‘2 S 44
r1 + 3.%'2 S 40
—3xr1 — 209 > =50
r1,T2 2 0

und untersuchen Sie unter diesen Nebenbedingungentdiengen folgender linearer Optimie-
rungsprobleme:

a) min f(x) mit f(x) = z1 + 2 C) max f(x) mit f(x) = 221 — x2
b) max f(x) mit f(z) = x1 + x2 d) min f(z) mit f(z) = —3x1 + 222

Aufgabe 2. Ein Kaufmann ha20 kg Niisse und0 kg Rosinen zum Preis vdhEUR bzw.5 EUR

je kg eingekauft. Er kann dieid¢se und Rosinen zum Preis VdhEUR bzw.7 EUR verkaufen. Er

kann aber auch eine Mischung aus beiden herstellen und sie unter dem Namen ,,Studentenfutter”
verkaufen. Der Preis dieser Mischung sdlIEUR je kg betragen. Dabei muss aber der Anteil der
Nisse mindesterz% ausmachen. Welche Verkaufsweise istden Kaufmann amigstigsten?

Aufgabe 3. Untersuchen Sie graphisch auftbarkeit:

a) maxz; + 2z b) max2x; — x2 c) min 4z, — 5o
r1 + 5dryg < 50 r1 + 2x9 > 2 T, + 4xy > 8
2r1 4+ 5x9 < 60 201 — 3x9 < =2 3r1 + 4x9g < 12
1 + a2 < 20 T1,Ty > 0 €T, — To > 2
I S 10 T1,T2 Z 0
z1,22 > 0

Aufgabe 4. Bestimmen Sie mit Hilfe des Simplex-Algorithmus das Maximum der Zielfunktion

Z(l‘) =T+ X9
unter den Nebenbedingungen:
-z + Try < 70
11:D1 - 18:B2 S 44
T + 3res < 40
3r1 + 2c0 < 50
x,w2 > 0

Vergleichen Sie den Algorithmus mit der graphischésuing (vgl. auch Aufgabe 1).
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3 Analysis in mehreren Variablen

9 Differentialrechnung bei mehreren Variablen

9.1 Funktionen zwischen Tupelr &aumen
9.1.1 Die betrachteten Funktionentypen

Wir werden in diesem Kapitel Funktionen (Synonyiir Abbildungen, s.7.1.1 ) folgenden Typs
untersuchen:

R*D D TR Typ (1) (reellwertige Funktionen)

RD D L Rre Tvp (2)

R">D LR Typ(3)
R"> D -1 R™  Typ(4) (aligemeiner Typ)

Ubereinkunft

Wir schreiben in diesem Kapitel die-Tupel x € R™ meist, wie in der Analysigiblich, als

x = (x1,z2,...,2,) Und nur selten als einspaltigen Vektor, wie wir es in der Linearen Algebra
getan haben.

Anmerkung
Bei Funktionen aus den Anwendungen in der Wirtschaftstheorie wird der Definitionsbdpeich
oft die Teilmenge

RZ, := {z € R" | z; > 0 fur alle Koordinaterx; vonz }
sein. -
Wir nennenRZ, den nicht-negativen Quadranteon R™ . (Ein “Quadrant” ist es nur inR?, im
R3 ist es ein “Oktant” und imR? die entsprechende Verallgemeinerung. In Ermangelung eines
entsprechenden allgemeinen Ausdrucks bleiben wir beim Wort “Quadrant”.)
Die Teilmenge

RZy := {x € R" | z; > 0 fur alle Koordinatern:; vonz }

heil3t entsprechend der positive QuadientR™ .

Beispiele (zur Motivation)

Lineare Funktionen
Lineare Funktionen des allgemeinen Typs (4) haben wir in 7.1. behandelt:

Fur Ae R™"™ hatmanfs :R" — R™ z+— A-z (s.7.1.2)

Spezielle Funktionen des Typs (1) sind die (linearen) Zielfunktionen der linearen Program-
mierung:

f:fZ:R"—>R,x»—>zlx1+...—|—znxn:Z-xmitZ:(zl...zn)E]Rlxn
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Hier Beispiele @ir reellwertige Funktionen, wie sie in den Wirtschaftswissenschaften be-
nutzt werden.
(i) In allemeinen Wirtschaftstheorien arbeitet man oft mit Funktionen in drei Variablen:

f(K,A,t), wo K = Kapital, A = Arbeit, t = Parameterir den technischen Fortschritt

(i) Beliebte Funktionen in Wirtschaftstheorien sind Funktionen wie
f(x,y,z) :xOL yﬁ 'Z’y mith’,y,Z GR, 0 S 0675777 1 :Oé‘i‘ﬂ"f—FY

(iii) In der Wirtschaftstheorie arbeitet man auch mit sog. “NutzenfunktibnBas sind
reellwertige Funktionery (z1, z2, ..., z,) inn Variablen, die so interpretiert werden:

Die Argumentex = (z1,...,x,) Stehen @ir Giterliindel (s.6.1.1 Anwendun-

gen (2) ).
Die Funktion f wird benutzt, um den Nutzen von solcheiirigleln zu “verglei-
chen”:
f(z1,...,2n) > f(y1,...,yn) bedeutet: Das Bndelxz wird dem Bindely
vorgezogen.
1 n
(iv) Der Mittelwert (ay,...,a,) — @ := — » a; und die Varianz(as, ...,a,) —
n

i=1

1 E a; sind Funktionen des Typs (1) .
n
i=1

Funktionen des Typs (2) werden oft als Kuniaterpretiert.

L4 rd 14 %
a z i)

Mit solchen Kurven lassen sich etwa Bahnen von Himmelssonden modellieren.

Funktionen des Typs (3) treten als Koordinatentransformationen auf. Zum Beispiel:

r

R2\ {0} = D L {(a

1 r= [z
x:<x2>% a—derWinkela,fUrden”;l(m>_<cosa)

>€R2|T>O,O§a<2ﬂ}CR2

To sin av

Der Ubergang von: zu diesemy (z) heiRtUbergang zu Polarkoordinaten
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9.1.2 Anschauliche Vorstellung 1 : Der Graph einer reellwertigen Funktion

n=1|
Man hat dagibliche Schaubild (den Graph):

/\./ Der Graph vonf : I — R ist die Kurve
X .
€1 imR?
- > (st 1221

Inirrvatt L

7= Man definiert den Graphen von
2 f:D—R (D CR?) durch
) [ v
T > cn={(v])|(5)er=s(3)}

Stellt man sich ein $ick “abstrakter” Erdoberdiche vor, para-
metrisiert durche = Langengrady = Breitengrad, und ist =
h(z,y) = Hohe von(z,y) Uber dem Meeresspiegel, so ist der
Graph die “echte” Erdobeéthe (mit all ihren Zerklftungen).
Siehe Bild.

D
‘ﬁ =2 ?
| ®
Sx
flz,y) =y flz,y) = a? +y? flz,y) = 2> —y° flz,y) = 2> = 3y
“Rinne” Rotationsparaboloid Sattelfache “Affensattel”

Anmerkung

In den Dimensionem > 3 ist der Graph eine Teilmenge d&'*!  n + 1 > 4 und kann direkt
nicht mehr vorgestellt werden. In der Dimension 3 kann man noch diehlinien des folgenden
Abschnitts zur Veranschaulichung hinzuziehen.
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9.1.3 Anschauliche Vorstellung 2 : Die H 6henlinien

Bezeichnung(lsoquanten)

SeiD CR"™ und f: D — R eine reelle Funktion auD .

Die Punktmengerd, = {z € D | f(z) = ¢}, ¢ € R, heiBenHodhenlinienfirn = 2, Hoéhen-
flachenfir n = 3 undlsoquantenvon f fir allgemeines: .

Manchmal sagt man “bhenlinien” der Einfachheit halber auch im allgemeinen Fall.

Anschaulich Beim Vergleich des Schaubilds vghmit dem Relief einer Landschaft entsprechen
die I.’s denublichen Hbhenlinien, wie sie auf Karten eingezeichnet sind.
Hohenfachen imR? muR man sich i.a. als gakmmte Fachen vorstellen.

Beispielebei friher betrachtetefi:

Funktion Hohenlinien

flx) =221+ ...+ zpxy

linear (Gewinn-, Kostenfunktion) Die Isogewinn- bzw. Isokostengerafien = c
fl@y) =y
C_.EW e —Je
AL e
& 2 \)___ — o
Finne ' . |
“Rinne” I. = die beiden Parallelen zyrAchse mity = ++/c

undy = —y/cfurc # 0 und di€z-Achse firc = 0)

Die I, c > 0, sind die konzentrischen Kreise um
mit Radius,/c

Fir ¢ # 0 sind diel. Hyperbeln (mit zweiAsten)
mit den Asymptoterr —y = O0undz +y =0
Fir ¢ £ 0 ist I. das Koodinatenkreuz.
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Noch eine abstrakte Landschaft:

9.1.4 Stetigkeit. Offene Mengen.

Bezeichnung
Fiarz € R®, ¢ >0, heil3t

Be(z) ={y eR" | ||y — zf| <&}
die (offene)s-Kugel oder dies-Umgebung vorx.

Fur die Anschauungsdimensionen:

Im R': Intervall mit Mittelpunktz und Lange2e.
Im R2: Kreisflache mit Mittelpunkt: und Radius:.
Im R3: Kugel mit Mittelpunktz und Radius, etc.

Definition 1 (Stetigkeit):

SeiD CR", f:D — R™ eine Abbildunga € D.
f heil3t stetig im, wenn gilt:
Fur allee > 0 gibt es einy > 0, so dal3fir allex € Bs(a) N D C R™ gilt:

f(z) € Be(f(a)).

Wir haben die Definition nur notiert, um zu zeigen, dal3 sich die Definition von der einfachen
Situation mit einer Variablen (siehe die— §-Definition der Stetigkeit in 3.3.1 ) problemlos auf

den allgemeinen Fall der Funktionen vom Typ idbertragend(3t.

Weitergehend werden wir Stetigkeit nicht untersuchen. Da@n@men der Stetigkeit ist in den

R™,n > 2, trotz der formal gleichen Definition viel komplexer algfn = 1.

Definition 2:
D c R™ heil3t offen <= Fur allez € D gibt es eire > 0, so daf3 noclB.(z) C D.
Definition 3:

Sei D C R™ . Ein x € D heif3t eininnerer Punkt von D, wenn es eire > 0
gibt mit B.(z) € D . Die Menge aller inneren Punkte voPR heif3t dasinnere
von D . Ein Punkt ausD , der kein innerer Punkt ist, heil3t dRandpunkt von D .
Die Menge aller Randpunkte voP , heif3t delRand von D .

Schreibweisenzo) :=das Innere vonD ;0 D :=der Rand vonD .
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Beispiele
(i) Ist D =1 einIntervallimR! = R, so stimmt das hier definierte Innere mit dem Innern des
Intervallsiiberein, wie es in 4.2.3 definiert wurde.

(i) Sei D = RY, der nicht-negative Quadrant. Dann Lét: RZ,, der positive Quadrant und
0D = {x € D | x; = 0furmindestens einmit1 <i <n}.

(iii) Beidenin8.1.2 und 8.4.3 gezeichnetenasgigen Bereichei” von Linearen-Optimierungs-
Problemen ist der Ran@K von K die Vereinigung der Randgeraddingte (der “Seiten”) von

K unddas Innerq% ist das schraffierte Innere des Bereiches ohne die Seiten. /bin/sh: schraffierte:
command not found

Bemerkung
Das InnereD einesD C R" ist offen. (Die leere Menge gilt als offen.)

9.2 Differenzieren reellwertiger Funktionen auf dem R

Gemeint sind Funktionen des Tyfi&* © D IR,

9.2.1 Die partielle Ableitung

Definition 1 (partielle Ableitung):

Seif : D — R eine Funktion und set ein Punkt im Innernzoj von D .
Furie {1,2,...,n} seie; = (0,...,0, 1,0,...,0) deri-te Einheitsvektor.
T

Betrachte den Limes
fle+h-e)— f(z) 1 flay, oo xim, 2 + hyxigr, .., xpn) — f(2)

li = 1i
hli% h hli% h

Existiert dieser Limes und ist gleich, so hei3tf in z nach deri-ten Variablen
partiell differenzierbarDer Limesa heil3t diei-te partielle Ableitung/on f in x.

Schreibweisenn =: 5L (z) =: f,,(x) =: fi(z) =: D; f(x).
Ist ngi@) definiert fr allex € D, so heif3t die Funktion
of of

die i-te partialle Ableitung vory, f heil3t partiell differenzierbar i nach deri-

ten Koordinate (“nache;” oder kurz “nach i’ ). Ist zudemg;% stetig, so heil3tf
stetig partiell differenzierbar '

D—>R7'—> ('I)
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Merkregel

Beim partiellen Ableiten nachwird angenommen, die Variablen, j # 7, seien konstant, und nur
diei-te Variablex; seivariabel. Dann hat man eine Funktion vorliegen, die nur von einer Variablen,
namlich vonz;, abtangt. Diese Funktion wird dann nach:= x; abgeleitet wie gewohnt.

Bemerkung: Ist = auf dem Rand voroD von D , so existieren eventuell die entsprechenden
einseitigen L|m|tes lim oder hm (s. 3.3.3) statt des L|mesk1rr(1) in der Definition. Als parti-
—0- h—

elle Ableitungen nlmmt man dann diese “einseitigen Ableitungen”.
Beispiel Uir so eine SituationD := R%, und = ein Punkt ausD, bei dem (mindestens) eine
Koordinate0 ist.

Beispiele (fur partielle Ableitungen):

() flz,y,2)=a -yt 22 -2y

0
8 (z,y,2) =322 -yt 22—y,
0
ai(m y,z) = 4x3y3 - 22 — 1,
af

Lw,y,2) =223yt 2

(i) fa,y,2)=a? y-z— 2. - grsin:

oL 2z 2 z-sin z . 2 2 Zesin 2
aﬂf(xy’ z) = 2xyz — 2 - eV - e —ginz-e?*.e¥ . e

o = z? 2z, Ly? | jwsinz

az(fE,%Z)—x ‘Y —XT-COSz-€ .eY . ¥

=L 2 .
gi(CU,y,Z):xz-z—Zy.e?x.ey . eTsinz

Veranschaulichung

y = Anglrep dies~ Jan rnle

el

_Zl(t) - ﬂh{/f”
V2] ﬁay ~
Graph
! o
[}
»
=7 / -
Z P
v x .
x S .
| / =z > , >,

Im “SchaubildraumR” x R = {(z,2) | = € R", z € R} betrachte die Parallelen zuf-Achse
und zurz-Achse im Punktéz, 0), © € D C R™. Die von diesen beiden Geraden erzeugte Ebene
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E schneidet das Schaubifd; = {(z, f(x)) | € D} in einer Kurve. InE mit der Parallelen zur
z;-Achse als reeller Achse bekommt man so das Schaubild ébntiehen reellen Funktion mi;
als reellem Parameter. Der Anstieg der Tangente dieses Schaubilds inxPunkte Koordinate
vonz ist danng’ (z).

Definition 2: (hdhere (“gemischte”) partielle Ableitungen)

Die i-te AbIeitung% als Funktion sei definiert.
Seij € {1,2,...,n}.
Ist dann% (in ) nach derj-ten Variablen partiell differenzierbar, so heifl3t die parti-

elle Ableitung

0 8f o 82f B B N
Oz ((%’z‘)(x) o 83:']'81'1'(1:) =: fum;(x) = D;Dif(x)

die partielle Ableitung 2. Ordnun@. partielle Ableitung) nachund nachj in = .
Entsprechend sinddere “gemischte” partielle Ableitungdretrachtet, etwa

00 (OF\Y O
a:Eg(a:El)Q T 8.1‘3 a:El 81‘1 ’ &nkaxﬁxl .

Beispiel
(iii) f(z,y,2) =23 -y?-cosz
_Pf — O (6x -2 = —6x -2 -si
82-(6m)2($’y’z) 5, (62 -y - cos 2) x -y -sinz
Anmerkung
Die andere Reihenfolge der Indizes bei der Schreibwgise (x) kommt daher, dal3 nach Defi-
nition fu,., () = (fa;)x,; ist.
Diese leichte Irritation durch die Bezeichnung ist aber folgenlos, da die gemischte 2. partielle

Ableitung nach der Tatsache in 9.2.3 bei allen gelohlichen Funktionen unalihgig von der
Reihenfolge ist.

9.2.2 Gradient und Hesse-Matrix

SeiD C R™offen, f : D — R sei inx partiell differenzierbar nach allen Variablér- 1, ..., n.
(Ist D von Anfang an nicht offen, so kann man sich auf die “offene Situationliakaiehen,
indem man die Funktion auf das Innere véh einschankt.)

Definition 1 (Gradient):
Das Tupel (der “ Vektor”):

gradf (z) = (§i<x>,§i<x>,...,$<x>> = (fur (@) for(@)sn o fun ()

heil3t der Gradient voffi in x.
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Definition 2 (Hesse-Matrix):
Existieren alle partiellen Ableitungen 2. Ordnungrinso heif3t dign, n)-Matrix
foro0(®)  forw (@) oo fria, (@)
0% f foow1 (X)) fagwo(®) oo fapw, (@)

die Hesse-Matrix von f in .

Beispiel  Seif(x1, 22, 73) = 23233, ES ist

3 2 2 23
gradf (z) = (2z125x3, 3x7x523, T1T, )
20313 6r1w373 27173
H¢(z) = | 6zizdzs 623wows 3wind
27173 3r323 0

und konkret an der Stelle = (—1,2,3):

48 —72 —16
gradf (—1,2,3) = (—48,36,8), Hp(-1,2,3) = | =72 36 12
~16 12 0

Einfaches, aber wichtiges allgemeines Beisgid Gradienten:
Sei f:R" — R, f(x) = z121 + ... zpx, linear. Dann ist
gradf (z) = (21, 22, ..., 2n) furalle z.

Beobachtung
Die Hesse-Matrix im Beispiel ist symmetrisch (s. 6.2.5). Das ist kein Zufall, sondern ein genereller
Sachverhalt wegen folgender Tatsache:

Tatsache (“Lemma von Schwarz”):
Seif: D — R 2-mal stetig differenzierbar, d.h. alle partiellen Ableitungen bis zur Ordung 2
existieren und sind stetig. Dann gilt:

] (z) = sl (x)
a$jaivi N 83%89%‘
und alles, j € {1,2,...,n}.

furalle zeD

Das heiR3tiir jedesz € D : Die Hesse-Matrix ¢ () ist eine symmetrische Matrix

Hinweis

Bei den spater behandelten Extremwertbestimmungen bei mehreren Variablen werden der Gradi-
ent die Rolle der ersten Ableitung und die Hesse-Matrix die Rolle der zweiten Abldihergeh-

men.



9. DIFFERENTIALRECHNUNG BEI MEHREREN VARIABLEN 209

9.2.3 Richtungsableitungen

Vorbemerkung

Erinnere die Def}n(itionh . of
T+h-e)— (T
li = —
der partiellen Ableitung. Sie gibt den Anstieg der Funktipnn Richtung der positiven;-Achse
wider.
Nun gibt es noch all die anderen Richtungen, die nicht in Richtung einer Koordinatenachse zeigen.
Man kann den Anstieg vorf auch in diesen Richtungen definieren. Dazu eine formale Definition

des Begriffs Richtung.

Bezeichnung %
Eine € R™ mit ||e]| = 1 hei3t eineRichtung im R™. /’; : g
Die Menge{e € R" | |e]| =1} aller Richtungen

wird oft mit S"~! bezeichnet un&inheitssphére genannt. \jf
' 7

Beispieleim R?: (Man denke bei an eine KompaRnadel.)

Die Richtung (1,0) ist die Richtung in positiverAchse (“Osten”), (0,-1) “zeigt” in Richtung
negativery-Achse (“Siden”), %(1, 1) zeigt in Richtung der positiven Hauptdiagonalen (“Nord-
osten”) usw.

Definition (Richtungsableitung):

Betrachtef : D — R und seie eine Richtung. Existiert der Limes
oo @ thee) — f(@)
h—0 h

so wird er dieRichtungsableitung von f in Richtung e genannt.

Lo h-e)— 0
SChrerweISE}llLr(l) flo+ he) /(@) =: a—];(x).

Wir werden in 9.3 als Anwendung der Kettenregel (s.dort) nachweisen, dalkisitie fyebauch-
lichen Funktionen die Richtungsableitungenine D auf folgende Weise aus dem Gradienten
gradf (z) berechnen lassen.

Tatsache:
Sei D C R™ offen. Seif : D — R stetig differenzierbar, d.h. alle partiellen Ableitungeniin
existieren und sind stetig. Sei daan= Dunde € R", |e|| = 1, sei eine Richtung. Dann gilt

9 (a) = (gradf(a), ¢) (Skalarproduk®).

Beispiele

M) e=ei: @) = gL
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(i) e = J5(1,1): §(2) = 55 (2) + S5 55 (2)
(“I) f(.%' Y,z )—(E ZyQ_Iizax_(laéal)
Richtung: vorne zum Punkt(6, 3, 6).

Dann:
gradf (z) = (2zy2> + nyz, 222 xyZQ)
gradf(z) = (5,9,5)
1 5
' _ (6,3,6)—(1,5,1) (5,5,5) 91 9
Der Richtungsvektor ist e = 1 = £ = (§’ 3 3)'
Die gesuchte Richtungsableituigg also:
of 12 20 2
86( r) =((5,9,5), (g '3 §)>—3+§—9§.

9.2.4 Préagnante Eigenschaften des Gradienten

Wir beginnen mit einer Ungleichung zum Skalarprodukt, die eigentlich in den Abschnitt 6.3.5
getort. (Sie wird beim Beweis der dort formulierten Dreiecksungleichiimgliie Norm gebraucht.)

Tatsache 1 (Die Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung)
Furalle x, y € R™ gilt

[ () | < [l llyll -
Dabei gilt die Gleichheit dann und nur dann, wenrund y linear abkngig sind.

Der Beweis ist nicht schwer aber nicht trivial.

Als Anwendung erhlt man:

Tatsache 2
Der Gradient zeigt in die Richtung, in der die Richtungsableitung maximal ist. Genauer:
. ° . . gradf (a) . ... . y
Seia €D undsei grad (a) # 0. Sei~v := —————— die “Richtung des Gradienten”.
arad () 2.0 S = Jgragf () 0

Dann gilt fur alle Richtungere € S*~ 1 :
5L(a) < §L(a) = |gradf (a)]

Beweis: 4L (a) = (gradf (a),e) < |gradf (a)| - |le|| = ||gradf (a)|| =

! forad ]
(gradlf (o). radlf (o)) = (aradlf (o), o0 ) = (aradf (@) 7) = F (@,

Die Ungleichung dabei ist die Cauchy- Schwarzsche—UngIeichung, die darauf folgende Glei-
chung gilt, weil |[e|| = 1 ist. Der Rest sind Umformungen.

1



9. DIFFERENTIALRECHNUNG BEI MEHREREN VARIABLEN 211

Einedkonomische Deutung von Tatsache 2
Ist f eine Produktionsfunktion, so hat man: DAederungsrate der Produktion ist andBten bei
einer “Faktorvariation” in Richtung des Gradienten.

Eine anschauliche Eigenschaft des Gradienten ist die
folgende:

Tatsache 3

Der Gradient vonf in a steht senkrecht auf der
Isoquante vonf durcha . (Das ist die Isoquante

If(a)-)
Siehe die Vorlesungif Genaueres.

£ <xfr0)

Ein einfaches Beispiel zum Ve#stdnis

Furlinearef : R" — R, f(z) = z121 +. .. zpx, istder Gradient gleicl{zy, 22, ..., z,,) fur alle

x . Aus 6.3.3 wissen wir (dort in der Dimension 3 ), dal3 dieser Vektor senkrecht auf den Geraden
steht, die durchzyz1 + ... z,x, = ¢ definiert sind und diese Geraden sind die Isoquanten

von f .

9.3 Extremwertbestimmung

9.3.1 Extremwerte ohne Nebenbedingung

2 isolierte Maxima, 1 Sattelpunkt ganzeAchse besteht aus Minima (nicht isoliert)

Bezeichnung 1
SeiDeR", f:D— Rundseia € D.

f hatin a ein lokales Maximum (isoliertes lokales Maximum)

Es gibte > 0, so daB gilt:

Furalle z € D mit ||z —a| < e gilt f(a) > f(x).
(Bzw.im Fall des isolierten lokalen Maximums: Es ist
f(a) > f(z) furallex € D mit z # a und ||z — a|| < )
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Eine analoge Definition giltifr lokale Minima.
Anschauliche Beispiele oben.

Satz
Sei D e R" und f : D — R sei 2-mal stetig differenziebar. SeElo) (dem Innern vonD).

(1) Hat f in a ein Extremum, so ist grgda) = 0.
(2) Seigrad(a) = 0. Dann:

(i) Hy(a) positiv definit —- { f hatina ein isoliertes lokales Minimum
(i) Hy(a) negativ definit= { f hatina ein isoliertes lokales Maximum
(i) Hy(a) indefinit — { [ hatina keineExtremstelle

Im Vergleich zur Dimension 1.

Der Gradienilbernimmt die Rolle der 1. Ableitung.

Die Hesse-Matrixibernimmt die Rolle der 2. Ableitung.

Dabeitibernimmt die positive Definitheit die Rolle des “Positiv-Seins”, die negative Definitheit
die Rolle des “Negativ-Seins”.

Die Definitheit der Hesse-Matrix untersucht man mit Hilfe des Hurwitz-Kriteriums in @..4

Musterbeispiele
() f(z,y) = 2* +y?,
gradf(z,y) = (22,2y) =0<=z =y =0,

Hy(z,y) = ( g g > allgemein undH(0,0) = < g (2) >sind positiv definit.

Also: Isoliertes Minimum (s. Schaubild) in = 0.

(i) f(z,y) = —2* —y°
Auch hier grad(z,y) =0 <=z =y =0.

Diesmal istH (0, 0) = ( _(2) _(2) ) negativ definit.

Ergebnis: Isoliertes Maximum i .

(i) fl,y) =22~y gradf(z,y)=0<=a=y=0
2 0

In (0,0) : Hf(0,0) = ( 0 —9 ) =: A, ist indefinit, denn:
) 1\ . . 0\ .,
Furz = 0 ist t"Ax =2 >0 und fury = 1 ist y'Ay = —2

Ergebnis: Kein Extemwert.

Bezeichnung 2
Die Punktez mit gradf(a) = 0 bezeichnet man auch &stische Punkte von f.
Die kritischen Punkte inR? mit indefiniter Hesse-Matrix werdeBattelpunkte genannt.

Weniger einfaches Beispiel
) f(z,y) = —(a* +y?)* + 2° — °
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%(xa y) = —456(362 + yz) + 2z = —43:(x2 + yz _ %)

L@,y = —4y(® +¢*) — 2y = —dy(a® + y* + 3)
Dann:%(w,y) =0 < Yy = 01wei| (.%‘2 + y2 + %) immer> 0 ’ also?é 0 ist.

%(%0) =0+ —4x3+2x:0<:>x:00der:c:i§
Fazit: Die kritischen Punkte sind0, 0), (@, 0) und(—@, 0).
. _ —122% — 49?2 +2 —8xy
Hesse-MatrixH ¢(z,y) = ( say 4?1229

Dann:

H/(0,0) = < (2) _g ) indefinit (s. Beispiel (iii))

—4 0 _
m20=( 7y ) =m0

Also: Ein Sattelpunkt ir0, 0) und zwei relative Maxima ir@ﬁ, 0) und(‘Tﬁ, 0).
(Das Schaubild sielihnlich aus wie das Anfangsbild dieses Abschnitts.)

Zur Beachtung: Die analoge “Warnung” wie in 4.2.3 ist auch hier angebracht:

Erstens: Die kritischen Punkte liefern erst einmal nur Kandid&ie&xtremwerte.

Zweitens: Auf dem RandD von D konnen Extremstellen vorliegen, ohne daf der Gradient
ist, d.h. Randextremainssen extra untersucht werden.

Es kommt hinzu, daf in der Dimensien> 2 der Rand eine® recht kompliziert sein kann.

Wir geben noch eine explizite Beschreibung der Definitheitsfrage im Falle einer (2,2)-Matrix, weil
dieser einfache Falldufig vorkommt.

Definitheit der Hesse-Matrix bei zwei Variabten
a b
b d
A positiv definit <= a > 0 undad — b* > 0
A negativ definit—=- a < 0 undad — b> > 0

Seid = < ) symmetrische, 2)-Matrix. Dann:

Man kann zeigenazd — b? < 0 <= A indefinit

Fur die HesseschH ¢ (z,y) = Y
f( y) < fy:}c:fxy fyy

(dabeif, := 5L, f, = §I) heiBt das:

H(x,y) positiv definit <= f,, > 0und foy - fyy — f2, >0
Hy(z,y) negativ definit<= f,, <0und foz - fyy — fi, >0
Joa - fyy - C%y <0< Hf indefinit.
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9.3.2 Extremwerte unter Nebenbedingungen

Situation
Man hat eine FunktioR™ D D N R, eine weitere Funktiop : R® — R und einc € R.

Bezeichnung
Sei M. := {x € R" | g(x) = ¢} die Isoquante vory zum Wertc. Seia € D . Man sagt:

Esistg(a) =c¢,d.h.a € DN M,
f hatin a einlokales Maxi- und es gibt > 0, so da gilt:
mum unter der Nebenbedingungg(z) = ¢ } — Esist f(a) > f(z) furalle

r € DNM.mit |z —al <e

Also: Esista € M. und zum Vergleich mit dem Wert voyi in a werden nur die Werte vorf
in denjenigenz € D herangezogen, die i/, liegen.

Bemerke Das Maximum unter der Nebenbedingung braucht kein Maximinndés gesamt®
Zu sein.

Eine analoge Definition hat maiirflokale Minima.

Musterbeispiel aus dédkonomie
Esseif : R, = D — R eine “Nutzenfunktion”. Dag; sei in diesem Fall eine Kostenfunktion

g: D — R,z — piz1 + pax2 + ... + ppzn und die Nebenbedingung ist eine “Budget-
Gleichung” p1z1 + poxo + ... + ppaxn =5 .
Gesucht: Das Gterkindel x maximalen Nutzens unter der Nebenbedingwng, + poxo+. ..+

pnxn = 0, d.h. fir das das Geld noch reicht.

Eine Moglichkeit zur Losung solcher Probleme bietet der folgende Satz:

Satz:

Die Situation sei wie in der Bezeichnung.

AufRerdem: Es sei aus dem Innerrf) von D und sowohlf als auchg seien nach
allen Koordinaten stetig partiell differenzierbar.

SchlieBlich: Es sei grag{z() # 0.

Dann gilt:

Hat f in a ein lokales Extremum unter der Nebenbedinguyfig) = ¢, so folgt:

Es gibteinA € R mit

gradf(a) = A-gradg(a) (d.h.gradf(a) und grady(a) zeigen in dieselbe Richtung

d.h. mit

of
8.%’1'

Jg
8.’17,’

(a) =

(a) furalle i=1,...,n

Name Das A heil3t einLagrangescher Multiplikator fir die Extremstelle.
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Beachte

(1) Der Satz gibt wieder nur eine “notwendige Bedingurigy’Extremstellen an. D.h. er liefert
Kandidaten fir Extremstellen. Ob taéshlich ein Maximum oder Minimum vorliegt und welches
von beiden, mul jeweils extra untersucht werden.

Auch die Bedingung “gragl(a) # 0” muf3 sei, damit der Satz funktioniert.

(2) Um die Koordinatenz, ..., z,, der Extremstellen-Kandidaten und, als Hilfswert, dazu
bestimmen, stehen folgendet 1 Gleichungen zur Veifgung:

of dg

(x) =X~ (x) furi=1,...,n undg(z)=c.

Beispiel
[:R:) — R, f(z,y) = 2* 4+ 4zy, mit der Nebenbedingung(z,y) = 2% -y = ¢ > 0.

Kandidaten @ir Extremwerte sind diejenigem:, y), wo

(1) (2z+4y,42) = gradf(z,y) = A-gradg(z,y) = - (2zy,2?)

und: 2 gz, y) =22 y=c>0

Aus (1) :
3 20 +4y = A-2zy
(4) o = X2 = A=1
ﬁ) 20 +4y = 8y = x=2

Eingesetztin (2): Yyl=c=y=¢Y5 und z=2¥%

Die Nebenbedingung kantiif beliebig grol3es erfullt werden (wenn nury = % ). Also kann
X

f(z,y) beliebig gro werden. Andererseits iftz,y) > 0, d.h. nach unten bescémkt. Aus all

dem &Rt sich schlieBen, daf in a = (2¢/5, /%) ein Minimum hat.

Ein weiteres einfaches Beispiel

Gesucht: Extremwerte vofi(z,y) = 22 + 32
unter der Nebenbedingung(z,y) =2z +y =4.

Man hat gradf = ( Z > ,gradg = ( f ) .

Bedingungen:

Q) 20=2\, (@ 2y=xund (3) 2r+y=—4
Daraus: A=z — y=% — 2r=4.
in(2) 2 @) 2

Also: =% y=32 Somitista= (

s otjoo

) das einzige ragliche Extremum.

Dax? + y? fur 2,y mit groBem Betrag beliebig groR wird, liegt ein Minimum vor.
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Geometrische Deutung des letzten Beispiels
Fir X = (z,y) ist 22 + 32 = | X||> = Quadrat des Abstands vaki vom Nullpunkt.

Also: a = ist der Punkt auf der Geradex + y = 4, welcher von0 den kleinsten

Gl Utloo

Abstand hat!

Alternative L 6sungsmethode mittels Substitution

Unter Umsainden kann man die Nebenbedingus(@:) = ¢ nach einer der Variablen, etwa nach
Ty, “auflosen”, d.h. @ir die Punktex € M. kann manz,, , zumindest in einer Umgebung van
als Funktionz,, = ¢(x1, ..., x,—1) darstellen.

(In unseren Beispielen z.B. geht das: Im ersten Beispigj ist % und im zweiten Beispiel ist
y=4-—2z.) v

In diesem Fall kann man die Funktiof(z1,...,zp—1) = f(x1,...,Tpn-1, (21, ..., xn—1)) be-
trachten. In ihr ist die Nebenbedingung “integriert”. Das Problem, Extremstélteli funter der
Nebenbedingung zu finden, ist transformiert in das Problem, Extremstelleti’vohne Neben-
bedingung und bei nur noch — 1 Variablen zu finden. Diese Problerdst man dann mit den
Methoden aus 9.3.1 (oder, wemn= 2 alson — 1 = 1 ist, mit den Methoden der (Schul-
)Kurvendiskussion aus 4.2.3).

4c

Etwa bei unserem ersten Beispigl.= £ — . Die Ablei-
X

5 in f eingesetzt ergib# (z) = z* +
X

. 4 . . 4
tungist F'(z) = 2z — —g . Dies nullgesetzt ergibd = 2z — —g s3=2cez=12c
T T

(= 2f\‘/i wie oben errechnet; die letzte Gleichung bitte als kiéibeng in Wurzelrechnen nach-
priufen).

Die zweite AbleitungF” (z) = 2+% ist gleich6 > 0 furz = +/2¢ . Also hat man ein Minimum.
Deny-Wert im Minimum ertilt man durch Einsetzen van = /2¢ in die Substitutionsgleichung

C

= — . Esisty = 3/¢ wie auch oben errechnet.
Y= 2 y=131

Als Ubung Bse man das zweite Beispiel mit der Substitutionsmethode.

Alternative Formulierungen zum Satz

Viele Autoren schreiben die Nebenbedingung nur in der Fgifm) = 0. Das ist keine Ein-
schi&nkung der Allgemeinheit. Denn man kapf) = ¢ als g(z) —c = 0 und dies alsj(z) = 0
schreiben mitg := g — ¢ als neuer Nebenbedingungsfunktion.

Die Gradienten vomg und g sind dieselben.

Gegeben sef und die Nebenbedingung(z) = 0. Man kann die Funktion
F@) + Ag(@) = L@, ) = L(w1, s 2, A)
indenn + 1 Variablenz,...,z, und A betrachten und registriert:



9. DIFFERENTIALRECHNUNG BEI MEHREREN VARIABLEN 217

le((L') +. ADlg(x) =0 gradf(m) ==X gradg(:z:)
gradL(x’ )\) _ 0 e : e — und
Dyf(z) + ADpg(z) = 0 g(x) =0
g(x) = 0

Das sind (mit—\ statt A ,was irrelevant ist) dieselben notwendigen Bedingungen wie sie im Satz
fur eine Extremstelle verlangt sind.
Der Satz lautet in dieser Formulierung also:

In einer Extremstelle gilt graf(z,A\) =0 .

9.4 Die (totale) Ableitung

9.4.1 Die Definition der Ableitung

Erinnerean den Abschnitt 4.1.2 “Differenzierbarkeit und lineare Approximation”. Dort hatten wir
die Differenzierbarkeit folgendermal3en charakterisiert:

f ist differenzierbar i Esist f(z) = f(a) + a-(z ~a) +:(($)) mit
mit Ableitung « einem “Rest"r(z), fur den lim =0.
T—x0 T — T
In Worten:
Die lineare Funktiort(z) := f(xg)+a(x—x¢) approximiertf(z) in der Nahe vonry besonders

(z)

gut, und zwar so, daffif = — z( nicht nur der Rest(z), sondern sogarrix gegen O strebt.
r — X0

Die lineare Funktiont : R — R, t(x) = f(z0) + a-(z — z9) war dann die Gleichung der
Tangente arf beixg .

Verallgemeinerung auf unsere Situation
Es stellt sich heraus, daf die zitierte Charakterisierung den besten Ansatz liefert, den Begriff der
Ableitung einer Funktion auf unsere Funktionen mit mehreren Variablen zu verallgemeinern.

Wir machen dies gleich im allgemeinen Fall von Funktionen des BpS D g,

Definition (Differenzierbarkeit und Ableitung):
SeiD DO R" . R™ eine Funktion und sei, elO). Dann:
Es gibt eine lineare Abbildungr, : R" — R™,

£ heiBt so daR gilt: Istr : D — R™ die “Restfunktion”
differenzierbarin a } = aus der Gleichungf(z) =: f(a) + Fo(z — a) +7(2),

so istlim I ()l =0
v—a ||z —a

Gilt die rechte Seite, so heif3, die Ableitungvon f in a.
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(Auch die Bezeichnuntptales Differential von f in a ist fir F, geb@uchlich.)
Schreibweisen F, =:df, =: Df, .

Vergleiche Das ist formal die gleiche Definition wie bei Funktionen in einer Variablen. Anstelle
der simpelsten linearen FunktidR > x — «x hat man hier dag,, und weil man den Vektor
r(x) nicht durch den Vektor: — a dividieren kann, bildet man erst die Norm von beiden. Das
liefert reelle Zahlen und die kann man dividieren.

Der Limes in der Definition bedeutet folgendes:

(@)
Die Funktion D > z +— ¢ ||z — a| v#a
0 T=a

ist stetig ina .

Bemerkung
Man kann zeigen, dal3 eir, wie auf der rechten Seite der Definition eindeutig ist, sofern es
existiert. Daher ist die Definition vor, als derAbleitung sinnvoll.

Zum Einpr agen Die Ableitung von f in a ist eine lineare Abbildung vonR”™ in den R™ !

Interpretation als lineare Approximation
Wie bei der Differenzierbarkeit bei Funktionen einer Variablgfdtisich die Differenzierbarkeit
einer Funktion als Approximation durch eine lineare Funktion deuten:

Die “lineare” Funktiont(z) := f(a) + F,(x — a) approximiert f in der Nahe vona so gut,

daR nicht nur der Rest(x) , sondern soga% gegen Null gehtiir z — a.

Zur anschaulichen Bedeutung vofx) siehe 9.4.4 .

Die Existenz der Ableitung ist eine starke Eigenschaft. Wie in einer Variablen gilt

Satz (Stetigkeit differenzierbarer funktionen)
f differenzierbarina = f stetigina.

Der Beweis ist nicht schwer.

9.4.2 Die Jakobi-Matrix

Bezeichnungswahln den rachsten Abschnitten werden wir die Tupel aus den TapehenR™ ,
wie in der Linearen Algebra, wieder als 1-spaltige Matrizen schreiben.

SeiD DO R" AN R™ eine Funktion wie im Abschnitt zuvor. Man hat also:

1 fi(z)
a=| 7 @) = fQEx)

Die i-te Koordinate vonf(x), haben wir dabeif;(x) genannt; = 1,...,m.



9. DIFFERENTIALRECHNUNG BEI MEHREREN VARIABLEN 219

Bemerke Dadurch werdem reellwertige Funktionen

fi: D — R,z fi(x) := i—te Koordinate vonf(z) , i =1, ...,m,
definiert.

Bezeichnung
Diese f; heil3en digkoordinatenfunktionen von f.

Man kann danniir alle: = 1,...,m und allej = 1,...,n die j-te partielle Ableitung vonf;
betrachten: o7
d—;f;(a:) = D;fi(x), i=1,....m,j=1,...,n
N wir ibernehmen hier diese Schreibweise

fi(z)
Definition: BetrachteR” D D —/5 R™, 2+ :

. fm(2)
Sei dannz aus dem Innern vorD _
und alle f; seien partiell differenzierbar nach allen Variablen.

Die Matrix
Difi(z) Dofi(x) ... Dpfi(z)
Tp(@) = (Difi(@)) o1, = le:2(3?) Dz}‘;z(a:) ... Dnfs(2)
Difule) Dafule) .. Dufne)

heil3t die Jakobi-Matrix vorf in x.

Spezialélle:
m = 1: Das heil3t,f ist reellwertig (vomTyp (1) ). Dann:

Ji(@) = (Dif(z) Daf(x)...Duf(x)) = (gradf(z))".

Also: Die Jakobi-Matrix einer reellwertigen Funktion ist die transponierte des Gradienten.

Anmerkung Im Fall reellwertiger Funktionen sind also die Jakobi-Matrix und der Gradient
im wesentlichen das gleiche. Der (feine) Unterschied in der Schreibweise wird z. @lerm
chen, die Kettenregel besonders einfach udgdyjpant zu formulieren.

n=1, d.h. Typ(2): Der Fall der“Kurven”.
Da wir dann nur ein Variable im Spiel haben, sind die Koordinatenfunktioneigaliche
reelle Funktionen. Es gibt nur eine Variable und deshalb nur eine “partielle” Ableitung, und
das ist die gewhnliche Ableitung aus dem Paragraphen 4 . Also:

& hi(x) fi(z)
: = : (xeR) = f(2)

Jy(z) = :
A f() fin ()

Bezeichnung

Dasm-Tupel J¢(z) = f'(x) nennt man in diesem Fall d&fangential- oder Geschwin-
digkeitsvektor der “Kurve” f .

Im Punkt f(z) angesetzt, ist der Vektof’(z) tangential zur Kurvef .
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Eine Funktion vom Typ (3): Delbergang zu den Polarkoordinaten (s, 9.1.1)

fRI\{0} — R?, f(r, ) = ( r'COS@)

r-sinp

[ cosp —r-sing
Jr(r,0) = < sinp  r-cosp >

In diesem Fall:

9.4.3 Jakobi-Matrix = Ableitung

In 7.1.2 haben wir den engen Zusammenhang zwischen Matizeawus R”*™ und lineare Ab-
bildungen vomR" in den R™ kennengelernt.

Zu FunktionenR" D D L R™ haben wir bisher lineare Funktionen als Ableitung und Ma-
trizen als Jakobi-Matrix eingéhrt. Es stellt sich nun heraus, daf3 beidedlle gebéauchlichen
Funktionen im Sinne der linearen Algebra dasselbe sind:

Satz
Gegeben seien die Funktid™ O D N R™und eia elo), dem Innern vonD .

(1) Ist f in a differenzierbar mit AbleitungDf, , so sind alle Koordinatenfunktionel ,
1 = 1,...,m von f nach allen Koordinaten partiell differenzierbar. Es existiert also die
Jacobi-Matrix.J¢(a) und sie ist die Matrix der Ableitung, d.hifalle z € R, ist

Dfo(x) = J¢(a)-x

(2) Ist f stetig differenzierbar inlo), d.h. existieren dort alle partiellen Ableitungen aller Ko-
ordinatenfuktionenf; und sind sie stetig, so ist differenzierbar in (jedemy und es gilt
erneut

Dfo(x) = J¢(a)-x furz e R™.

AnmerkungDie Zusammenéinge bei allgemeineren Voraussetzungen sind recht komplex. Die
Existenz der Ableitung ist die &tkere Eigenschaft. Es gibt z.B. Funktionen, bei denen alle parti-
ellen Ableitungen, also die Jakobi-Matrizen, in einerrexistieren, wo aberf in « nicht diffe-
renzierbar ist.

9.4.4 Die Ableitung bei reellwertigen Funktionen

Situation

Die Funktionf : R® O D — R sei gegeben und differenzierbar in ezo). Fur z € R

betrachte
t:R" — R, t(z) = f(a) + Dfa(z)(z —a) = f(a)+ Jy(a)(x — a)

fa) +(gradf(a), z —a).

Bemerkung L
Das Schaubild vort ist durch die Gleichunge,,+1 = t(z1, ..., z,), gegeben und beschreibt eine
Hyperebene (s. Def.2in 6.3.2) iR"*!, fir n = 2 also eine Ebene inR3 .

Bezeichnung
Dieses Schaubild heif3t diengential-Hyperebene (Tangentialebené&irn =2 ) von f in a .
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Vorstellung Es ist die (Hyper-)Ebene durch den Purikt f(a)) € R**!, an die sich das Schau-
bild der Funktion “anschmiegt”. Siehe das folgende Bild.

Tt mpenlial COeT e AR
i E

;4 3
Arn Graporn win X
V] A S
S o SRS g;{(ﬁj

Bemerkung 2
Wie in der Dimension 1 werden die Punkte auf der TangentialhyperebenélaésiN\gswerteif
die f(x), z nahe bein , angesehen:

flz) = fx)+ Jp(@)-(x —a) =Y Dif(a) (x; — a;) = (gradf(a),  —a)
=1
oderfur A f:= f(z) — f(a) und Az :=2x —a:
Af = Ji(x)- Az = (gradf(a),Ax)

. ungethr, “in 1. Naherung”
(das allesiir x nahe bei )
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9.4.5 Kettenregel

Bemerke
Wie in 3.2.2 fir die gevbhnlichen reellen Funktionen kann man auch unsere allgemeineren Funk-
tionen hintereinanderschalten (komponieren):

Gegeben seien die Funktion@t > D 15 R™ und R™ D D' -2 R* und es seif (D) C D'
Dann existiert digkomposition von f undg , das ist die Funktion

gof:D—RFar——go f(z):=g(f(z)).

In 4.1.5 haben wir mittels “Kettenregel” die Ableitung der Komposition bei@emlichen (d.h. es
istn = m = 1) differenzierbaren Funktionen berechnet. In diesem Falligiltf € D :

(9o f)(x) =g (f(2)- f'(2).
In Worten: Die Ableitung vong o f in z ist gleich dem Produkt der Ableitung v@nin f(x) mit
der Ableitung vonf in x .
Es stellt sich heraus, daf? wir diese Formulierung beindirdieh auch im Fall mehrerer Variablen
tibernehmendnnen:

Satz (Kettenregel):

Gegeben seie®” > D -1 R™, R™ > D' - R* und es seif (D) C D'
Es seiena €D und f(a) €D’ . Dann:

Ist f differenzierbar ina und ¢ differenzierbarinf(a), soistgo f differenzierbar
in a und fur die Ableitung gilt

D(go f)a = DgsyoDfa
In Worten: Die Ableitung der Komposition differenzierbarer Funktionen ist die Kom-
position der entsprechenden Ableitungen.

Fur die Jakobi-Matrizen gilt didquivalente Aussage:
Jgor(a) = Jg(f(a))-Jr(a) (Matrizenprodukt)

Also: Die Jakobi-Matrix der Komposition differenzierbarer Funktionen ist das Pro-
dukt der ensprechenden Jakobi-Matrizen.

Zum Beweis benutzt man die Approximationsaussagen der Differenzierbarkeitsdefinition und muf3
einige Tatsacheiiber Grenzwerte bei Funktionen mehrerer Variablen &ttigfbeachten.

AnmerkungMan erkennt, wie perfekt diese Verallgemeinerung ist. In gewissem Sinne gewinnt
sogar das fihere Ergebnis bei einer Variablen durch die verallgemeinerte Fassung an Klarheit
und Kontur.
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9.4.6 Spezialf élle der Kettenregel

(Wir geben die Formulierungetiif die Jakobi-Matrizen)

. . f g
Hiersei R — R™ — R : d.h.esistn = k = 1.

to— f(t) — g(H)t)

Es gilt in diesem Fall

%(QOf)(t) = (gof)'(t) = Jy(f(£))- J¢(t) = (Drg(f(t)) ... Dmg(f(t))-

Das Ergebnis als Funktion geschrieben ist also:
d Npg U /
() (o)) —;ng 7 = (oradg, ')

Als Anwendung (Beweis der Tatsache aus 9.3.2):

Wir benutzen die jetzigen Bezeichnungen:
Es seiR™ O D' -5 R¥ die Funktion, deren Richtungsableitungen wir berechnen wollen, und

es seia €D'. Sei e eine Richtung imR™ . Sei| — ¢, §[=: D mit § > 0 ein Intervall inR,
so daBa + he € D' ist fur alle h € D. Wir betrachten dann die Abbildung : D — D’ C
R™ h —— a + he, und schlieBlich die Kompositiog o f .
Man stellt fest:

(i) Esistgo f(h) =g(a+ he) und go f(0) = g(a). Daraus

(i) Esist lim 220 =9(@) _ (go £)(0) .

h—0 h

(iii) Es ist f'(0) = e .

Aus all dem und augx) folgt dann:

% (a) = (gradg(a), ¢)

Das ist aber, modulo der Bezeichnung, die Aussage der Tatsache in 9.3.2 .

Kompositionen des Typ&" —/- R" - R .

Die Formel ist in diesem Fall:

Difi(x) ... Dpfi(x)
D z) ... Dyfo(zx
() Jposle) = (Drg (F@) Dag(F@) ... Dug ()| T oo Do)

Das liefert tir die einzelnen partiellen Ableitungen:

Di(go f)(z) =) Djg(f(x))- Difj(x).
j=1
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o [ r-cosep .
Beispiel flryp) = ( r - sin g > (Polarkoordinaten)
Hier
_( cosp —r-sing

Jf(r’go)_<sin<p r~cos<p>

Schreibt man 7= recosg fUrfir ) . so erlalt man
xg = r-cosp fur fo(r,p)
0 o .
Zg(x1,39) = g () cosp + gL (z) - sing
2 g(w1,12) = —(%gl -r-singp+(%’2-r-cosgp

9.5 Einige Anwendungen

9.5.1 Partielle Wachstumsraten und Elastizit &aten

Bezeichnung
Gegeben seR™ D D L. R.Es seif differenzierbar inc und f(z) # 0 furallex € D.

é%(x) : ﬁ =: r4,(z) heitpartielle Wachstumsratenach deti-ten Variablen.

%@) . f”(”;':) =: ¢7,;(x) heitpartielle Elastizitat nach deti-ten Variablen.

(Die partielle Ableitung%(x) selbst nennt man manchmal aushderungsrate nach der
i-ten Variablen.)

Beispiel f(z,y) = z®-y®. Dann:

epa(z) = a- a7ty ﬁ = o und analog era(r) = 8.
Diverse Bezeichnungsweisen

Fur konkrete und spezielle Funktionen hat man oft auch spezielle, in der jeweiligen Situation aber
meist unmif3versindliche Nameniir diese Elastizéten. Zum Beispiel:

Seiz(A, K) eine Produktionsfunktion, aBhngig von den “Faktoren” Arbeit4) und Kapital (<).

Man gibt dann dere, ;(x) auch die entsprechenden konkreten Namen:

ex1(z) = 9%(A, B) -4 heilt Elastiziat der Produktion nach der Arbeind
ex2(x) = %;(A, B) - & heift Elastizit der Produktion nach dem Kapital

Die InterpretationDie Interpretation ist entsprechend dér &infache Elastizitten, s. 4.1.4 (und
Vorlesung).
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9.5.2 Skalenelastizit at

So heil3t die ElastiZit bei der sogenannten“proportionalen Faktorvaridtibas ist, ausgehend
von einema # 0 im Definitionsbereich vorf, eineAnderung der Variablen ( =: “Faktoren”) auf
der GeradeR-a .

(Im Kontrast dazu steht die sogenannte “partielle Faktorvarigtwem man die Variablen in Rich-
tung der Paralleleru + R-e; zur z;-Achse veandert und die zur partiellen Ableitung und zur
partiellen Elastizit fuhrt.)

Genauer (wir bescBnken uns auf die geduchliche Situation):

Gegeben: f:RY; =D — R,unda € D.Seid > 0 so, dal3)-a € D ist fur alle A mit
1—-46 < A< 1+4d.Mankann dann betrachten

0l =0,14 86— R, A+ p(A) := f(A-a)

Definition (Skalenelastizit)
Die Skalenelastiziéit £ ¢ ) (A-a) von f in A-a ist definiert als die (gedhnliche) Elastizt
von ¢ in .
Fur A = 1 erhalt man dieSkalenelastizitit < \(a)von fin a .

: A 2 O . : .
Weil o(A) = 00 .)\w(A):f(/\-a) F0va) A giltalso in Formeln:
AN
era(A-a) G Fova) A und
¢'(1)

@) T ey

Anwendung der Kettenregblingt uns detailliertere Informationen:
Betrachte die Abbildung

o:]1=0,1+6[=1 — R, A+ Xa.
Dann gilt:

al
S " d !
¢ ist die Kompositiony = foo und —U()\) =o' (\)

furalleA e I.
X <

=
s
|

an

Die Kettenregel in der Form des Spezialf liefert daher (mit den jetzigen Bezeichnungen) :

(o) = Y 2L0va) a,

(%)

Die Gleichung(xx) in die Gleichung(x) eingesetzt ergibt:
n 0

f(xa "
BN T S
i=1 « , i=1

Il
Efﬂ'()\'a)
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Als Ergebnis erhalten wir den

Satz (Wicksell-Johnson-Theorem):

Die Skalenelastizit ist die Summe der partiellen Elastéign.
Oder als Formel: &ralle a € D ist
n

eraa) = Zeﬁi(a).
i=1

Bemerkung
Das Wicksell-Johnson-Theorem erlaubt es, die Skaleneléstiirekt fir alle ¢ zu definieren
ohne Rekurs auf die Abbildung — X-a, namlich als Summe der partiellen Elastign.

Beispiel
Betrachte die Funktiorf(x,y) = 2%y% mit a,,3 > 0. Dann ist (s. dieses Beispiel in 9.5.1):
era(a) = a+ 3 furallea, insbesondere isty \(a) konstant ina .

Bezeichnung
Ist f eine (Produktions-)Funktion, so spricht man von

konstanten Skalened@igen  (constant returns to scale) wengyy = 1 inganzD
wachsenden Skalenextren (increasing returns to scale) wenay, > linganzD,
fallenden Skalenerdigen (decreasing returns to scale) wengy, < linganzD .

(Interpretation in der Mikrokonomie.)

9.5.3 Homogene Funktionen

Definition: (homogene Funktionen):

SeiR" O D —/% R undseir e R .

furalle x € D und alle A € R mit
Ax e Dgilt: f(Az) = N f(x).

f hei3t homogen vom Grade<—- {

Beispiel f(z,y) = z*-y® mita + § = r ist homogen vom Grade .
Denn:
fz, Ay) = X0z N yB = \atB . gy — X\ f(2).

Die hier und auch schonifher als Beispiel betrachteten Potenzfunktionen sind wichtig zur De-
monstration grundlegender Zusammangedkonomischer Theorien und haben einen klassischen
Namen:

Bezeichnung (Cobb-Douglas-Funktionen):

Sei f:RY) — R, f(z) = f(z1,...,2n) = calt-xy? ..oafr, Mt oy +as+...+a, =7
und einer Konstanten > 0.
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Dann heil3tf eine(allgemeine) Wicksell-Cobb-Douglas-Funktion
Mit Cobb-Douglas-Funktionschlechthin bezeichnet man meist die mi= 1.
Wicksell-Cobb-Douglas-Funktionen sind homogen vom Gra(igeweis wie im Beispiel).

Die Eulerschen Homogeditsrelationen

Vorausgesetzt: f: D — R sei homogen vom Grade und es seix € D .
Betrachte ein Intervall in R mit1 € I und A-xz € D furalle A € I und die zusammengesetzte
Abbildung ¢ definiert durchy := foo,wo

o: I 2 D Lo R alsop(\) = f(\-2)
A — Az — f(Aa).
Es gilt dann:
fA-x) = A" f(z)

Beide Seiten nach abgeleitet, links nach der Kettenregel, ergibt:

(%) Zsz()\x)%:;le\()\x) %)\T fl)y=r X" f(2)

Fur A = 1 liefert das den:

Satz
Unter den bisherigen Voraussetzungen gilt:

ZD f(z)-x; (Eulersche Homogeritsrelatio

Dividiert man noch durclf( ) (fur f(x) # 0), so erfalt man

n
r=Y efi(z) (Eulersche Homogeriitsrelation ir die partielle Elastizif).

9.5.4 Herleitung 6konomischer Gesetzm &aRigkeiten mittels Lagrange-Theorie

Gegeben Gutertindelz = (z1,...,2z,) € R">0
Preisvektorp = (p1,...,p,) mit p; > 0, fur alle i
(p; = Preis pro Einheit vonr;)
Nutzenfunktion:f : R” — R
Budgetbesclmkung:) " z;p; = ¢ = g(x)

GesuchtMaximum vonf unter der Budgetbscinkung als Nebenbedingung.

Die Theorie der Extremstellen unter Nebenbedingungen in 9.3.2 legt die Vorgehensweise nahe:
Man bestimme die: mit
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3{1 (2) p1
gradf(z) = : =\ : = \X-gradg(z).
D.h. mit o2, ) o
.h. mi
of O
(x)=A-p; bzw. A= —— i=1,...,n
ox; Di

Ergebnis: Die Quotienten rechts in der letzten Gleichuiigsen alle gleich sein.

Wir haben folgendes “Geséthergeleitet:

Satz (sogenanntes 2. Gossensches Gesetz):
Mit den bisherigen Bezeichnungen und Voraussetzungen gilt:

In einemz,,, mit maximalem Nutzen ist das Veitnis

U (21 _ Grenznutzen nach;

pi  Preis pro Einheit vomr;

fur alles dasselbe

Oder in anderer Form: Es ist

of af
0w (@m) B — furalle 1<i,j <n.
pi p]

Bringt man in diesen Gleichungen die Preise auf eine Seite, &t erthn folgende Variante:
Im Punktez,,, maximalen Nutzens gillfr allei, 7 die Gleichheit folgender Ve#itnisse:

9

8a£(xm) _ Grenznutzen nach;  p;

%(mm) ~ Grenznutzennach;,  p;
J

9.5.5 Ausgleichsgerade

Dies ist eine Anwendung der Extremwertbestimmung (ohne Nebenbedingungen) in der Statistik.

Ausgangslage
Bei einer Erhebung festgestellt (bzw. bei einem Experiment gemessen) wirdgmwisse Argu-

mentex, xo,...,x, € R die MeRdateny, yo, ..., yn.
/' .
4. Gesucht
, i Eine Geradg(x) = azx + b, so daR
. . n n
. Qa,b) = (g9(z:) —v:)* = > _(aw; + b — ;)
=1 1
. - > minimal Wirdl.
x4 X% x3 F AR
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Die Theorie der Extremwertbestimmung gibt vor:

Zu suchen sind di€a, b) mit grad@(a,b) = 0 d.h. mit — oQ

oQ .
9a =0= o also mit:

gff = 22(ax1+b Yi) - ZHJ +(Z$i)'b_;$iyi =0

=1 1

0@%2 = ZZ (ax; +b—y;) =2- sz ca+n- b—(z i) = 0

=1

Dabei: Die}"z;, > 22, >y, > x;y; sind durch das Experiment gegebene und also konstante
Zahlen.
Man erfalt ein Gleichungssystem aus zwei linearen Gleichungedit beiden Unbekanntenundb:

(Zﬂﬁi)'a+n'b = Zyz
1 1

) -at ()b = Yaw
1 1

1

(Name fir dieses GleichungssysteBystem der Normalgleichungei

Daraus lassen sicghundb bestimmen.

AnmerkungEs lohnt sich nicht, die nicht garibersichtlichen Koeffizienten dieser Gleichungen
auswendig zu lernen. Einfacher ist es, sich die Herleitung zu merken und sich die Koeffizienten
selbst zu bestimmen.
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9.6 Aufgaben

Aufgabe 1. Gegeben sei die Funktion:
fiR? =R, f(z,y) = —4a”y® +y*.

Betrachten Sie die davon hergeleiteten Funktiofien und f,—o, die jeweils die Einsclankung
von f auf diez-Achse bzw. digj-Achse darstellen:

fy=0:R =R, fy—o(x) = f(x,0) =a"
fz=0: R — R, fx:O(y) = f(07y) = y4‘

Zeigen Sie, dass sowoffi}—o als auchf,—o an der Stellec = 0 (bzw.y = 0) ein Minimum haben.
Konnen Sie daraus schlie3en, dass die Funktian der Stellgx, y) = (0,0) auch ein Minimum
hat?Uberpiifen Sie Ihre Aussage durch Einsetzen verschiedener Punkte.

Aufgabe 2. Bestimmen Sie Gradient und Hessematiixfblgende Funktionen:

fi: RZ=R (z,9) — 3zy+5y°+2
for R*—=R (2,y) + sin(zy)
fi: R R (2,y,2)— z-sin(yz) — e* T2

Aufgabe 3. Bestimmen Sie Gradient und Hessematrix von (vgl. Aufgabe 1):
fiR? =R, f(z,y) = o —da”y® + ¢
Zeigen Sie, dass die Hessematrix am Py0ako0) indefinit ist.

Aufgabe 4. Bestimmen Sie die relativen Extrema der Funktion;

f:R?2 =R, (z,y) — 2 + 322y + 3y°z — 3z

Aufgabe 5. Eine Firma stellt aus den Produktionsfaktorennd &k ein ProduktP her. Die Pro-
duktionsfunktion sei L
z(a, k) =20a1k2,

und das Endprodukt lasse sich zum fixen Marktpreis yoa 10 EUR absetzen. Eine Arbeits-
stundea kostet 5 EUR, eine Einheit des Kapitalstocks kostet 10 EUR. Welcher Faktoreinsatz
maximiert den Gewinn, wenn keine weiteren Kosten anfallen? Wie hoch ist dieser?

Aufgabe 6. Berechnen Sie die partiellen Elastiién sowie die Skalenelastiién folgender
Funktionen:



9. DIFFERENTIALRECHNUNG BEI MEHREREN VARIABLEN 231

a) f(xay) = e$2+y b) f(l',y,Z) = $2y23

Aufgabe 7. Betrachten Sie folgende Produktionsfunktion in Ablbigkeit der Faktoren Arbeit
und Kapital:

fAK)=(A"2 +2K"2)2.

Zeigen Sie, dass diese Funktion Skalenelagtizibesitzt.
Aufgabe 8. Bestimmen Sie rigliche Extrema der Funktion
fla,y.2) = (& = 1)* +y° + 2°

unter der Nebenbedingung
z+2y+2z=10

(vgl. auch Klausuraufgabe 15 von letztem Jahr ).
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