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4.2 Die adjungierte Abbildung

Die Vektorraume dieses Paragraphen seien sémtlich euklidisch, die Norm kommt
jetzt also vom inneren Produkt her,

[0l = V(v [ v).

Zu f € Homg(V,W) und w € W ist (f(—) | w) € L(V), nach dem Rieszschen
Darstellungssatz (4.1.31) gibt es also genau ein v € V' mit

(f(=) [w) = (=)

Die Zuordnung w +— v definiert also eine Abbildung f , und diese ist offenbar
auch linear. Wir nennen sie die zu f adjungierte Abbildung, und sie erfiillt die
folgende Gleichung, bzw. ist durch diese definiert:

42.1 (f) [ w) = (v ] f(w)).

4.2.2 Hilfssatz Die zu f € Homg(V,W) adjungierte Abbildung f hat die fol-
genden FEigenschaften:

1. f ist die adjungierte Abbildung zu f,
2. W = Bild(f) ® Kern(f),
3. Sind B,C Orthonormalbasisfolgen fir V,W, dann gilt
M(C,f.B) = 'M(B.f.C).
4. Ist V.=W,g € Endg(V'), dann ist m =go f7 und irgend zwei Figen-

vektoren v von f und v von f zu verschiedenen Figenwerten k und K sind
orthogonal.

Beweis:

L (f() | w) = (v | f(w)) = (f(v) | w) ergibt f = f, da (= | —) nicht

ausgeartet ist.
2. Folgt aus Bild(f)* = Kern(f) mit 4.1.18.
3. Ist A:= M(C, f,B), A:= M(B, f,C), dann gilt

aje =Y ailes | ¢j) = (f(br) | ¢5) = (be | fle) Zau (br. | bi) = a;.

4 ((fog)v) | w) = (g(v) | f(w))

Eigenvektoren v, v zu Elgenwerten:n K:
(5—R)w ) = (w0 |5)— (0] 70)
= (@) 1) - (o] f®)
= (v] f(@)) = (v ] f(v))

Sind die beiden Eigenwerte verschieden, so folgt daraus (v | ©) = 0. O
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4.2.3 Satz Ist V euklidisch, dann gilt
¢: Endg(V) ~g BLF(V), f— {(f(=)]-).

Beweis. Die Linearitét von ¢ ist trivial. Die Injektivitdt folgt aus der Tatsache,
daB (f(—) | —):v — 0 impliziert, dafl f die Nullabbildung ist, denn dies bedeutet
ja

VuveV: (flu)|v)=0,

also f(u) im Nullraum und demnach f(u) =0, fiir alle u, d. h. f = 0.
Die Surjektivitit folgt so: Fiir ® € BLF(V),v € V, gibt es nach dem Rieszschen
Darstellungssatz genau ein u € V' mit

v, ~) = (u] ).
Damit ist f:v — u wohldefiniert, und es gilt dafiir offenbar ¢(f) = ®. ]

4.2.4 Beispiele

i) Ist V := R™ und (— | —) das Standardskalarprodukt, dann kann man die
Werte von @ := (f(—) | —) € BLF(V) mit Hilfe der Matrix A := M (€, f,€)
berechnen:

<f(u) ‘ U> = Z f(u)zvz = Z AipUKLV; = ty - A-u.

Die Matrix A bezeichnen wir deshalb auch mit
Mg,
ii) Fiir @ := o(f) (nach 4.2.3) gilt

®(v,w) = (f(v) | w) = (v ] f(w)) = {f(w) | v) = D(w,v).

Die zur adjungierten Abbildungen gemé#f 4.6.3 gehdrende Bilinearform erhélt
man also durch Vertauschen der Argumente. &
O

4.2.5 Definition (normal) f € Endg (V) heifit normal, wenn gilt

fof=7Jof.

4.2.6 Hilfssatz f € Endg(V), dann sind Gquivalent.
1. f ist normal,
2. (f() | f(w)) = (f(v) | f(w)).
3£ @)1 = [ F @)1
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Beweis: Nachrechnen. O

4.2.7 Hilfssatz Ist f € Endg(V) normal, dann gilt

. Kern(f) = Kern(f),

~

2. V =Bild(f) @ Kern(f),
3. ¥V n e N*: Rang(f) = Rang(f™),

4. [—p-idy =f—p-idy,

5. f—p-idy ist normal.

6. f und f haben dieselben Eigenwerte und Eigenvektoren.
Beweis:

1. Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus 4.2.6 iii).

2. Die zweite Behauptung ergibt sich aus 4.2.2 ii) mit der gerade bewiesenen
ersten Behauptung.

3. Aus 1. folgt, dafl die Einschrinkung f | Bild(f) regulér ist. Es folgt

Rang(f?) = dim(f(Bild(f))) = dim(Bild(f)) = Rang(f),
und ganz analog ergibt sich Rang(f3) = Rang(f), usw.
4. Nachrechnen.
5. Nachrechnen.

6. Die Gleichungen

—_~—

Kern(f — p-idy) = Kern(f — p - idy) = Kern(f — p - idy)

ergeben die Identitit der entsprechenden Eigenrédume:

O

4.2.8 Satz Sei f € Endg(V) und V = V1 ®...®V, mit paarweise orthogonalen
Vi (d.h. V; C le‘, falls i # j), kurz:

V=V lL...1LV.
Sind zudem die V; invariant unter f, d.h. f(V;) C V;, dann ist f genau dann

[z
normal, wenn die V; auch unter den f; (zu f; := f | Vi) invariant und die f;
normal sind. O
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Beweis:
i) Sei f normal. Wir zeigen zunéchst die Invarianz fZ(V,) CV;:lIstv; €V, j #1,
dann gilt R
(v | f(vi)) = (f(vj) [ vi) =0,

also, fiir alle j # i: f(vl) = fl(vl) € V}L, und damit

fitvi) e V" =V

ji

Zum Nachweis der Normalitdt von f; beachten wir, daf3

1F:Cwa)l® = 1F (w1 = [ (w)ll* = [1fi(va)lI*.

Daraus folgt die Normalitdt von f; nach 4.2.6. ~
ii) Jetzt seien umgekehrt die f; normal und die V; invariant unter den f;. Ist
v =37 v;, mit v; € V;, dann gilt

1F )I” =1l ZJ%(vi)H2 = Z [FACHI

letzteres wegen f;(v;) € V; LV}, j # 4. Da die f; als normal vorausgesetzt sind,
gilt weiter:

=D If)l* = IF @),
also ist auch f normal. O
Wir nennen f € Endg (V') natiirlich genau dann selbstadjungiert, wenn
f=f
gilt. Unmittelbar aus 4.2.2 ergibt sich fiir solche Abbildungen, dafl sie bzgl.
Orthonormalbasisfolgen B durch symmetrische Matrizen dargestellt werden:

M (B, f,B) ="M (B, f,B).

Eines unserer Ziele ist der Nachweis der Tatsache, dafl selbstadjungierte linea-
re Endomorphismen eines n-dimensionalen euklidischen Raumes n paarweise
orthogonale Eigenvektoren besitzen. Dazu betrachten wir die Abbildung

e:V\ {0y} = Rv— M

(o)
4.2.9 Bemerkungen Diese Funktion ¢ hat die folgenden Eigenschaften:
e VpeR* veV: o(pv) = p(v).
e Ist B eine ON-Basisfolge, A := M (B, f, B), dann gilt

(v] fv)) = Zaikvivka
ik

v (v | f(v)) ist also eine Polynomabbildung und demnach stetig. Dies
gilt natiirlich insbesondere fiir v — (v | v).
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e Als Quotient stetiger Funktionen nimmt ¢ auf der Finheitssphdire, d.h. auf
der Menge {v | ||v]| = 1}, ein Minimum an, etwa bei by € V, d.h. es gilt

[v]| = 1= ¢(v) > p(bo).

e Mit dem ersten Punkt folgt dann weiter:

Vo e VA{0v}: p(v) = ¢(bo)-

4.2.10 Hilfssatz by ist Figenvektor von [ zum FEigenwert {(bo | f(bo))-
Beweis: Sei v € V und
P:R =R,z — p(by + av).
Nach 4.2.9 nimmt ¢ an der Stelle 2 = 0 ein Minimum an, es gilt also ¢’(0) = 0.
Einsetzen der Definition von ¢ und Differenzieren nach z ergibt
'(0) = 2(bo | f(v)) = 2{bo | f(bo)){bo | v)-
Setzen wir dies gleich Null, so folgt

0= (f(bo) — (bo | f(bo))bo | v),

und zwar fiir alle v € V. Das impliziert

f(bo) = (bo | f(bo))bo,

wie behauptet.
O

4.2.11 Satz Zu jedem selbstadjungierten linearen Endomorphismus f eines eu-
klidischen Vektorraums gibt es eine Orthonormalbasisfolge aus Figenvektoren.

Beweis: f besitzt nach 4.2.10 einen Eigenvektor by. Wir betrachten die ortho-
gonale Zerlegung
V = (bo) L (bo)*

und verwenden, daf8 f(bg)t C (bo)* :

Vv e (b)) (bo | f(v)) = (f(bo) | v) = (bo | f(bo)) - (bo | v) = 0.

Mit f ist auch die Einschréinkung f | (bo)* selbstadjungiert, obige Uberlegungen
ergeben also einen Eigenvektor der Norm 1 in (by)* usw. Die Behauptung folgt
also per Induktion nach der Dimension von V.

O
Selbstadjungierte lineare Abbildungen auf euklidischen Vektorrdumen werden,
wie wir wissen, durch symmetrische Matrizen beschrieben, es gilt aber auch die
Umkehrung: Reell symmetrische Matrizen A beschreiben selbstadjungierte Ab-
bildungen f, z.B. kann man f durch M (B, f, B) := A definieren mit irgendeiner
ON-Basisfolge B. Man rechnet leicht nach, daf§ dieses f selbstadjungiert ist. Es
ergeben sich also die
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4.2.12 Folgerungen
1. Reelle symmetrische Matrizen sind diagonalisierbar.

2. Ist A € R™"™ symmetrisch, dann hat A lauter reelle Eigenwerte \;, fiir
diese gilt

n—1

pa= ()" [ (@—x).
i=0
3. Zu jeder symmetrischen Bilinearform auf einem euklidischen Vektorraum
V' gibt es eine Orthonormalbasisfolge B in V, bzgl. derer die Form durch
eine Diagonalmatriz beschrieben wird.

0O
Die Transformation auf Diagonalgestalt bezeichnet man auch als Hauptachsen-
transformation, wir werden auf Anwendungen (wie z.B. die Klassifizierung von
Kegelschnitten) noch zu sprechen kommen.

4.2.13 Definition (Projektion,Orthogonalprojektion) Ein linearer Endo-
morphismus f € Endg(V) eines Vektorraumes heifit Projektion, wenn f2? = f
gilt. Fin Projektion heif3t Orthogonalprojektion, wenn sie selbstadjungiert ist. e

4.2.14 Hilfssatz Ist f € Endg(V) ein Projektion, dann gilt
V = Kern(f) ¢ Bild(f),

und

J = Okern(s) © idBila(y)-
Ist f dariberhinaus selbstadjungiert, also eine Orthogonalprojektion, dann ist f
normal. Umgekehrt ist jede normale Projektion eine Orthogonalprojektion.

Beweis:

i) Ist f Projektion, d.h. f2 = f, dann ist zunichst die Summe Kern(f)+ Bild(f)
direkt: v € Kern(f)NBild(f), etwa v = f(w), ergibt 0 = f(v) = f?(w) = f(w) =
v. Diese direkte Summe ist dariiberhinaus gleich V' : Fiir v € V gibt es w € V
mit v = f(v) +w, denn V ist eine additive Gruppe. Der Summand w liegt im
Kern(f), da f(v) = f2(v) + f(w) = f(v) + f(w). Jedes v € V ist demnach als
Summe aus einem Element des Kerns und einem Element des Bildes darstellbar.
Damit ist der erste Teil der Behauptung bewiesen.

ii) Der zweite Teil, die Beschreibung von f als Summe aus der Nullabbildung
auf dem Kern und der identischen Abbildung auf dem Bild von f folgt direkt
aus dem ersten Teil, denn dieser liefert die Zerlegung in Nullabbildung auf dem
Kern und der Einschrénkung auf das Bild, und die Gleichung f2 = f zeigt noch,
daf} diese Einschrinkung gleich der identischen Abbildung ist.

iii) Die Normalitdt jeder Othogonalprojektion f ist trivial:
fof=fof=fof,
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da f selbstadjungiert ist.

iv) Ist umgekehrt f normale Projektion, v € V und wieder v = f(v) + w,w €
Kern(f), dann gilt

(] f(w) = {f(v) +w ]| fw) = {f(v) | f(w)),

letzteres wegen w € Kern(f) = Kern( f) Analog ergibt sich

(f() [u) = {f(v) | fu)),

also insgesamt
(] fu)) = (f(u) [v).

Das liefert f = f, wie behauptet.

4.2.15 Hilfssatz

1. Ist U ein Unterraum von V, dann gibt es genau eine Orthogonalprojektion
f € Endgr(V) mat Bild(f) = U, namlich f :=idy & Oy..

2. Sind Uy,Uy <g V und fi1, fo die zugehdrigen Orthogonalprojeektionen
gemdf i), dann gilt:

o frofi =0 U, LU,

o f1 + fo ist Orthogonalprojektion <= Uy L Us,

o f1 — fo ist Orthogonalprojektion <= Us C Uy,

e f1 0 fy ist Orthogonalprojektion <= fy o f1 = f1 0 fo.

Beweis: Ubungsaufgabe. a

4.2.16 Definition (schiefsymmetrisch) f € Endr(V) heifit schiefsymme-
trisch, wenn f = —f gilt. °

4.2.17 Folgerung Ist f schiefsymmetrisch und B eine Orthogonalbasisfolge,
dann gilt
M(B, f,B) =~ '"M(B, f,B),

d.h. die f darstellende Matriz ist schiefsymmetrisch.

Offensichtlich richtig ist
4.2.18 Hilfssatz
i) Ist f € Endgr(V), dann sind dquivalent:

1. f ist schiefsymmetrisch,

2. (f(v) [w) + (v | f(w)) =0,
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3. {(v]| f(v))=0.
it) Ist f € Endg(V) schiefsymmetrisch, dann gilt:
0 ist ggf. der einzige Figenwert von f,
Spurf =0,
det(f) = (~1) V) det(f),
dimg (V') ungerade = det(f) =0,
Ry(f) ist gerade.

Grs o o=

i11) Der Rang jeder schiefsymmetrischen Matrix ist gerade.

O

4.2.19 Satz Ist f € Endgr(V) schiefsymmetrisch, dann gibt es eine Orthonor-
malbasisfolge B und reelle Zahlen k; mit

0 —Ko 0
Ko 0
M(B, f,B) = A
K1 0
0
O

Beweis: Die Abbildung ¢ := f? ist selbstadjungiert, es gibt also eine ON-
Basisfolge C = (co, . .., cn—1) aus Eigenvektoren von ¢, sei etwa ¢(c;) = A;¢;.

Wir zeigen zunéchst, dal \; < 0: Da die ¢; Vektoren mit Norm 1 sind, gilt

Xi = (ci | wlei)) = (ei | f2(er)) = —(f(ei) | flei)) <0.

Rang(y) ist gerade, denn Rang(y) = Rang(f?) = Rang(f), und letzterer ist
nach ?7? gerade.

Die Anzahl der negativen Eigenwerte von ¢ gleicht dem Rang von ¢, ist also
gerade. g, ..., Cos_1 seien die zugehorigen Eigenvektoren. Setzen wir jetzt

boyt1 = Cy,boy ==V At fle),0<v <s—1,

und
b, :==c,,v > 2s,

dann hat die Basisfolge B offenbar die gewiinschten Eigenschaften, mit x; :=
v/—A,, wie man leicht nachrechnet:

f(b2l/+1> = f(cl/> =V _)\I/ . b21/ = Ka/b21/7
fb) = f(v 7}\;1 flew)) =V =X - fz(bQV) = —kybayy1,



