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10.3 Galoiserweiterungen, der Hauptsatz

Kehren wir wieder zu der oben beschriebenen Galoisverbindung (®,I") zuriick.
Wir bemerken zunéchst, dafl gilt:

10.3.1 Satz Ist L : K eine endliche Kéorpererweiterung, dann gilt:
o Fliir jedes U < Gal(LL : K) st

U=Gal(L:Ly), U =[L:Ly.

o I'o® =idy(gaik)), [ st also surjektiv, und ® ist injektiv.
Beweis:

i) Trivialerweise ist U < Gal(L : Ly), 10.1.6 liefert |Gal(L : Ly)| < [L : Ly],
es gilt also |U] < [L : Ly]. Zum Beweis des ersten Punkts geniigt demnach der
Beweis von

Ul > [L: L],
bzw. der Nachweis, dafl beliebige |U| + 1 Elemente

)\0,...,)\|U‘ elL

iiber Ly linear abhéngig sind. Zu diesem Zweck betrachten wir eine Gleichung
> Az = 0, mit Koeffizienten z; € Ly. Wenden wir auf beiden Seiten o € U
an, so erhalten wir, weil o jedes z; € Ly fest 148t, das lineare Gleichungssystem

V|
20'71()\0.%1 = 0, oeU.
=0

Die Anzahl |U| der Gleichungen ist dabei kleiner als die der Unbestimmten, es
gibt also nichttriviale Losungen

(.’130,...,37|U‘) 75 0.

Ohne Einschrénkung kénnen wir o # 0 annehmen, denn andernfalls kénnen
wir die A; ja umnumerieren. Weil es sich bei dieser nichttrivialen Losung um
eine Losung eines homogenen Gleichungssystems handelt, kénnen wir dieses xg
sogar beliebig vorgeben.

Das Gleichungssystem ist dquivalent zu dem Gleichungssystem

Z)\ZU(ZEZ) :0, o c U,

aus dem wir jetzt, durch Aufsummieren der Gleichungen, die Identitét

> ( Za> ()X =0

i oceU
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bekommen. Nach dem Satz von Dedekind ist Y o # 0, es gibt also geeignete
xo € Ly, fiir die (3 o)(xg) # 0 gilt. Die \; sind also tatséchlich linear abhéngig
iiber L. Das beweist den ersten Punkt.

ii) Zum Nachweis der zweiten Behauptung bemerken wir, daf
To®)(U)=T(2(U)) =T(Ly) = Gal(L: Ly) =T,

letzere Gleichung nach 1i).
O

Wir kommen damit zur Formulierung einer Bedingung, die gewahrleistet, dafl
® und T (zueinander inverse) Bijektionen sind:

10.3.2 Definition (Galoiserweiterung) Eine Korpererweiterung L : K heifit
Galoiserweiterung, wenn
K= LGal(]L:K)

gilt, d.h. wenn K der Fixkorper der Galoisgruppe ist. .

Beispielsweise ist R : Q keine Galoiserweiterung, denn Aut(R) = {1}, wie bereits
erwiahnt. Dagegen ist C : R eine Galoiserweiterung.

Fiir endliche Erweiterungen L : K 148t sich die Bedingung Galoiserweiterung zu
sein auch anders formulieren bzw. nachweisen:

10.3.3 Satz Ist [L : K] € N, dann sind dquivalent:
i) L : K ist Galoiserweiterung,
i) [L: K] =|Gal(L : K,
it1) L : K ist normal und separabel,
i) L ist Zerfillungskorper eines iber K separablen Polynoms.
Beweis:
)= ii):
[L:K] € N=1931|Gal(L: K)| = [L: Laax)] =i [L: K].
ii)= i):
[L: K] =) |Gal(L : K)| =10.3.1 [L : Leaiwx)] &KCLemesr K = Laaiwx)-

i)= iii): Sei A € L. Wir betrachten die Bahn dieses Elements unter der Galois-

gruppe:
Gal(L : K)(A) = {A = Ao, -5 A1)

und das normierte Polynom mit diesen Wurzeln:

f)\ = H(l‘ — )\z) = Z/.ijj, wi € L.

iEN JEN
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Fiir die Fortsetzung & von o auf L[z] gilt

5(f) = Y olu)e’ = [[@—o(h) = fa,

es gilt also p1; = o(u;), fiir alle o € Gal(L : K), also, wegen i), u; € K und damit
fr € Klz]. Weil fy separabel ist, gilt das auch fiir A, die Erweiterung L : K ist
demnach separabel. Sie ist auch normal: Ist {bo, ..., bp.xj—1} eine K-Basis von
L, dann kénnen wir — analog zu f) — die Polynome f;, betrachten, L ist
Zerféllungskorper von deren Produkt f =[], fi,, die Erweiterung also normal.

ili)= iv) ist klar.
iv)= i): Sei L Zerfallungskorper von f € K[z], f separabel. Die Implikation

K C Lgai:k) ist klar, es gilt, die Umkehrung zu beweisen. Wir induzieren nach
der Anzahl r der nicht in K liegenden Wurzeln von f.

I»=0: K=L ergibt die Behauptung.

ITr>0: Sei A € K, aber Wurzel von f. Dann ist f = fx » - h. Wir betrachten
M := K(N). L ist Zerfallungskorper von f iiber K, also auch iiber M. Die In-
duktionsannahme liefert, dal I : Ml eine Galoiserweiterung ist, es gilt demnach
M = ]LGal(]L:M) und damit

Leawk) € Laawmy = M = K()).

Ist s := [K()) : K] = Grad(fx,»), dann gibt es, zu jedem x € LgaL.x), Elemente
k; von K mit
T =ko+ A F ...+ Rs1 AT

Wir wollen zeigen, dafl © = k¢ € K.

f ist separabel, also auch fx », die (verschiedenen) Wurzeln dieses Minimalpo-
lynoms seien A = Ao, ..., As—1. Wir wissen, dafl es Isomorphismen ¢;: K(\) ~
K(A;) gibt mit ¢;(A) = A;, und die auf K die identische Abbildung induzieren.
@; sei die Fortsetzung von ¢; auf L. Wegen ¢; € Gal(L : K) und ¢;(X) = A; gilt

Ve LGal(]L:]K): xr = (i)z(x) = Ko + :‘<61)\741 +...+ lisfl)\fil.

Das Polynom

g .= (FLO — IE) + /{1’[1,1 + ...+ Hsflus_l

hat dann die \;, 4 € s, als Wurzeln, obwohl es nur den Grad s — 1 hat, es muf}
also das Nullpolynom sein, d.h. es gilt * = ko € K und damit Lgarwx) € K,
was noch zu zeigen war. ]

Endliche Galoiserweiterungen L : K sind also genau die endlichen Korperer-
weiterungen L : K, die normal und separabel sind. Hieraus folgt, dafl endliche
Galoiserweiterungen auch Galoiserweiterungen ihrer Zwischenkorper sind, denn
endliche, normale und separable Erweiterungen sind natiirlich auch endliche,
normale und separable Erweiterungen ihrer Zwischenkorper M. Es gilt demnach

M = IL’Gal(]].,:l\/ll) = (‘I)F) (M)7

und wir erhalten die
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10.3.4 Folgerung Ist L : K eine endliche Galoiserweiterung und M ein Zwi-
schenkdrper, dann ist L : Ml ebenfalls Galoiserweiterung. Die Komposition ®oT’
induziert die Identitit auf ZwK(L : K), ®:U +— Ly ist also ebenfalls surjektiv.
Die Abbildungen ® und I sind zueinander inverse Ordnungsantiisomorphismen
zwischen U(Gal(L : K)) und ZwK(L : K).

Es bleibt zu untersuchen, wann M : K Galoiserweiterung ist.

10.3.5 Satz Ist L : K eine endliche Galoiserweiterung, M ein Zwischenkdrper,
dann sind dquivalent:

e M : K ist normal,
e o(M) =M, fiir alle o € Gal(L : K),
e Gal(L : M) q Gal(LL : K).
Beweis: M ist einfache Erweiterung, etwa M = K(A).

)= ii): Ist M = K()) normal, dann liegen alle Wurzeln von fx » in M. Das Bild
o(A) von A unter der Operation eines Elements o der Galoisgruppe ist Wurzel,
liegt demnach fiir alle o € Gal(L : K) in M und damit auch o(m = Y, k;\%).
Es folgt o(M) = M.

ii) = i): Ist o(M) = M, dann gilt o(\) € M. Das Polynom
f= I @) =3
oe€Gal(L:K) J

hat X als Wurzel und zerféllt in Linearfaktoren. Ist jetzt 7 € Gal(L : K), dann
gilt fiir die Fortsetzung 7 :

7f =@ =7o0) =1,

also Tp; = pj € K. Der Zwischenkdrper M = K()\) ist demnach Zerfallungskorper
von f iiber K, M : K ist also normale Erweiterung.

ili) < ii): Die Normalteilereigenschaft
I'(M) = Gal(L : M) < Gal(LL : K)

ist dquivalent zu o' (M)o—! = T'(M), fiir alle o € Gal(L : K), und das wiederum
ist, wegen

ol(M)o~" = oGal(L : M)o ™" = gAut(L)yo ™" = Aut(L),qn = IT'(o(M))

aquivalent zu I'(o(M)) = T'(M), fiir alle 0. Wegen der Injektivitét von I' ist das
dquivalent zu (M) = M, fiir alle o aus der Galoisgruppe.
O

Fassen wir zusammen, so ergibt sich der
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10.3.6 Hauptsatz der Galoistheorie Ist L : K eine endliche Galoiserweite-
rung, dann gilt

e Die Abbildungen ®:U — Ly und T':M — Gal(L : M) sind zueinander
inverse Ordnungsantiisomorphismen zwischen dem Untergruppenverband
U(Gal(L : K)) und dem Zwischenkérperverband ZwK(L : K).

o Fiir alle Zwischenkdrper M ist L : Ml ebenfalls Galoiserweiterung.

o Fiir jede Untergruppe U der Galoisgruppe und fiir jeden Zwischenkorper
M von L : K gilt

[M: K] = |Gal(L : K)/Gal(LL. : M)|, |U| = [L: Ly].

e M : K ist genau dann eine Galoiserweiterung, wenn Gal(L : M) < Gal(LL : K)
ist, in welchem Fall gilt

Gal(M : K) ~ Gal(L : K)/Gal(L : M).
O

(Die letzte Behauptung ergibt sich durch den Nachweis, daf die Einschrinkung
der o auf M einen Epimorphismus von Gal(L : K) auf Gal(M : K) ergibt mit
Gal(L : M) als Kern!)

Als Anwendung konnen wir jetzt beispielsweise die noch fehlende Hilfte des
Satzes iiber die Konstruierbarkeit regelméfliger n—Ecke beweisen:

10.3.7 Satz Das regelmdfSige n-Eck ist genau dann mit Zirkel und Lineal
konstruierbar, wenn

n=2"p1p,
mit verschiedenen Fermatschen Primfaktoren p1,...,p,.

Beweis:

i) Wir wissen bereits, daf§ diese Form von n notwendig ist (vgl. 9.2.12) fiir die
Konstruierbarkei.

il) Zum Beweis der Umkehrung betrachten wir den Kreisteilungskorper Q(¢),
mit einer primitiven n-ten Einheitswurzel (.

a) Wegen
[Q(C) : Q] = p(n) =27,
m geeignet, ist Gal(Q(¢) : Q) eine 2-Gruppe der Ordnung 2.

b) Da, nach dem Satz von Sylow, jede Gruppe der Ordnung 2" eine Unter-
gruppe der Ordnung 2"~! besitzt, also einen Normalteiler vom Index 2,
gibt es eine Kette

(1} =UpaUi 4...aUp = GalQ(C) : Q),
bei der |U;/U;—1| = 2 gilt.
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¢) Nach dem Hauptsatz gibt es deshalb eine Kette von Zwischenkérpern
Q¢¥)=My>M;D>...0M,, =Q,

mit [M; : M;y1] = 2. Damit ist jedes Element von Q(¢) konstruierbar,
insbesondere also ¢ und damit das regelméflige n-Eck.

0O



