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10 Vorwort

Vorwort

Diesem Manuskript liegt eine viersemestrige, vierstiindige Anfingervorlesung
(mit zwei- bis vierstiindigen Ubungen) zugrunde, die ich in dhnlicher Form mehr-
fach an der RWTH Aachen und in Bayreuth gehalten habe (Lineare Algebra I,
IT sowie im Anschluff daran Algebra I und II).

Da ich weder in Aachen, noch in Bayreuth auf einer Vorlesung iiber die Grundla-
gen der Mathematik aufbauen konnte, wurden diese in die Vorlesung aufgenom-
men, soweit es notwendig erschien. (Leitfaden war mir dabei die Meinung, dafl
die Teilnehmer(innen) beim Vordiplom oder der Zwischenpriifung in der Lage
sein sollten, fiir Mengen die Giiltigkeit der Gleichung an(bUc) = (anb)U(aNc) zu
beweisen, die Verwendung indirekter Beweise zu rechtfertigen, die vollstdndige
Induktion zu begriinden und die Definition einer Kategorie anzugeben.)

In der Linearen Algebra erschien mir — auch im Hinblick auf wichtige und an-
wendungsrelevante Konstruktionen — eine Erwahnung des Tensorbegriffs ange-
zeigt.

Beim Aufbau der Algebra wurde das Gruppenkonzept in den Mittelpunkt ge-
stellt, und zwar nicht wegen der Gruppentheorie um ihrer selbst willen, son-
dern wegen Ihrer Anwendungen in den konstruktiven Methoden computerun-
terstiitzter diskreter Mathematik in den Naturwissenschaften, der Technik und
der Informatik.

Bayreuth, den 4. Oktober 2004, A. Kerber



Kapitel 1

Grundlagen

In diesem Kapitel werden die grundlegenden Begriffe der Aussagenlogik und der
Mengenlehre eingefiihrt, die wir im folgenden benétigen.

Ziel des ersten Paragraphen ist eine kurze Beschreibung der logischen Grundla-
gen, die man kennen mufl um im zweiten Abschnitt u.a. die folgende — Ihnen
aus dem Schulunterricht bekannte — Eigenschaft von Schnitten bzw. Verei-
nigungen von Mengen zu beweisen: Fiir alle Mengen a,b,c gilt a N (bU¢) =
(anb)U(anc).

Mengen werden im zweiten Abschnitt eingefithrt zusammen mit einer Verall-
gemeinerung dieses Begriffs, den Klassen. Die wichtigsten Axiome aus dieser
Theorie werden kurz angegeben, fiir detaillierte Einfiihrung in die axiomatische
Mengenlehre wird auf die angegebene Literatur verwiesen, insbesondere auf [?].

Im dritten Paragraphen betrachten wir Relationen und vor allem Funktionen,
das wichtigste Handwerkszeug der Algebra. Zwei zentrale Sétze iiber die Fakto-
risierung von Abbildungen schlieflen sich an.

11



12 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

1.1 Awussagen

Mathematische Resultate sind in der Regel als Aussagen formuliert, also als
Sprachgebilde, die je nach Inhalt entweder wahr (w) oder falsch (f) sind. Hier
ist ein Beispiel:

Die Anzahl der positiven Teiler einer positiven natiirlichen Zahl ist
genau dann ungerade, wenn die Zahl ein Quadrat ist.

Wir werden spéter zeigen, dafl dies eine wahre Aussage ist. Aussagen konnen
durch Junktoren zu neuen Aussagen verbunden werden:

= (Negation, “nicht ...”), A (Konjunktion, “... und ...”),
sowie

¢

V (Disjunktion, ... oder ...”), = (Implikation, “wenn ..., dann ...”).
Den Gebrauch dieser Junktoren regelt die Wahrheitswertetafel:

A|B|-A|AANB|AVB | A= B

w | w| f w w w
1.1.1 wl| f| f f w f
flw/| w f w w

flr]w f f w

Hier ist besonders die letzte Spalte zu beachten, weil diese Zuordnung von Wahr-
heitswerten zu A = B vielleicht auf den ersten Blick ungewohnt erscheinen
mag — hier wird némlich festgelegt, dal “aus Falschem alles geschlossen wer-
den kann”. “Wenn der Mond aus griinem Kése besteht, dann haben alle Katzen
Fliigel” wird demnach als wahre Aussage angesehen, denn es ist bekanntlich
wahr, daBl der Mond nicht aus derlei Material zusammengesetzt ist. Aus dem
Lateinunterricht ist Thnen vielleicht der Satz “ex falso quodlibet” in Erinnerung,
der diese Festlegung verbalisiert.

Die Spalte von A V B zeigt, dafi dieses durch V abgekiirzte “oder” nicht im
ausschlieBenden Sinne zu verstehen ist, also nicht mit “entweder ... oder” ver-
wechselt werden darf!

Dariiberhinaus werden wir auch noch den folgenden Junktor:
< (Aquivalenz, “genau dann, wenn ...”)
verwenden, der als Abkiirzung fiir
(A= B)A(B=A)
steht, dem also der folgende Wahrheitswerteverlauf zugeordnet wird:

A|B|A << B

~= 8 8
- & — g
2 = 8
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Es zeigt sich also, dafl zwei Aussagen genau dann dquivalent sind, wenn beide
wahr oder beide falsch sind, das heiBt, Aquivalenz ist dasselbe wie Wertever-
laufsgleichheit. Aquivalente Aussagen sind sozusagen gleichwertig. Festzuhalten
ist demnach insbesondere:

Aussagen kénnen durch werteverlaufsgleiche, durch dquivalente
Aussagen, ersetzt werden.

1.1.2 Beispiele Offensichtlich sind A A B und B A A dquivalent, da wertever-
laufsgleich. Interessanter sind die folgenden Fille:

i)

ii)

Anhand des Werteverlaufs kann man leicht nachpriifen, dafl die umgangs-
sprachliche Formulierung “entweder A oder B” in folgender Weise forma-
lisiert werden kann:

(AV B) A—(ANAB),

denn
| AVB | =«(AAB) | (AVB)A—(AAB)

f
w
w
w

& g
~ &% 2|
—~ 8 g g

zeigt, daf} diese Aussage genau dann den Wahrheitswert w bekommt, wenn
genau einer der beiden Bestandteile A und B diesen Wert hat.

Werteverlaufsgleich — und damit &quivalent — sind auch AA (B V(') und
(AAB)V (AAC), wie man leicht nachpriift. Damit werden wir dann im
nichsten Paragraphen die Mengengleichheit a N (bU¢) = (aNbd)U (aNc)
beweisen koénnen.

<&

Als weitere Anwendung lassen sich Beweisverfahren begriinden:

1.1.3 Anwendungen (Beweisverfahren)

i)

ii)

Man kann leicht nachweisen, dal A = B und =B = —A werteverlaufs-
gleich sind, anstelle eines Beweises von A = B kann man demnach ge-
nausogut die Implikation =B = —A (die sogenannte Kontraposition von
A = B) herleiten, manchmal geht das einfacher.

—(A = B) und AA-B sind werteverlaufsgleich, woraus sich das Verfahren
des indirekten Beweisens ergibt: Unter der Annahme, dafl =B wahr sei,
leitet man, unter Zuhilfenahme von A, einen Widerspruch her und hat
damit —(—(A = B)), also A = B bewiesen.

<



14 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

1.1.4 Bemerkung Man kann sich die Wahrheitswertetafel leichter merken,
wenn man w durch 1 und f durch O ersetzt, denn dann geniigt die folgende
einzeilige Tafel:

-4 | ANB | AV B | A= B
1—w(A) | Min{w(A4),w(B)} | Max{w(A),w(B)} | Max{l — w(A),w(B)}

Diese Version zeigt auch, dafl man die “bindre” Aussagenlogik leicht z.B. da-
durch verallgemeinern kann, dafl man Wahrheitswerte zwischen 0 und 1 zuléaft.
Sie wird beispielsweise in einem modernen Zweig der (besonders anwendungsre-
levanten) Mathematik zugrunde gelegt, der Mathematik des Unscharfen (fuzzy
mathematics). S

Es gibt auch Sprachgebilde, die Variable x,y, ... enthalten und durch Einsetzen
oder Quantifizieren von Werten fiir die Variablen in Aussagen iibergehen. Solche
Sprachgebilde werden als Aussageformen bezeichnet. Die Quantifizierung von
Variablen erfolgt durch Einsetzen — beispielsweise wird s < r durch Einsetzen
von s = 2 und 7 = 3 zu einer wahren Aussage — oder mit Hilfe der Quantoren,

V (Allquantor, “fiir alle”) und 3 (Ezistenzquantor, “es gibt”).

Bei Quantoren mufl man unbedingt die Reihenfolge beachten, das zeigt folgendes
Beispiel:

VreR dseR: s<r

JdseR VreR: s<r

Die erste Aussage ist offenbar wahr, die zweite dagegen falsch!

1.1.5 Bemerkung Wichtig ist festzuhalten, dafl die Negation einer Aussage
mit Quantoren dadurch vorgenommen werden kann, dal man die Quantoren
umdreht und die Aussage negiert:

Aufgabe 1.1.1
Zeigen Sie, daf§ die fiir die Junktoren A und V die folgenden Eigenschaften
haben:

1. Kommutativitit: ANB < BANA, AVB <— BV A.
2. Assoziativitit: ANBAC) < (AAB)AC), AV(BVC) < (AVB)VC).
3. Adjunktivitit: AN(AV B) < A, AV(AAB) < A.

4. Distributivitit: AN(BVC) < (AANB)V(AANC), AV(BAC) —
(AVB)A(AVCO).
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Aufgabe 1.1.2

Driicken Sie die die Implikationen A = B und A < B jeweils durch einen werte-
verlaufsgleichen Ausdruck aus, in dem nur A, B (eventuell mehrfach), Klammern
und die Junktoren — und A auftreten.

Aufgabe 1.1.3
Formulieren Sie die oben erwéhnte Aussage

Die Anzahl der positiven Teiler einer positiven natiirlichen Zahl ist
genau dann ungerade, wenn die Zahl ein Quadrat ist.

mit Hilfe von Quantoren und bilden Sie danach deren Negation. Geben Sie auch
die Kontraposition der Aussage an.

Aufgabe 1.1.4

Zeigen Sie, da das folgende Problem (aus “Die Zeit” ) eindeutig losbar ist:
,,Jch verstehe die Welt nicht mehr”, klagt der pniimmige Bauzel, wéhrend er
seine Hupalap sommelt, ,,ich meine die Moémse. Jeder Méms ist entweder ein
Drausenflutz oder ein Hersenknautz. Aber wer von den sechs Mdmsen nun ein
Drausenflutz und wer ein Hersenknautz ist, das weifl man leider nicht mehr”.
,,Das weilt du nicht mehr”, verbessert ihn die teutelige Saginse, ,,ich zum Bei-
spiel weify das sehr wohl”.

,,Dann erkl re es mir doch bitte”, fleht der pniimmige Bauzel. Doch die teutelige
Saginse erwidert schnippisch: ,,Das konnte dir so passen, du denkfauler Bauzel
du. Aber ich will dir sechs Hinweise geben”. Also hub die teutelige Saginse an:

1. ,,Sowohl der Aknitzmoms als auch der Buffelm6éms sind Hersenknautze.

2. Der Fliipoméms ist ein Drausenflutz, und wenn der Eikum&éms ein Drau-
senflutz ist, dann ist auch der Chrllduffmoms einer.

3. Der Dintelmoms ist ein Hersenknautz, und wenn der Fliipom&ms ein Drau-
senflutz ist, dann ist auch der Aknitzmoms ein Drausenflutz.

4. Aknitzmoms und Eikumoéms sind beide Drausenflutze.

5. Der Dintelmoms ist ein Drausenflutz und der Eikumoms ist ein Hersen-
knautz, und wenn der Chrollduffméms ein Drausenflutz ist, dann ist der
Buffelméms ein Hersenknautz.

6. Der Dintelmoms und der Buffelmoms sind beide Drausenflutze”.

Verwirrt schaut der pniimmige Bauzel drein. Wie sehr er auch sein Hupalap
sommelt, er kann sich die sechs Hinweise nicht zusammenreimen. Dabei ist es
doch so einfach. Freilich mufl man bedenken, dafl die teutelige Saginse, wie
allgemein bekannt, eine Liignerin ist, und jeder ihrer sechs Hinweise unwahr ist.
Wer namlich dies beriicksichtigt, dem wird ein wenig Nachdenken erschlieflen,
welcher Moms was ist.
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1.2 Klassen und Mengen

Als undefinierten Grundbegriff verwenden wir den Begriff der Klasse. Dieser
ist allgemeiner als der Mengenbegriff und wird in der Algebra zur Definition
sogenannter Kategorien — zum Beispiel der “Kategorie aller Mengen” (s.u.) —
benotigt. Klassen bezeichnen wir mit kleinen Buchstaben: a,b,c,... Gegeben
sei eine Elementbeziehung € (“... ist Element von ...”), und fiir je zwei Klassen
a und b gelte entweder a € b oder —(a € b) (hierfiir schreiben wir auch kurz:
a ¢ b). Mit ihrer Hilfe definieren wir jetzt den Mengenbegriff:

1.2.1 Definition (Menge, Unmenge) Die Klassen z, die als Elemente auftre-
ten konnen, also die Klassen = mit der Eigenschaft 3 a: = € a, heiflen Mengen.
Hierfiir schreiben wir auch kurz Mg(z), d.h. wir definieren

Mg(z) <= Ja: z €a.

Klassen, die keine Mengen sind, heilen Unmengen. Dies sind also die Klassen x
mit ~Mg(z). .

Aussagen der speziellen Gestalt a € b heiflen einfache Aussagen. Mittels Junk-
toren oder Quantoren erhélt man aus diesen die sogenannten einschligigen Aus-
sagen bzw. Aussageformen. Ein Bespiel ist die oben erwihnte Aussage iiber die
Zahlen mit einer ungeraden Anzahl von Teilern. Mit diesen Begriffen kénnen wir
jetzt einige Axiome formulieren, deren Giiltigkeit wir im folgenden unterstellen
wollen.

1.2.2 Das Klassenbildungsaxiom Zu jeder einschligigen Aussageform A(zx)
gibt es eine Klasse a, welche genau diejenigen Mengen als Elemente enthdlt, die
der Aussageform geniigen:

JaVz: (x€a) < (Mg(z)N A(z)).

Diese Klasse ist also durch A(z) vollstindig bestimmt. Die Gleichheit zweier
Klassen kann mit Hilfe der Elementbeziehung so definiert werden:

a=b<= VYV (x€a) < (x€b)

Zwei Klassen sind also genau dann gleich, wenn sie dieselben Elemente ent-
halten. Sie sollen dadurch auch vollstdndig bestimmt sein, d.h. sich beide bzgl.
Elementbeziehung gleich verhalten. Wir fordern deshalb

1.2.3 Das Umfangsbestimmtheitsaxiom Klassen sind durch ihre Elemente
eindeutig bestimmi:

Va,b,c: ((a=b)A(a€c) = (bec).

Mit anderen Worten: Zwei Klassen sind genau dann gleich, wenn sie dieselben
Elemente enthalten! Die durch A(z) bestimmte Klasse kénnen wir deshalb auch
so beschreiben:

a = {z [ Mg(z) A A(z)}.
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1.2.4 Beispiele

i) 0 := {z | Mg(x) A =Mg(x)}, die leere Klasse, sie enthilt kein einziges
Element. Schon im nichsten Axiom werden wir fordern, dafl () eine Menge
ist.

ii) R := {x | Mg(z) Az & z}, die Russellsche Klasse, sie ist eine Unmenge.
Diese Behauptung ist eine Implikation:
(a = R) = -Mg(a),
wir verwenden zum Nachweis ihrer Giiltigkeit die Methode des indirekten
Beweisens.

Beweis: Die (indirekte) Annahme Mg(R) ergibt wie folgt einen Wider-
spruch:

- Falls R € R ist ergibt sich, wegen R := {z | Mg(z) Az € x} und der
indirekten Annahme Mg(R), dafl R ¢ R, im Widerspruch zu dem
hier betrachteten Fall R € R.

- Sei umgekehrt R ¢ R. Wir erhalten dann — wiederum nach der
Definition von R und wegen der indirekten Annahme Mg(R) — daf}
R € R, also auch hier einen Widerspruch. |

iii) A := {x | Mg(x)}, die Allklasse, sie enthilt alle Mengen als Elemente und
ist ebenfalls eine Unmenge (s.u.).

O
1.2.5 Das Axiom der leeren Menge Die leere Klasse ist eine Menge:
Mg(0).

Gilt fiir zwei Klassen a und b: V z : (x € a) = (z € b), dann heifit a Teilklasse
von b und wir schreiben
a Cb.

Gilt dariiber hinaus noch a # b, dann schreiben wir
a Cb.

(Leider ist die Verwendung dieser beiden Bezeichnungen in der Literatur nicht
einheitlich, C wird oft auch geschrieben, wenn Gleichheit zugelassen wird!) Die
leere Klasse liegt in jeder anderen, und jede Klasse liegt in der Allklasse:

Va 0 CaC A
1.2.6 Das Axiom der Teilmenge Teilklassen von Mengen sind Mengen:

(Mg(a) A (b C a)) = Mg(b).
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Hiermit kann man zeigen, dafl die Allklasse eine Unmenge ist (Ubungsaufgabe!).
Fiir die Vereinigung und den Durchschnitt zweier Klassen verwenden wir die
itblichen Symbole

aUb:={z|Mgx)A(x €aVaebd)}

und
anb:={z|Mgx) Az €aAxecb}.

1.2.7 Das Axiom der Vereinigungsmenge Die Vereinigung zweier Mengen
ist wieder eine Menge:

(Mg(a) A Mg(b)) = Mg(a Ub).
Zusammen mit 1.2.6 ergibt sich daraus
1.2.8 Folgerung Der Schnitt zweier Mengen ist ebenfalls eine Menge:
(Mg(a) A Mg(b)) = Mg(anb).
O

Fiir diese Verkniipfungen N und U von Klassen gelten die fiir Mengen bekannten
Gesetze:

1.2.9 Eigenschaften von N und U Fir alle Klassen a,b, c gilt:
an®ne) =(anbd)ne, aU(bUc)=(aUb)Uc,
d. h. N und U sind assoziativ. Es gilt auch
anNb=>bNa,
N und U sind demnach kommutativ. Sie sind auch idempotent:
aNa=a, aUa = a,
und es gelten die beiden Distributivgesetze:
anN®Uc)=(and)U(anc), aU(bnNec)=(aUb)N(aUc).

Beweis: Diese Gleichungen beweist man mit Hilfe der Aussagenlogik. Wir sehen
uns dies fiir eine dieser Gleichungen genau an, die andere folgen ganz analog
und sind Thnen sowieso aus dem Schulunterricht bekannt!

Als Aussage A nehmen wir die Aussage z € a, und als Aussagen B und C
eintsprechend x € B bzw. x € C. Weil — wie man leicht nachpriift — AA(BVC')
werteverlaufsgleich ist mit (A A B) V (A A C), haben wir also beispielsweise

an(Uc)=(anb)U(anc).
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Als Komplementdrklasse bezeichnen wir
a:= {v | Mg(e) Az & al},
als relatives Komplement bzgl. der Klasse b :
a\b:= {z | Mg(z) A (x € a) A (z € D)}.
Hierfiir gelten (bitte nachpriifen)

1.2.10 Die de Morganschen Regeln Fiir Klassen a,b und deren absolute
Komplemente gilt:

aUb=anb, anb=auUb.

Fiir relative Komplemente gilt

a\b=(aNb)=auUb.

1.2.11 Definition (Vereinigung und Schnitt) Vereinigung und Schnitt zwei-
er Klassen kénnen noch deutlich verallgemeinert werden: Zu einer einschlégigen
Aussage A definieren wir

U z:={y|Mg(y) A3x(A(x) Ay € 2)}
z: A(z)

und

() #:={y|Mg(y) AVz(Ax) =y € 2)}.
z: A(x)

1.2.12 Beispiele Spezialfiille einschlégiger Aussagen sind die einfachen Aussa-
gen wie x € a, wir erhalten also die Beispiele

V)= Jz={yIMgy) A Bz €a: y )},

zrEa
S(a) = ﬂx:{y|Mg(y)/\(Vz€a: yEex)}.
TEQ
1.2.13 Das grofie Axiom der Vereinigungsmenge
Mg(a) < Mg(V(a)).

1.2.14 Definition (Einerklasse) Wir definieren zunéchst zu jeder Klasse a
die sogenannte Finerklasse

{a} := {z [ Mg(z) A (Mg(a) = = = a)}.
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Ist a eine Menge, dann ist {a} eine Klasse, die ein einziges Element enthélt,
nédmlich a. Ist dagegen a keine Menge, dann ist {a} die Allklasse. Die Bildung
der Einerklasse ist also eigentlich nur fiir Mengen interessant. Wir verwenden
diese Klassenbildung auch zur Einfithrung der Klassen

{a,b} :={a} U {b},{a,b,c} :={a} U{b}U{c},...

Als néchstes wird gefordert, dafl die Einerklasse einer Menge ebenfalls Menge
ist:

1.2.15 Das Axiom der Einermenge: Mg(a) = Mg({a}).
Diese Mengen werden entsprechend als Finermengen bezeichnet.

1.2.16 Beispiele (die natiirlichen Zahlen) Wir haben bereits durch ein
Axiom gefordert, dafi die leere Klasse eine Menge sei. Diese definieren wir als
die natirliche Zahl 0:

0:=0,

und wir erhalten daraus Mg(0), die natiirliche Zahl Null ist die leere Menge.
Daraus ergibt sich die natiirliche Zahl 1 als die vielleicht wichtigste Einermenge:

1:= {0} = {0}.

Nach dem Axiom der Einermenge ist also auch diese natiirliche Zahl eine Menge!
Ganz entsprechend wird dann

2:={0,1}
gesetzt, die natiirliche Zahl n ist
n:={0,1,...,n—1}.

Nach dem gleich folgenden Prinzip der vollstédndigen Induktion sind damit alle
natiirlichen Zahlen definiert. <&

1.2.17 Definition (die Klasse N der natiirlichen Zahlen) Wir definieren
zunéchst zu jeder Klasse a deren Nachfolger:

at:=auU{a}.

Die Klasse N der natiirlichen Zahlen wird als die kleinste Klasse definiert, welche
die Null und zu jedem ihrer Elemente auch deren Nachfolger enthélt:

N:= m a.

0€aVz(z€a=ztE€a)

Wir fordern schliellich, da3 N eine Menge ist:
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1.2.18 Axiom der Menge der natiirlichen Zahlen: Mg(N).

Eine unmittelbare Folgerung hieraus ist der nachstehende Satz, der ein weiteres
sehr wichtiges Beweisprinzip beschreibt, die sogenannte vollstindige Induktion.
Sie besagt, daf} jede Aussage A(x) fiir alle natiirlichen Zahlen z wahr ist, wenn
man zeigen kann, da8 A(0) wahr ist und auch (fir beliebiges n) die Implikation
A(n) = A(n™). (Beim Beweis dieser Implikation kann man voraussetzen, daf}
A(0), A(1),..., A(n — 1) wahr sind.)

1.2.19 Satz (Prinzip der vollstindigen Induktion)
(M CN)AOEM)AN2: (1€ M) = (27 € M))] = (M =N)
Beweis: Wegen der Voraussetzung
0e M)AV z: (x € M) = (xF € M))]

gilt N C M. Da auch M C N gelten soll, folgt mit der Antisymmetrie von C die
Gleichheit M = N. O
SchlieBllich definieren wir noch die Potenzklasse von a :

P(a) :={z | Mg(z) Az C a}.

Aufgabe 1.2.1

Zeigen Sie, dafl es sich bei “Die Anzahl der positiven Teiler einer positiven
natiirlichen Zahl ist genau dann ungerade, wenn die Zahl ein Quadrat ist” um
eine einschligige Aussage handelt.

Aufgabe 1.2.2
Die durch das Umfangsbestimmtheitsaxiom definierte Gleichheit von Klassen
hat die folgenden Eigenschaften: Sie ist

o reflexiv: a = a,
o symmetrisch: (a =b) = (b = a),
o transitiv: ((a =b) A (b=1c¢)) = (a =c¢).

Aufgabe 1.2.3
Die Teilklassenbeziehung hat die folgenden Eigenschaften: Sie ist

e reflexiv: a C a,
o antisymmetrisch: ((a Cb) A (b C a)) = (a =10),

o transitiv: ((a Cb)A(bCc¢)) = (a Cc).
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Aufgabe 1.2.4
Zeigen Sie ausfiihrlich, daf gilt a N (bUc) = (aNb) U (aNc), und beweisen Sie
die de Morgansche Regel a Ub=aNb.

Aufgabe 1.2.5
Spezialfille der Distributivgesetze sind die Gesetze der Absorption:

an(®Ua)=a=aU(bNa).

Mathematische Strukturen mit zwei Verkniipfungen (genaue Definition folgt
weiter unten) wie U und N, die kommutativ, assoziativ, idempotent und absorp-
tiv sind, heiflen Verbdinde. Zeigen Sie deshalb, dafi die Gesetze der Absorption
gelten. (Sie haben dann bewiesen, daf§ die Klassen und auch die Mengen einen
Verband bzgl. U und N bilden!)

Aufgabe 1.2.6
Zeigen Sie, da fiir drei Klassen a, b, ¢ stets gilt:

aUbne) =(@Ub)Nn(aUc).
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1.3 Relationen und Funktionen

Es gibt eine Konstruktion (Ubungsaufgabe!) einer Klasse (a,b) mit der Eigen-
schaft
(a,b) = (¢,d) <= a=cAb=d.

Diese Klasse (a,b) heifit auch das (geordnete) Paar aus a und b. Es gilt
(Mg(a) A Mg(b)) <= Mg((a,b)).
Entsprechend kann man Tripel, Quadrupel, ... n-tupel definieren:

(a,b,¢) :=((a,b),c),...

etc. Als cartesisches Produkt zweier Klassen definiert man die Klasse aus den
geordneten Paaren ihrer Elemente:

axbi={(z,y)| (@ )an(yeb}.
Hier gilt entsprechend
(Mg(a) A Mg(b)) <= Mg(a x b).
Diese Konstruktion kann natiirlich iteriert werden, z.B. sei
axbxc:=(axb)xe,

usw. Wir schreiben auch

a"i=ax...xa.
—_———

n Faktoren
Das cartesische Produkt a x b zweier Mengen veranschaulicht man sich gerne
als Rechteck, wobei der linke Rand die Menge b, der untere Rand die Menge a
bedeutet:

x a

Prominenteste Beispiele sind die cartesischen Produkte R x R und R x R x
R, die reelle Zahlenebene und der dreidimensionale reelle “Anschauungsraum?”.
Aus schreibtechnischen Griinden erweist es sich spiter (bei der Verwendung
von Vektoren) als zweckmiBig, geordnete Paare, Tripel, ... n-Tupel, nicht nur
in Zeilenschreibweise, als (a,b,...) einzufithren, sondern gelegentlich auch in
Spaltenschreibweise zu notieren, d. h. in der Form

a
b
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1.3.1 Definition (Relation, Funktion)

Unter einer (zweistelligen) Relation verstehen wir eine Teilklasse R der
Allklasse, also R C A x A.

Mit einer (zweistelligen) Relation zwischen zwei Klassen a und b meinen
wir eine Teilklasse des cartesischen Produkts dieser beiden Klassen:

R Caxb.
Fiir (x,y) € R schreiben wir auch kurz: xRy.
Als Definitionsbereich von R C a x b bezeichnen wir

Def(R) :={x €a |3y € b: xzRy}.
Das Bild von R C a x b ist
Bild(R) :={y € b |3z € a: zRy}.
Die Umkehrrelation zu R C a X b sei
R™':={(y,z) | zRy} Cbxa.

Die Komposition zweier Relationen R, S C A x A wird definiert als
SoR:={(z,2) | 3y: (xRy NyS=z)}.

Gelesen wird die Komposition als “erst R, dann S”, also von rechts nach
links.

Eine Relation R heifit rechtseindeutig, wenn gilt
(rRy NzRz) = y = 2.
Entsprechend ist die Definition von linkseindeutig.

Rechtseindeutige Relationen heiflen Funktionen oder (synonym) Abbildun-
gen.

Beispiele solcher Relationen, die Sie kennen, sind die Gleichheitsrelation = , die
Relation < zwischen reellen Zahlen (d.h. a = b = R), und auch die Teilerrelation
zwischen natiirlichen Zahlen (d.h. a = b =N),

m | n <= m teilt n.

Unter einer Funktion f von a mach b, also einer rechtseindeutigen Relation
f Caxb, kurz: f:a — b, versteht man demnach genau genommen das Tripel

(a,{(=,y) | = € Def(f),y € Bild(f), (x,y) € [},D).
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Ist (z,y) € f, dann schreibt man auch f(z) anstelle von y, kiirzt die mit = +— y
ab und nennt y den Wert von f an der Stelle x. Man 148t jedoch bei der Be-
schreibung von Funktionen die beiden Klassen a und b gerne weg und betrachtet
nur

Graph(f) :={(z,y) [ (x € a) A (y € D) A ((2,y) € f)} Caxb,

den sogenannten Graphen von f. Die Funktion wird also oft einfachheitshalber
mit ihrem Graphen identifiziert. Zur Definition einer Funktion f dient meistens
eine (weitgehend standardisierte) Schreibweise der folgenden Form:

fra—b, o f(),

also z.B.
fiR=R, z—z?

fiir die Ihnen aus der Schulzeit bekannte Funktion, deren Graph eine Parabel ist.
Schliefllich sei noch bemerkt, daf§ fiir die Komposition f o g zweier Funktionen
gilt:

(fog)(x) = flg(x)),
es folgt aus der Rechtseindeutigkeit.

Unter den Funktionen heben wir spezielle Typen durch Attribute hervor:

1.3.2 Definition (injektiv, surjektiv, bijektiv) Sei f eine Funktion zwischen
a und b, wir sagen

o f sei injektiv, falls f~! eine Funktion ist. Diese Forderung ist dquivalent
zu

(f(z) = f(@') =z =2,

Wir werden dies auch so abkiirzen:

fra—b.

e f ist surjektiv, wenn f eine Abbildung auf (=sur) b ist, also wenn
Vyebdaeca: f(z)=y.
Diese Forderung ist dquivalent zu
Bild(f) = b,

kurz

fra—b.

e f sei bijektiv, wenn f sowohl injektiv als auch surjektiv ist. Als Abkiirzung
verwenden wir

fra—b.

o f heifle Einbettung (von a in b), wenn f injektiv ist und Def(f) = a gilt.
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e f nennen wir die identische Abbildung oder Identitdt, wenn b = a gilt und
f(z) =z, fiir alle z € a.

Mit Hilfe bijektiver Abbildungen werden wir jetzt den Begriff der Ordnung einer
Klasse einfithren. Man kann nédmlich zeigen, dafl es zu jeder Klasse a hdchstens
ein n € N gibt mit a = n (eine Abkiirzung fiir die Existenz einer Bijektion von
a auf n). Dieses n nennt man (gegebenenfalls) die Kardinalzahl, Mdchtigkeit
oder Ordnung von a. Man nennt a dann endlich und kiirzt dies mit |a| = n ab,
d. h. man definiert

1.3.3 (la| = n) <= (a = n).

Andernfalls schreibt man |a| = co und nennt a unendliche Klasse. Im Fall a —» N
sagt man auch, die Klasse a sei abzdhlbar unendlich.

Funktionen mit geeigneten Eigenschaften sind wichtige Werkzeuge in der linea-
ren Algebra und der Algebra. Betrachten wir ein ganz einfaches Beispiel hierfiir,
nidmlich den Beweis der Aussage, die ganz am Anfang des ersten Paragraphen
erwahnt wurde:

Die Anzahl der positiven Teiler einer positiven natiirlichen Zahl ist
genau dann ungerade, wenn die Zahl ein Quadrat ist.

Betrachten wir dazu eine positive natiirliche Zahl n und die Menge T'(n) ihrer
positiven Teiler:

T(n):={teN]|tn}.
Auf dieser Menge betrachten wir die Abbildung f, die dem Teiler ¢ den Teiler %
zuordnet. Sie gruppiert die Elemente von T'(n) in Teilmengen {¢, % }, die offenbar
aus 1 oder 2 Elementen bestehen. Maximal eine solche Teilmenge besteht aus
einem einzigen Element, sie existiert genau dann, wenn es einen Teiler ¢ gibt
mit ¢ = %, also genau dann, wenn n ein Quadrat ist: n = t2. Das beweist die
Behauptung!
Sehr hilfreich sind die folgenden Charakterisierungen von injektiv, surjektiv und
bijektiv:

1.3.4 Satz Sei f eine Abbildung zwischen einer nicht leeren Klasse a und einer
(wegen a # (O ebenfalls nicht leeren) Klasse b, und es gelte Def(f) = a. Dann
gilt:

o f ist genau dann injektiv, wenn es eine Linksinverse gibt:

Jg:b—a(gof=id,).

o f ist genau dann surjektiv, wenn es eine Rechtsinverse gibt:

Jg:b—a (fog=idy).
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o f ist genau dann bijektiv, wenn es sowohl eine Rechts- als auch eine Links-

tnverse gibt. Diese sind gleich.

o f ist genau dann injektiv, wenn f linkskiirzbar ist, d. h. wenn gilt:

(fog=foh)=g=h.

e f ist genau dann surjektiv, wenn f rechtskiirzbar ist:

(gof=hof)=g=h.

Beweis: Wir beweisen die erste Behauptung, die restlichen werden analog be-
wiesen (Ubungsaufgabel!):

a)

Wir setzen zunéichst voraus, f sei injektiv, und wir konstruieren eine Ab-
bildung ¢g:b — a mit den geforderten Eigenschaften: a ist nicht leer, es
gibt also mindestens ein Element xy € a. Hiermit setzen wir

) z, fallsy= f(x),

1.3:5 g:b—a, yr {330, falls y ¢ Bild)(f).

Hier ist es wichtig zu beachten, dafl dies noch genau begriindet werden muys,
denn so wie es da steht ist das keine Definition! g ist ndmlich nur dann
eine Funktion, wenn jedem y € b auf diese Weise eindeutig ein Element aus
a zugeordnet wird. Die Zuordnung “z, falls y = f(x)” ist aber nicht immer
eindeutig, da es ja — ohne weitere Voraussetzungen an f — mehrere x
geben kann mit f(z) = y! Hier ist das gliicklicherweise nicht der Fall, denn
f ist ja als injektiv vorausgesetzt. Man formuliert dies kurz und knapp so:
Wegen der Injektivitdt von f ist g durch 1.3.5 wohldefiniert.

Es bleibt jetzt nur noch g o f = id, nachzupriifen, was sehr leicht ist. Aus
der Injektivitét folgt also tatséchlich die Existenz einer Linksinversen.

Existiert umgekehrt eine Linksinverse g, dann ist f injektiv, denn eine
Anwendung von g auf beide Seiten einer Gleichung f(z) = f(z') ergibt

z=(gof)(z) = (g0 f)') =2,

f ist also injektiv.

Damit ist die erste Behauptung bewiesen.

O

Das nichste Axiom ermoglicht den Nachweis, dafl Bilder von Mengen ebenfalls
Mengen sind:

1.3.6 Das Ersetzungsaxiom: Ist f eine Funktion mit einer Menge als Defi-
nitionsbereich, dann ist auch das Bild eine Menge:

Mg(Def(f)) = My(Bild(f)).



28 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

1.3.7 Anwendungen (N” und Q sind Mengen)

e Das cartesische Produkt zweier Mengen ist ebenfalls eine Menge (Ubungs—
aufgabe!) Daraus folgt unter anderem die Tatsache, dafi die Menge der
n-Tupel natiirlicher Zahlen eine Menge ist:

Mg(N"™)

e Wir koénnen N auf die Klasse Q> der nicht negativen rationalen Zahlen
abbilden, etwa mit Hilfe der im folgenden skizzierten Abbildung (die Pfeile
deuten die Reihenfolge an, in der die rationalen Zahlen % den natiirlichen
Zahlen 0,1,2,... zugeordnet werden sollen, die ersten 10 Funktionswerte
sind angegeben, daf} einige Werte mehrfach auftreten macht nichts, es ist
wegen der besseren Uberschaubarkeit in Kauf genommen):

0 — 1 2 — 3
/ / .
1 2 3
2 2 2
L/ /
1 2
3 3
/
1
1

Mit dem Ersetzungsaxiom ergibt sich hieraus Mg(Qx¢), ganz analog folgt
Mg(Q<o), insgesamt also mit dem Axiom der Vereinigungsmenge:

Mg(Q).
o

Die n-te cartesische Potenz a™ einer Klasse a kann als Menge von Abbildun-
gen aufgefalt werden: (xq,...,x,—1) € a™ wird dazu einfach als die folgende
Abbildung interpretiert:

fin—a,i— x;.

Die n-te cartesische Potenz a™ einer Menge a ist also eine Menge, beispielsweise
auch Q". Eine Verallgemeinerung des oben eingefiithrten cartesischen Produkts
a X b zweier Klassen und der cartesischen Potenz a™ einer Klasse ist, fiir eine
Menge I (eine sogenannte Indexmenge), und gegebene Klassen a;, fiir alle i € I,
die Bildung von

Xicrai == {f:1 — Uai \Viel: f(i)€a}
el

Schlielich fithren wir noch ein letztes Axiom an, das die Fxistenz gewisser
Funktionen, sogenannter Auswahlen fordert:
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1.3.8 Das Auswahlaxiom: Ist I eine nicht leere Indexmenge, I # 0, und ist
zu jedem Indez i € I eine Klasse a; # () vorgegeben (kurz: eine Folge, Familie
oder auch indiziertes Klassensystem (a;);er nicht leerer Klassen), dann gilt

Xiera; # 0,
d.h. es gibt Auswahlen!

Es ist vielleicht auf den ersten Blick nicht einleuchtend, daf es ohne dieses Axi-
om Probleme geben koénnte. Vergleichen Sie aber einmal die folgenden beiden
Situtationen: Wenn die a; Paare von Handschuhen sind, ist es leicht, eine Aus-
wahl anzugeben, beispielsweise “die linken Handschuhe”. Handelt es sich aber
um Paare von Socken, dann wird es zumindest schwierig. Solche Félle schliefit
man besser aus! Dieses Axiom wird selten herangezogen werden, es ist aber
wichtig und kann auch scheinbar ganz anders formuliert werden. Die prominen-
testen, zum Auswahlaxiom #quivalenten, Forderungen sind die Giiltigkeit des
Wohlordnungssatzes und das Zornsche Lemma. Wir werden es beim Beweis des
Satzes verwenden, daf} alle Vektorrdume Basen besitzen.

Aufgabe 1.3.1

Seien a und b Mengen. Zeigen Sie, daff durch (a,b) := {{a}, {a,b}} das geordnete
Paar definiert werden kann, d.h.: Zeigen Sie:

Sind a, b, ¢, d Mengen, dann gilt

(a,b) = (¢,d) genau dann, wenn a=cAb=d.

Aufgabe 1.3.2
Seien M, N nichtleere Mengen und f: M — N eine Abbildung. Zeigen Sie:
f ist genau dann surjektiv, wenn f eine Rechtsinverse g: N — M besitzt.

Aufgabe 1.3.3
Seien M, N nichtleere Mengen und f: M — N eine Abbildung. Zeigen Sie:

a) fist genau dann surjektiv, wenn f rechtskiirzbar ist, (d.h. wenn aus go f =
ho f stets folgt g = h).

b) f ist genau dann injektiv, wenn f linkskiirzbar ist, (d.h. wenn aus fog =
f o h stets folgt g = h).
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1.4 Aquivalenzrelationen

Nachdem nun die axiomatische Grundlage gelegt ist, konnen wir uns — bis zur
Einfiihrung der Kategorien — das Leben dadurch erleichtern, dafl wir bis dort-
hin, also bis auf weiteres, voraussetzen, alle betrachteten Klassen seien Mengen.
Um dies deutlich zu machen, verwenden wir fiir die betrachteten Mengen Grof3-
buchstaben wie L, M, N, ... Dariiberhinaus unterstellen wir, daf§ f:M — N
stets bedeute, M sei der Definitionsbereich von f.

1.4.1 Definition (Aquivalenzrelation) Sei R C M x M, kurz: eine Relation
auf M. Sie heifit genau dann Aquivalenzrelation, wenn sie reflexiv, symmetrisch
und transitiv ist, also wenn, fiir alle x,y, z € M, folgendes gilt:

xRz (Reflexivitit),
xRy = yRx (Symmetrie),
((xRy) A (yRz)) = xRz (Transitivitit).

Die zu einem Element m von M &quivalenten Elemente bilden die sogenannte
Aquivalenzklasse von m :

[m]g := {m' | mRm'}.

Die wichtigste Eigenschaft von Aquivalenzrelationen ist die folgende:

1.4.2 Satz Jede Aquivalenzrelation R auf einer Menge M ergibt eine Partition
von M, das heifsit eine vollstiandige Zerlegung von M,

U [mlr =M,

meM

in disjunkte Teilmengen:
([m]r # [M/]r) = (Im]r N [M]r = 0).

Beweis: Die Reflexivitdtsbedingung garantiert, dafl jedes m in mindestens einer
Aquivalenzklasse liegt, z.B. in [m]z. Mit Transitivitit und Symmetrie folgt, dafl
verschiedene Klassen disjunkt sind:

[m]r # [m'|r = [m]r N [m']r = 0.

Wir beweisen die Kontraposition hiervon: Sei x € [m]g N [m/]g. Es gilt hierfiir
nach der Definition der Aquivalenzklasse: mRx A m’/Rx. Mit der Symmetrieei-
genschaft von R folgt mRx A zRm/, was mit der Transitivitit die Aquivalenz
von m und m’ liefert, mRm/'. Hieraus ergibt nochmalige Anwendung von Tran-
sitivitdt und Symmetrie die beiden Inklusionen [m|g C [m/]g und [m]g 2 [m/]g,
woraus die Gleichheit der beiden Aquivalenzklassen folgt. |
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1.4.3 Beispiele

e Die Gleichheit = ist eine Aquivalenzrelation (auf jeder Menge M).

e Jede vollstindige Zerlegung in disjunkte Teilmengen M = U M; liefert
il
eine Aquivalenzrelation R :

mRm' = 3i: m,m’ € M,.

e Jede Funktion f: M — N (bzw. kurz: f € N) induziert auf ihrem Defi-
nitionsbereich M die folgende Relation Ry :

mRym' <= f(m)= f(m').

Diese Aquivalenzrelation heifit auch die von f auf M induzierte Aquiva-
lenzrelation.

<&

Zu einer gegebenen Aquivalenzrelation R auf M bezeichnen wir mit My die
Menge ihrer Aquivalenzklassen:

Mpg = {[m]R|m€M}

Viele Strukturen der Mathematik konnen als solche Aquivalenzklassenmgpgen
definiert werden, d.h. durch Wahl geeigneter Mengen M und geeigneter Aqui-
valenzrelationen auf diesen. Besonders prominente Beispiele sind die folgenden

1.4.4 Beispiele (Konstruktion von Z und Q)

e Die Konstruktion von Z aus N : Thr liegt die Idee zugrunde, dafl man je-
de ganze Zahl z als Differenz zweier natiirlicher Zahlen nq,ns schreiben
kann: z = n; — no. Dabei ist allerdings zu beachten ist, dafy diese Darstel-
lung nicht eindeutig ist, man faft deshalb die Paare (n1,ns), mit deren
Hilfe man z als solche Differenz darstellen kann zu einer Aquivalenzklasse
zusammen.:

Wir betrachten N und setzen die Addition natiirlicher Zahlen als be-
kannt voraus (die man auch als mengentheoretische Operation formulieren
kann: n +m = (n+ (m — 1))T). Auf N x N betrachten wir die folgende
Aquivalenzrelation:

(nl, ng)R(ng,n4) <= N1 +ng = N9+ N3.

Wir setzen dann

Z:= (N x N)g,

und anstelle von [(n1,n2)]r schreiben wir ny — ng, falls ny > ny bzw.
—(ngy —ny), falls ny < ng, und 0 sonst.
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e Die Konstruktion von Q aus Z : Hier liegt — dem vorigen Punkt ganz
entsprechend — die Idee zugrunde, daf} jede rationale Zahl ja ein Quoti-
ent r = z—; aus ganzen Zahlen ist, wobei der Nenner natiirlich von Null
verschieden sein mufl. Diese Darstellung ist ebenfalls nicht eindeutig, so

daB die entsprechende Aquivalenzrelation betrachtet wird:

Gegeben sei Z und die Multiplikation ganzer Zahlen (auch diese 148t sich
mengentheoretisch einfithren, dhnlich wie die Addition!). Die Menge der
von Null verschiedenen ganzen Zahlen sei mit Z* bezeichnet, auf Z x Z*
wird die folgende Aquivalenzrelation betrachtet:

(21,22)R(23,24) = 2124 = 22 - 23.

Wir setzen
Q = (Z X Z*)R

und bezeichnen die Aquivalenzklassen wie iiblich in der folgenden Weise:

21

— = [(21,22)]R.
P

Fiir diese Briiche gilt infolgedessen:

21 Z3
— = — < 2124 = 22" 23.
22 24

e Viele Strukturen in Mathematik und Naturwissenschaften kann man be-
quem mit Hilfe von Aquivalenzrelationen auf Mengen von Abbildungen
definieren. Ein interessantes Beispiel bilden die (unnumerierten) Graphen,
die man als Aquivalenzklassen numerierter Graphen definiert, wie wir
gleich sehen werden. Numerierte Graphen kann man nicht vermeiden, denn
beispielsweise sind Computer “nur” zur Verarbeitung von Mengen in der
Lage, deren Elemente Nummern tragen.

Die numerierten Graphen mit n Punkten kann man wie folgt als Menge
YX = (f| f:X - Y}

aller Abbildungen von einer geeigneten Menge X in eine geeignete Menge
Y definieren. Man numeriert zunéchst die Punkte von 0 bis n — 1 und
identifiziert die Menge n = {0,...,n — 1} der Nummern der Punkte mit
der Punktemenge selbst. Dann betrachtet man die Menge der Punktepaare,

(Z) = {{i,j} | 4,5 € n,i # j}.

Fiir X nimmt man diese Menge, fiir Y die Menge 2 = {0, 1} und betrachtet
die Menge von Abbildungen

yX .= 2(3)
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von der Menge der Punktepaare in die Menge {0, 1}. Ist 7 in dieser Menge,
dann interpretiert man den Wert v({i,j}) = 1 als “die Punkte ¢ und j sind
durch eine Kante verbunden”. Hier ist ein Beispiel:

3 2
0 1

Dieser Graph wird auf diese Weise mit der folgenden Abbildung identifi-
ziert:

{0,1} =0,
{0,2} =0,

(4 {0,3} — 1,
f: (2) ~{01h8 (12} 1
{1,3} — 0,
{2,3} — 1.
Demnach kann die Menge der numerierten Graphen mit n Punkten mit

dieser Menge von Abbildungen v: () — {0,1} gleichgesetzt werden.

Die unnumerierten Graphen mit n Punkten definiert man — weil es bei
ihnen auf die Nummern der Punkte nicht mehr ankommt — als die Aqui-
valenzklassen der folgenden Relation R : Zwei numerierte Graphen heiflen
dquivalent oder isomorph, wie man auch sagt, wenn sie durch Umnume-
rierung auseinander hervorgehen. Hier sind zwei dquivalente Graphen mit
4 Punkten:

Da beliebiges Umnumerieren zugelassen wird, kann man eine solche Aqui-
valenzklasse numerierter Graphen durch einen Graphen représentieren,
den man durch Weglassen der Nummern aus irgendeinem Element der
Klasse bekommt. Hier ist der unserem Beispiel auf diese Weise entspre-

chende unnumerierte Graph:

Solche unnumerierten Graphen dienen als Wechselwirkungsmodelle in Che-
mie, Physik und Wirtschaftswissenschaften, zum Beispiel zur Beschrei-
bung von Molekiilen (ein bekanntes Beispiel ist der Benzolring) oder von
Schaltkreisen oder von Betriebsabldufen (Netzplantechnik) usw.
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&

Es ist bereits erwdhnt worden, da3 Abbildungen ein wichtiges Werkzeug zur Un-
tersuchung von algebraischen Strukturen sind. Oft sind diese Funktionen recht
kompliziert, und man sucht nach Wegen, ihre Anwendung in kleine, moglichst
iibersichtliche Schritte zu zerlegen. Beispielsweise kann man oft eine gegebene
Funktion f:L — N in zwei Faktoren ¢g: L — M und h: M — N zerlegen, sie
faktorisieren: f = h o g, als Komposition zweier Abbildungen schreiben. Zur
Erinnerung:

f(@) = (hog)(x) = h(g(x)).

Man driickt das gerne in Form eines Diagramms aus:

L g .M

f h

N

Man sagt, dieses Diagramm sei kommutativ, wenn f = ho g gilt, und bezeichnet
diesen Fall so:

L 9 . Mm

=

Sehr wichtig ist die folgende Charakterisierung der Faktorisierbarkeit (d.h. die
Angabe einer notwendigen und hinreichenden Bedingung hierfiir):

1.4.5 Der Abbildungssatz Ist L eine nicht leere Menge, f eine Abbildung
von L nach N, g eine Abbildung von L nach M, dann ist f genau dann iiber g
faktorisierbar, d.h. es gibt ein h: M — N mit f = hog,

L 9 . Mm

N )
wenn die induzierten Aquivalenzrelationen so ineinander liegen:
Ry, C Ry.

Ist g surjektiv, dann ist h eindeutig bestimmt. Ist f surjektiv, dann ist auch h
surjektiv, und ist g surjektiv sowie Ry = Ry, dann ist h injektiv.
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Beweis:

i) Beweisen wir zunéichst die Faktorisierbarkeit von f. Wegen L # () sind M
und N ebenfalls nicht leer. Wir konnen deshalb ein ng € N auswéihlen
und damit die folgende Zuordnung treffen:

ng, falls m ¢ Bild(g)

M — N, m— {f(l), falls m = g(1).

Sie definiert eine Funktion, denn die Voraussetzung R, C Ry liefert die
Implikation

g() =g(l") = (1) = f(V).
Fiir diese Abbildung gilt ganz offensichtlich f = h o g, sie faktorisiert also
I

ii) Sei umgekehrt f = h o g. Die Gleichheit g(I) = g(I’) impliziert dann

also die Implikation R, C Rjy.
iii) Die iibrigen Behauptungen sind ebenso leicht nachzupriifen:

— Daf} die Surjektivitdt von g die Abbildung h festlegt, ist klar (vgl.
die Definition von h), ebenso, dafl die Surjektivitdt von f die von h
impliziert.

— Falls g surjektiv ist und Ry = Ry, dann ergibt sich die Injektivitét
von h wie folgt: Sei h(m) = h(m'). Wegen der Surjektivitéit von g gibt
es [,I’ mit m = g(I) und m’ = g(I'). Die Faktorisierung f = hog liefert
f() = f(I), was wegen der Gleichheit der Relationen die Identitit
g(l) = g(l"), also auch m = m' impliziert, wie behauptet.

O

Ein Beispiel hierfiir ist gegeben, wenn R eine Aquivalenzrelation ist mit R C R 1
denn dann 148t sich f {iber

vr:L — M,l— [l|r

faktorisieren:
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Betrachten wir als erste Anwendung die natiirliche Faktorisierung einer Abbil-
dung mit Hilfe der von ihr induzierten Aquivalenzrelation:

M — ", Mg,
A0

[m]r, — f(m)

N
Mit anderen Worten:jede Abbildung f: M — N lafit sich mit Hilfe von

VRfIM —» MRf,m»—> [m]Rf

zerlegen:

L6 M - Mg, - Bid(f) — N

m = [mlg, —  f(m) — f(m)’

(Dabei wird mit < wie meist iiblich die sogenannte Finbettung bezeichnet, das
ist, fiir M C N, die Abbildung m — m.)

Insbesondere gilt

1.4.7 Mg, — Bild(f),

d.h. Mg, und Bild(f) “sind im wesentlichen dasselbe”. Eine weitere Anwendung
ist

1.4.8 Der Satz iiber induzierte Abbildungen Ist f eine Abbildung von M
nach N und sind R und S zwei Aquivalenzrelationen auf M bzw. N, die mit f
wie folgt vertrdglich sind:

mRm' = f(m)Sf(m'),

dann gibt es genau eine Abbildung h: Mr — Ng, die das folgende Diagramm
kommutativ erginzt:

M_—f N
VR Vs
Mr Ng

Beweis: Ubungsaufgabe!

Weitere Abbildungsséitze werden wir bei Bedarf kennenlernen. Damit sind die
grundlegenden Definitionen, Axiome und Resultate der Mengenlehre zusammen-
gestellt, so dafl wir uns jetzt den algebraischen Strukturen zuwenden konnen.
Dabei werden wir {iber die bereits erwidhnten Resultate hinaus die Grundeigen-
schaften von N,7Z,Q,R und C als bekannt voraussetzen. N,Z und Q wurden
definiert, Konstruktionen von R und C werden Sie in der Analysis-Vorlesung
kennenlernen.
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Aufgabe 1.4.1
Sei R eine Aquivalenzrelation auf der nichtleeren Menge M. Zeigen Sie, dafl

durch
(z,9)S(u,v) <= (xRu A yRw)

eine Aquivalenzrelation S auf M x M definiert wird, und dasB fiir die Aquivalenzklassen
gilt:
[(z,9)ls = [z]r x [ylr :={(u,v) € M x M | u € [z]r,v € [y|r}

Aufgabe 1.4.2
Beweisen Sie den Satz iiber induzierte Abbildungen.
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Kapitel 2

Algebraische Strukturen

In diesem Kapitel werden die grundlegenden algebraischen Strukturen eingefiihrt.
Als Aufhénger fiir ihre Verwendung dient die Behandlung linearer Gleichungs-
syteme

agoro + ... + aopTr + ... + agn—1Tn = bo
ajpTo + ... + aixTr + ... + Ajn—1Tn = b
Am-1,0%T0 + ... + Qm_1 kT + .. + A1, n—1Tn = bpm—_1,

Unter Benutzung des Summenzeichens . kénnen wir das auch kurz so schrei-
ben:

2.0.9 Z aixTi = b;, i € m.
ken

Dabei sind die a;, b; € R gegeben, und gesucht sind Ldsungen
xg
T = : yz; € R,
Tn—1

die 2.0.9 erfiillen. Um dieses Problem anpacken zu kénnen, stellen wir die folgen-
de Hilfsiiberlegung an. Gleichzeitig mit 2.0.9 betrachten wir das zugehorige ho-
mogene Gleichungssystem (2.0.9 heifit inhomogenes System, da moglicherweise
ein b; # 0) :

2.0.10 > apzr =0, i €m.
k

Die zugehorigen Lisungsgesamtheiten, die wir ja suchen, bezeichnen wir so:
Ly :={z |z erfiillt 2.0.9}, Lg :={x |« erfiillt 2.0.10}.

39
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Ganz wichtig sind jetzt die folgenden Beobachtungen: Definieren wir

Zo Yo Zo + Yo T
T4y = + = : ,TX ,

Tn—1 Yn—1 Tp—1 ‘.f'yn—l TTn-1
dann gilt (nachrechnen!):
er,ycelypyreR=ux+y,rr € Ly
er,yeLi=—=x—y€ Ly
Hieraus ergibt sich die
2.0.11 Folgerung Ist x € Ly, dann ist jede Losung z von L; von der Form
z=x+y, mit eitnem geeigneten y € Ly, kurz: Ly = x + Ly.

Zur Bestimmung von L geniigt also die Ermittlung irgendeiner speziellen Losung
des inhomogenen Systems und die Angabe der Ldsungsgesamtheit des homoge-
nen Systems.
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2.1 Gruppen

Wir fiithren jetzt eine Hierarchie von algebraischen Strukturen ein, die fiir die
weiteren Uberlegungen sehr wichtig sind. Dabei betrachten wir zunichst dieje-
nigen, die aus einer Menge zusammen mit lediglich einer einzigen Verkniipfung
bestehen:

2.1.1 Definition (Gruppoide, Halbgruppen, Monoide, Gruppen)

i) Unter einem Gruppoid verstehen wir eine Menge G zusammen mit einer
Verkniipfung “x”, d. h. mit einer Abbildung

*:GxG—G,(9,4)—~gxyg.

ii) Sei (G,x*) ein Gruppoid. Ein Element e € G heif}t

linksneutral <= VgeG: exg=g,
rechtsneutral <~ VY geG: gxe=yg,
neutral <= VgeG: gxe=exg=g.

iii) Ist (G, %) ein Gruppoid mit neutralem Element e, g € G, dann heifit ¢’ € G

linksinvers zu g <= ¢ xg=ce,
rechtsinvers zu g = g*g =e,

invers zu g <= g xg=g*xg =e.
iv) Halbgruppen heiflen die Gruppoide mit assoziativer Verkniipfung:
Vg,9.9" €G gx(g'xg")=(g%g)*g".
v) Monoid heiit jede Halbgruppe mit neutralem Element.
vi) Gruppe nennt man ein Monoid mit Inversen:
VgeG 3gdcG: gxgd =g xg=c.
vii) Abelsche Gruppen sind die Gruppen mit kommutativer Verkniipfung:

Vg,gdecG g*xg =g *g.

2.1.2 Beispiele

e (N,+) ist ein Monoid, aber keine Gruppe, (Z,+), (Q,+), (R, +), (C,+)
sind abelsche Gruppen, ebenso (Q*,-), (R*,-), (C*,-), wenn Q* := Q\{0}
etc.
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e Fiir Mengen X ist die Menge X aller Abbildungen von X nach X, zu-
sammen mit der Komposition von Abbildungen, also das Paar (XX, o),
ein Monoid.

e Die wichtigste Klasse von Beispielen ist die folgende. Sei X eine nicht
leere Menge, (G, *) Gruppoid, Halbgruppe, Monoid, oder Gruppe. Dann
wird GX zu Gruppoid, Halbgruppe, Monoid, Gruppe durch Einfiihrung
der punktweisen Verkniipfung ' wie folgt:

VI eG (f+ ()= flz)* ().

Das Standardbeispiel ist hier X :=n = {0,...,n — 1},G := R, also die
Menge
R" = {(.130, - 79'371—1) | x; € R}

bei Zeilenschreibweise, bzw.
To
R ={| : |lzeRr)

Tn—1

bei Spaltenschreibweise, zusammen mit der punktweisen Addition
(Ioﬂ R ’xn—l) + (yO; e yn—l) = (‘TO Jr y07 A 7In—1 Jr yn—l)a
bzw.
Zo Yo Zo + Yo
Tn—1 Yn—1 Tpn-1+ Yn—1
e Die symmetrische Gruppe auf einer Menge X wird definiert als die Menge
Sx ={mX —» X},

zusammen mit der Hintereinanderausfithrung als Verkniipfung:

(SXv O)'

Z. B. ist — in naheliegender Schreibweise, bei der die Bilder unter die
Urbilder geschrieben werden —

Sy = { 012 012 012 012 012 012 )
57 Wo12 )2\ 102 )\ 210/ \ 021 ) 120\ 201 )7

Sx ist leicht als Gruppe nachzuweisen, falls | X| > 2 ist diese Gruppe nicht
abelsch, denn es gilt z. B.

012 o 012\ (012 aber 012 o 012\ (012
210 021 ) \ 201 )" 021 210 )~ \ 120 )’
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und diese Nichtvertauschbarkeit ist natiirlich nicht von der Numerierung
der Elemente von X sondern nur von deren Anzahl abhingig. S3 ist also
eine nicht abelsche Gruppe. Man kann sie sich als Symmetriegruppe des
regelméfigen Dreiecks

0 2

vorstellen. Denn die Drehungen und Spiegelungen induzieren auf der Men-
ge {0,1,2} der Nummern der Ecken gerade die angegebenen Permutatio-
nen. Z.B. induziert die Drehung um 120 Grad gegen den Uhrzeigersinn die

Permutation
012
120 )’

wenn wir f(x) = y interpretieren als “y tritt an die Stelle von z”.

Es gelten die (echten!) Inklusionen
Gruppoide D Halbgruppen O Monoide D Gruppen D abelsche Gruppen.

In der Regel werden wir die multiplikative Schreibweise verwenden, also * durch
- ersetzen (und diesen Multiplikationspunkt oft einfachheitshalber sogar weg-
lassen). Hochstens im kommutativen Fall werden wir die additive Schreibweise
benutzen, also 4+ anstelle von .

Es ist leicht zu zeigen, daf} es in einem Gruppoid hdchstens ein neutrales Element
gibt: Fiir neutrale Elemente e, e’ € G gilt ndmlich e = e x €/, weil €’ neutral ist,
und die Neutralitéiit von e ergibt daraus e * ¢/ = ¢’. Bei multiplikativer Schreib-
weise werden wir dieses Element ggf. als 1 (oder genauer als 1) bezeichnen, bei
additiver Schreibweise als 0 oder Og.

Ebenso miihelos zeigt man, daff Elemente von Monoiden hdchstens ein Inverses
besitzt, denn fiir zwei Inverse ¢’ und ¢’ von g gilt offensichtlich

/ 1 1"

g =exg =(g"x9)xg =g"x(gxg')=g"xe=4g".
Das Inverse wird ggf. mit ¢! bzw. —g bezeichnet.

Hilfreich ist noch, daff man zum Nachweis der Gruppeneigenschaft von (G, -)
manche Rechnung einsparen kann, wenn man folgendes Resultat beriicksichtigt:

2.1.3 Satz Halbgruppen (G, -) mit linksneutralem Element und diesbeziiglichen
Linksinversen sind Gruppen.
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Beweis: Sei e ein linksneutrales Element von G, ¢’ linksinvers zu g bzgl. e.
i) Wir zeigen zunichst, dafl ¢’ auch rechtsinvers ist bzgl. e : Es gibt auch zu ¢’
ein Linksinverses bzgl. e, es sei mit ¢’ bezeichnet. Hierfiir gilt:

n_/ 1 / "1

99" =elgg’) = (9"9')(99") =9"(d'9)d' = g"eg’ = g"9g' =e.

ii) Das Element e ist auch rechtsneutral:

ge=g(g'9) = (99")9 =iy eg = g.

O
Die oben eingefiihrte Verkniipfung * ist, genauer gesagt, eine zweistellige Abbil-
dung:
G* =G, (9,9)—g*g

Allgemeiner kann man n-stellige Verkniipfungen als Abbildungen * :G™ — G
einfithren und auf diese Weise dann die Existenz von Inversen als einstellige
Abbildung auffassen:

G'—=Gg—g",

und die Existenz eines neutralen Elements mit der Existenz der folgenden null-
stelligen Abbildung identifizieren: (denn G° = G? = {0}):

G’ — G, 0 e,

denn G° = G? = {0}. Davon werden wir gleich anhand der niichsten Definition
Gebrauch machen:

2.1.4 Definition (Unterstruktur) Ist G (genauer: die Menge G mit den vor-
gegebenen Verkniipfungen, der zweistelligen Verkniipfung * und (gegebenen-
falls) den ein- oder nullstelligen) ein Gruppoid, eine Halbgruppe ..., dann ver-
steht man unter einem Untergruppoid, einer Unterhalbgruppe, ... eine Teilmenge
U C @G, so daB die Einschrinkung der Verkniipfungen auf U? bzw. auf U! oder
U? ihr Bild in U haben. Wir kiirzen das mit

U<aGg
ab, wenn klar ist, welche Art algebraischer Struktur gemeint ist. °

2.1.5 Bemerkung Zum Beweis von U < G geniigt der Nachweis, daf$ die
FEinschrinkungen der die Struktur auf G definierenden Abbildungen auf U?,U!
bzw. auf U° nicht aus U hinausfiihren.

Wir brauchen tatséchlich nicht mehr zu fordern, denn die geforderten Eigen-
schaften wie Assoziativitdt, Inversivitit oder Neutralitéit tibertragen sich auto-
matisch von G nach U. Es folgt auch beispielsweise, dafl Untergruppen ebenfalls
nicht leer sind und dasselbe neutrale Element besitzen wie die Obergruppe!
Wichtig ist vor allem diese unmittelbare Konsequenz:
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2.1.6 Folgerung Jeder Durchschnitt von Untergruppoiden, -halbgruppen, -mo-
noiden oder -gruppen ist ebenfalls Untergruppoid, -halbgruppe, -monoid, -gruppe.

Von besonderer Bedeutung ist es, 6konomische Verfahren zu entwickeln, mit
denen eine Teilmenge M C G darauthin {iberpriift werden kann, ob sie eine
Unterstruktur ist oder nicht. Zunichst einmal geniigt natiirlich die Uberpriifung,
ob die Einschriankungen der Verkniipfungen — von G2, G, G° auf M2, M*, M°
— aus M hinausfithren oder nicht. Man kann dies bei Gruppen aber auch “in
einem Aufwasch” verifizieren:

2.1.7 Satz Sei (G,-) eine Gruppe, § # U C G. Dann gilt:
i) U<G<e u,u' eU=u-(u)"!el].
it) Ist U endlich, dann gilt U < G <= [u,v/ € U = u-u' € U].

iii) UJU < G=[U-U <G<«=U- U =U"U]. Dabei bedeutet U - U’ das
sogenannte Komplexprodukt von U mit U’ :

U-U:={u-v|uelUnu eU'}.

Beweis: i) ist leicht nachzupriifen:

a) Ist U eine Untergruppe, dann liegt mit u’ auch dessen Inverses v/~ in U
und natiirlich auch, zu jedem u € U, das Produkt uu'~!.

b) Liegt, umgekehrt, mit u,u’ € U auch das Produkt uu/~! in U, dann gilt
das auch fiir v’ = u, so dal 1¢ = uu~! € U richtig ist. Setzen wir jetzt
u := 1lg, dann folgt auch v'~! € U, die Inversen liegen also ebenfalls in U.
Diese Teilmenge ist auch multiplikativ abgeschlossen: 1g liegt in U, mit v’
also auch u/~! und deshalb, mit u, ' € U, auch deren Produkt uu'. U ist
demnach eine Untergruppe.

Fiir ii) beachten wir, daf es, wegen der Endlichkeit von G, fiir v’ € U natiirliche
Zahlen m # n, etwa m > n, gibt mit v = /™, also, wenn etwa m > n :
u'™~"™ = ¢, so daf} eine Potenz von u’ gleich dem Inversen von v’ ist. Jetzt folgt
aus i) die Behauptung.

iii) ist Ubungsaufgabe.

O
Sehen wir uns jetzt noch ein Beispiel etwas genauer an, die symmetrischen Grup-
pen auf endlichen Mengen, die bereits eingefithrt worden sind. Es sollen einige
Bezeichnungsweisen eingefiithrt werden, die den Umgang mit den Elementen
symmetrischer Gruppen erleichtern.

2.1.8 Definition (Endofunktionen, Zyklen, disjunkte Zyklen)

e Bevor wir bijektive Abbildungen einer endlichen Menge X, also Elemente
der symmetrischen Gruppe S, betrachten, wollen wir uns einmal beliebige
Abbildungen f € XX ansehen. Zunichst ein Beispiel, eine Abbildung
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f € XX wobei X := {4,5,6,8,9,a,b,c,d,e}, solche Funktionen heiien
Endofunktionen auf X. Wir skizzieren uns diese Funktion durch einen
gerichteten Graphen, die Pfeile geben an, welches Element von X worauf
abgebildet wird. Hier ist ein Beispiel:

Es ist klar, dafl eine Endofunktion einer endlichen Menge diese in zwei
Teilmengen einteilt, von denen die eine Teilmenge aus den Elementen x
besteht, die von einer geeigneten Potenz f™ auf sich selbst abgebildet wer-
den: f"(z) = z, fiir geeignetes n. Diese Punkte liegen also auf (gerichteten)
Kreisen oder auch Zyklen.

Ist die Abbildung dagegen bijektiv, dann miissen alle x € X auf solchen
Kreisen liegen, hier ist ein Beispiel, ein Element 7 der symmetrischen
Gruppe auf X :={0,1,2,3,4,5,6,7} :

(01 2 3 45 67
"4 35120067)
Visualisierung durch Zyklen ergibt folgendes Bild (die Pfeilrichtung deutet
die Abbildungsrichtung an):

R

Elemente m € Sx, die hochstens einen Kreis aus mehr als einem Element
enthalten heiflen zyklisch, Zyklus oder genauer r— Zyklus, wenn r die An-
zahl der Elemente dieses Zyklus ist. Das ist genau dann der Fall, wenn es

— bei geeigneter Numerierung der Elemente von X — xg,...,2,_1 € X
gibt mit
o ro X1 ... Tp_2 Xpr_1 Ty ... (E|X‘_1
r1 T2 ... Tpr_-1 i) LTy ... CE|X‘_1

Wir schreiben dann auch kurz

T=(20...Tr—1)(Tr)... (x|X|71)7

oder gar nur
= (... Tr_1),

wenn klar ist, auf welcher Gesamtmenge 7 wirkt.
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o Zwei Zyklen m = (xj, ... 25, ,) und p = (zj,...x;,_,) in Sx heiflen dis-
junkt, wenn r oder s gleich 1 ist oder, bei r, s # 1,

{xioa-“axirq} n {xjov"'7$j371} =0.

Schreiben wir als Beispiel erneut die Elemente der symmetrischen Gruppe auf
der Menge 3 hin, diesmal unter Verwendung der gerade eingefithrten Notation
fiir Zyklen:

S5 = {1, (01), (02), (12), (012), (021)}.

2.1.9 Hilfssatz
i) Disjunkte Zyklen sind vertauschbare Abbildungen.

it) Ist X eine endliche Menge, dann ist jedes m € Sx darstellbar als Kom-
position verschiedener und bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmter
disjunkter Zyklen.

ZZZ) (xio .. .xl-r_l) = (l’il . l’ir_lxio) = (LEQ .. .LEiT_ll'iolL'il) =
w) (wiy .. xi ) = (2 @i, Ty),

U) (xio s xir—l) = (mi0$i1>($i1mi2) s (l‘irr~71$irr~71)'

Beweis: trivial.
O

2.1.10 Definition (Zyklenschreibweise, Listenschreibweise) Die Darstel-
lung von m € Sx als Produkt disjunkter Zyklen nennt man die Zyklenschreib-
weise, bei Weglassen der 1-Zyklen auch die werkiirzte Zyklenschreibweise. Ist

7 €S, und
z(m)—1

T = H (ju’]rju cee Wlu_ljv) (*)

v=0
die Zyklenschreibweise fiir 7 (z(7) steht also fiir die Anzahl der zyklischen Fak-
toren, I, fiir deren Léngen), dann wird diese eindeutig, wenn wir noch fordern

a) VneN: j, <a"j,,
b) Jo<gi<....

In diesem Fall heiit () auch die Standardzyklenschreibweise.

Neben dieser Zyklenschreibweise wird noch die Listenschreibweise benutzt, ins-
besondere in Computerprogrammen. Hier schreibt man einfach fir 7 € S, die
Folge der Funktionswerte:

m=[r0,71,...,7(n —1)].

Bijektionen von Mengen auf sich selbst heiflen Permutationen, Gruppen, die aus
Permutationen einer Menge X bestehen, also Untergruppen von Sy, X geeig-
net, heiflen entsprechend Permutationsgruppen, |X| heifit dabei der Grad der
Permutation m € Sx bzw. der Untergruppe U < Sx. °
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Eine weitere Definition von grundlegender Bedeutung ist das sogenannte Er-
zeugnis einer Teilmenge:

2.1.11 Definition (Erzeugnis) Als Erzeugnis (T) einer Teilmenge T eines
Gruppoids, einer Halbgruppe, eines Monoids, einer Gruppe G bezeichnet man
die kleinste Unterstruktur von G, die T" umfafit, also, wegen 2.1.6, den Durch-
schnitt aller Untergruppoide, Unterhalbgruppen, Untermonoide, Untergruppen,
die T enthalten:

Ty= () U

U:TCULG

Weil das Erzeugnis von T als kleinste Unterstruktur definiert ist, die 7" umfaft,
geht man beim Nachweis, dafl eine Teilmenge U die von T erzeugte Unterstruk-
tur ist, am besten wie folgt vor:

2.1.12 Hilfssatz Ist G Gruppoid, Halbgruppe, Monoid oder Gruppe, T C G und
U eine Teilmenge von G, dann geniigt zum Beweis von (T) = U der Nachweis
von

1. U ist Unterstruktur von G,
2. T liegt in U,

3. U liegt in jeder Unterstruktur, die T umfafst.

2.1.13 Beispiele

e Das Erzeugnis von z in der abelschen Gruppe (Z,+) wird kurz mit (z)
(anstelle von ({z})) bezeichnet. Es gilt

(z) ={0,£2,£2z,...}.
Das Erzeugnis von () in dieser Gruppe ist

(0) = {0}

e Ganz allgemein bezeichnet man das Erzeugnis eines Elements g in einer
Gruppe G mit (g), es gilt offenbar

(9)={Lg™" g% g, . .}.
Diese Untergruppe heifit die von g erzeugte zyklische Untergruppe von G.
&

Zur Untersuchung und Anwendung von Gruppen ist sehr oft die Kenntnis eines
mdoglichst kleinen Erzeugendensystems hilfreich, wir wollen ein solches fiir die
symmetrischen Gruppen S, angeben.
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2.1.14 Hilfssatz Die symmetrische Gruppe S, hat die Ordnung
[Spl=nli=1-2---n

(dabei ist zu beachten, daf$ das leere Produkt als 1 definiert wird, also |Sy| =
0! := 1 behauptet wird) und die folgenden Erzeugendensysteme:

Sy = ((01),(12), ..., (n— 2,n — 1)) = ((01),(0,...,n — 1)).

Beweis: Die Behauptung iiber die Ordnung ergibt sich durch Induktion nach n :
i) Die Induktionsbasis ist |Sp| = 1 = 0!, was offensichtlich richtig ist, denn die
einzige Bijektion auf der leeren Menge ist die leere Abbildung.

ii) Zum Vollzug des Induktionsschlusses von n auf n 4+ 1 betrachten wir die
moglichen Bilder des Punktes n in der Menge n 4+ 1 = {0,...,n} unter Bijek-
tionen auf der Menge n + 1. Er kann die n + 1 verschiedenen Werte 0,...,n
annehmen, wir erhalten also

[Snp1l = (4 1) - [Suf = (n+1) -0l = (n+ 1)},

wie behauptet.

Es bleiben noch die Behauptungen iiber die Erzeugendensysteme nachzuweisen.
Zunichst zeigen wir, dafl alle zyklischen Permutationen als Produkte von Trans-
positionen (das sind die Bijektionen, die genau zwei Punkte vertauschen und alle
anderen auf sich selbst abbilden) schreiben lassen:

(i - ir_1) = (ioi1)(iriz) .- - (ir—sir_1).

Jetzt braucht nur noch gezeigt zu werden, dafl man von den Transpositionen
eigentlich nur die von benachbarten Punkten benétigt, was sich aus folgender
Gleichung ergibt:

(G k+1)=(k,E+1)(4,k)(k, k+1).

Damit ist bewiesen, dafl die symmetrische Gruppe von den Transpositionen
(7,7 + 1) benachbarter Ziffern erzeugt wird.

Es bleibt schliefilich noch zu verifizieren, dafl auch das angegeben System aus
nur zwei Elementen geniigt. Hierzu bemerken wir, dafl

(i,i+1)=(0,...,n—1)%(01)(0,...,n —1)~"

gilt, also jede Transposition benachbarter Ziffern aus (01) mit Hilfe der Permu-
tation (0,...,n — 1) konstruiert werden kann.
O

Beispielsweise ist
Sa = ((01), (12), (23)) = ((01), (0123)).

Aufgabe 2.1.1
Sei (G, %) eine Gruppe. Zeigen Sie, daB fiir jedes g € G die Abbildungen
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a) ;G — G, v — gx*x, sowie

b) kG — G, z—gxxxg !,

bijektiv sind. (Kennzeichnen Sie jeweils, an welcher Stelle Sie welches Grup-
penaxiom verwenden!).

Aufgabe 2.1.2

Gir._ (0 12345 6 78910 11 _g
A7 =110 417 8 9 11 2 3 0 5 6 12:
v

a) Schreiben Sie 7 als Produkt disjunkter Zykel.

b) Berechnen Sie 71, w3, 74, 71997,

Aufgabe 2.1.3
Sei (G, *) eine Gruppe und A, B zwei Untergruppen von G. Zeigen Sie:

Das Komplexprodukt A *x B ist genau dann eine Untergruppe von G, wenn gilt
AxB=DBxA.

Aufgabe 2.1.4
Geben Sie alle Untergruppen von S; an (keine Begriindung)..
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2.2 Operationen von Gruppen

In diesem Paragraphen wollen wir zeigen, wie Gruppen zur Definition, Abzidhlung
und Konstruktion vieler Strukturen aus Mathematik und Naturwissenschaften
benutzt werden kénnen, wenn diese Strukturen als Aquivalenzklassen auf end-
lichen Mengen definiert sind. Ein Beispiel ist oben bereits erwéhnt worden, die
unnumerierten Graphen wurden als Aquivalenzklassen numerierter eingefiihrt.
Die vorgesehene Anwendung von Gruppen auf Probleme dieser Art ermdoglicht
beispielsweise die Abzihlung von Aquivalenzklassen, also u. a. die Bestimmung
der Anzahl unnumerierter Graphen mit vorgegebener Punktezahl. Man kann
mit Hilfe der Gruppenoperation sogar Reprisentanten der Aquivalenzklassen
konstruieren, worauf aber zunéchst nicht eingegangen werden kann.

2.2.1 Definition (Operationen von Gruppen auf Mengen) Sei G eine
(multiplikativ geschriebene) Gruppe, M eine nicht leere Menge. Man sagt, G
operiere auf M oder M sei eine G—Menge, wenn eine Abbildung

Gx M — M:(g,m) — gm
gegeben ist mit
g9lg'm) = (gg')m, 1m = m.

Dies, also die Vorgabe von G, M und einer solchen Abbildung, wird auch mit
oM

abgekiirzt, weil hier G von links auf M operiert. Ganz entsprechend kann man
natiirlich Operationen von rechts definieren. °

Wir bemerken zuniichst, daB jede Operation ¢ M eine Aquivalenzrelation auf M
definiert:
m~gm' <= JgeG: gm=m.

DaB dies tatsiichlich eine Aquivalenzrelation ist, d.h. daB ~ reflexiv, symme-
trisch und transitiv ist, ergibt sich leicht mit Hilfe der folgenden Aquivalenz, die
unmittelbar aus der Definition von ~ folgt:

2.2.2 gm=m' <= m=g 'm.

Die Klassen dieser Relation, also die Mengen
G(m):={gm|g e G}

heiBen die Bahnen von G auf M. Als Aquivalenzklassen sind
zwei Bahnen G(m) und G(m') entweder gleich oder disjunkt.
Die Menge aller Bahnen wollen wir mit

G\M := {G(m) | m € M}

bezeichnen.
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2.2.3 Beispiel Ist n eine positive natiirliche Zahl und
T :={t e N|t teilt n}
die Menge der Teiler von n, dann betrachten wir die Abbildung
o:T —T,t— nft.

Fiir sie gilt 02 = idy, sie besitzt demnach Links- und Rechtsinverse, liegt also in
St, und es folgt auch (o) = {1,0}. Die Bahnen dieser Gruppe sind die Mengen
{t,n/t}, sie sind also von der Ordnung oder Linge 2 oder 1. Und es gibt genau
dann eine (und dann auch nur eine) Bahn der Linge 1, wenn es einen Teiler ¢
gibt mit ¢ = n/t, d.h. mit n = 2, also wenn n eine Quadratzahl ist. Mit Hilfe
dieser Operation und der Betrachtung ihrer Bahnen haben wir also die Aussage
bewiesen, dafl positive natiirliche Zahlen genau dann ungeradzahlig viele Teiler
besitzen, wenn sie Quadrate sind. &

Ein Reprisentantensystem 7' von G \M, eine sogenannte
M a Transversale von G\ M, liefert also eine vollstindige Zer-
(m) legung von M in disjunkte Teilmengen, eine Partition von

M :

M= UmeTG(m).
Es gilt auch die Umkehrung: Jede Aquivalenzrelation bzw.

partition einer Menge X kann als Bahnenmenge einer geeig-
neten Gruppenoperation beschrieben werden:

2.2.4 Folgerung Besitzt eine Mengen M eine Partition in disjunkte, nicht
leere Teilmengen M;,i € I, dann sind die M; die Bahnen der Gruppe

@SMi ={re Sy |Vi n(M;)=M}.
il
Jede mathematische Struktur, die als Aquivalenzklasse definiert ist, kann also

als Bahn einer Gruppe verstanden werden.

Neben diesen Bahnen der Elemente von M definiert die vorgegebene Operation
noch Untergruppen von G, und zwar zu jedem m € M :

Gm :={9€G|gm=m}

heifit der Stabilisator von m. Die Untergruppeneigenschaft von G,, folgt aus
leicht aus 10.2.2. Betrachten wir einige Beispiele wichtiger Strukturen aus der
Algebra, die sich als Bahnen bzw. als Stabilisatoren erweisen:

2.2.5 Anwendungen (Nebenklassen, Konjugiertenklassen, Zentralisa-
toren)
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e Ist U eine Gruppe von GG, dann operiert diese per Linksmultiplikation auf
G:
UxG— G,(u,g)— ug.

Bahnen sind hier die Mengen
U(g)=Ug={ug |ueU},

die sogenannten Rechtsnebenklassen von U in G (dabei haben wir einfach-
heitshalber Ug fiir das Komplexprodukt U - {g} geschrieben).

Die Menge aller Bahnen bzw. Rechtsnebenklassen bezeichnen wir mit
U\G:={Ug| g€ G}.

Bei analoger Operation von U auf G per Rechtsmultiplikation ergeben sich
als Bahnen die Linksnebenklassen

gU ={gu |u € U}.
Entsprechend ist die Menge aller Bahnen bzw. Linksnebenklassen
G/U :={gU | g € G}.

Bei der Linksmultiplikation ist der Stabilisator von g offenbar die Unter-
gruppe {1}, ebenso bei der Rechtsmultiplikation.

Als erstes Ergebnis erhalten wir demnach, dafl sowohl die Rechtsnebenklassen,
als auch die Linksnebenklassen einer Untergruppe U von G eine Partition von
G bilden.

Ein konkretes Beispiel ist {ibrigens die oben bereits erwidhnte Beschreibung der
Losungsgesamtheit eines inhomogenen Systems linearer Gleichungen. Setzt man
ndmlich G := R™ und U := Ly, dann operiert diese (Untergruppe) Ly auf R™,
und die Bahn (irgendeiner) speziellen Lésung = des inhomogenen Systems ist
die Nebenklasse (Links- oder Rechts- braucht hier wegen der Kommutativitét
nicht unterschieden zu werden)

Lr=x+ Lyg.
e Eine interessante Operation von G auf sich selbst ist die sogenannte Kon-
Jugation:

GxG—G:(qd,9)—dgg "

Die Bahn von g ist die Menge
{9’99 |4 € G},

die Konjugiertenklasse von g, wir bezeichnen sie mit C'%(g).

Der Stabilisator von g ist die Untergruppe

{d€Gldgd" =g},

die wir mit C(g) abkiirzen, sie heifit auch der Zentralisator von g.
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Wir erhalten daraus als weiteres Ergebnis, dal auch die Konjugiertenklassen
von Elementen der Gruppe eine Partition der Gruppe bilden, und daf} die Zen-
tralisatoren Untergruppen sind. &

Einen wichtigen Spezialfall bilden die Konjugiertenklassen der symmetrischen
Gruppe S,,. Zur Berechnung der Klasse von p € S,, bemerken wir, dafl — unter
Verwendung der Abkiirzung (U(’i)) fiir 0 — die Gleichungen

= (o) L) () = () ()

Hieraus folgt, dafl mpr~! aus p durch Anwendung der Abbildung 7 auf die

Ziffern in den zyklischen Faktoren von p entsteht: Aus

p=...(cip(@)...)...,

der Zykelschreibweise fiir p, ergibt sich

Die zyklischen Faktoren des zu p konjugierten Elements mpm~! haben also die-
selben Langen wie die zyklischen Faktoren von p.

Umgekehrt sind zwei Permutationen mit denselben Léngen der zyklischen Fak-
toren zueinander konjugiert: Ist ndmlich

o=...(c..jo(G)...)..,
dann gilt, fir
_ p(i) )
" ( i o)
die Gleichung
7Tp7T71 =o,

p und o sind demnach konjugiert.

2.2.6 Folgerung Bedeutet a(m) = (ag,a1,...) die schwach monoton fallen-
de Folge der Lingen der zyklischen Faktoren von w € Sy, dann sind p und o
genau dann konjugiert, wenn a(p) = a(o). Die schwach monoton fallenden Fol-
gen a(m) = (oo, au,...) natirlicher Zahlen a; mit ), a; = n charakterisieren
demnach die Konjugiertenklassen von S,. (Man nennt solche monoton fallen-
den Folgen natiirlicher Zahlen, deren Summe n ergibt, auch Partitionen oder
genauver Zahlpartitionen von n und a(rn) die Zykelpartition von .) o
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Beispielsweise sind (4), (3,1), (22) := (2,2), (2,1?) und (1*) die Zykelpartitio-
nen, die die Klassen von Sy charakterisieren.

Mit Hilfe der — gerade als Bahnen beschriebenen — Linksnebenklassen von
Untergruppen kénnen wir jetzt ein grundlegendes Resultat iiber den Zusam-
menhang zwischen Bahnen und Stabilisatoren formulieren und beweisen:

2.2.7 Das Fundamentallemma Ist
G x M — M, (g,m) — gm

eine Operation von G auf M, dann ist, fir jedes Element m von M, die Bahn
von m auf natirliche Weise bijektiv zur Menge der Linksnebenklassen von Gy, :

G(m) = G/Gp,, gm — Gy,

Insbesondere gilt also, dafi die Linge der Bahn von m gleich der Anzahl der
Linksnebenklassen des Stabilisators von m ist,

G(m)| = |GGl

wenn, wie iblich, G/G,, die Menge der Linksnebenklassen von G, in G be-
zeichnet.

Beweis: Wir betrachten folgende Kette von Aquivalenzen:
gm=gm <= g l¢ym=m = ¢g'¢ €G, = ¢Gpn =9GCn.

Liest man dies von links nach rechts, so ergibt sich die Wohldefiniertheit von
gm — gG,,. Liest man von rechts nach links, so ergibt sich die Injektivitat, die
Surjektivitit ist trivial.

Die einzelnen Aquivalenzen ergeben sich wie folgt:

i) Die erste folgt mit den beiden Bedingungen aus der Definition einer Ope-
ration.

ii) Die zweite Aquivalenz folgt aus der Definition des Stabilisators.

iii) Die dritte Aquivalenz benutzt eine einfache, aber sehr wichtige Uberlegung,
die im folgenden in vielen Fillen benutzt werden wird. Sie ist unmittel-
bar aus der Definition von Links- bzw. Rechtsnebenklassen ersichtlich:
g 'g € G,, bedeutet die Existenz eines ¢"' € G,, mit g~ '¢’ = ¢, was
dasselbe ist wie ¢’ = gg” bzw. wie ¢’ € gG,,. Da verschiedene Linksne-
benklassen disjunkt sind, ist das aber dquivalent zu ¢'G,, = gGp,. O

Die Anzahl der Links- oder Rechtsnebenklassen einer Untergruppe nennt man
auch den Index der Untergruppe; es spielt dabei keine Rolle, ob es sich um Links-
oder Rechtsnebenklassen handelt, denn beide Anzahlen sind gleich! Wir haben
also u.a. gerade bewiesen, dafl die Ldnge der Bahn von m gleich dem Index des
Stabilisators von m ist.

Hieraus und aus den vorangegangenen Beispielen kénnen wir viele wichtige Fol-
gerungen ziehen: Bei der Operation von U auf G per Linksmultiplikation sind
alle Stabilisatoren trivial, U, = {1}, mit dem Fundamentallemma ergibt sich
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2.2.8 Der Satz von Lagrange Ist U eine Untergruppe von G, dann haben
alle Links- und alle Rechtsnebenklassen von U in G dieselbe Ordnung:

Ul = |Ug| = |gU|.
Ist G eine endliche Gruppe, dann ist |U| ein Teiler von |G| und wir haben

G|
G/U] = =
Ul

Aus diesem Satz folgt zum Beispiel, dal Untergruppen von S3 hochstens die
Ordnungen 1,2,3 oder 6 haben konnen. Betrachten wir noch ein weiteres Beispiel
einer Operation einer Gruppe mit einer Anwendung auf die Kombinatorik:

2.2.9 Anwendung (Binomialkoeffizienten) Die natirliche Operation der
symmetrischen Gruppe S,, auf der Menge n, das ist die Operation

Sn Xn—mn, (ﬂ-vi) = W(i),

induziert, zu jedem k < n, folgende Operation von S,, auf der Menge (Z) aller
k— Teilmengen von n :

S, x (Z) - (Z)(w,K) — n(K) = {r(z) |z € K}.

Es ist leicht einzusehen, dafl jede k-Teilmenge K von n in jede andere k-
Teilmenge K’ von n iibergefiihrt werden kann, durch Anwendung eines geeigne-
ten m € S,. Mit dem Fundamentallemma und irgendeinem K € (Z) bekommen

wir also:
n
k

Diese Anzahl der k-Teilmengen von n kiirzt man einfachheitshalber mit dem-

selben Symbol ab:
n\ _|(n
k) |\k

diese Zahlen heiflen bekanntlich Binomialkoeffizienten. Um sie genauer angeben
zu konnen, brauchen wir uns jetzt nur noch zu iiberlegen, welche Ordnung der
Stabilisator (S, )k hat. Er besteht offenbar aus genau den 7 € S,,, die sowohl
K als auch den Rest n\ K fest lassen, das sind die Permutationen der Form 7 =
p - o, wobei p hochstens Elemente von K, o hochstens Elemente der Restmenge
vertauscht. Die Anzahl dieser Produkte ist aber k!- (n — k)!, und wir erhalten
deshalb das folgende interessante Ergebnis:

(1) = my

= ‘Sn/(Sn)K| .

i
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Das fiir die allgemeine Abzihlung von Bahnen von Gruppenoperationen grund-
legende Resultat ergibt sich jetzt, wenn wir noch den Begriff der Fizpunkte von
g € G definieren:

My :={m| gm =m}.

2.2.10 Das Lemma von Cauchy-Frobenius Ist G eine endliche Gruppe,
M eine endliche G-Menge, dann ist die Anzahl der Bahnen von G auf M gleich
der mittleren Fizpunktzahl der Elemente von G :

G\M| = ‘—;Zw.

Beweis:

ILEDSDIREDNDIE

geG geG meM, meM geGo,
1
= |G| =2.2.7 |G| T = |G| - |G\ M].
= 2, 6|

O

2.2.11 Bemerkung Die Anwendung dieser Abzdhlformel kann man sich mit
Hilfe der Tatsache stark vereinfachen, da§ die Anzahl der Fixpunkte |M,| kon-
stant auf den Konjugiertenklassen ist (vgl. Ubungsblatt). Man kann deshalb die
Summe {iiber alle Gruppenelemente durch die Summe {iber eine Transversale C
der Konjugiertenklassen ersetzen, wenn man die Ordnungen der Konjugierten-
klassen kennt,

G\M| = ﬁzmgn 1My,
geC

SchlieBlich sei hierzu noch darauf hingewiesen, dafl die Ordnung einer Konju-
giertenklasse gleich dem Index des Zentralisators ist (nach dem Fundamental-
lemma):

G|
CO(g)] =
[Cal(9)]
Beispielsweise zeigt eine kombinatorische Uberlegung, daf8 der Zentralisator von
o € Sy, also die Anzahl der © € §,,, deren Anwendung auf die Ziffern in den
zyklischen Faktoren von ¢ wieder ¢ ergibt, gleich

H i@ g, (o)!

%

ist, wenn a;(o) die Anzahl zyklischer Faktoren von o bezeichnet. Insgesamt er-
halten wir also den folgenden Ausdruck fiir die Ordnung der Konjugiertenklasse

von o:
n!

O TEeaer
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2.2.12 Beispiele

e Ist X eine endliche Menge, auf der die endliche Gruppe G von links ope-
riert, Y irgendeine nicht leere endliche Menge, dann induziert die gegebene
Operation ¢ X von G auf X eine Operation ¢(Y ) von G auf Y* auf ganz
natiirliche Weise:

mit f(:lc) = f(g~'x). Ist jetzt g die Permutation von X, die durch g € G
induziert wird: g: « — gz, dann ist ein f € YX genau dann Fixpunkt, wenn
f konstant auf den Bahnen (= Punktemengen in den zyklischen Faktoren)
von g ist. Das schlieBt man direkt aus der folgenden Aquivalenz:

FeY¥)y <= VeeX: f(z)=flg 'a)=flg7%x)=...

Wird die Anzahl dieser zyklischen Faktoren mit z(g) bezeichnet, dann gilt
also
‘(YX)g’ _ |Y‘|<§> X[ |Y|Z(§) )

Mit dem Lemma von Cauchy—Frobenius erhalten wir demnach

1 _
|G\Y¥| = @l Sy @,

geG

e Eine konkrete Anwendung hiervon ist die Ermittlung der Anzahl unnume-
rierter Graphen mit vorgegebener Punktezahl n, denn diese entsprechen
ja, wie oben bereits beschrieben, der Bahnenmenge

S, \2(2).

Mit dem Lemma von Cauchy-Frobenius ergibt sich demnach fiir die An-
zahl aller unnumerierten Graphen mit n Punkten die Zahl

5, )20 = % 3 9,

TESy

(Es gibt natiirlich auch eine explizite Formel fiir z(7), ihre Herleitung ist
aber ldnglich.)

<

Aufgabe 2.2.1
Sei (G, M) eine Gruppenoperation. Zeigen Sie:

a) Fiir g € G,m € M ist gGrg™' = G-

b) Sind G, M endlich und g, h € G konjugiert (in G), dann ist |[My| = | Mj|.
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Aufgabe 2.2.2

a) Geben Sie die Elemente der Symmetriegruppe Dy des Quadrats, also
die Gruppe der Drehungen und Spiegelungen, die das Quadrat in sich
iiberfiihren, als Untergruppe der Sy an.

b) Zeigen Sie, dafl die Gruppe Dy nicht von einem Element erzeugt werden
kann, daf} sie aber von einer Drehung und einer Spiegelung erzeugt wird.

Aufgabe 2.2.3
Im folgenden werde mit a,.(7), r € N* und = € S,,, die Anzahl der r-Zyklen in
der kanonischen disjunkten Zyklenzerlegung von 7 bezeichnet. Zeigen Sie:

a) Sind w € S, und (i1 i2... i) € S, ein r-Zykel, dann gilt:
7 (iy .. i)t = (n(iy) w(iz) ... 7(iy)).
b) Sind o, p € S,, konjugiert, dann ist a,(c) = a,.(p) fir alle r € N*.

c¢) Sind o,p € S, gegeben mit a,(c) = a,(p) fiir alle » € N*| dann sind o
und p konjugiert.

Aufgabe 2.2.4
a) Geben Sie aus jeder Konjugiertenklasse der S; genau ein Element an.

b) Die Sy operiert auf der Menge M := (‘21) der zweielementigen Teilmengen
von 4 in natiirlicher Weise (vgl. Vorlesung). Bestimmen Sie die auf M

induzierte Zykelstruktur der in a) gewéhlten Elemente (Skizze).

c¢) Berechnen Sie die Anzahl der Graphen mit vier Punkten, d.i. die Anzahl
der Bahnen von Sy auf 2M. (Hinweis: Beachten Sie Aufgabe 13b) und
16b).)

Aufgabe 2.2.5
Das Kohlenstoffgeriist eines Benzolmolekiils ist
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a)

b)
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Geben Sie (ohne Begriindung) die sechs Elemente der Symmetriegruppe
B des obigen Molekiils als Untergruppe der Sg an.

Jede der freien Bindungen der sechs Kohlenstoffatome seien jeweils durch
ein Wasserstoff- oder Chloratom abgeséttigt. Dabei &ndert sich die Struk-
tur des Kohlenstoffgeriists nicht. Man nennt nun zwei Molekiile dquivalent,
wenn sie durch ein Element von B ineinander iibergefithrt werden kénnen.
Wieviele Aquivalenzklassen gibt es (Begriindung)?

(Hinweis: Betrachten Sie die Bahnen von B auf 25.)
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2.3 Homomorphismen

Algebraische Strukturen werden mit Hilfe strukturvertriglicher Abbildungen un-
tersucht, die wie folgt definiert werden:

2.3.1 Definition (Homomorphismus) (G,x*) und (H,«') seien zwei Grup-
poide, zwei Halbgruppen, zwei Monoide oder zwei Gruppen. Eine Abbildung
f: G — H heifit dann Homomorphismus, kurz:

f : GhomH, oder f € Hom(G, H),
wenn sie die algebraische Struktur auf G respektiert, d.h. wenn
fla=g") = fla)+ f(g),
und, falls neutrales Element oder Inverse vorhanden sind,
fleg) =em, flg7") = flo)™"

Injektive (surjektive) Homomorphismen heifilen Monomorphismen (Epimorphis-
men), bijektive heiflen Isomorphismen. In diesen Féllen schreibt man entspre-

chend: f: G~ H (f:G > H) baw. f: G~ H. .

Man braucht dies jedoch meist nicht in allen Einzelheiten nachzupriifen, denn
es gilt

2.3.2 Hilfssatz Sind G und H Gruppen, dann ist jede mit der Multiplikation
vertrdagliche Abbildung f: G — H ein Homomorphismus.

Beweis: Ist f: G — H eine Abbildung mit f(g*¢') = f(g) " f(¢'), dann gilt

flg) = flgxec) = flg) ¥ f(ec),

also f(eq) = e, da H ja eine Gruppe ist (so dafl f(g) ein Inverses besitzt). Bild
des neutralen Elements ist demnach das neutrale Element. Ganz entsprechend
weist man nach, dafl das Bild des Inversen das Inverse des Bildes ist. O

2.3.3 Beispiele
o cap: (R, +) — (R*,),z — exp(x) ist Isomorphismus,
o in: (R op,-) = (R, +),z — In(x).

Diese Isomorphismen — sie sind zueinander invers — ermdglichten die Kon-
struktion des Rechenschiebers, der das Multiplizieren reeller Zahlen, etwa x
und y, durch das Addieren der Strecken In(z) und In(y) ersetzt:

exp(In(z) +1In(y)) =z - y.
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Ist f € Hom(G, H) ein Homomorphismus zwischen zwei multiplikativ geschrie-
benen Gruppoiden, Halbgruppen, Monoiden oder Gruppen, dann bilden die
Klassen [g]r, der induzierten Aquivalenzrelation Ry mit der Multiplikation

[Q]Rf : [gl]Rf = [le]Rf
das Gruppoid Gg,, denn es ist leicht nachzupriifen, dafi diese Verkniipfung
wohldefiniert ist. Die natiirliche Abbildung von G hierauf bezeichnen wir mit
vi:G — GRr;, 9+ [g]r;-

Aus dem Abbildungssatz folgt die Existenz einer Abbildung f, die das Dia-
gramm

l/f

G Gr

f

f f

H

kommutativ erginzt, eindeutig bestimmt sowie injektiv ist und die folgende
Form hat:

f:GRf — H, [g]Rf = f(g)

Man priift zudem leicht nach, da8 es sich bei f um einen Homomorphismus
handelt:

F9)r; 9 Nr,) = F(l99'1r,) = f(99') = F(9)f(g") = f(lglr,) f([d']r,)-

Wenn wir ihren Wertebereich auf das Bild von f,

Bild(f) := {f(9) | g € G},

einschréanken, erhalten wir demnach einen Isomorphismus zwischen den beiden
Gruppoiden Gr, und Bild(f). Dieses wichtige Resultat heifit

2.3.4 Der Homomorphiesatz fiir Gruppoide Sind G und H zwei Grup-
poide, dann gilt fir jeden Homomorphismus f:G — H, die davon induzierte
Aquivalenzrelation Ry und das Gruppoid aus deren Aquivalenzklassen die fol-
gende Isomorphie (zwischen Gruppoiden)

Gr, ~ Bild(f).

Das Bild eines Homomorphismus f: GhomH ist also im wesentlichen dasselbe
wie G'r,! Wir wollen deshalb dieses Gruppoid genauer beschreiben, insbesondere
fiir den Fall, dal G und H Gruppen sind. (Eigentlich geniigt sogar die Forderung,
G sei eine Gruppe, weil man H ja durch Bild(f), d. h. durch Einschréinkung des
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Blickwinkels auf das Bild von f, ersetzen kann, und dieses Bild ist leicht als
Gruppe nachgewiesen, s.u..) Seien also G und H Gruppen, f € Hom(G, H).
Wir bezeichnen die folgende Teilmenge von G als den Kern von f :

Kern(f) :={g | f(9) = 1u}.

Kern(f) und Bild(f) sind leicht als Untergruppen erkannt. Dariiberhinaus ist
der Kern eine Untergruppe mit speziellen Eigenschaften. Solche Untergruppen
wollen wir jetzt einfiihren:

2.3.5 Definition Ist G eine Gruppe, dann heifit 7' C G normale Teilmenge
von G, wenn gilt:
VgeG: gT =Ty,

oder, was dasselbe ist
VgeG: gTg ' =T.

Normale Untergruppen U heilen Normalteiler, hierfiir schreiben wir kurz:
Ud«Q@G.
[ ]

Wichtige Beispiele normaler Teilmengen sind die bereits erwidhnten Konjugier-
tenklassen von Elementen:

C%g")={99'9g7" | g€ G},

es sind die kleinsten normalen Teilmengen von G, d. h. jede normale Teilmenge
T C @ ist Vereinigung von Konjugiertenklassen C%(g’). Die Umkehrung gilt
ebenfalls: Jede Vereinigung von Konjugiertenklassen ist eine normale Teilmenge.
Betrachten wir die normalen Untergruppen etwas genauer, es wird sich ndmlich
gleich zeigen, daf} diese genau die Kerne von Homomorphismen sind!

Eine Untergruppe U < G ist also genau dann ein Normalteiler, wenn die Links-
nebenklassen auch Rechtsnebenklassen sind:

VgeG: gU=Ug.

Genau bei Normalteilern braucht man demnach Links- und Rechtsnebenklassen
nicht zu unterscheiden, man spricht dann einfachheitshalber von Nebenklassen.

2.3.6 Beispiele

e Als triviale Normalteiler bezeichnet man {1} und G. Gruppen, die nur
diese beiden Normalteiler besitzen, heiflen einfach.

e Untergruppen vom Index 2 sind stets normal.

e In abelschen Gruppen sind sédmtliche Untergruppen normal.
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2.3.7 Satz Sind G und H Gruppen und f € Hom(G, H), dann gilt:

i) Der Kern von f ist Normalteiler:

Kern(f) < G.

1) Die von f auf G induzierte Aquivalenzrelation besteht gerade aus den Ne-
benklassen des Kerns:
Gr; = G/Kern(f).

iii) Die Nebenklassenmenge G/Kern(f) ist, zusammen mit der oben bereits
eingefithrten Multiplikation

(9Kern(f)) - (9'Kern(f)) := (g9")Kern(f),

eine Gruppe, die sogenannte Faktorgruppe von G nach Kern(f).

i) Ist N ein Normalteiler in G, dann ist die Abbildung
vN:G — G/N,g+— gN
ein Epimorphismus von G auf G/N, die Faktorgruppe von G nach N.

Insgesamt bedeutet das, dafS genau die Normalteiler von G die Kerne von Ho-
momorphismen auf G sind und die induzierten Aquivalenzrelationen gerade die
jeweiligen Nebenklassenmengen.

Beweis: Wir beweisen zunéchst i) und ii) gemeinsam:
9lr, =9Ik, = fl9)=F(d) <= flog'™") =1u

= gg ' € Kern(f) <= Kern(f)g = Kern(f)g'.

Da f auf der Nebenklassen Kern(f)g den Wert f(g) hat, folgt damit: Die Klas-
sen von R sind gerade die Rechtsnebenklassen von Kern(f). Aus Symmetrie-
griinden sind diese Klassen aber auch die Linksnebenklassen des Kerns. Links-
und Rechtsnebenklassenmengen sind also gleich, nach obigem Hilfssatz folgt
daraus die Normalteilereigenschaft. Damit sind i) und ii) bewiesen.

Zum Nachweis von iii) bemerken wir, daf§ die Nebenklassen des Kerns demnach
das Gruppoid Gr, = G/Kern(f) bilden, wie bereits weiter oben festgestellt
wurde; dieses ist ganz offensichtlich eine Gruppe.

Ist schliefllich umgekehrt N ein Normalteiler in G, dann ist vy eine Abbildung
auf die Menge der Nebenklassen von IV, und diese bilden eine Gruppe wie man
leicht nachrechnet. Die Multiplikation in G/N zeigt sofort, dafi diese Abbildung
dariiberhinaus ein Homomorphismus ist, insgesamt ist es also ein Epimorphis-
mus, und damit ist auch iv) verifiziert. a

Aus all diesen Uberlegungen halten wir insbesondere folgendes fest, was aus dem
letzten Satz und dem allgemeinen Homomorphiesatz fiir Gruppoide folgt:
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2.3.8 Der Homomorphiesatz fiir Gruppen Sind G und H zwei Gruppen
und ist f € Hom(G, H), dann besteht folgender enge Zusammenhang zwischen
Kern und Bild von f :

G/Kern(f) ~ Bild(f).

Das Bild von G unter f ist also im wesentlichen dasselbe wie die Faktorgruppe
von G nach dem Kern von f.

2.3.9 Beispiele

e Das Problem der Losbarkeit des linearen Gleichungssystems

n—1
Zaikifk =b,0<i<m—1,
k=0

kann als Frage nach dem Urbild von b € R™ unter dem Homomorphismus

>k Q0L
R - R™ z— Dk QikTr

Zk Am—1,kTk

angesehen werden. Das Gleichungssystem ist ndmlich ganz offenbar genau
dann lésbar, wenn die rechte Seite, der Vektor b, in Bild(f) liegt. Der Ho-
momorphiesatz besagt, daf$, bei Losbarkeit, die Lisungsgesamtheit gerade
eine Nebenklasse des Kerns des Homomorphismus ist:

L; =2z + Kern(f).

Und der Kern dieses Homomorphismus ist gerade die Lésungsgesamtheit
Ly des homogenen Systems, insgesamt gilt also, falls b € Bild(f) :

L[:$+LH,

mit irgendeinem x € f~1(b).
Das bestétigt die obigen Voriiberlegungen und zeigt, daf} sich diese Losungsmenge

(gegebenenfalls, d. h. wenn sie nicht leer ist) als Nebenklasse erweist.

e Ein nichttrivialer Homomorphismus ist die Abbildung von Permutationen
auf das sogenannte Vorzeichen bzw. das Signum. Sie spielt spéter, bei der
Einfiihrung der Determinanten, eine sehr wichtige Rolle:

i) fiir n € N sei das Differenzenprodukt A,, wie folgt definiert:

Ani= J] G-ien

0<i<j<n—1
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(beachten Sie, dafl das “leere Produkt”gleich 1 gesetzt wird, so dal Ay =
Al =1 gﬂt).

ii) Fiir m € Sp sel A := 1 und, fiir 7 € Sy, 7A; := 1 gesetzt. Fiir n > 1
setzen wir
TA, = H (m(5) —7(?)) € Z.
0<i<j<n—1
Beispielsweise ist Ag =1 —-0=1, und (01)A2 =0—-1=—1.
iii) Das Signum von 7 € Sp,,n € N, sei definiert als

TAy,
A,

sgn(m) =

beispielsweise also sgn((01)) = —1.

iv) Die Abbildung sgn: 7 — sgn() ist ein Homomorphismus von .S, in die
Gruppe ({1, —1},-), und fiir n > 2 ist dieser ein Epimorphismus.

Beweis: Um die Homomorphie zu zeigen, bemerken wir

mp(j) = mp(i) p(i) — p(i) mp(j) — mp(i)
sgn(wp)zH - ~— - — = Hi

i pd) = (i) j—i -
Jetzt verwenden wir, dafl die Anweisung i < j unter dem Produktzeichen
bedeutet, dal das Produkt iiber alle 4 und j aus den verschiedenen Zwei-
ermengen {4,j} C n zu bilden ist. Wegen der Bijektivitdt von p kénnen
wir diese “Laufanweisung” also durch die Anweisung p(j) < p(i) ersetzen
und wie folgt weiterfahren:

_ H mp(j) — WP.(Z')

o (1) =)
o) oty | e =111

i ~sgn(p)

p(3)<p(?) i<j

= sgn(m) - sgn(p).

Ist m Transposition benachbarter Ziffern, dann gilt offenbar sgn(n) = —1.
WEeil die Transpositionen die symmetrische Gruppe erzeugen, beweist das
die Behauptung, sgn sei ein Homomorphismus aus S,,.

<

2.3.10 Definition Der Kern A,, = {m € S,, | sgn(w) = 1} dieses Homomor-
phismus heifit die alternierende Gruppe in S,,. m € S, heiflit gerade Permutation,
wenn 7 € A, andernfalls heifit = ungerade. .

2.3.11 Folgerungen

i) Ag = Sy = {1}, ebenso Ay = S; = {1}, dagegen ist, fir n > 2, A,

Normalteiler vom Index 2 in S,,.
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1) Ein r—Zyklus ist genau dann gerade, wenn r ungerade ist.

iit) ™ € Sy, liegt genau dann in A,, wenn 7 (bezogen auf die Standardzyklen-
schreibweise oder jede andere Darstellung von 7 als Produkt von Zyklen)
geradzahlig viele Zyklen gerader Ldnge enthdlt.

Um dieses Signum auf symmetrische Gruppen beliebiger endlicher Mengen zu
verallgemeinern, iiberlegen wir uns noch:

2.3.12 Hilfssatz

i) Fir m € S, bedeute wieder a;(m) die Anzahl der zyklischen Faktoren der
Léinge i. Die Folge

a(m) = (a1(m),...,an(mT))

dieser Vielfachheiten heift der Zykeltyp von m und bestimmt, genau wie
die Zykelpartition, die Konjugiertenklasse von w. Aus ihm lafit sich wie
folgt das Vorzeichen von 7 ermitteln,

sgn(m) = (~1)" ), 2(m) == 3 ay(m).

FEs ist leicht einzusehen, daf$ jede Folge a = (aq, ..., a,) natirlicher Zahlen
a; mit ), i-a; =n als Zykeltyp von Elementen in S,, vorkommt.

ii) sgn ist, fir n > 2, der einzige Homomorphismus von S, in (C*,-), der
nicht trivial ist, d.h. verschieden von w +— 1.

it1) Fir endliche Mengen XY gilt

SXf:Sy<:> |X| = |Y|

Beweis:
i) sgn(m) = (=1)X-Dailm) = (_1)7=2(")das ergibt sich aus iii) in 2.3.11.

ii) Sei f € Hom(S,,C*). Da die Transpositionen S,, erzeugen, diese konju-
giert sind, und +1 die einzigen Quadratwurzeln von 1 in C* sind, ist f
genau dann nicht trivial, wenn fiir jede Transposition 7 gilt f(7) = —1.

ili) |X| = |Y| heifit, dafl es eine Bijektion f: X — Y gibt. Fiir ein solches f
sei
0:Sx =YY 1 fomo fL.

Man sieht leicht, dafi ¢(7) € Sy und ¢ ein Isomorphismus ist.

Umgekehrt gilt: Sx ~ Sy ergibt |X|! = |Y]!, also wegen der Endlichkeit
auch | X| =Y. O
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2.3.13 Folgerung Ist X eine endliche Menge, dann ist, fir |X| > 2,

sqn: — (—1)1X1==(™)

der einzige nicht triviale Homomorphismus von S, nach (C*,.), sein Kern
Ax ={m e Sx | sgn(m) =1}
also die einzige Untergruppe vom Index 2 in Sx.

Nachdem wir jetzt mit dem Signum einen nichttrivialen Homomorphismus auf
einer ganzen Klasse nichttrivialer Gruppen — den endlichen symmetrischen
Gruppen — kennengelernt haben, kehren wir nocheinmal zur allgemeinen Si-
tutation zuriick, also zur Untersuchung eines Homomorphismus f: GhomH. Es
gilt ndmlich noch sehr viel mehr als “nur” die Isomorphie zwischen dem Bild
von f und der Faktorgruppe nach dem Kern. Der Homomorphismus tibertrigt
nidmlich die gesamte sogenannte Verbandsstruktur. Um dies zu beschreiben,
bendtigen wir den folgenden Begriff:

2.3.14 Definition (geordnet, Verband) Eine Menge V, zusammen mit einer
Relation =, heiflt geordnet, wenn =< reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist.
Eine geordnete Menge (V, <) heifit Verband, wenn zu je zwei Elementen u,v € V
deren Supremum u V v und deren Infimum u A v (also eine kleinste obere und
eine grofite untere Schranke) existieren. .

Beispiele sind die Klasse aller Mengen, mit Infimum A := N und Supremums-
bildung V := U, natiirlich auch die Potenzmenge einer Menge M.

Am meisten interessiert uns im Moment der Untergruppenverband einer Gruppe,
UG)={U|U<G},
zusammen mit C als Ordnung. Hier ist das Infimum natiirlich
UNV:=UnNYV,

denn der Schnitt von Untergruppen ist wieder eine Untergruppe und offenbar
die groite Untergruppe, die in beiden liegt, also deren untere Schranke bzgl. C .
Das Supremum ist das Erzeugnis der Vereinigung;:

UVV:=(UUV).

2.3.15 Satz FEin Homomorphismus f: GhomH induziert einen Ordnungsiso-
morphismus zwischen dem Verband der Untergruppen von G, die Kern(f) ent-
halten und dem Verband der Untergruppen von Bild(f).

(Vgl. Ubungsblatt)

Ubungen:



2.3. HOMOMORPHISMEN 69

U 2.3.1 Zeigen Sie,dal eine Untergruppe U < G genau dann ein Normalteiler
ist, wenn jede Linksnebenklasse auch Rechtsnebenklasse ist:

VgeG3g cG: gU=Uyg.
U 2.3.2 Sei G eine Gruppe. Zeigen Sie:

i) Fiir jedes g € G ist die Abbildung ky:G — G, h— ghg™' ein Gruppe-
nisomorphismus.

ii) Bezeichnet man fiir jedes g € G mit I;:G — G, x — gz, die Linkstrans-
lation, dann ist ¢: G — Sg, g — g4, ein Gruppenmonomorphismus.

iii) Ist G abelsch, dann ist ¢: G — G, ¢+ g~! ein Gruppenisomorphismus.

U 2.3.3 Betrachten Sie Z/37Z. Beschreiben Sie die Elemente von Z/3Z, und
geben Sie die Multiplikationstafel des Gruppoids (Z/3Z, ) mit a - b := ab an.

U 234 Esseim>3unda:=(1,m)o(2,m—1)o..., b:=(l...m) € Sp.
Setze H :=<a>, N :=<b>, Dy, :=<a,b>.

a) Zeigen Sie: HY = Ds,,, und bestimmen Sie die Michtigkeit von Da,,.

b) Sei nun m := 4. Bestimmen Sie zwei Untergruppen U und V' von Ds.4 mit
U<V, V <QDsy,aber U A Da.y.
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2.4 Strukturen mit Operatorenbereichen

Zu den Strukturen mit einer inneren Verkniipfung *: G x G — G kommen jetzt
Strukturen hinzu, die auflerdem noch eine duflere Verkniipfung

A:QdxG— G, (w,g) — wAg
besitzen:

2.4.1 Definition (Operatorenbereiche, Operatorhomomorphismen) Sei
(G, *) Gruppoid, € eine Menge und A: Q) x G — G.

i) G, genauer: (G, *, A), heilt Gruppoid mit Operatorenbereich Q oder auch
Q— Gruppoid, wenn gilt

wA(g*g') = (wAg) * (WAg"),

d. h. wenn [,,, die Linksmultiplikation mit w € €2, in End(G) := Hom(G, G)
liegt, also ein Endomorphismus von G ist.

ii) Sind (G,*,A) und (G, ', A’) Q—Gruppoide, f € Hom(G,G’), dann heifit
f ein Q—Homomorphismus (kurz: f € Homgq(G, H)), wenn gilt

flwAg) = wA'f(g),

also wenn f mit der d&ufleren Verkniipfung vertauschbar ist.

iii) Ist (G,*,A) ein Q—Gruppoid, dann heifit ein Untergruppoid U C G zu-
lassiges Untergruppoid, wenn gilt

wAu € U,

also wenn U bzgl. der dufleren Verkniipfung abgeschlossen ist. Entspre-
chend sind zuldssige Unterhalbgruppe, ..., zuldssige Untergruppe und zu-
lassiger Normalteiler definiert.

Man kann jeweils leicht nachpriifen, dafl sich aus den voraufgegangenen Sétzen
iiber Homomorphismen Sétze {iber 2—Gruppen und 2—Homomorphismen erge-
ben, wenn man jeweils “Homomorphismus”durch “QQ—Homomorphismus”, “Un-
tergruppoid, ...” durch “zuléssiges Untergruppoid, ...” und “Normalteiler” durch
“zuléssigen Normalteiler” ersetzt.

2.4.2 Beispiele
e R™ hat R als Operatorenbereich:

X1 rxry

Ty Iy
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e Die Losungsgesamtheit Ly eines homogenen linearen Gleichungssystems

n—1
Zaika:kz(), 0<i<m-—1,
k=0

ist zuléssige Untergruppe.

e R™ R™ sind abelsche R—Gruppen, und die Abbildung

o Zk a0,k Tk

Tn—1 Zk Am—1,kTk

ist ein R—Homomorphismus.
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2.5 Ringe und Korper

Wir betrachten jetzt algebraische Strukturen mit zwei inneren Verkniipfungen.
2.5.1 Definition (Ring) Ist R eine Menge mit zwei inneren Verkniipfungen
+RxR— Rund “R X R — R,
dann heifit R Ring, (mit Einselement) wenn gilt
e (R,+) ist abelsche Gruppe,
e (R,-) ist Halbgruppe (Monoid)

e [. 1, die Linksmultiplikation mit r bzw. die Rechtsmultiplikation mit t,
liegen in End(R) := Hom((R,+), (R, +)), d.h. es gelten die sogenannten
Distributivgesetze

r(s+t) =rs+rt, (r+ s)t =rt+ st.

Ein Ring (R,+,-) heiit kommutativer Ring, wenn (R,-) kommutativ ist. Das
neutrale Element von (R,+) wird mit Og oder kiirzer mit 0 bezeichnet und
Null(element) genannt. Das neutrale Element von (R, -) wird gegebenenfalls mit
1g bzw. 1 bezeichnet und FEins(element) genannt. Das Inverse zu r in (R, +)
wird mit —r bezeichnet, und statt r + (—s) schreiben wir r — s.

2.5.2 Beispiele

e 7Z,Q,R und C sind kommutative Ringe, ebenso die Restklassenringe
Z,:={0,1,...,n—1}
mit Addition und Multiplikation modulo n.

e Ist R ein Ring, M eine Menge, dann ist (R, +,) ein Ring, wenn wir +
und - wieder punktweise definieren:

(f +9)(m) = f(m) + g(m), (f - g)(m) := f(m) - g(m).

e Es gibt auch interessante micht punktweise Verkniipfungen auf solchen
Mengen RM von Abbildungen, sogenannte Faltungen, bei denen eine Struk-
tur auf M benutzt wird, z.B. beim Ring R der Potenzreihen iiber R :
Hier ist die Addition punktweise:

(f +9)(n) := f(n) + g(n),

die Multiplikation die Faltung, bei der iiber alle Paare summiert wird, die
eine Gleichung 16sen:

(f-9m)= >  fG)-f()

(,4): it+j=n
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Ein Unterring hiervon ist der Polynomring, der aus den f € R besteht,
die fast iiberall den Wert 0 haben. Die Potenzreihen und die Polynome
schreibt man iiblicherweise nicht als Abbildungen sondern als sogenannte

formale Summen:
f= Z anpx™.

neN

" spielt dabei die Rolle des “Aufhéngers” des Wertes a,, von f an der
Stelle n € N.  nennt man dabei eine Unbestimmte,) und man bezeichnet
diesen Ring auch mit

RJx].

Die Faltung ist dann gerade das bekannte “Ausmultiplizieren”. Diese Schreib-
weise erspart die Anfiihrung von Termen a, = 0, sie ist also besonders
sparsam und von den Polynomen her bekannt. Z.B. ist 1+ x2 + 3, 1423 €
R[z] C RN

o Ist (G, *) eine abelsche Gruppe, dann ist (End(G), 4+, o) mit

(f + )9) = flg) = f'(9)
ein (i.a. nicht kommutativer!) Ring, der Endomorphismenring von G.
O

Weil Links- und Rechtsmultiplikationen mit Ringelementen Endomorphismen
sind, gilt, da Endomorphismen das neutrale Element auf sich selbst und das
Inverse eines Elements auf das Inverse des Bildes des Elements abbilden):

253 r-0=0-r=0g, (=r)s =r(=s) = —(rs), (-r)(=s) =rs.

Ist R ein vom Nullring {0} verschiedener Ring mit Einselement, dann ist dieses
von Null verschieden:

254 [R#{0r} AN1g € R] = 0p # 1pg.
Das beweisen wir indirekt, d.h. wir unterstelle 0 = 1,
reR":=R\{0} =0#r=r-1=7r-0=2530,

ein Widerspruch. Per Induktion zeigt man schlieflich noch die Giiltigkeit der
verallgemeinerten Distributivgesetze

n n n n

2.5.5 7“252' = eri, (Z s;)r = Zsir.
=1 =1

1=1 = 1=

—

Eine Abbildung f: R — R’ zwischen zwei Ringen heifit — geméif} der allgemei-
nen Homomorphismusdefinition — Ringhomomorphismus, wenn sie mit allen
Verkniipfungen vertauschbar ist, also mit der Addition und der Multiplikation,
sowie — bei Ringen mit Einselement — mit der Auswahl des Einselements. (Da
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sie mit der Addition vertauschbar ist, gilt dies ja dann auch automatisch fiir
die Auswahl des Nullelements und fiir die Inversenbildung!) Bei Ringen, fiir die
eine Existenz eines Einselements nicht verlangt ist, geniigt also die Forderung

flr+r')y =)+ ") AfQrr') = F(r) f(r).

Entsprechend sind Ringmonomorphismen, Ringepimorphismen, Ringisomorphis-
men, Ringendomorphismen etc. definiert. Kerne von Ringhomomorphismus sind
genau die sogenannten Ideale, das sind zuléssige Untergruppen, mit R als Links-
und Rechtsoperatorenbereich. Fiir Ideale benutzt man dasselbe Zeichen <« wie
fiir Normalteiler:

2.5.6 IR = Vi el,re R:i—i riyir €I

Ein Beispiel fiir ein Ideal in Z ist die Menge {z-n | z € Z} aller Vielfachen einer
natiirlichen Zahl n, denn diese Menge erfiillt offenbar 2.5.6. Dariiberhinaus sieht
man leicht ein, daf jedes Ideal, das n enthilt, die Menge {z-n | z € Z} umfafit,
diese Menge ist also das von n erzeugte Ideal!
Die Nebenklassen

r+I={r+i|li€l}CR

eines solchen Ideals bilden den Faktor-, Quotienten- oder auch Restklassenring
R/I von R nach I bzgl. den folgenden Verkniipfungen:

r+D+0"+0D)=@+rY+1, r+I1)- (' +1):=(-r")+1.
Zusammenfassend ergibt sich

2.5.7 Der Homomorphiesatz fiir Ringe Sind R und R’ Ringe, und ist f
ein Homomorphismus zwischen diesen, dann gilt

Kern(f) ={re R| f(r) =0r} < R,
und zwischen Bild und Kern besteht die folgende Beziehung:
p:R/Kernf ~ Bild(f): r + Kernf — f(r).

Ist umgekehrt I ein Ideal in R, dann ist dieses der Kern des folgenden Homo-
morphismus:
vi: R— R/I,r —r+1.

2.5.8 Beispiele

e Besonders interessant sind die von einem einzigen Element erzeugten Idea-
le, die sogenannten Hauptideale. Das von r € R erzeugte Ideal wollen wir

mit
(r)

bezeichnen, damit keine Verwechslung mit (r), der von r erzeugten Unter-
gruppe in (R, +) unterlaufen kann.
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Ein Beispiel eines solchen Ideals (in Z) haben wir bereits kennengelernt.
Der allgemeine Fall, das von ¢ € R erzeugte Hauptideal, sieht allerdings
erheblich komplizierter aus, es gilt nimlich (vgl. Ubungsaufgabe!):

2.5.9 (r)=Zr+Rr+rR+ { Z Ty
i=0

neN,r, ER}.

Ist R ein Ring mit Einselement, dann vereinfacht sich diese Darstellung
zu (r) = {X" el | n € Nyr,rl € R}, und wenn zusitzlich R auch
noch kommutativ ist, dann haben wir (r) = Rr = {sr | s € R}.

e Der oben bereits erwdhnte Ring Z,, kann auch als Faktorring beschrieben
werden:
nZ:=n)={nz|2€Z}4Z
ist das oben bereits beschriebene, von n erzeugte Hauptideal in Z, fiir
jedes n € N. Der Faktorring

L =7 /0L

entsteht aus Z durch die Abbildung von z € Z auf den Rest Z von z mo-
dulo n. Addition bzw. Multiplikation sind die Addition modulo n bzw. die
Multiplikation modulo n. So sind die Verkniipfungstafeln von Z, beispiels-

weise
+‘() 1 2 3 . ‘() 1 2 3
0[{0 1 2 3 0[0 0 0 O
111 2 3 0 1/0 1 2 3
212 3 0 1 210 2 0 2
313 01 2 3]0 3 2 1

Die Multiplikationstafel von Z4 zeigt, daB Z} nicht multiplikativ abge-
chlossen ist (2-2 = 0 3 Z}), der Ring Z, ist also kein Kérper. Dagegen
kann man zeigen, dafl alle Restklassenringe Z,,, p prim, Koérper sind, bei-
spielsweise also auch Zs = {0, 1}, der bekannte bindre Zahlkorper.

Aus gegebenen Zahlkorpern kann man — mit Hilfe der Polynomringe iiber
diesen — weitere Zahlbereiche konstruieren. Zum Beispiel ist

Zo[z]/(1 + = + 2?)
ein Korper mit vier Elementen.

e Sei R[z] der Ring der Polynome in der Unbestimmten z und mit Koeflizi-
enten in R. Das vom Polynom 1 4 22 erzeugte Ideal ist

I={p-(1+2?)|peR[z]},

es besteht also gerade aus den Vielfachen von 1+ z2. Der Restklassenring
R[z]/I ist isomorph zum Kérper (s. u.)

C={a+bi|abeR}
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der komplexen Zahlen, in dem wie folgt addiert und multipliziert wird:

(a+bi)+(c+di) := (a+c)+(b+d)i, (a+bi)- (c+di) := (ac—bd)+ (ad+bc)i.

Die Isomorphie zeigt sich durch Anwenden der Abbildung
Coa+bi—a+br+1IeR[z]/I,

denn sie ist offenbar ein Homomorphismus bzgl. Addition, aber auch bzgl.
Multiplikation, da

(a+bx+I)(c+dx+1I) = (at+bx)(ct+de)+1
= (a+bz)(c+dr)+ (=bd)(1+a%) +1

=1
= (ac—bd)+ (ad+bc)z + 1.

Diese Abbildung ist surjektiv, da es fiir jedes p € R[x] Zahlen a,b € R gibt
mit p+ I = a+ bx + I. Sie ist zudem offensichtlich injektiv, und 1 + I ist
das neutrale Element.

Wir bemerken, daf§ die Dividierbarkeit von Polynomen mit Rest diese beiden
Konstruktionen von Koérpern ermdoglicht hat! &

Ist R ein Ring mit Einselement 1g, dann ist die von dem Einselement erzeug-
te Untergruppe (1g) < (R,+) abgeschlossen gegeniiber allen Verkniipfungen,
also ein Unterring, die spitzen Klammern entsprechen also sowohl dem Usus,
damit die erzeugte Untergruppe (diesmal in (R, +)) anzugeben, als auch mit
der Konvention damit die erzeugte Unterstruktur, in unserem Fall also den von
1r erzeugten Unterring, den sogenannten Primring, zu bezeichnen. Die Ord-
nung dieses Teilrings hat grofie Bedeutung, wir geben ihr deshalb einen eigenen

Namen:

2.5.10 Definition (Charakteristik) Ist (R, +,-) ein Ring mit Einselement,
dann heifit
Char(R) = [{1)|

die Charakteristik von R. (Ist diese nicht endlich, dann spricht man oft, anstelle
von Charakteristik oo, von Charakteristik 0, denn die Charakteristik wird oft
auch als die kleinste positive natiirliche Zahl n definiert mit n1 := 1+...41=10.)

2.5.11 Beispiele
e Char(Z) = Char(Q) = Char(R) = Char(C) = oo,
e Char(Z,) =n.
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2.5.12 Definition Ist (R, +,) ein Ring, dann heifit R Divisionsring oder auch
Schiefkérper, wenn (R*,-) Gruppe ist, im abelschen Fall heiit R dann Kdrper.

2.5.13 Beispiel
e Q,R und C sind Koérper

e Ist R ein kommutativer Ring mit Einselement, I ein Ideal in R, dann ist
R/I genau dann Koérper, wenn I mazimal ist in R, d.h. T # R und fiir
jedes Ideal J in R mit I C J gilt J = R. Um das zu beweisen, rechnet
man zuerst nach, daf§ fiir jedes x € R — I das von I U {z} erzeugte Ideal
J gerade die folgende Menge ist:

J={i+rz|iel,re R}
Wegen der Maximalitit von I gilt also J = R, d. h.
Vee R—I FIreRrrzel+l.

((R/I)*,) ist demzufolge abelsche Gruppe.
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Kapitel 3

Lineare Algebra

Wir kommen jetzt — nach der Bereitstellung der notwendigen algebraischen
Strukturen — zur Linearen Algebra, in deren Mittelpunkt die linearen Glei-
chungssysteme und deren Auflésung stehen.

79
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3.1 Moduln und Vektorraume

Im Zentrum der Untersuchungen in der Linearen Algebra stehen die Vektorrdume,
das sind abelsche Gruppen mit Kdrpern als Operatorenbereichen. In vielen

Uberlegungen und Anwendungen stehen aber auch abelsche Gruppen mit Rin-

gen als Operatorenbereichen im Mittelpunkt, wir beginnen deshalb mit dieser

etwas allgemeineren Definition. Hier miissen wir allerdings — wegen des Ver-

zichts auf Kommutativitit des Operatorenbereichs — genau unterscheiden, ob

der Ring von rechts oder von links operiert:

3.1.1 Definition (Moduln) M sei eine abelsche Gruppe, R ein Ring. Dann
heifit M R-Linksmodul, wenn R Linksoperatorenbereich ist:

r(m+m') =rm+rm’,
und noch zusétzlich folgendes gilt;
(r+7r"Ym=rm+1r'm, r(r'm) = (rr')m, sowie 1gm = m, falls 1g € R.

Hierfiir schreiben wir kurz
rM.

Entsprechend sind R— Rechtsmoduln Mg definiert. Ist M R—Linksmodul und
R’'—Rechtsmodul, dann nennt man M einen (R, R')— Bimodul, wenn gilt:

(rm)r’ = r(ms").

Wir schreiben dann

3.1.2 Beispiele

e Jede abelsche Gruppe ist auf natiirliche Weise Z—Links-, Z—Rechts- und
(Z,Z)—Bimodul vermége

g0t Ta (z-mal), falls z > 0
o " l—a—...—a (|]z]-mal), fallsz<O0.

e Jeder Ring R ist (R, R)-Bimodul.
e R" ist R—Linksmodul vermoge

i) rxo

Tn—1 TTp—1
R™ ist natiirlich auch R-Rechtsmodul vermoge

ZTo ToT

Tp—1 Tp—1T
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Das ergibt, wegen der Assoziativitit der Multiplikation in R eine (R, R)-
Bimodulstruktur auf R™. Wegen der Kommutativitdt der Multiplikation
in R braucht man hier jedoch Links- und Rechts- und Bimoduln nicht zu
unterscheiden, man kann einfach von einem R-Modul sprechen.

Das gilt natiirlich ganz allgemein fiir jeden Kdérper K und die abelsche
Gruppe K" und noch allgemeiner fiir beliebige K-Moduln M, wenn « -
m = m - k gesetzt wird. Man kann also auch hier auf die Unterscheidung
von Rechts- und Linksmoduln verzichten, spricht von K-Moduln oder K-
Vektorrdumen, ihre Elemente heiflen Vektoren.

<&
Es sei zunéchst bemerkt, dal unmittelbar aus der Definition folgt
r0p = 0gpm = Opg, (—7)m = r(—m) = —(rm).

Auch hier stellen sich — wie bei den anderen bisher eingefiihrten algebraischen
Grundstrukturen, den Gruppen und Ringen — die Standardfragen nach dem
Aussehen von Unterstrukturen, Erzeugnissen und Homomorphismen.

Eine Teilmenge ) # U C rM ist genau dann Untermodul eines R-Linksmoduls
M, kurz: U < rpM, wenn sie Untergruppe von (M, +) ist und abgeschlossen
gegeniiber Linksmultiplikation mit Elementen von R :

Vuuw eUreR u—u,ruelU.

Ist R ein Ring mit Einselement, dann kann man diese Forderung zu einer In-
klusion vereinfachen:

Vuu eUrr e R ru—r'u eU.

Klar ist ebenfalls, dal f: kM — rN genau dann R-(Linksmodul-)Homomor-
phismus heifit, wenn

fm+m') = f(m)+ f(m'), und f(rm) = rf(m)

gelten. Solche Abbildungen nennen wir kurz auch R-lineare Abbildungen, und
wir schreiben dafiir f € Hompg(M, N), wenn klar ist, da M und N als R-
Linksmoduln verstanden werden sollen. f € Hompg(M, N) impliziert natiirlich

f(Orr) =On, f(=m) = —f(m).

Entsprechendes gilt fiir Rechts- und fiir Bimoduln, und es ergeben sich bei
Existenz eines Einselements Vereinfachungen: Offenbar ist f:r M — gN in
diesem Fall genau dann R—lineare Abbildung, wenn gilt

firm+r'm’)y =rf(m) +"f(m)).

Kerne und Bilder von R-Homomorphismen sind Unterstrukturen, also Links-,
Rechts- oder Bimoduln, und es gilt die Isomorphie

M/Kern(f) ~gr Bild(f).
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(Durch den Index R an ~ soll betont werden, daf iiber die Homomorphie der
abelschen Gruppen hinaus noch Vertauschbarkeit mit der Multiplikation mit
Elementen von R, mit der sogenannten Skalarmultiplikation, vorliegt.) Hierbei
ist die Bildung des Faktormoduls natiirlich die folgende: Ist U < rM ein Un-
termodul, dann wird die Faktorgruppe

M/U={m+U|me M}
Zu einem R-Linksmodul vermége r(m+U) := rm+ U. Wir bezeichnen ihn kurz
mit r(M/U).
3.1.3 Beispiel Erinnern wir erneut an unser Standardproblem, das lineare

Gleichungssystem mit der Koeffizientenmatriz

aoo <o A0n—1

A= =: (a;,) € R™*™.
aAm—-10 -+ Am—-1,n—-1
(Ganz allgemein heiflen solche Tafeln aus m Zeilen und n Spalten mit Elementen

aus einem Ring R, die man ja auch als Abbildungen von m x n nach R auffassen
kann, m x n-Matrizen iiber R.) Die bereits erwiihnte Abbildung

o >k Q0KTE
f:R" — R™, —
Tn—1 Dok Gm—1 kT

ist eine R-lineare Abbildung zwischen den Vektorrdumen R™ und R™. (Moduln
iiber Kérpern heilen Vektorrdume.) <

Wir miissen jetzt noch das Erzeugnis einer Teilmenge T' C p M diskutieren, es
heifit auch die R—lineare Hiille von T : g(T) besteht aus den endlichen Summen

der Form
n—1 n'—1

m = Z rit; + Z 2t}
i=0 =0

mit n,n" € N,7; € R,z € Z,t;,t; € T. Enthélt R ein Einselement, dann

vereinfacht sich dies entsprechend zu

r(T) = { z_: rit;

Wir nehmen deshalb bis auf weiteres an, R enthalte ein Einselement!

nEN,tiET,riER}.

3.1.4 Beispiele
e r(0) = {0}

1 r
0 0
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1 0 0
0R<60:: 0),e1:=11],ea:=1{0 >:R3
1

0 0
e rle; |ien)=R"
Den Vektor e; nennt man den i-ten Einheitsvektor. &

Die Elemente m € M von der Form Z?;Ol rit;, mit n € Nyr; € R, t; € T, € n,
heiflen die Linearkombinationen aus Elementen von T' C rM. Das Erzeugnis
von T besteht also (da wir ein Einselement voraussetzen!) genau aus den Line-
arkombinationen der Elemente von T. g M heiflt endlich erzeugt oder endlich
erzeugbar, wenn es eine endliche Teilmenge T' C M gibt mit g(T) = M. g M
heiBt zyklisch, wenn es m € M gibt mit gM = g(m) := g({m}), d. h. wenn

rM = {rm |r € R} = Rm.

Beispielsweise ist R™ endlich erzeugbar, gR[z] jedoch nicht, denn im Erzeugnis
rR[z] ist offensichtlich nicht zyklisch, aber g(,R[z] = R[z]- 1. Jeder Ring R mit
Einselement ist zyklischer R—Linksmodul: rRR = R - 1.

Wir kommen jetzt zur Definition der wichtigsten Begriffe aus der Linearen Al-
gebra:

3.1.5 Definition (Lineare Unabhingigkeit, Basis) M sei ein R-Linksmodul
itber einem Ring mit Einselement.

i) Linearkombinationen der Form 0 = Z?:_Ol r;t; heiflen lineare Beziehungen

zwischen den Elementen ¢ von T (es gibt stets die triviale lineare Beziehung

0= ZteTo't)~

ii) T heifit linear unabhdingig oder frei, wenn es nur die triviale lineare Bezie-
hung gibt. Andernfalls heifit T' linear abhdngig.

iii) Freie Erzeugendensysteme heilen Basen. Moduln mit Basen heiflen freie
Moduln.

Lineare Unabhéngigkeit einer Teilmenge 1" bedeutet also, daf} fiir irgendwelche
endlich vielen t; € T aus einer Gleichung 0y =), 7t; r; = Op folgt, fir alle 7.
Und umgekehrt bedeutet lineare Abhéngigkeit von T, dafl es endlich viele t; € T'
und 7; € R gibt, so dal 0y, = El r;t;, aber nicht alle r; sind gleich Op.

3.1.6 Beispiele
e Liegt 0p7 in T, dann ist T linear abhéngig, da wir ja 1g € R voraussetzen.

e R™ ist frei: T := {e; | i € n} ist ein linear unabhéingiges Erzeugendensy-
stem. Analoges gilt fiir K", K ein Korper.
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o pR[z] ist frei, denn {1, z, 22, ...} ist ein linear unabhiingiges Erzeugenden-
system, da jedes Polynom Linearkombination aus endlich vielen Potenzen
von z ist. Dieser Modul ist aber nicht endlich erzeugbar, denn im Erzeugnis
von endlich vielen Polynomen kommen nur Polynome mit beschrinktem
Grad vor.

e Ist R ein kommutativer Ring mit 1,z € R Nullteiler (d.h. es gibt r # 0
mit rz = 0) dann ist Rz ein Untermodul von gR, der nicht frei ist. Zum
Beweis verwenden wir die Hilfsiiberlegung, dafl rM = {0}, fiir einen freien
Modul M, impliziert r = 0V M = {0}. (Indirekter Beweis: r # 0AM # {0}
ergibe, fir jedes Element b aus einer Basis, den Widerspruch rb = 0.)

Wir beweisen die Behauptung, Rx sei nicht frei, indirekt: rRz = Rra =0
impliziert — wenn wir annehmen, Rz sei frei — nach der Hilfsiiberlegung
und wegen Rx # 0 den Widerspruch r = 0.

e {¢;]0<i<n—1} CK" K ein Korper, ist Basis.

1 4 7
° 21,151,118 C R? ist linear abhingig: Setzen wir roy = 1,
3 6 9
71 := —2, 9 := 1, so erhalten wir eine nicht triviale lineare Beziehung.
O

3.1.7 Definition U; < g M, dann heifit

Z U; .= R<U Us)

icl il
die Summe der Untermoduln Uj;. °

Offensichtlich ist

3.1.8 ZUZ- = {m

el

dneNVven3du, €U,: m:Zuz}

v=1
O

3.1.9 Folgerungen Ist I eine endliche Indexmenge und m; € gM,i € I, dann
sind dquivalent:

i) RM = g{m; | i€ I),

i) VmeMIr;e R m=) . rimy,

iii) RM =Y, Rm.
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3.1.10 Definition Die Summe Ziel U; von Untermoduln U; < rM heif}t
direkt, wenn fiir alle ¢ gilt: U; N3_,,, U; = {0}. Wir schreiben dann fiir diese
direkte Summe auch kurz:

@ v

il
[ ]
3.1.11 Beispiele
1 0 0
eRI=R|0|®R|[1]| @R[ 0| =Rey®Re; @ Res.
0 0 1
e Rz]=R-10R- 20 R2? ...
&

3.1.12 Satz rM > U;,i € I, dann sind dquivalent:

i) Zie[ U; = @ie[ Ui,
i1) Die Null ist nur trivial kombinierbar aus Elementen u; € U; : Sind u; €

U;,i € I, fast alle u; =0, dann gilt:

Zui:0:>ui:().
i€l

i4i) Jedes m € ), U; ist eindeutig darstellbar in der Form
m = Zui7ui e U;, fast alle u; = 0.
i€l

Beweis:
i) =>ii) : Ist > u; = 0,i, € I, dann gilt

—Uq, = Z Uj; € Uio N Z Uj = {0},
J#io J#io

also u;, = 0.

it) = 4i1) : Indirekt. m = > u; = >} ergibt > (u; —u}) = 0, also u; = u},i €
I, wegen ii).

i) = 1i): 0#m e U; N Y, Uj ergibe zwei Darstellungen von m :

m=u; = E Uy,
J#i

was u; = 0 impliziert.
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3.2 Unabhéangigkeitsstrukturen

Unser Ziel ist der Nachweis, dafl in Vektorrdumen, also in Moduln iiber Kérpern,
Basen existieren und zwei endliche Basen gegebenenfalls von derselben Ord-
nung sind. (Basen sind sehr wichtig, weil jeder Vektor auf eindeutige Weise als
Linearkombination der Elemente einer vorgegebenen Basis geschrieben werden
kann. Beispielsweise besitzt auch Ly, die Losungsgesamtheit eines homogenen
Gleichungssystems, eine Basis, Ly besteht demnach genau aus den Linearkom-
binationen ihrer Elemente. Ly — eine Menge, die oft unendlich ist — kann
deshalb mit Hilfe der endlich vielen Elemente einer solchen Basis vollstéindig
beschrieben werden!)

Zum Beweis dieser Tatsache machen wir einen kurzen Ausflug in die sogenannte
Matroidtheorie, das ist eine moderne kombinatorische Theorie, die sich als sehr
anwendungsrelevant erwiesen hat und die aus der Fragestellung entstanden ist,
weshalb diese Gleichheit der Basenordnungen gilt. Mit Hilfe dieser Theorie kann
man beispielsweise zeigen, dafl das bekannte Spiel, drei Punkte auf einem Blatt
Papier jeweils mit drei weiteren Punkten kreuzungsfrei zu verbinden, nicht zum
Ziel fiihren kann:

(In Worten der Graphentheorie: Mit Hilfe der Matroidtheorie kann man zeigen,
daf der Graph K3 3 nicht planar ist!)

Basen sind linear unabhingige Erzeugendensysteme, und man kann sie auch mit
Hilfe nur einer dieser beiden Bedingungen definieren, linear unabhéngig bzw.
Erzeugendensystem zu sein: Basen sind mazimale linear unabhdngige Mengen,
man kann sie aber auch als minimale Erzeugendensysteme charakterisieren.
Wir erinnern uns deshalb zunéchst an den Begriff der Halbordnung. Eine Menge
H zusammen mit einer Relation < heifit geordnet bzw. das Paar (H, <) heifit
Ordnung, wenn < reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist. Ein Beispiel hierfiir
ist in jedem R-Linksmodul M die Menge U der unabhéngigen Teilmengen, zu-
sammen mit der Inklusion:

U, Q).

In einer Ordnung (H, <) heiflen diejenigen Elemente h mazimal, fiic die b’ > h
die Gleichheit h = h’ impliziert, und analog definiert man minimal. Ein Beispiel
einer Ordnung ist (N\{0,1}),]), also die Menge der natiirlichen Zahlen > 1,
mit der Teilbarkeit als Ordnung. Diese hat genau die Primzahlen als minimale
Elemente, maximale Elemente gibt es nicht.

Es ist klar, dafl Basen ggf. genau die maximalen Elemente von (i, C) sind. Dies
erleichtert das Verstédndnis der folgenden Definition:

3.2.1 Definition (Matroide) Ist M eine Menge und U # () ein System von
Teilmengen von M, dann heifit U eine Unabhdingigkeitsstruktur, ein Matroid oder
eine Prageometrie auf M, wenn gilt:
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i) U ist erblich oder hereditir: S CT el = S € U.
ii) Es gilt der (endliche) Erginzungssatz:
S,STeUu, |S|=|T|+1=3TseS\T: TU{s} €lU.

Die Elemente T € U heiflen dann unabhdngige Mengen, die S C M mit S & U
heiflen abhdngige Mengen.

3.2.2 Beispiele

i) Triviale Unabhéngigkeitsstrukturen auf M sind {#} und P(M), die uni-
verselle Unabhéngigkeitsstruktur von M.

ii) M C gxV,K ein Kérper, Y := {T' C M | T linear unabhingig}.

a) Die Erblichkeit ist trivial.

b) Der Erginzungssatz wird indirekt bewiesen. Seien S,T € U, |S| =
||+ 1, und S ={so,...,Sm}x sowie T = {to,...,tm—1}=.
Wir wollen also annehmen, es gebe kein s € S mit T' U {s} linear
unabhingig bzw., dquivalent dazu: Fiir 0 < ¢ < m gilt entweder
s; € {to,...,tm—1} oder {to,...,tm—_1,5;}» ist linear abhingig. Es
gibt also nach dieser “indirekten Annahme” zwischen jedem s € S
und den Elementen von 7' lineare Beziehungen der Form

m—1

Sp = Zmikti, 0<k<m.
i=0

(DaB hierbei der Koeffizient von sj gleich 1 gesetzt werden kann,
verwendet die Annahme, dafl der Koeffizientenbereich K ein Korper
ist!) Mit diesen k; bilden wir nun folgendes Gleichungssystem:

KooZXo +...+ Ro,mTm = 0
(1)

Km—1,0T0 +...+ Rm—1,mTm = 0

Da K Korper ist, konnen wir dieses System durch Eliminieren 16sen
(z.B. konnen wir, falls Koy # 0, die oberste Gleichung nach z auflésen,
das Ergebnis in die néchste Gleichung einsetzen, nach z; auflésen, die
Ausdriicke fiir g und 2 in die dritte Gleichung einsetzen usw.). Vor
allem aber gibt es, da es sich bei (1) um ein lineares Gleichungssy-
stem mit mehr Unbestimmten als Gleichungen handelt, nicht triviale

Losungen
To

Tm
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Fiir irgendeine dieser nicht trivialen Losungen gilt aber

m m m—1 m—1 m
E TpSk = E Tk E Kikti = E ( E KTkt = 0,
k=0 k=0 i=0 i=0 k=0

——

=0
im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von S.

iii) Ist & Unabhéngigkeitsstruktur auf M, T C M, dann ist die Finschrdinkung
von Y auf T,
U|T:={SelUd|SCT},

offenbar eine Unabhéngigkeitsstruktur auf 7T

&

3.2.3 Definition Ist ¢/ eine Unabhéngigkeitsstruktur auf M, dann heifit jedes
in der Ordnung (U, C) maximale T' € U (eine) Basis. o

3.2.4 Satz Ist U eine Unabhdngigkeitsstruktur auf M, dann gilt
i) Keine echte Teilmenge einer Basis ist ebenfalls Basis.
11) Gibt es endliche Basen, dann haben alle Basen dieselbe Ordnung.

iii) Gibt es endliche Basen, dann gilt der Austauschsatz: Sind B, B’ Basen,
T C B, dann gibt esT' C B’ so daf |T'| = |T| und (B\T)UT’ eine Basis
ist. D. h. jede Teilmenge T einer Basis B kann gegen eine Teilmenge T’
von B’ ausgetauscht werden, ohne dafl die Basiseigenschaft verloren geht.

Beweis:
i) ist trivial, ii) folgt aus dem Ergiinzungssatz,
iii) folgt aus dem Erginzungssatz mit vollstindiger Induktion. ]

3.2.5 Definition Gegebenenfalls heifit die endliche Ordnung r(U) der Ba-
sen der lineare Rang der Unabhéngigkeitsstruktur ¢ bzw. deren Dimension.
Andernfalls nennt man die Unabhéngigkeitsstruktur unendlichdimensional und
schreibt r(U) = oco. Der lineare Rang der Unabhéngigkeitsstruktur aus allen
linear unabhéngigen Teilmengen eines Vektorraums V iiber einem Koérper K
heifit die K-Dimension oder auch kurz die Dimension von V und wird mit

bezeichnet. °

3.2.6 Satz Die Rangfunktion r(—) hat auf Unabhdngigkeitsstrukturen U auf M
von endlichem Rang die folgenden Figenschaften:
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i)V SCTC M:

0<rU|S)<rUU|T)<rU) (Monotonie),

i)V 8,T C M:
rU LS +rU | T)>2rU | SUT)+rU | SNT) (Submodularitit).
Beweis:

i) ist klar.

ii) Nach dem Ergéinzungssatz kann man eine Basis B von S NT erginzen zu
einer Basis B U C von S und weiter zu einer Basis BUC UD von SUT.
Dabei gilt C C S\T und D C T\ S. Offensichtlich ist folgendes richtig:

rU | SNT) =B,

rU 1 S) =Bl +C],
rU | SUT)=|B|+|C|+ |D|.
Wegen BUD € U und BU D C T gilt demnach

rU | T)> |B|+|D|=rU | SOT)+rU | SUT)—rU | S).

3.2.7 Beispiel Sei M :={1,2,3}.

U:= {Q]v {1}a {2}v {3}7 {17 2}7 {273}}

ist offenbar eine Unabhingigkeitsstruktur auf M, und es gilt, fiir S := {1} und
T:={3}:

2=rU | S)+rU | T)>rU | SUT)+rU | SNT) = 1.

=1 =0

In 3.2.6 ii) kann “ > " also nicht durch “ =" ersetzt werden. <

In gewisser Weise dual zu den Basen, den maximalen unabhéngigen Mengen,
sind die Kreise, die minimalen abhéingigen Mengen, also die T C M mit

) Teu,
ii) T\{t} e U, fir alle t € T.
Fiir Vektorrdume ergibt sich jetzt:

3.2.8 Satz Ist gV im Vektorraum, B C V, dann sind die folgenden Bedingungen
dquivalent:
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i) V = @, Kb, und alle b # 0,.
i1) B ist linear unabhdingiges Erzeugendensystem.
i11) B ist als Erzeugendensystem minimal.
iv) B ist als linear unabhingige Teilmenge mazimal.
Beweis:
a) Wiire B linear abhingig, dann giibe es eine nicht triviale lineare Beziehung
0 = > ,cp kb Daraus folgte, wenn etwa sy, # 0, da K Korper ist:

bo= Y _ —ky 'rpb € Kby (D Kb)

b=b, b£b,
im Widerspruch dazu, daf§ Y Kb als direkt vorausgesetzt ist.
b) Dafl zudem noch B Erzeugendensystem sein muf} , ist trivial.

i) = i4i) : Ware B als Erzeugendensystem nicht minimal, kénnte man ein
Element b, € B weglassen, dieses wire dann aber # 0 und Linearkombination
aus Elementen von B\{b,}, B also nicht linear unabhiingig.

i41) = ) : Minimale Erzeugendensysteme B sind linear unabhiingig, das ist
klar, man konnte ja sonst Elemente weglassen. Wiren sie als linear unabhéngige
Teilmengen nicht maximal, dann kénnte man ein von B unabhéngiges v € V\B
hinzufiigen, B wire dann aber kein Erzeugendensystem.

iv) = 1) : Ist B als linear unabhingige Menge maximal, dann gilt wegen der
Maximalitét, daB V' = >, 5 Kb, und wegen der linearen Unabhingigkeit von
B ist diese Summe direkt. o

3.2.9 Folgerungen

i) Die Basen eines K— Vektorraumes V' (gemdf 3.1.5) sind genau die Basen
der Unabhdingigkeitsstruktur

U:={T CV |T linear unabhingig}.

it) Ist V endlich erzeugbar, dann haben alle Basen von V dieselbe (endliche)
Ordnung
dme(V) = ’I"(Z/{),

die wir als K-Dimension von V' bezeichnet haben.

i11) In solchen endlichdimensionalen Vektorrdumen gilt der (endliche) Basi-
sergdnzungssatz: Ist T C V' linear unabhdngig, dann kann man T zu einer
Basis von V erginzen.
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3.2.10 Satz Jeder Vektorraum besitzt Basen.

Beweis: Wir unterscheiden zwei Fille:

i

ii)

Ist F ein endliches Erzeugendensystem, dann gibt es in E eine Teilmenge
T, die als Erzeugendensystem minimal ist, 7" ist nach 3.2.8 Basis.

Falls dagegen V' nicht endlich erzeugbar ist, dann gibt es Ketten
TcT c1"C...

linear unabhiingiger Teilmengen T, die nicht abbrechen, da sonst V
endlich erzeugbar wire. Die Vereinigung

S = U T

€N

aller Kettenglieder ist offensichtlich linear unabhéingig. Also besitzt jede
Kette in Y := {T' C V| T Lu. } eine obere Grenze in U. Die Menge der
unabhéngigen Teilmengen ist, wie man sagt, strikt induktiv geordnet. Nach
dem Lemma von Zorn, das man aus dem Auswahlaxiom herleiten kann
(vgl. Scheja/Storch: Lehrbuch der Algebra I, zweite Auflage), besitzen
strikt induktiv geordnete Mengen maximale Elemente. a

Ist B C V eine Basis von V, dann schreiben wir

V=gkgkg<B>.

Aus dem Beweis ergibt sich noch (wenn man anstelle aller unabhéingigen Mengen
in V nur die betrachtet, die eine vorgegebene unabhingige Teilmenge T C V
umfassen):

3.2.11 Folgerungen

i) Es gilt der (allgemeine) Basiserginzungssatz: Jede unabhingige Teilmenge

T CV lafit sich zu einer Basis von V' erginzen.

i) Ist W < gV, dann gibt es W' < gV mit V. =WaeW’', d.h. jeder Unterraum

W eines Vektorraums besitzt Komplemente.

Wegen 3.2.11 gilt

3.2.12 Satz Sind W, W' < gV und ist dimg(V') € N, dann gilt

i)
i)
ii)

dme(W) < dme(V) = WcV
dimg(W + W') + dimg(W N W) = dimg (W) + dimg(W").
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Beweis:

i) Ist By eine Basis von W, dann 148t sich By, zu Basis B von V ergiinzen:
B = Bw |J(B\Bw), daraus folgt 1).

ii) Nach 3.2.11 gibt es W/ mit V' = W ¢ W’'. Dementsprechend sei B =
Bw | Bw eine Basis von V und f: W' — V/W,w’ — w' + W. Man zeigt
leicht, da8 f ein K—Isomorphismus ist.

iii) Wir erweitern eine Basis von W N W' zu einer Basis von W und einer von
w’ .

Bw = Bwew | J(Bw\Bwew), Bw = Bwaw | J(Bw\Bwow:).
Diese Mengen erzeugen jedenfalls W + W' :

W + W' = K <BW|"]W’ U(BW\BWHW’) U (BW’\BWQW')>

::Bl ::Bz

By und Bs sind sogar disjunkt, und ihre Vereinigung ist linear unabhéngig,
denn eine lineare Relation

0= kpbi+ Y kb

bi€B; b2 € B2

ergibt
Z/@blbl = — Zlibzbg eWwn VV’7

also kp, = 0, falls by € By w und alle k3, = 0. Da Byynw aber Basis ist,
folgt daraus sogar, daf} alle k,, = 0 sind. Die angesetzte lineare Beziehung
muf} also trivial sein, die beiden Mengen sind demnach disjunkt und ihre
Vereinigung ist eine linear unabhéngige Menge.

3.2.13 Beispiele

i dlmK {Ov}) dlmﬂ((«b)) =0.



3.3. LINEARE ABBILDUNGEN UND MATRIZEN 93

3.3 Lineare Abbildungen und Matrizen

Wir wollen jetzt die numerische Behandlung linearer Abbildungen zwischen
Vektorrdumen beschreiben, bei der vorgegebene Basen die Hauptrolle spielen.
Dazu sei daran erinnert, dafl f:xV — gV’ genau dann linear, also ein K-
Homomorphismus ist, kurz: f € Homg(V, V'), wenn f(u+v) = f(u)+ f(v) und
f(kv) = Kf(v) gelten, fir alle u,v € V und alle k € K. Es ist bereits erwihnt
worden, dafl man diese beiden Bedingungen auch durch die einzige Bedingung

f(ru+ M) = K f(u) + Af(v)

ersetzen kann. Lineare Abbildungen sind also Abbildungen zwischen Vektorrdumen
mit demselben Grundkoérper K, wir kénnen deshalb den Index K meistens weg-
lassen.

Diese Definition der Linearitéit kann man auch mit Hilfe des Begriffs der linearen
Beziehung formulieren, was den Durchblick verbessert: f ist genau dann linear,

f(z Riv;) = Z ki f(vi)

gilt, so daB aus ) . k;v; = 0, wegen f(0) = 0, folgt Y . x;f(v;) = 0. Lineare
Abbildungen erhalten also lineare Beziehungen, genauer: eine lineare Beziehung
zwischen Urbildern v; iibertrigt sich auf deren Bilder f(v;) :

Zliﬂ)i =0 = Znif(vi) =0.

Es gilt auch die Umkehrung: Werden lineare Beziehungen erhalten, dann ist die
Abbildung linear, denn aus 0 = w — u — v folgt dann 0 = f(w) — f(u) — f(v)
und damit f(u) + f(v) = f(w) = f(u + v). Analog ergibt sich f(ku) = kf(u),
denn 0 = w — ku impliziert 0 = f(w) — kf(u), so daBl kf(u) = f(w) = f(ku)
folgt.

Wir fassen dies mit weiteren sehr wichtigen Eigenschaften solcher linearen Ab-
bildungen zusammen in

3.3.1 Satz Fiir K-Vektorriume V, V' und eine Teilmenge T von V gilt:

i) Genau diejenigen f:V — V' sind linear, die lineare Beziehungen erhalten
(d.h. 0= K;v; impliziert 0 = k; f(v;)).

i1) Bilder linear unabhingiger Teilmengen unter injektiven linearen Abbildun-
gen sind linear unabhdngig.

iii) Ist V = x(T), f: T — V', dann kann f genau dann zu einer linearen Ab-
bildung f:V — V' fortgesetzt werden, wenn f lineare Beziehungen erhilt.
Eine solche lineare Abbildung ist gegebenenfalls eindeutig bestimmd.

i) Auf linear unabhingigen Teilmengen T definierte Abbildungen sind linear
fortsetzbar, auf Basen B definierte sogar eindeutig.
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v) Ist f € Homg(V, V"), dann gilt f(x(T)) = x{f(T)).

vi) Ist T C gV, dann gilt:
a) f € Epi(V,V'), V=I) = V' =(f(1)),
b) f € Monog(V,V'), V=k< B>» = f(V)=x< f(B) >,
c) felsog(V, V'), V=gk<B>» = V' =g f(B)>.

Beweis: 1) wurde bereits bewiesen, ii) ist leicht nachzupriifen. Zum Beweis von
iii) betrachten wir das Diagramm

T |4

V/

wobei 1: T — V,t +— t ist, die Finbettung von T in V. Wegen der Injektivitat von
¢t gibt es — nach dem Abbildungssatz — eine Abbildung f, fiir welche dieses
Diagramm kommutativ ist, die also f auf V fortsetzt. Dariiberhinaus ist jede
Fortsetzung von f, d.h. jede Abbildung von V nach V' mit f(t) = f(t), eine
kommutative Ergdnzung des Diagramms, also auch die Abbildung

V-V, thtHZth(t),

wenn diese wohldefiniert ist, d.h. wenn sie lineare Beziehungen auf T erhélt. Und
dieses f ist ganz offensichtlich eine lineare Abbildung. Weil T ganz V erzeugt, ist
sie sogar eindeutig bestimmt. Das beweist iii), iv) und v) und vi) folgen hieraus
unmittelbar. ]

Sind V und V' endlichdimensional und B, B’ Basen, dann wird nach 3.3.1 jedes
f € Homg(V, V') durch Angabe der Bilder f(b),b € B, vollstindig bestimmt.
Zur systematischen numerischen Beschreibung von f ordnen wir deshalb B und
B’ zu Basisfolgen an:

B = (bOa .. 'abnfl),B/ = (béa <. '7b;n—1)'

f ist dann vollsténdig bestimmt durch die Koeffizienten a;; aus den Gleichungen
m—1

3.3.2 Flbe) = aub).
i=0

Diese Koeflizienten a;;, (die von f, Bund B’ abhiingen !) fiillen die m xn—Matrix

3.3.3 M(B, f,B) = (aix)-
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(Die dabei beachtete Konvention, das Bild des k—ten Basisvektors in die k—te
Spalte zu schreiben (genauer: dessen Komponenten bzgl. B), heifit die Spalten-
konvention. Gelegentlich findet man auch Biicher, in denen die Zeilenkonvention
benutzt wird.)

3.3.4 Beispiele Im folgenden bezeichnen wir mit £ bzw. &, stets die Stan-
dardbasisfolge (eg, . ..,e,—1) von K", wobei

0

Mit den Basisfolgen

o (2. () (2)- (s (2):(¢)

von gV := gR? =: V’ gilt dann fiir die lineare Abbildung
= (5)= ()
Y Y

meere)=(y 1) = (11 0).

folgendes:

M(By, f,B2) = (69//55 23)
&

Die m x n-Matrizen beschreiben also die linearen Abbildungen, aber es gilt noch
mehr, denn auch die Komposition zweier linearen Abbildungen wird durch eine
Matrix beschrieben, die das Produkt der Matrizen der Kompositionsfaktoren
ist. Hierzu miissen wir aber erst einmal ein Produkt definieren. Zusammen mit
der (kanonischen) Addition ergibt sich dabei sogar eine Ringstruktur auf den
quadratischen Matrizen vorgegebener Zeilen und Spaltenzahl!

3.3.5 Definition Ist R ein Ring, m,n € N*, dann heiflen die Elemente von
R™™ = {(ai) | aix € R,i € m,k € n}

die m x n—Matrizen iber R. Die Elemente oder Eintrige a;;, von A = (a;;) €
R™*™ werden wie folgt in Zeilen und Spalten angeordnet:

aoo a12 cee ag,n—1
A= aio ai1 e a1,n—1

m—-1,0 Am—-1,1 --- OGm—1,n—1
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i ist also der Zeilenindez, k der Spaltenindez. .
3.3.6 Hilfssatz

i) R™*™ ist R—Linksmodul mit der punktweisen Addition und Skalarmulti-
plikation:
(air) + (bik) := (aik + bik), 7(air) = (rai).
it) R™*™ st Ring mit der punktweisen Addition und folgender Multiplikati-

on:
m—1

(aik)(bik:) = (Z aijbjk).
7=0

Beweis: Nachrechnen. ]
Diese Produktbildung 148t sich auf nicht quadratische Matrizen verallgemeinern,
vorausgesetzt, die Spaltenzahl des linken Faktors gleicht der Zeilenzahl des rech-
ten Faktors:

3.3.7 Hilfssatz Fir A € R™*™ B € R"*P definiert man als Produkt die
Matriz

AB = () aibs)-
j=1

Die Produktbildung ist iiberall dort, wo sie definiert ist, assoziativ und distribu-
tiv:

A(BC) = (AB)C, A(B+C) = AB+ AC, (A+ B)C = AC + BC.

Beweis: Nachrechnen. O

Fiir m > 1 ist der Ring R™*™ i.a. nicht kommutativ, z.B. dann, wenn R ein
Ring mit 1 ist:

10.01_017&00_01.10
0 0 01/ \L0 o0 00/ \o01 0 0 )"
Ist R ein Ring mit Eins, dann ist auch R™*" ein Ring mit Einselement
1 0

E,, =
0 1
Diese Matrix heifit Finheitsmatriz. Eine Matrix A € R™*™ heifit dann inver-
tierbar oder reguldr, wenn es C' € R"™*™ gibt mit

AC=CA=FE,.

Die Matrix D = (d;,) € R™™ mit d;x, := ay; heifit die zu A € R™*" transpo-
nierte Matrix und wird mit

t

A
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bezeichnet. Ist R kommutativ, dann gilt, fir A € R™*", B € R"*P :
Y“(AB) = 'B'A.
Sind A, B € R™*™ invertierbar, dann gilt
(AB)' =B7tA™%

3.3.8 Satz Ist dim Vk = n, dim Vi = m, so gilt, fiir Basisfolgen B von V, B’
von V' :
YB,B": HOTI’LK(V, V/) KR Kmxn, f — M(B/, f, B),

und die Abbildung

e, Endg (V) — K", f — M(B, f,B)
ist ein Isomorphismus zwischen Ringen mit Fins.
Beweis:

i) Unmittelbar aus der Definition von M (B', f, B) und den Definitionen der
Verkniipfungen in K™*" folgt, dafl ¢ 5 Homomorphismus, linear und in-
jektiv ist. Die Surjektivitéat ist ebenfalls offensichtlich: Jede m x n—Matrix
beschreibt eine lineare Abbildung.

ii) Die Homomorphie von ¢p 5 bzgl. Addition folgt aus i). Fiir die Multipli-
kation haben wir zu zeigen, daf}

M(B,go f,B) =M (B,g,B)- M(B, f,B).

Dies ergibt sich so:

(go f)lbr) = gzaikbi = Zaik.‘](bi)
Z aikbjibj = Z(Z bji(lik)bj.

J

Die Tatsache ¢p p(idy) = E,, ist trivial. ]
Ganz analog folgt, fiir endlichdimensionale V, V', V" lineare Abbildungen f €
Homg(V,V"), g € Homg(V', V") und Basisfolgen B, 5’ und B” :

3.3.9 M(B",g,B )M (B, f,B) = M(B", g0 f,B),
d.h. die Matrixmultiplikation ist gerade so eingerichtet, dal das Produkt der
Matrizen die Komposition der entsprechenden linearen Abbildungen beschreibt!

Ist Vik =g < B> und v = ZbeB kpb, dann heiflen die k;, die Komponenten
von v bzgl. B.
Im endlichdimensionalen Fall (wenn B = (by,...,b,_1) Basisfolge ist), ergibt
sich der Isomorphismus
Vo n—1
oV g K" v — , falls v = Zvibi.
i=0

Un—1
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3.3.10 Folgerung Je zwei n-dimensionale K— Vektorrdume sind also zuein-
ander isomorph, d.h. es gibt, zu vorgegebenem Korper K und vorgegebener na-
tirlicher Zahl n, bis auf Isomorphie genau einen K-Vektorraum mit dieser Di-
menston.

Sehr wichtig ist noch, wie man mit Hilfe der f € Homg(V,V’) darstellenden
Matrix A = M(B', f,B) die Komponenten des Bildes eines Vektors ermittelt.
Ist v = ), v;b;, dann gilt ndmlich, wenn f(v) =o' =Y vb; : v] =", aivr,
oder, in Matrixschreibweise:

Yo Vo
3.3.11 =4

!
,Un—l Um—1

Sehen wir uns noch an, wie sich die eine lineare Abbildung beschreibende Ma-
trix bei einem Basiswechsel verhilt: Sind By, By bzw. B}, B} Basisfolgen end-
lichdimensionaler Vektorrdume, und sind C' = (¢i), D = (d;x) die jeweiligen
Ubergangsmatrizen, d.h. es gilt

b= cnb?, bl =" dib?,

K2

dann folgt aus 3.3.9, wegen
C = (cir) = M(B2,id, B1), D = (dix) = M(By,id, By),
daf
M (By, f,B1) = M(B, f,B2) - M(Ba,id, By) = M (B%,id, By) - M (B}, f,B1),

insgesamt also die Gleichung

3.3.12 D-M(By, f,B1) = M(B,, f,Bs) - C.
Man sich das leicht auch so klarmachen:
C
(Va Bl) g (V7 62)
M( Il)faBl) O M(B/Q’f762)
(V',By) - (V',By)
D

Ein hiufig vorkommender Spezialfall ist der eines Endomorphismus: f € Endg (V)
und Basisfolgen B, B’ : 3.3.9 liefert

3.3.13 M(B,id, B) - M(B, f,B) - M(B,id, B)) = M(B, f, B),
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oder, explizit mit der Ubergangsmatrix C = (ci), aus by, = Zl ik}, formuiert:
3.3.14 C-M(B,f,B)-C~'=MB,fB).

Der Ubergang von der Basisfolge B zur Basisfolge B’ entspricht also der Konju-
gation der f beschreibenden Matrix mit der Ubergangsmtrix C.
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3.4 Der Gaufische Algorithmus

Wir kommen jetzt zur expliziten numerischen Losung des eingangs als eine Mo-
tivierung fiir die Lineare Algebra angegebenen linearen Gleichungssystems

n—1
3.4.1 > agar=bi, 0<i<m-—1.
k=0

Wie bereits mehrfach erwéhnt, ist zunéchst herauszufinden, ob es iiberhaupt
Losungen gibt. Gegebenenfalls mufl dann eine spezielle Losung ' € L; gesucht
und eine Basis von Ly angegeben werden, denn L; = = + Ly. All dies leistet
der Gaufische Algorithmus, der jetzt vorgefithrt werden wird.

Wir gehen dazu von der Matrizversion des linearen Gleichungssystems aus:

3.4.2 A-x=0bAcK™" bec K™

AuBerdem benutzen wir, dafl diese Koeffizientenmatriz A auch als lineare Abbil-
dung f verstanden werden kann, so dafl wir die Untersuchung auf Losbarkeit des
Gleichungssystems als Problem formulieren konnen festzustellen, ob die rechte
Seite b in Bild(f) liegt. Diese Bedingung kénnen wir mit Hilfe des folgenden
Begriffs formulieren:

3.4.3 Definition (Spaltenrang einer Matrix) Die Dimension des Unterrau-
mes U von K™, der von den Spalten einer Matrix M € K™*" erzeugt wird,
hei3t der Spaltenrang von M. .

(Analog kann man den Zeilenrang definieren, und wir werden weiter unten zei-
gen, daf beide gleich sind!) Bedeutet jetzt

(A1),

die um die rechte Seite des Gleichungssystem erweiterte Matriz, dann ergibt
sich

3.4.4 Folgerung Das lineare Gleichungssystem Ax = b ist genau dann ldsbar,
wenn der Spaltenrang der einfachen Matriz A gleich dem Spaltenrang der er-
weiterten Matriz (A | D) ist.

Die Untersuchung des Gleichungssystems auf seine Losbarkeit kann also mit
Hilfe einer Rangbestimmung erfolgen. Um diese zu ermoglichen, bringen wir
die erweiterte Matrix in eine iibersichtliche Form, zu der ein Gleichungssystem
mit derselben Losungsgesamtheit gehort. Diese vereinfachte Form liefert uns den
Rang, eine spezielle Losung und schliellich sogar eine Basis von Lg. Diese Um-
formung heifit Gaufscher Algorithmus und wird jetzt beschrieben.

Zwecks Umformung konnen wir invertierbare Matrizen C' auf beide Seiten der
Gleichung A - = b anwenden, denn das Gleichungssystem C'Ax = Cb hat
dieselbe Losungsgesamtheit L;. Wir listen deshalb zunichst diejenigen inver-
tierbaren linearen Abbildungen und die ihnen entsprechenden Matrizen auf, die
im Gauflschen Algorithmus Verwendung finden:
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3.4.5 Hilfssatz Ist £ die Standardbasis von K™, dann sind die linearen Fort-
setzungen f; der folgenden Abbildungen fi: E — Ky, ¢ =1,2,3, invertierbar:

a) fi vertauscht e; mit ej und lifit alle anderen ey, fest.
b) fo multipliziert e; mit k # 0 von rechts und lift alle anderen ey, fest.
¢) fs ersetzt e; durch e; + ej -k mit einem j # i und Gt alle ey, k # 4, fest.

Die Matrizen C; := M (&, fi, Em) unterscheiden sich von der Einheitsmatriz
FE,, nur geringfiigig:

) Cy geht aus E,, durch Vertauschen von i—ter Zeile und j—ter Spalte her-
vor.

B) Cs unterscheidet sich von E,, nur durch den Eintrag k (statt 1) in i—ter
Zeile und i—ter Spalte.

v) Cs unterscheidet sich von E,, nur durch einen Fintrag k (statt 0) in i—ter
Spalte, j—ter Zeile.

Diese Matrizen C; kénnen wir also von links an A sowie b multiplizieren ohne
daf sich die Losungsgesamtheit L; &ndert:

3.4.6 Folgerung An der Koeffizientenmatriz A und der rechten Seite b des
Gleichungssystems kinnen wir folgende Zeilenumformungen anwenden, ohne die
Lésungsgesamtheit zu verdndern.:

i) Vertauschen zweier Zeilen,
it) Multiplizieren einer Zeile mit k # 0,
iii) Addieren des k—fachen der j—ten Zeile zur i—ten, wobei i # j.

0O

Diese Art von Umformungen nennen wir elementare Zeilemumformungen und
wenden sie in dem nun folgenden Gaufi—Algorithmus zur Losung linearer Glei-
chungssysteme an!

0. Schritt

(Aus bezeichnungstechnischen Griinden beschriinken wir uns auf den “Spezial-
fall”, bei dem die nullte Spalte der Ausgangsmatrix A nicht aus lauter Nullen
besteht. Andernfalls 148t sich die Unbestimmte zy beliebig wéhlen.) Mit Hil-
fe von elementaren Zeilenumformungen bringt man das Ursprungsschema, die
erweiterte Matrix,

agp ... Aop—1 bo
(A|b) = : : : ;

am—1,0 -+ Om—-1n-1 bm—l
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auf die Form

0 *

Dabei hat man spaltenweise von links nach rechts vorzugehen! (Sterne im Schema
6.5.5 sollen nicht néher spezifizierte Elemente andeuten.) Ganz offensichtlich ist
der Spaltenrang dieser (neuen) einfachen Matrix gleich der Anzahl dieser mit
einer Eins beginnenden “Stufen”. Und ebenso klar ist, dal die neue erweiterte
Matrix genau dann denselben Spaltenrang wie die einfache hat, wenn die neue
rechte Seite unterhalb der letzten Stufe lauter Nullen enthdlt. das ergibt folgendes
wichtige Resultat:

3.4.8 Folgerung Genau dann, wenn A - x = b losbar ist, geht, bei geeigneter
Umformung, die erweiterte Matriz (A | b) in eine Matriz der folgenden Form
tiber:

1 * ES * *
1 =* *
3.4.9 1 x ... *x|x
0
0 0

O

Nun sei das lineare Gleichungssystem als 16sbar vorausgesetzt. Wir verabreden
folgende Sprechweisen: Die Spalten im Schema 3.4.9, bei denen eine tiefer liegen-
de “Treppenstufe”beginnt, nennen wir Basisspalten, die restlichen Spalten (ohne
die letzte zusiitzliche Spalte) heiflen Fehlspalten. Basisspalten kennzeichnen wir
durch Pfeile |, Fehlspalten durch Pfeile T:

Basisspalten

! ! !
1 =x * x| %
1 * *
’1 * * | %
0
0 0

Fehlspalten
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1. Schritt

Wieder nur mit elementaren Zeilenumformungen machen wir die in den Basis-
spalten von 3.4.9 oberhalb der 1 stehenden Elemente zu Null. Dabei fangen wir
- im Gegensatz zum ersten Schritt - moglichst weit rechts, also mit der letzten
Basisspalte an und arbeiten uns von rechts nach links spalten-, genauer: basis-
spaltenweise vor. Resultat ist ein Matrixschema der folgenden Form, bei dem
wir in die erste Spalte zur Verdeutlichung die Nummern j; der Basisspalten
geschrieben haben:

jrfl
0 to
0 t1
0 to
1 x ... x|t
0
0 0

=:C=(cij)

Wir erhalten jetzt

i) eine spezielle Losung des zugehérigen (und damit auch des urpriinglichen)
Systems, indem wir die Fehlvariablen (die Variablen z; zu den Fehlspalten)
samtlich gleich 0 setzen und auflésen,

ii) und eine Basis von Ly ergibt sich, indem wir eine Fehlvariable gleich -1
und alle anderen Fehlvariablen gleich 0 setzen.

3.4.10 Satz Ist die Spalte mit der Nummer p in der Matriz C = (c¢;;) gleich
COp

Cmp

und gleich der Fehlspalte von C mit der Nummer k, so setze
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Cop \ Jo to\ Jjo — te Zeile
0 0

0 .

: 0

: c1ip | J1 t1 | j1 —te Zeile

k 0 0 /
= + x =
Y 1 )
cop | J2 to | jo —te Zeile
0

Dann gilt:
1. x’ ist eine spezielle Losung von A -x = b.

2. Die d = n —r Vektoren 3°,...,y%" " bilden eine Basis des Vektorraumes
{yeR"[A-y=0}

3. Die Lisungsgesamtheit von A-x =b ist (vgl. 7?):
{o' 4+ ko’ + ...+ ka_1y? Y | ki € K},

3.4.11 Beispiel Gegeben sei folgendes lineare Gleichungssystem tiber R :

—4x1 + 4o — 8x3 — 24wy — 445 + 4dxg — D617 — 44 = —24
3x1 — 3xg + 63 + 1824 + 30x5 — 9xg + 4227 + 245 = 15

2x1 — 2x9 + 4z3 + 1024 + 1625 — 46 + 2027 + 12225 = 8.
—2x1 + 2x9 — 4x3 — 1224 — 18x5 + 1026 — 2827 — 1028 = —8
2x1 — 2xo + 4x3 + 10x4 + 1825 + 20x7 + 18xg = 10

Die dazugehérige erweiterte Matrix (A | b) lautet:

—4 4 -8 24 44 4 56 44| 24
3 -3 6 18 30 -9 42 24 15
2 -2 4 10 16 —4 20 12 8

-2 2 -4 12 18 10 28 -10 -8
2 -2 4 10 18 0 20 18 10

1. Wir bringen zunéchst eine Eins an die Position (0,0), etwa durch die
Division der nullten Zeile durch —4, kurz: (Zy||Zo/(—4)):

-1 2 6 11 -1 14 11| 6
3 -3 6 18 30 -9 42 24| 15
2 -2 4 10 16 -4 2 12| 8

2 2 4 12 -18 10 -28 -10| -8
2 2 4 10 18 0 20 18 10
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2. Nun rdumen wir die unterhalb von stehenden Elemente aus durch

(ZIHZI - 320, ZQHZQ - 2Z0, Z3HZ3 + 2ZQ7 Z4||Z4 — 220)2

] 6 11 -1 14 11| 6
o 3 -6 0o -9 -3
-6 -2 -8 -10] 4
0 4 8 0 12 4
-2 A4 2 -8 4 2

O O O O

O O O Ol

O O O Ol
v

3. Nachdem wir die nullte Spalte von A weitgehend ausgerdumt haben, su-
chen wir in dem neuen Zahlenschema die néchste Spalte, die unterhalb der
nullten Zeile vom Nullvektor verschieden ist. (Hier ist das also die Spalte
mit der Nummer 3.) Durch Zeilenvertauschungen bringen wir eine von 0
verschiedene Zahl an die oberste Position des Rechtecks (etwa durch die
Vertauschung (Z; < Z3) ):

1 1 2 6 11 -1 14 11| 6
o o0 0 -2 6 -2 -8 -10 4
o o o 0 3 -6 0 -9 -3
o o0 o0 0 4 8 0 12/ 4
o 0 0 2 -4 2 -8 4 -2

4. Durch Anwendung von (Z:||Z,/(—2)) erreichen wir, da88 eine Eins an der
Position (1,3) steht. Um bequemer rechnen zu kénnen, wenden wir noch

(Z2||Z2/(=3); Zs||Zs/4; Zal|Za/(=2))

an und erhalten:

1 1 2 6 11 -1 14 11| 6
o o o [1] 3 1 4 5] 2
o o o o0 1 2 0 3 1
o o o o 1 2 0 3 1
o o o 1 2 -1 4 2 1

5. Jetzt sind die unterhalb von stehenden Elemente zu 0 zu machen

(Zal|Z4 — Z1):
1 -1 2 6 11 -1 14 11| 6
o o0 o 1 3 1 4 5 2
o o o o [t] 2 o 3 1
o o o o 1 2 0 3 1
o o o o0 -1 -2 0 -3 -1

Nun ist diejenige Spalte zu suchen, die unterhalb der Zeile mit der Nummer
1 vom Nullvektor verschieden ist.
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6. Da in unserem Beispiel bereits eine | 1 | an der Position (2, 4) steht, miissen
nur noch die Eintrége unterhalb der Eins zu 0 gemacht werden (Z3||Z5 —
Zg; Z4||Z4 + ZQ)I

| 1 1 2 6 11 1 14 11| 6
o o0 o0 1 3 1 4 5 2
o 0o 0 o0 1 2 0 3 1
0o 0 0 0 0 0 0 o o0
o 0 0 0 0 0 0 o o0
T 1 1 T T T 1 1
B F F B B F F F

( B= Basisspalte, F= Fehlspalte).

7. Damit ist der nullte Schritt durchgefiihrt, die Matrix besitzt Treppenge-
stalt. Wir konnen folgende Eigenschaften direkt ablesen:

e Das Gleichungssystem Ax = b ist losbar.
e Rang(A) = 3 (Anzahl der Basisspalten).

e Der Vektorraum {y € R® | Ay = 0} ist fiinfdimensional (Anzahl der
Fehlspalten).

8. Als néchstes sind die in den Basisspalten oberhalb der unteren 1 stehen-
den Elemente zu eliminieren. Dabei gehen wir von rechts nach links vor,
beginnen also mit der Basisspalte mit der Nummer 2. Die Umformungen
(21”21 - 322; ZOHZO - 1].Z2) liefern:

1 -1 2 6 0 -23 14 22| 5
o o0 o 1 o 5 4 4 -1
o o0 o 0 1 2 0 3 1
o 0o o0 0o 0 0 0 o 0
o o0 o0 o0 0 0 0 0o 0
T

9. Mit (Zp||Zo — 6Z1) erreichen wir das entsprechende fiir die néchste Basis-

spalte:
1 1 2 0 0o 7 10 2 1
o o0 o 1 0 5 4 4 1
o o0 o0 01 2 0 3 1
o 0 o0 0 0 0 0 o 0
o o0 o0 o0 0 0 0 0o 0
T

Die nullte Basisspalte hat bereits die gewiinschte Gestalt.
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10. Erinnern wir uns, daf} die Spalten von C' den Komponenten zg, ..., z7 des
Vektors x entsprechen. xg, xs, z4 sind also Basisspaltenvariable, wéhrend
1, T, x5, T, T7 Fehlspaltenvariable sind. Im Schema liest sich dies so:

| | | | S| | |

Eine spezielle Losung erhalten wir nun dadurch, dafl wir die Eintréige der
rechten Spalte von oben nach unten auf die durch ein B gekennzeichneten
Plétze verteilen und die F-Plidtze mit 0 besetzen:

O OO, P, OO

Eine Basis ¢°,...,y* von {y € R® | Ay = 0} erhalten wir so: Fiir die
nullte Fehlspalte betrachten wir den nullten F-Platz im obigen Schema.
Wir setzen an diese Stelle eine —1. Alle anderen F-Plitze werden mit 0
vorbesetzt. Nun verteilen wir die Eintrédge der nullten Fehlspalte von oben
nach unten auf die B-Plitze und erhalten y°. Entsprechend ergeben sich

aus den anderen Fehlspalten die Vektoren y!, ..., y*.

= 2 7 ~10 2
0 0 0 0
) A I
o_| o, _|"0],2 - 3 _ a_| -
Yy = o | ¥ = o lY = 2 | Y = oy = 3
0 0 0 0

0 0 0
0 0 0

Wir bemerken vor allem, daf8 diese 3 linear unabhiingig sind, das homogene Sy-
stem 16sen und deshalb eine Basis von Ly besitzen, denn ihre Anzahl entspricht
gerade der Dimension von L. Dieser Raum ist ja gerade der Kern der von A
beschriebenen Abbildung, so daf} gilt:

dim(Ly) = dim(Kern(f)) = n — dim(Bild(f)) = n — dim(Spaltenraum vonA)

= n — Anzahl der Basisspalten = Anzahl der Fehlspalten.
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Die Lésungsgesamtheit des linearen Gleichungssystems ist demnach:

{x € R® |z = 2" + Koy° + k1y' + koy® + k3y® + kay® mit x; € R}
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3.5 Duale Vektorraume und Abbildungen

Wir wollen im Folgenden auch geometrische Zusammenhénge mathematisch be-
schreiben und beginnen deshalb jetzt mit der Einfithrung hierfiir geeigneter Be-
griffe.

Betrachten wir zunéchst eine einzelne homogene lineare Gleichung

Z Qi Tl — 0
k

unter geometrischen Aspekten. Wenn nicht simtliche Koeffizienten verschwin-
den, dann hat die (einzeilige) Koeffizientenmatrix den Rang 1, der Losungsraum
des einzeiligen homogenen Systems also die Dimension 1 — 1, solche Unterrdume
heiflen Hyperebenen, in Verallgemeinerung der Definition von Ebene als Raum
der Dimension 2 = 3 — 1, also als Hyperebene im Dreidimensionalen. Ein homo-
genes lineares Gleichungssystem hat also als Losungsgesamtheit einen Schnitt
von Hyperebenen. Wir werden bald zeigen kénnen, dafl auch umgekehrt zu vor-
gegebenen Hyperebenen leicht ein Gleichungssystem aufgestellt werden kann,
das den Schnitt dieser Hyperebenen als Losungsgesamtheit besitzt.

Wir verweisen deshalb zunéchst auf die abbildungstheoretische Interpretation
einer einzelnen linearen Gleichung: Zu gV ergibt sich auf natiirliche Weise der
Vektorraum

L(V) := Homg (V, K)

der Linearformen A auf V. Beispiele von Linearformen sind linke Seiten einzelner
homogener linearer Gleichungen:

MK - K,z — Zaikmk.
k

Eine Verallgemeinerung des Begriffs der Linearform ist der der Bilinearform,
worunter man Abbildungen 8: V*xV — K versteht (fiir K-Vektorrdume V*, V),
die in beiden Komponenten linear sind, d.h. fiir alle v* € V* bzw. v € V ist
B(v*, —):v +— B(v*,v) baw. B(—,v):v* — B(v*,v) Linearform. Die Menge aller
solchen Bilinearformen sei mit

BLF(V*,V)
bezeichnet.
3.5.1 Definition (Skalarprodukte) Sei § € BLF(V*,V).
i) Als Nullrdume von @ bezeichnet man den Unterraum
Ny-(B) := {v" |V v: B(v",0) = 0}
von V* und den analog definierten Unterraum Ny () in V.

ii) B heiit nicht ausgeartet, wenn die Nullrdume trivial sind: Ny« (3) = {0y~ }
und Ny (8) = {0y }. Solche nicht ausgearteten Bilinearformen bezeichnen
wir auch oft mit (— | —), schreiben also (v* | v) statt B(v*,v).
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ili) Ist (— | —) € BLF(V*,V) nicht ausgeartet, dann heiflen V* und V' dual
bzgl. (— | —). Die Bilinearform heifit dann Skalarprodukt und (v* | v) das
skalare Produkt von v* und v.

3.5.2 Beispiele

i) (=] )K" xK" - K, (v*,0v) — Z;L:_Ol viv; heifit das Standardskalarpro-
dukt auf K. K™ ist also diesbeziiglich zu sich selbst dual.

i) (=] =):L(V)xV = K, (A v) — A(v) wird ebenfalls hiufig herangezogen.
Es zeigt, dafl L(V') dual ist zu V. Der Raum der Linearformen ist geradezu
der Prototyp der zu V dualen Vektorrdume!

iii) Sind B*, B Basisfolgen von V* V,m = dimg(V*),n = dimg(V), und A €
K™*™ dann ist

Vo
B:V*xV =K, (vv) — (v§,...,v5_1) - A- : = W Av
Un—1
eine Bilinearform. Fiir A := E,,, die Einheitsmatrix, ergibt sich so das

Standardskalarprodukt. Umgekehrt gilt fir 8 € BLF(V*, V) mit B :=
(Bb;,br)) -

Vo
Bw*,v) = (v§,...,v5_1) B+ = "v*Bu.

Un—1
iv) € BLE(V*, V) ergibt, fiir U* <g V*,U <k V, die Einschrinkung
B U* xU e BLF(U*,U).

Umgekehrt liefert 8/ € BLF(U*,U), mit f; € Homg(V*,U*) und fo €
Homg (V,U) die Bilinearform

B:VExV =K, (v'0)— F(fi(v*), f2(v)).

v) Ist 8 € BLF(V*,V), dann ergibt sich durch Ausfaktorisieren der Null-
rdume wie folgt eine nicht ausgeartete Bilinearform:

B: (V" /Nv-(8)) x (V/Nv(B)) = K, (v" + Ny« (8),v+ Ny (8)) — B(v",v).
<

3.5.3 Definition (orthogonal) Sei (— | —): V* x V — K ein Skalarprodukt,
vieViveV.
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i) v*,v heiflen zueinander orthogonal, kurz: v* Lv, wenn gilt (v* | v) = 0.

ii) Als orthogonales Komplement von U* <g V* bezeichnet man den Unter-
raum

Ut ={veV|Vu cU" (u*|v)=0}
von V. Analog ist das orthogonale Komplement U+ von U <k V definiert.
.
3.5.4 Beispiele Sei (— | —) € BLF(V*,V) ein Skalarprodukt. Es gilt:
i) V*+ ={0y},Vt ={0y-}, da (— | —) nicht ausgeartet ist.
ii) Offenbar gilt, fiir U* <g V*, U* <g U**++.
iii) U; <x V= (Uy + U)* = Ui NUS.
&

3.5.5 Definition (duale Abbildungen) Sind V*,V und W*, W Paare dua-
ler K—Vektorrdume, dann heiflen f € Homg(V, W) und f* € Homg(W*,V*)
zueinander dual, wenn gilt:

(f* (") [ v) = (W™ | f(v)).

3.5.6 Beispiele

i) V*:= L(V) ist dual zu V. Ist auflerdem W* dual zu W bzgl. (— | —) sowie
f € Homg (V, W), dann ist zu dieser Abbildung dual:

frWE = L(V),w" = (w” | f(=))-

ii) Sind V*,V zueinander dual und ist U <g V, dann sind V*/U*+ und U
zueinander dual bzgl. (vgl. 3.5.2 v))

(= =) (VJUS) x U = K, (v* + Ut u) = (v | u).
Dual zur Einbettung (y: U — V,u +— u ist die Abbildung

vy V= VU v s 0t + UL

3.5.7 Satz
i) Duale Abbildungen sind (gegebenenfalls) eindeutig bestimmt.
i) Sind f*,g* dual zu f,g € Homg(V,W), dann gilt

(f+9) =f+g. (k- f)=r-f".



112 KAPITEL 3. LINEARE ALGEBRA

i) Sind f*,g* dual zu f € Homg(U,V),g € Homg(V,W), dann ist
(go f) =f"eg"
i) Sind f, f* zueinander dual, dann gilt

Kern(f*) = Bild(f)*, Kern(f) = Bild(f*)*.

Beweis: i) gilt, da Skalarprodukte nicht ausgeartet sind, ii) und iii) sind leicht
nachzurechnen. Zum Beweis von iv) bemerken wir:

w* € Kern(f*) <= Yv: 0= (f*(w*) | v) = (w* | f(v)) <= w* € Bild(f)*.
Die zweite Identitit Kern(f) = Bild(f*)* ergibt sich ganz analog. O

3.5.8 Folgerungen V* V und W*, W seien Paare zueinander dualer K— Vek-
torrdume, und zu f € Homg(V,W) sei f* € Homg(W*,V*) dual. Dann gilt:

i) W*/Bild(f)* = W*/Kern(f*) und Bild(f) sind dual bzgl.
(w* + Bild(f)* | f(v)) := (w" | f(v)).

i) Bild(f*) und V/Bild(f*)* = V/Kern(f) sind dual bzgl.
(f*(w*) | v+ Kern(f)) = (f*(w") | v).

Beweis: 3.5.6 ii).

O
Das Paradebeispiel fiir ein Paar dualer Vektorrdume ist L(V'),V wir fassen zu-
sammen, was wir dariiber bereits wissen und zeigen noch einiges dariiber hinaus:

3.5.9 Satz Zu V ist L(V) dual bzgl.
(=] =) L(V)xV =K, (\v) — A(v).
Zu einer linearen Abbildung f € Homg(V, W) dual ist
L) = L(V), e po .
Fiir die Kerne und Bilder dieser Abbildungen gilt:
Kern(f) = Bild(f*)*, Kern(f*) = Bild(f)*,

und analog

Bild(f*) = Kern(f)*, Bild(f) = Kern(f*)*.
SchliefSlich ist noch fiir orthogonale Komplemente folgendes richtig:

Uttt =u.
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Beweis: Die Aussagen iiber die Dualitdt von V und L(V') wie auch die Aussage
iiber die Form der dualen Abbildung sind bereits bekannt. Wir wissen auch
schon, daf}

Kern(f*) = Bild(f)*, Kern(f) = Bild(f*)*.

Es bleibt also noch zu zeigen, dafl
Bild(f*) = Kern(f)*, Bild(f) = Kern(f*)*.
Zum Beweis der ersten Gleichung bemerken wir, daf3
X € Kern(f)t <= Kern(f) C Kern()).

Nach dem Abbildungssatz ist dies dquivalent zur Existenz einer kommutativen
Erginzung p € L(W) des folgenden Diagramms:

f

Vv w

K

Hierfiir gilt also A = p o f und damit ist A € Kern(f)+ dquivalent zu A €
Bild(f*), was zu zeigen war.

Vor dem Beweis von Bild(f) = Kern(f*)1 beweisen wir U++ = U, fiir U <g V.
Dazu betrachten wir die kanonische Projektion

mV = V/Uvw— v+ U.
Mit Hilfe des bereits Bewiesenen ergibt sich:
U = Kern(r) = Bild(7*)* = Kern(r)*+ = U+,
Hiermit kénnen wir jetzt den Beweis vervollstédndigen:
Kern(f*)* = Bild(f)** = Bild(f).

O

Wir fragen nun nach Dimension und Basen von zueinander dualen Vektorrdumen.
Sind B, B’, endliche Basisfolgen fiir V und V', dann gilt offenbar

0O ... 00 0 ... 0

0...000...0>>

jevian)
jeien)
o o
S O

3510HOH1K(‘/, VI> ~K Kmxn = K <<
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denn K™*™ hat (als K-Vektorraum) diejenigen Matrizen als Basis, die — ne-
ben Nullen — nur eine Eins enthalten. Die von diesen Matrizen dargestellten
Abbildungen bilden demnach eine Basis von Homg (V, V') :

3.5.11 Homg (V, V') = g < fig:bj — dbi [i€m,jen>.
Dabei bezeichnet §;;, das Kroneckersymbol

1 fallsj=k
Ojp i=
gk { 0 sonst.

Also folgt insbesondere
3.5.12 dimg (Homg (V, V")) = dimg (V) - dimg (V).
Fiir V' := K! = K ergibt das die
3.5.13 Folgerung
i) L(V)= g < \itbj = 65 - lg | i € m >,
i) dimg(L(V)) = dimg (V).

Das legt die Vermutung nahe, dafl endlichdimensionale zueinander duale Vek-
torrdume V*, V dieselbe Dimension haben und damit V* ~g L(V) gilt. Das ist
tatséchlich richtig, weshalb L(V') auch als der zu V' duale Vektorraum bezeichnet
werden kann. Genauer gilt:

3.5.14 Satz Sind V*,V dual bzgl. (— | =) und ist dimg(V') € N, dann gilt:
i) @V g V), 0% o (0] ),
i) dimg(V*) = dimg(V).

Beweis:

a) Offensichtlich ist ¢(v*) € L(V'), und da (— | —) nicht ausgeartet ist, ist ¢
zudem injektiv.

b) Die Injektivitit von ¢ ergibt dimg (V*) < dimg(L(V)) =3.5.13 dimg (V).

¢) Betrachten von ¢: V' — L(V*),v +— (— | v) ergibt ganz analog dimg (V') <
dimg (L(V*)) =3.5.13 dimg (V*). Mit b) folgt also die Behauptung.

O

3.5.15 Definition (duale Basen) Sind V*, V dual bzgl. (— | —), ist dimg (V) €
N und sind B*, B Basisfolgen, dann heiflen diese zueinander dual, wenn gilt

* _ s o l]Kv 1:k7
(b [ be) = O - 1x = {OK, sonst.
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3.5.16 Beispiel
Die zur Basisfolge B = (b, . .., bn—1) von V oben bereits angegebene Basisfolge

L:= (Ao, ey /\m—l)
von L(V) ist die zu B duale Basisfolge. &

3.5.17 Satz Ist V endlichdimensional, B Basisfolge, dann gibt es in jedem zu
V' dualen Vektorraum V* eine zu B duale Basisfolge B*.

Beweis: Ist £ die zu B duale Basisfolge in L(V'), so ergibt die Abbildung ¢: V* ~g
L(V) vermoge

bi € ¢ ({Ni})
eine zu B duale Basisfolge B* = (bf,...,b%,_1) :

(b7 [ br) = (b7 [ =)(bk) = @(b7)(bk) = Ai(br) = i

O

3.5.18 Satz Zueinander duale lineare Abbildungen zwischen endlichdimen-
sionalen K— Vektorrdumen werden bzgl. dualer Basisfolgen durch zueinander
transponierte Matrizen dargestellt.

Beweis: V* )V und W* W seien Paare endlichdimensionaler dualer K— Vek-
torrdume mit zueinander dualen Basisfolgen B*,B und C*,C. Weiter sei f €

Homg (V, W) mit A = (a;;) := M(C, f, B), und dazu dual f* € Homg(W*,V*)
mit B = (by) := M(B*, f*,C*). Dann gilt:

(f*(cr) | b5) = me<bf | bj) = bk

Wegen der Dualitét ergibt sich andererseits:

(F7(ci) 105) = (i | f(b9) = D _(ck | exdaij = any,

also folgt insgesamt: b;, = ay;, wie behauptet. O
3.5.19 Satz Ist U <V, dimg(V) € N, dann gilt

dimg (V) = dimg (U) + dimg (U™).
Beweis: L(V) und V sind zueinander dual, also auch L(V)/U~, U, weshalb gilt

dimg (U) = dimg (L(V)) — dimg (U+) = dimg (V) — dimg (U*).
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3.5.20 Satz Sind V*,V dual bzgl. (— | —), und ist § € BLF(V*,V) sowie
dimg (V) € N, dann gibt es genau ein fg € Endg (V) mit

A, v) = (0" [ f5(v)).

Beweis:

i) Die Existenz von fg :

Sei : V ~ L(V*),v — (— | v). Wegen B(—,v) € L(V*) gibt es genau ein
v €V mit ¥(v') = B(—,v), also ist

fo:V = Vioes o, mit (') = B(—,v),
wohldefiniert.
ii) fs ist K— Endomorphismus:
Ja(K1v1 4 Kava) = (K1v1 + Kav2)' = K1) + Kav),

letzteres wegen

(= [ (o1 + Raw2)') = B(=, K1v1 + K2v2) = K1B(—,v1) + Ko (=, v2)
= m1(= [ vp) + K2(— | 03) = (= | K1} + K2vy),
woraus sich (k1v1+K2v2)" = K1v] +kov) ergibt, da (— | —) nicht ausgeartet
ist.

iii) Die Eindeutigkeit:
(0 [ fo(v)) = (0™ [ f(v)) = (" [ (fs = F)(v) = 0)

ergibt fg = f, da (— | —) nicht ausgeartet ist.

3.5.21 Folgerung BLF(V*,V) ~ Endg(V).
3.5.22 Anwendungen

i) Ist f € Homg(V,V’), und sind V,V’ endlichdimensional, dann heifit der
Spaltenrang Sr(A), fiir irgendeine Matrix A mit M (B, f,B), der Rang
von f. Kurz: Rg(f) := Sr(A). Wir wollen (nochmals) zeigen, dafl der
Spaltenrang dem Zeilenrang gleicht:

Ro(f) = dimg(BUd(f))
= dimg(V/Kern(f))
= dimg (V) — dimg (Kern(f))
= dimg(V) — dimg (Bild(f*)*)
= dimg(V) — (dimg (V") — dimg(Bild(f*))
= dimg(Bild(f*))
= Rg(f")
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ii)

iii)

Dies beweist, erneut, daf fiir Matrizen A gilt Sr(A) = Zr(A), denn wir
wissen ja, dafl die duale Abbildung bzgl. der dualen Basis durch die Trans-
ponierte von A dargestellt wird.

Az = b ist genau dann lésbar, wenn jede Losung des transponierten ho-
mogenen Systems ‘A -y = 0 auf b senkrecht steht: > y;b; = 0.

Az = b losbar < b € Kern(f*)*.

Ein numerisches Beispiel zu ii):

1 1 1 3
A=[1 -1 —1|eR¥>3b:=|4|€eR?
1 3 3 1
also
1 1 1
fA=11 -1 3
1 -1 3
Dann ist )
Wegen
2 3
4 :—6+4+17é0
1

ist das System also nicht losbar.
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3.6 Determinanten

Wir verallgemeinern jetzt den Begriff bilinear zu multilinear. Unser Ziel ist dabei
insbesondere die Einfithrung der sogenannten Determinante.

3.6.1 Definition (alternierend, symmetrisch, schiefsymmetrisch) Seien
V und V' K—Vektorrdume, n € N*, f: V* — V', dann heif3t f

o multilinear <= f(vo,...,0i—1,—,Vit1,...,0p—1) € Homg(V, V'),

o alternierend <= [ 3 i # k: v; = v = f(vo,...,Un—1) =0],

o symmetrisch == ¥V m € Sp: f(vo,...,vn-1) = f(Vr(0)s -+ Vn(n=1))s
e schiefsymmetrisch <= f(vo,...,vn—1) = sg0(T) f(Vr(0), - - -+ Vr(n—1))-

3.6.2 Beispiele

i) Fir n = 2 ist z.B.

K2 xK? - K, ((i?) , (g?)) = ToY1 — T1Yo

bilinear, alternierend und schiefsymmetrisch. Falls char(K) # 2 ist, ist f
nicht symmetrisch.

ii) Bei char(K) = 2 fallen die Begriffe symmetrisch und schiefsymmetrisch
zusamimen.

iii) Ein fiir die Anwendungen in der euklidischen Geometrie und Physik sehr
wichtiges Beispiel ist (fiir n = 2) das sogenannte Kreuzprodukt im R3 :

To Yo T1Y2 — T2Y1
.3 3 3 .
x:R* x R* — R”, T1 |, Y1 = | T2Y0 —ZToY2 | =T XY,
T2 Y2 ToY1 — T1Yo

es ist bilinear und schiefsymmetrisch.

3.6.3 Hilfssatz
i) Jede alternierende multilineare Abbildung ist schiefsymmetrisch.

it) Bei char(K) # 2 sind die multilinearen schiefsymmetrischen Abbildungen
alternierend.

Bewelis:
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i) f: V™ — V' sei alternierend und multilinear, i € n, dann gilt:
0 = f(...,’l)ifl,'l}i+’0i+1,’l}i+’l}i+1,’l}i+2,...)
= f(vo,. e svn—1)+ f(-o 0 Vi1, Vig1, Vis Viga, - - )

Fiir die Transposition 7 := (i,¢ + 1) gilt also

fvo, . ,von1) = SgH(T)f(UT(o), e 7UT(n71))~

Da diese Transpositionen aber S,, erzeugen, und sgn ein Homormophismus
ist, folgt daraus die Behauptung.

ii) ist klar.
Von besonderer Bedeutung sind fiir uns nun gewisse Multilinearformen, also der

Fall V' = K, und dabei wiederum der Fall n := dimg (V).

3.6.4 Definition (Determinantenformen) Ist n := dimgV € N*, dann heifit
A: V™ — K Determinantenform auf V, kurz: A € DF(V), wenn A multilinear
und alternierend ist. ]

Nach 3.6.3 sind Determinantenformen also auch schiefsymmetrisch.

3.6.5 Beispiele A: V"™ — K| (vg,...,v,—1) — Ok heifit die ¢riviale Determi-
nantenform auf V. 3.6.2 i) ist eine nicht triviale Determinantenform, 3.6.2 iii) ist
multilinear, alternierend und schiefsymmetrisch, aber keine Determinantenform,
da weder n = 3 noch der Bildraum gleich K ist. <&

3.6.6 Hilfssatz Ist A € DF(V) und V = g < by, ...,bp—1 >, dann gilt fir
n—1
V; = EV:O /Ul/)iby cV:

Avg,...,vn—1) = A(bg,...,bn-1) Z 5g0(T)Vr(0),0 " * * Ur(n—1),n—1
TESy

= A(bo,...,by_1) Z Sgn(ﬂ)vo,w(o)"'Un—1,7r(n—1)~
TESR

Beweis: Wegen der Multilinearitéit von A folgt zunéchst:

A(’UQ, ce ,’Unfl) = Z ’U@(O)p te vap(nfl),nflA(bap(O% ey b¢(n,1)).

pn—n

Da A alternierend ist, ergibt das einmal

Avg, ..., Un1) = Z V(01,0 Ur(n—1),n—18(br(0)s - -+, br(n—1)),
TESy

und — weil alternierende Multilinearformen schiefsymmetrisch sind — auch
noch
= A(bOa ) bn—l) Z Sgn(ﬂ-)vﬂ(O),O o Un(n—1),n—1>
TESy
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insgesamt also die erste der behaupteten Gleichungen. Schliefllich gilt, wegen
der Kommutativitiat von K,

U7(0),0 """ Un(n—1),n—1 = V0,7=1(0) """ Un—1,7—1(n—1)>

so daB8 mit sgn(r) = sgn(r~!) auch die zweite der behaupteten Gleichungen
folgt, denn 7 + 7~ ist eine Bijektion auf jeder Gruppe, insbesondere also auch
auf S,,. O

3.6.7 Folgerungen

i) Jede Determinantenform A € DF (V') ist durch den Wert A(bg, ..., bp—1)
auf irgendeiner Basisfolge B von V wollstindig bestimmd.

1) Nichttriviale Determinantenformen sind Vielfache voneinander.

it1) Zu jeder Basisfolge B von V gibt es hochstens ein A € DF(V) mit
A(bg,...,bp—1) = 1.

O

Daf es zu jeder Basisfolge B := (bg,...,bp—1) von V genau eine Determinan-
tenform A mit A(bg,...,b,—1) = 1 gibt, folgt damit aus

3.6.8 Hilfssatz Die Gleichung

n—1
Agp(..., Z Vyiby,...) = Z 5gn(T)Vr(0),0 " * * Um(n—1),n—1
v=0 TESR

definiert eine nicht triviale Determinantenform Ag auf V. Fiir diese gilt
Ag(by, ... ,bp—1) = 1.

Beweis: Die Abbildung Apg ist offensichtlich multilinear, sie ist auch alternierend:
Sei i # k und v; = vg. Fiir die Transposition 7 := (ik) € S,, gilt dann zunéchst
einmal die folgende Zerlegung von S,, in Rechtsnebenklassen der alternierenden
Gruppe A, = {7 € S, | sgn(m) =1} :

S, = A, UA,T.
Damit ergibt sich, wegen v; = vy,

AB(U07"'7UYL—1) = AB(UT(O)a"'aUT(nfl))

= ) sen(T)Ur(0),7(0) * * Vr(n=1),r(n—1)
TES,

= Z (sgn(P)Vp(0),r(0) " * * Vp(n—1),r(n—1) + SEN(OT)Vpr(0),7(0) * * * Vpr(n—1),7(n—1))
pEA,
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= Z (Sgn(P)Up(o),o Up(n—1),n—1 — Sgn(P)”p(o),o T Up(n—l),n—l)'
pPEAR
Jeder dieser Summanden ist aber, ganz unabhingig von char(K), gleich Null.

Die Gleichung Ag(bg,...,b,—1) = 1. folgt unmittelbar aus der Definition von
Ag.

O
Insgesamt ist damit folgendes bewiesen:
3.6.9 Folgerung Ist B = (bg,...,b,—1) Basisfolge fiir V, dann gilt
i) Die eindeutig bestimmte Determinantenform Ag mit Ag(bg,...,bn—1) =1
wird definiert durch
n—1
AV:IO ~7ZUu,ibu, c) = Z 89T )Vr(0),0 * " Vr(n—1)n—1 =
v=0 TESy
Z sgn(ﬂ-)/UOJr(O) o Un—1,7(n—1)-
TESy
it) Jede andere Determinantenform A € DF(V') ist Vielfache von Ap :
A(’UQ, NN 7vn—1) = A(bo, ey bn—l) . AB(’U(), ey ’Un_l).
O

Es soll nun gezeigt werden, wie mit Hilfe einer Determinantenform A € DF (V)
einem Endomorphismus f € Endg (V) ein Skalar, die sogenannte Determinante
det(f) von f zugeordnet werden kann, die sehr niitzliche Eigenschaften hat.

3.6.10 Hilfssatz A € DF(V) sei nicht trivial, f € Endg(V'), dann gilt:

i) Ap(vo,...,vn-1) = A(f(vo),..., f(vn_1)) definiert eine Determinanten-
form Ay.

it) Der Faktor ky aus Ay = kg - A ist unabhdngig von der Wahl der (nicht
trivialen) Determinantenform A.

Beweis: 1) ist klar.

i) Sei A’ = X+ A, X # 0, dann folgt aus
A(bgy . ybp_1) =X A(bg,...,by_1)
die linke Seite der folgenden Sequenz von Gleichungen:

A/f(b(),...7bn,1) = )\'Af(b(),...,bnfl):A'Hf'A(bo,...7bn,1)
= Kif‘A/(bo,...,bn_l),

also gilt auch fiir A”: A’f =Ky A a
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3.6.11 Definition (die Determinante eines Endomorphismus) Der Fak-

tor N bo)
f\Y0,---,Un—1
det = ,
(£) A(boy .-y bp—1)
B irgendeine Basisfolge von V, A irgendeine nicht triviale Determinantenfolge
auf V, f € Endg(V), heifit die Determinante von f € Endg (V). o

Fiir diese Zahl gilt also die Gleichung;:
3.6.12 det(f) - A= Ay.

3.6.13 Satz Fir f,g € Endg(V),n := dimg(V),x € K gilt:
i) f=r-idy = det(f) = ",
i) f € Autg(V) < det(f) #0,
ii) det(go f) = det(g) - det(f) = det(f o g),
iv) f € Autg(V) = det(f~1) = det(f) 1,

1}) V=WeWfi=1Ff1 ‘/Z,fl(v;) CViy,t=01= det(f) = det(fo) .
det(fl).
Beweis: Sei A € DF (V) nicht trivial, B = (bo, ..., b,—1) eine Basisfolge.
i) Wegen f = f =k -idy gilt

A(f(bo), ey f(b”_l)) = A(K}bo, ceey an—l) = /QnA(bo, ey bn—l)-
ii) Es ist
feAutg(V) <= (f(bo,),...,f(bn—1)) Basisfolge

~— 0 7’5 A(f(bo), ey f(bnfl)) = det(f) . A(bo, ey bnfl)
<~ det(f) #0.

iii) Wir haben
det(go f)A(bo,---,bn-1) = Ag(f(bo)),---,9(f(bn-1))
= det(g)A(f(bo), - -, f(bn-1))
= det(g) - det(f) - A(bo, ..., bp—1)
iv) f € Autg(V) impliziert f~! € Autkx(V), die Determinanten dieser beiden

Abbildungen sind also, nach ii), von Null verschieden, und wir kénnen wie folgt
schlieen:

1 =) det(f o f71) =) det(f) - det(f1).
Hieraus folgt det(f) = det(f~1)~L.
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v) Fiir go := fo@idy,:v = vg+v1 — fo(vg)+v1 und die entsprechend definierte
Abbildung g1 := idy, @ f1 gilt f = googi, also, nach iii): det(f) = det(go)-det(g1),
so daB det(f;) = det(g;) zu zeigen bleibt. Wir wihlen hierzu eine an die direkte
Zerlegung V =V & Vi angepafSte Basisfolge B :

Vo=k<bo,....;00—1> Vi=xg<by...;0n1 > V=gk<by,...,0. >,
falls V1 # 0, andernfalls ist nichts zu zeigen. Hiermit definieren wir
Ag(voy -y Ur1) = Ap(V0, oy Vre1ybpy oo b)),
eine offenbar nicht triviale Determinantenform auf V. Fiir sie gilt

det(fo)Do(bos- - br—1) = Ao(f(bo),- .-, f(Br—1))
= Ap(f(bo)s .y F(br1)byser . b))

= AB(go(bo), .. aQO(bnfl))
= det(go) . AB(bQ, cey bn—l)
det(gO) : AO(bOa RS bT—l)a

also det(fp) = det(go). Analog folgt det(f1) = det(g1).
O

Mit Hilfe der Determinante eines Endomorphismus kann nun eine Determinante
fiir jede quadratische Matrix definiert werden. Dies geschieht so, daf} fiir jede
Basisfolge B von V' gilt:

det(A) = det(f), falls A= M(B, f,B).
Sei deshalb A = (a;,) = M(B, f,B) € K"*". Dann gilt

det(f) . AB(bo, ceey bn—l) = Alg(f(b0)7 ey f(bn—l))

n—1
= AB( EER) Z aikbia . ) = Z Sgn(ﬂ)aﬂ(O),O ©Gr(n—1),n—1-
1=0

TESy
Wir sehen, dafl dieser Ausdruck nicht von B und der hierzu passend zu wihlenden
Abbildung f abhingt, definieren deshalb wie folgt:

3.6.14 Definition (die Determinante einer Matrix) Ist A = (a;;) € K"*",
dann sei

n—1 n—1
det(4) = 3" sgn(m) [ anos = 3 senm) [ aimio
TESn i=0 TESn i=0
die Determinante der Matrix A. .

3.6.15 Beispiele
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1) det(aoo) = apo,

. apo Aol

i) det = agoa11 — Go1010;
aio A

apo ap1 aop2
ili) det [ a0 @11 aiz | = agoaiias — ai0ao1G22 + a20011a02
a0 a1 Aa22

—appa21a12 + A10G21002 + G20Q01G12-

3.6.16 Folgerungen Sind A, B € K"*" x € K, dann gilt:
i) Ist B Basisfolge, f € Endg(V), A= M(B, f,B), so ist

det(f) = det(A).

it) det(k - E,) = K",
iii) A ist genau dann invertierbar, wenn det(A) # 0,

iv) Die Abbildung einer Matriz auf ihre Determinante ist ein Homomorphis-
mus (ein Monoidhomomorphismus auf dem Ring K"*™ der n-reihigen Ma-
trizen, ein Gruppenhomomorphismus auf der Gruppe GL,(K) der inver-
tierbaren n-reihigen Matrizen):

det(A - B) = det(A) - det(B) = det(B - A),

v) Ist B invertierbar, dann gilt
det(BAB™1) = det(A),
d.h. die Determinante ist invariant unter der Transformation A — BAB™!.
vi) A ist invertierbar => det(A~!) = det(A) !,
vii) det(A) = det(tA).

(Die Punkte i) bis v) folgen umnittelbar aus 3.6.13, der sechste Punkt ergibt sich
aus [, arwy = I1, av,r-1(.) Fiir die konkrete Berechnung der Determinante
einer Matrix A verwendet man zweckméBigerweise nicht die oben angegebene
explizite Formel, da diese aus n! Summanden besteht. Vielmehr geht man in der
Regel zu einer Matrix A’ iiber, die dieselbe Determinante besitzt, bei der aber
sichtlich weniger Summanden zu berechnen sind, da die anderen verschwinden.
Die moglichen Umformungen ergeben sich aus 3.6.16 mit der Tatsache, dafl
Determinantenformen multilinear und alternierend sind:
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3.6.17 Satz Die Determinante det(A) ist multilinear, alternierend und schief-
symmetrisch in den Zeilen und in den Spalten von A. Es gilt also insbesondere:

i) Das Vertauschen zweier Zeilen oder Spalten dndert am Wert der Deter-
minante nur das Vorzeichen.

it) Entsteht A" aus A durch Multiplizieren einer Zeile oder einer Spalte mit
K, dann gilt det(A’) = k- det(A).

i) Addition eines Vielfachen einer Zeile (Spalte) zu einer anderen (!) Zeile
(Spalte) indert den Wert der Determinante nicht.

iv) Ist der Rang von A kleiner als die Zeilenzahl, dann gilt det(A) = 0.

3.6.18 Beispiele
i)

apo * apo 0
det = det =0ago " an—1,n—1

0 Ap—1,n—1 * Ap—1,n—1

folgt unmittelbar aus der (wichtigen) Bemerkung, daf jeder Summand []; ar
aus jeder Zeile und Spalte von A genau ein Element enthélt, bei oberen oder
unteren Dreiecksmatrizen ist also maximal ein einziger Summand (der zu 7 = id)
von Null verschieden.

ii) Die Vandermondesche Determinante: Fiir paarweise verschiedene x; € K*
gilt

1 1 1 1 1 1
KO K1 Kn—1 0 K1 — KO Kn—1 — KO
K2 K2 K2 0 K2 — Kok K2 — KoK
det 0 1 n—1 = det 1 0Ff1 n—1 0fn—1
)
n—1 n—1 n—1 n—1 ’ n—2 n—1 ’ n—2
Kq K1 B 0 Ky — KoKy cee Ky — KoK, _]

da man von der (i + 1)—ten Zeile das ko—fache der i—ten Zeile abziehen kann,
ohne daf} sich die Determinante dndert. Benutzt man jetzt die explizite Formel,
so sieht man, dafl (wegen der Nullen in der ersten Spalte) gilt

K1 — Ro K92 — Ko RKn—1 — Ko
2 2 2
R1 — Rok1 R3 — Rok2 N Ry — KoRn-—1
= det
n—1 n—2 n—1 n—2 n—1 n—2
K1 — Kokq Ko — Koko e Ry — Rokp_q
1 1 1

= (Iil —Ii())(lig —:‘i())...(l'in,1 —I{()) det . . . 5



126 KAPITEL 3. LINEARE ALGEBRA

so dafl per Induktion nach n folgt:

1 1 o 1
Ko K1 e Rnp—1
det . ) . = H (Kj — Kq),
: : : 0<i<j<n—1
Ry oA Kot
denn
det(1)=1

<&

Zur Vorbereitung eines Satzes iiber die rekursive Berechnung von Determinanten
definieren wir

3.6.19 Definition (Cofaktoren) Sei A = (a;;) € K™ und a; der i-te
Zeilenvektor, aj, der k-te Spaltenvektor dieser Matrix. Wir definieren mit Hilfe
der Basisfolge £ = (eg,...,en—1) aus den Einheitsvektoren den Cofaktor von

a;y, durch
Cof(a;r,) := det(A;r),

wobei A;, aus A durch Ersetzen der i—ten Zeile durch den Einheitsvektor ey,
und der k-ten Spalte durch den Einheitsvektor e; entsteht:

0
* : *
0
Ar=10 0O 1 0 0
0
* : *
0

Es ist leicht einzusehen, dafl diese Zahl auch mit Hilfe der Basisfolge £ aus den
Einheitsvektoren beschrieben werden kann, d.h. daf} gilt

3.6.20 Bemerkung Die Cofaktoren lassen sich wie folgt auch mit Hilfe der
Determinantenform Ag ausdriicken:

Cof(a;;) = det(Air)
= Ag(a()v"'7ai7176k7ai+17~~~7an71)
AS(CL67 cee 7a;c—17 €i, a;c-&-lv R a;z—l)'

Weiterhin sei die adjungierte Matriz zu A definiert durch
Ad(A) := *(Cof(as)).
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3.6.21 Satz A-Ad(A) =det(4) - E,.

Beweis:

(A-Ad(A)i = Y aiCof(ar)

= Ag(ag,...,ap_1, Zaiyey, At1y ey Qp—1))

= AS(GO;'~'7ak717ai7ak+17'"7a’n71))
= O det(A)

3.6.22 Folgerung Ist A invertierbar, dann gilt

. Ad(4)
AT = det(A4)

3.6.23 Beispiel

A= (;) Z):>Ad(A): {(Cof (ag)) = * j:g% %;ZZE% %%
(&)= (8 ) (S )= (8 )

Als Anwendung auf lineare Gleichungssysteme mit reguldrer, d.h. invertierbarer
Koeffizientenmatrix A ergibt sich

3.6.24 Die Cramersche Regel Ist A € K"*" invertierbar, dann gilt fir die
Komponenten x; der eindeutig bestimmten Lésung von Ax =b:

) agp ... Goi—1 b1 @oiy1 ... Gop—1
= - det
YT det(a) °
Ap—1,0 -+ Gn-1,i-1 bn Gn_1i41 .- Gpn-1n—1
Beweis:
Ausz=A"th= mAd(A) - b ergibt sich
1
i = : Cof(ay:b,
n= gy (O ot
~ Aglag, 5 ai_q,0,a041, . a5,_q)
B det(A) v

also die Behauptung.

Weiter erhalten wir jetzt die angekiindigte Rekursionsformel
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3.6.25 Der Laplacesche Entwicklungssatz Ist A € K"*", dann gilt, fir
jedes i,k €n:

det(A) =Y (=1)"ai, det(A},) =Y (=1)"Fayx det(A}y),

v v

d.h. man kann det(A) sowohl nach der i—ten Zeile als auch nach der k—ten
Spalte entwickeln. A} bezeichnet dabei die (n — 1) x (n — 1)-Matriz, die man
aus A durch Streichen von i-ter Zeile und k-ter Spalte erhilt.

Beweis: Es gilt offenbar
det(4) = Aglag,...,a,_1) = Za,,kAg(aé, e Q1€ Al gy Oy )

Z aykCof(ag,) = Z ayr det(Apg).

Entsprechendes gilt fiir die Entwicklung nach der i—ten Zeile. Schliellich gilt
noch, wegen der Schiefsymmetrie der Determinante,

det(A,) = (—1)"F det(AL,).
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3.7 Eigenwerte und Eigenvektoren

Wir wollen jetzt lineare Endomorphismen durch Matrizen besonders iibersicht-
licher Gestalt (u.a. mit moglichst vielen Nullen) beschreiben, was durch die
Auswahl geeigneter Basen geschieht.

Zu einer besonders einfachen Form der f € Endg (V') darstellenden Matrix ver-
helfen gegebenenfalls natiirlich solche Basisvektoren, die von f auf ein Vielfaches
von sich selbst abgebildet werden. Wir bemerken zuniichst, dafl fiir solche Vek-
toren folgendes gilt:

fw)=k-v <= (f—k-idy)(v) =0 < v € Kern(f — k-idy).
Wir fithren deshalb die folgenden Bezeichnungen ein:

3.7.1 Definition (Eigenwerte, Eigenvektoren, Eigenrdume) Ist f €
Endg(V), dann heifit x € K Eigenwert von f genau dann, wenn

Kern(f — k-idy) # {0y }.

Die von Null verschiedenen Elemente des Kerns von f — k - idy heiflen ggf.
Eigenvektoren zum Eigenwert x, und als Eigenraum von f zum Eigenwert s
bezeichnen wir den gesamten Kern:

E(k) ={veV| f(v) =krv}=Kem(f —x-idy).

Falls die Dimension von V endlich ist, gibt es weitere dazu dquivalente Formu-
lierungen, denn wir kénnen die Determinante von f heranziehen:

3.7.2 Hilfssatz Ist f € Endg(V), dimgx(V) € N*, k € K, dann sind dquivalent:
1. k ist Eigenwert von f,
2. Kern(f — k-idy) # {0v },
3. det(f — k-idy) =0,
4. f— K -idy st nicht injektiv,
5. f—k-idy ist nicht surjektiv,
6. 3veV\{0v}: f(v)=kK-v.

Die Gleichung det(f — k- idy ) = 0 zeigt, dafl die Eigenwerte von f als Nullstel-
len eines Polynoms aufgefafit werden kénnen. Wir wollen dies prézisieren und
beginnen dazu mit

3.7.3 Definition (Formale Potenzreihen, Polynome, Polynomabbil-
dungen) (R, +,-) sei ein kommutativer Ring mit Einselement.
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e Wir erinnern zunichst an den Ring RN der formalen Potenzreihen iiber R

in einer Unbestimmten x. Die Elemente p € RN schreibt man gern in der
Form

0o
p= > pua®, wobei p 1= ().
n=0

Dieser Ring wird meist mit R[z] bezeichnet, um die Bezeichnung der
Unbestimmten x hervorzuheben. Er enthdlt — auch das wurde bereits
erwahnt — den Teilring

Rlz]:={p € RY | p(n) =0, fiir fast alle n}
der Polynome iiber R in einer Unbestimmten z.

Ist p € R[z]* und n € N maximal mit p(n) # 0, dann heifit r,, = p(n) der
Leitkoeffizient von p und n der Grad von p. Dem Nullpolynom wird kein
Grad zugeordnet.

Zu p:=> rpa™ € R[z] gehort die Polynomabbildung
P:R— R,p— Zrnp".

Ganz allgemein heiit f € RT polynomiale Abbildung, wenn es p € R|x]
gibt mit P = f, d.h. P(p) = f(p), fiir alle p € R. Falls Char(R) # 0 ist P
nicht notwendig eindeutig bestimmt, z.B. ist P = 0, falls p = x+2? € Zs|[x].

p € R heiBt Wurzel von p, wenn p Nullstelle von P ist, d.h. wenn P(p) =0
gilt.

Wir definieren:

3.7.4 Definition (charakteristisches Polynom, charakteristische Ko-
effizienten) Ist f € Endg(V), n := dimg(V) € N*, B eine Basisfolge fiir V,
A:= M(B, f,B), dann heifit

pa:i=det(A—z-E,) = Zaixi € Klz]

das charakteristische Polynom von A. Die «; heiflen die charakteristischen Koef-
fizienten von A. Wegen det(A —zE,,) = det(TAT~! —x- E,,) ist dieses Polynom
unabhéngig von der Wahl der Basisfolge, wir kénnen also

bfr:=pa

setzen und dieses Polynom auch als das charakteristische Polynom von f be-
zeichnen und die «; als die charakteristischen Koeffizienten von f. .
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(1)

pAZdet(lgm 42 >=x2—5x—2.

— T

Fir

gilt beispielsweise

3.7.5 Hilfssatz Ist f € Endg(V), n := dimg(V) € N*, A = M(B, f,B) =
(air), dann gilt fir die charakteristischen Koeffizienten von f bzw. A :

ap = det(A), an_1 = (=1)"""> ai, an = (=1)",

O

Die Summe ), a;; der Elemente in der Hauptdiagonalen von A heifit die Spur
von A :
Spur(A4) := Za“'

Aus der Definition des charakteristischen Polynoms ergibt sich direkt:

3.7.6 Folgerung FEigenwerte von f € Endg(V) bzw. A = M(B, f,B) sind,
bei endlichdimensionalem V, gegebenenfalls (1) genau die Wurzeln (in K!) des
charakteristischen Polynoms py = pa, also die Nullstellen der zugehdrigen Po-
lynomabbildung Py = Pj. O

Deshalb liefern u.a. auch Hilfsmittel aus der Analysis, namlich Aussagen iiber
Nullstellen von Polynomabbildungen, Existenzsétze fiir Eigenwerte. So sagt z.B.
der Fundamentalsatz der Algebra — der meist in der Vorlesung iiber Funktionen-
theorie bewiesen wird — aus, daf} jede Polynomabbildung P: C — C, p vom Grad
n, n Nullstellen (die aber nicht paarweise verschieden sein miissen) in C hat.
Das liefert, mit 4.3.9:

3.7.7 Satz Jeder lineare Endomorphismus eines endlichdimensionalen Vektor-
raums V # {0y } tdber C besitzt Figenwerte (und damit auch Figenvektoren).

O
Das gilt fiir K := R dagegen nicht, z.B. hat das Polynom p := 1 + 22 keine
Wurzeln in R, die lineare Abbildung f € Endg(R?) mit

0 -1
hat also keine Eigenwerte. Immerhin gilt noch

3.7.8 Satz Istn:= dimg(V) € N*, f € Endg(V), dann gilt:

1. Ist n ungerade, dann besitzt f Figenwerte, und zwar mindestens einen
positiven (negativen), falls det(f) positiv (negativ) ist.
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2. Istn gerade und det(f) negativ, dann besitzt f mindestens einen positiven
und einen negativen Figenwert.

O

Beweis: Bei ungeradem n ist a, = (—1)" = —1, und nach S&tzen aus der
Analysis ergibt sich, daf§ Py(x) mit 2 — —oo gegen oo geht, mit x — oo dagegen
nach —oo. Wegen der Stetigkeit von Py folgt daraus mit dem Zwischenwertsatz
die Behauptung. Analog folgt fiir gerade n die zweite Behauptung, da dann
ap = Py(0) = det(f). o

Kehren wir wieder zu dem allgemeinen Fall zuriick.

3.7.9 Satz Jede Menge aus Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigen-
werten st linear unabhingig.

Beweis: M bezeichne die gegebene Menge von Eigenvektoren. Wir haben zu
zeigen, dafB fiir jede endliche Teilmenge () # N := {vg,...,v,—1} C M gilt:

Zliﬂ}i=0:> Vi k; =0.

Der Beweis erfolgt per Induktion nach n :
I n=1: Die Menge {vg} ist linear unabhingig, da vy # 0.

IT n — n+1: Wir schlieflen indirekt. Wére {vg,...,v,} linear abhéingig,
dann gébe es eine nicht triviale lineare Relation zwischen den Elementen
dieser Menge. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir anneh-
men, sie sei von der Form v,, = g_l Aiv;, wobei nicht alle \; gleich Null
sind. Daraus wiirde sich aber folgendes ergeben, wenn v; Eigenvektor zum
Eigenwert k; ist,

0 = f(vn)*"’in'vn

n—1 n—1
= Z Aif (vi) — kn Z A
0 0

n—1
= Z Ai(’% - Hn)vi»
0 9
#0

ein Widerspruch zur Induktionsannahme, der linearen Unabhéngigkeit von
{’Uo,...,’Un_l}. O

3.7.10 Folgerung Ist f ein linearer Endomorphismus von V, dimg (V) € N*,
mit dimg (V') paarweise verschiedenen Figenwerten, dann besitzt V' eine Basis-
folge B aus Eigenvektoren. f wird also beziiglich dieser Basisfolge durch eine
Diagonalmatriz M (B, f,B) beschrieben, in deren Hauptdiagonale die Eigenwer-
te von f stehen.
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O

3.7.11 Satz Ist V = U & W,n = dimg(V) € N*, f € Endg(V), f(U) C
Urw:V — Wu+w — w (die kanonische Projektion von V. auf W), dann
gilt: Fiir g : = ww o f | W haben wir

Pf =DflU " Pg-
O

Beweis: Wir wihlen eine Basisfolge B von V, die an die Zerlegung “angepaft”
iSt, d.h. B= (b(), ey bnfl), mit

U=<xby,....0pn 1> W=xby,...,0p_1>.

Dann gilt fir A := M(B, f,B) und By = (bo,---,bm-1),B1 = (b, -+, bn_1) :
B C ,
A:(O D)vatB:M(BOaflUvBO)?

sowie, wegen f(U) C U, mit einer Nullmatrix 0 aus n Zeilen und m Spalten,

M(BlagaBl) = M(Bh’frw?B)’M(BaflM/;Bl)
018, () =D

Damit erhalten wir:
ps = det(A —2E,) =det(B — zEy,) - det(D — 2E, ) = priu - Pg-
0O

3.7.12 Folgerung Ist U Unterraum von V mit f(U) C U, dann teilt ps y das
Polynom py. O

Heifit £ € K ein r—facher Eigenwert von f, wenn (z — )" Teiler von py ist, und
verstehen wir unter der Vielfachheit von k das maximale dieser r, dann ergibt
sich:

3.7.13 Satz Die Dimension des Eigenraums von k € K ist hichstens gleich
der Vielfachheit von k als Eigenwert.

Beweis: Man sieht sehr leicht, dafl f | E(x) = & - idg(,) gilt, also

pflE(n) _ (KJ _ x)dim(E(m)).
Dieses Polynom teilt aber, wegen f(FE(x)) C F(k) und 3.7.12 das charakteri-
stische Polynom p¢, in dem der Faktor x — x genau mit dem Exponenten r
steckt.

O
Der Grad des Produkts zweier Polynome # 0 ist die Summe der Grade der
Faktoren. Also ist die Summe der Vielfachheiten der Eigenwerte von f hochstens
dimg (V). Das, zusammen mit 4.3.16, ergibt:
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3.7.14 Satz Ist f € Endg (V) und n := dimg(V') € N*, dann sind dquivalent:

o f lafst sich durch eine Diagonalmatriz beschreiben.
o V hat eine Basis aus Eigenvektoren.
o V ist direkte Summe der Figenrdume von f.

e p; ist Produkt von Linearfaktoren (:=Polynome vom Grad 1) und die Viel-

fachheiten der Figenwerte gleichen den Dimensionen der zugehdrigen Ei-
genraume.

O

Will man eine Matrix auf Diagonalisierbarkeit untersuchen, wird man sich also
zuerst das charakteristische Polynom vorzunehmen. L&8t es sich in Linearfak-
toren zerlegen, hat man noch die Dimensionen n — Rg(A — kE) der Eigenriume
zu ermitteln und mit den Vielfachheiten zu vergleichen.

3.7.15 Beispiel

1. Die Matrix

-1 4 6
A=10 -1 0
0 5 2

hat das charakteristische Polynom

—1—=z 4 6
det(A — zE) = det 0 —1—-z 0 =—(1+2)%2— ),
0 5 2—zx
also die FEigenwerte kg = —1 und x; = 2. Wegen

0 4 6
A—kroE3s=|0 0 0],
0 5 3
ist die Dimension des Eigenraums, also 3 — Rg(A — kokE), gleich 1 und

damit kleiner als die Vielfachheit des Eigenwerts k. Die Matrix A besitzt
demnach keine Basis aus Eigenvektoren.

. Fir die Matrix

-1 4 6

A= 0 2 0

0 5 3
dagegen gilt pa = —(1 + 2)(2 — 2)(3 — z). Die Eigenwerte sind also
ko = —1, k1 = 2 und ko = 3. Nach 4.3.12 existiert also eine Basis

aus Eigenvektoren.
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3. Einen Eigenvektor b; zum Eigenwert x; erhélt man durch Losen des Glei-
chungssystems (A — k,;E,,)b; = 0, fiir unser Beispiel erhiilt man beispiels-
weise (die Eigenvektoren sind nur bis auf Zahlenfaktoren eindeutig be-

stimmt!):
-1 26/3 -9
bo=| 0 J,0=[ -1 |,0=1| O
0 5 —6

<

Eine deutlich schwichere Forderung an A als die Diagonalisierbarkeit ist die
nach Trigonalisierbarkeit:

3.7.16 Satz Ist f € Endg(V) und n := dimg (V) € N*, dann sind dquivalent:
o f ist trigonalisierbar, d.h. es gibt eine Basisfolge B, so daff A := M (B, f,B)
eine obere Dreiecksmatriz ist.
o Fs gibt eine Kette
Vo={0}cWVcC...CV,.1CV,:=V
f-invarianter Unterriume (d.h. f(V;) =V;) mit dimg(V;) = i.
e Das charakteristische Polynom zerfdllt in Linearfaktoren:

n—1

pPf = H()\l —l‘), )\i c K.

i=0
Beweis:

a) Die Aquivalenz der ersten beiden Punkte ist klar: Eine an eine solche Kette
von invarianten Unterrdumen angepafite Basis liefert eine obere Dreiecksmatrix
und umgekehrt.

b) Ist A := M(B, f, B) eine obere Dreiecksmatrix, dann ist
det(A — zE,) = H(aii —x),

K3
also Produkt von Linearfaktoren.
c) Zerfillt umgekehrt das charakteristische Polynom in Linearfaktoren, etwa
pf = leol()\i — x), dann kénnen wir die Trigonalisierbarkeit wie folgt per
Induktion nach n beweisen:

I n =1 : Dieser Fall ist trivial.

ITn >1: f besitzt Eigenvektoren zum Eigenwert A\g. Wir nehmen einen von

ihnen, v, als O-tes Element der Basisfolge B = (vo, ..., v,—1), so daf
Ao Gor ... Gop—1
0
A=M(B, f,B) = -
A
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Nun gilt aber V = (vg) @ W, wenn W := (vy1,...,v,_1). Aus 3.7.11 folgt dem-
nach, wenn U := (vy),
bPr=DriU " DPg>
mit g = mw o f | W. Es folgt, weil prj = Ao — =,
n—1
by = H (Ai — ).

i=1

Nun ist aber p, das charakteristische Polynom von A, so daB, nach Induktions-
annahme, eine Kette

Wo ::{O}CW1C...CWR,2CWH,1:W

aus g-invarianten Unterrdumen W; (der Dimension 4) existiert.
Wir wollen zeigen, dafy die Unterrdume V; := U + W,_; eine Kette f-invarianter
Unterrdume der gewiinschten Dimensionen ¢ bilden. Dazu bemerken wir, dafl
offenbar f | W = h + k, mit
n—1
h:W — U,vj — ag;vo, sowie k: W — W, v; — Z ai;V;.
i=1
Sei jetzt v € U + W;_1, etwa v =u+ w, u € U,w € W;_;. Es gilt dann
flutw) = fu) + f(w) = fu) + f 1 W(w) =
= f(u) + (h+ k) (w) = f(u) + h(w) + k(w) € U+ W;_;.
—_————
S =g(w)
Demnach sind die V; wirklich f-invariant. Die Aussage iiber die Dimension ist

leicht nachzuvollziehen.
Od

Dieser Beweis ergibt ein Verfahren zur sukzessiven Berechnung einer darstellen-
den Dreiecksmatrix anhand einer gegebenen Zerlegung

n—1
pr=+][\—2)
1=0

des charakteristischen Polynoms in Linearfaktoren: Man geht von der Stan-
dardbasis £ aus, ermittelt zunéchst einen Eigenvektor vy zum Eigenwert Ag und
nimmt diesen als O-tes Element vy einer Basisfolge

By = (vo, €05 €i1,i,€it1s- -5 En_1),

die aus vy und geeigneten n — 1 Elementen der Standardbasis besteht (unter
Verwendung des Austauschsatzes, die Schreibweise é;, bedeute, dafl e;, ausge-
tauscht wurde). Die entsprechende Basistransformation Ty ergibt

D

0
TOM(gv fa g)TO_l =
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Jetzt betrachten wir den von der Basisfolge (eg, ..., €;—1,€i,,€it1,--,€n_1) €I-
zeugten Unterraum und auf diesem die durch Ag dargestellte lineare Abbildung.
Aus 3.7.12 folgt

n—1

pi, ==+ [J (N — o),
i=1

so da man ganz analog zum vorherigen Schritt verfahren kann: Die Auswahl
eines Eigenvektors v; zum Eigenwert \; samt Anwendung des Austauschsatzes
(mit i1 # ip) ergibt eine Basisfolge

(1}1,60,...,eio,...,eil,...,en_l).

Die Transformation auf die Basisfolge

Bl = (1)071}1,60,...,éio,...7éi1,... ,en_l)
ergibt jetzt
)\0 )\1 * *
0 Al * *
nME fET = 0 0
LA
0 0

usw.
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3.8 V als K[z|-Linksmodul, das Minimalpolynom

Neben f € Endg (V) sind auch die “Polynome”
p(f) = Zf{ifi, Zup = Zﬁixi € K[z,
i=0 i=0

Endomorphismen von V. Die Abbildung
¢r:Klz] — Endg (V),p — p(f),

der Einsetzungshomomorphismus (bei dem f ja sozusagen in die Polynome ein-
gesetzt wird) ist ein Ringhomomorphismus mit ¢(1) = idy, also ein Ring-mit-
FEins-Homomorphismus. Wir kénnen damit V' zu einem K[z]-Linksmodul V}
machen,

Vr mit pv := p(f)(v).

Diese induzierten K[z]-Linksmodulstrukturen sind i.a. nicht alle verschieden.
Ein vollstdndiges System paarweise verschiedener erhélt man aus den Konju-
giertenklassen der Endomorphismen von V unter der vollen linearen Gruppe:

3.8.1 Satz Zu f,g € Endx(V) sind Vy und V, genau dann isomorph (als
Klz]-Linksmoduln), wenn es h € Autg (V') gibt mit

hfh~! = g.

Beweis: i) Wir beweisen zunichst, dafl aus der Existenz eines solchen h die
Isomorphie der induzierten Strukturen folgt. Dazu sei wieder p = >, k;a* €
K[z], wir haben dann (in VV):

hop(f) = Z kihf = Z kihfih~h = Z kig'h = p(g) o h.

Ist jetzt v € V, dann folgt
h(pv) = h(p(f)(v)) = (hop(f))(v) = (p(g) © h)(v) = ph(v).

h induziert also auf V; eine K[z]-lineare bijektive Abbildung aus V;, einen Iso-

morphismus zwischen K[z]-Linksmoduln.

ii) Ist umgekehrt ¢: Vy ~ V; ein K[z]-Isomorphismus, dann gilt, fiir v € V und
p € K[z],

(pop(f)(v) = ¢(pv) = pp(v) = (p(g) © ) (v).
Da dies fiir alle v richtig ist, folgt

wop(f)op "t =p(g),

und weil dies wiederum fiir alle p gilt, also auch fiir p = z, ergibt sich auch

pofop t=g.
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Als K[z]-lineare Abbildung ist ¢ insbesondere K-linear (setze p := ), liegt also,
weil bijektiv, in Autg (V).

O
Das Bild von ¢y bezeichnen wir so:

Interessant ist der Kern dieser Einsetzung;:

Kern(py) = {p | p(f) = 0},

also die Menge der Polynome, die beim Einsetzen von f die Nullabbildung erge-
ben. Als Kern eines Ringhomomorphismus ist er ein Ideal, und dieses wird von
einem eindeutig bestimmten normierten Polynom erzeugt, das wir als Minimal-
polynom von f bezeichnen werden. Der Grund fiir die Existenz eines solchen
Polynoms ist die Tatsache, dafl K[x] ein Hauptidealring ist, und dafl man in sol-
chen Ringen eine “Division mit Rest” durchfiihren kann. Um dies zu beschrei-
ben, benétigen wir einiges iiber Teilbarkeit in kommutativen Ringen R # {0}
mit Eins und ohne Nullteiler, sogenannte Integritdtsbereiche. Dabei werden wir
bekannte Teilbarkeitseigenschaften der natiirlichen und der ganzen Zahlen ver-
allgemeinern, den Zusammenhang zwischen Teilbarkeit und Idealstruktur her-
stellen und sehen, dafl die Eigenschaft einer ganzen Zahl, Primzahl zu sein, sich
auf zweierlei Weise verallgemeinern 1a83t.

3.8.2 Definition (Teilbarkeit, ggT, kgV) Sei R ein Integrititsbereich mit
Elementen r,s € R und einer nicht-leeren Teilmenge 7. Wir sagen dann

e 7 teilt s, wenn es t € R gibt mit rt = s, kurz:

T s.

e 1 ist assoziiert zu s, wenn es eine Einheit ¢ € R gibt, also ein Element der
Einheitengruppe

ER):={z € R|3JyeR: zy=1},
mit rt = s, und das wird wie folgt abgekiirzt:

T~ S.

e 7 ist ein echter Teiler von s, wenn folgendes gilt:

rls A rgER) A Tgs.

e 1 heiflt unzerlegbar, wenn r weder 0 noch Einheit ist und keine echten
Teiler besitzt.



140

KAPITEL 3. LINEARE ALGEBRA

r heift prim, wenn r weder 0 noch Einheit ist und
rlst=[r|s VvV r|t]
richtig ist, d.h. r teilt mit einem Produkt auch mindestens einen Faktor.

r ist ein grofiter gemeinsamer Teiler von T', wenn folgende beiden Bedin-
gungen erfiillt sind:

—-VteT:r|t.
—VseR[VteT: s|t]=s]|r

Dieses wird auch so geschrieben: r € ggT'(T).

r ist ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von T, wenn es die folgenden
Eigenschaften hat:

- VteT: t|r
—VseR: [VteT: t|s]=r]s,

kurz: r € kgV (T).
Die Elemente von T heiflen genau dann teilerfremd, wenn

99T(T) = E(R).

Beispiele fiir Einheitengruppen sind F(Z) = {1, -1} und E(K[z]) = {x € K*},
die Menge der konstanten und vom Nullpolynom verschiedenen p € K[z].

Teilbarkeitseigenschaften lassen sich sowohl mit Elementen als auch mit den
davon erzeugten Idealen formulieren. Dabei verwenden wir die Kommutativitét
von R und die Existenz einer Eins, die fiir Hauptideale (r) die Gleichung

(r)={sr|se€R}

ergeben. Wie man leicht nachpriift gilt ndmlich

3.8.3 Satz In Integrititsbereichen R gilt fiir Elemente r, s und nicht-leere Teil-
mengen T':

rls < (s) C(r),

r € E(R) <= (r) =R,

r~s <= [rls As|r] = (r)=(s),
r ist echter Teiler von s <= (s) C (r) C R,

r e ggT(T) = ggT(T) =1 - E(R),
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o r € kgV(T) = kgV(T) =r- E(R).
O

Besonders interessant sind Integritédtsbereiche, in denen eine Division mit Rest
moglich ist, wie z.B. in Z und in Klz] :

3.8.4 Definition (euklidischer Bereich) Ist R ein Integritdtsbereich, dann
heifit §: R* — N genau dann euklidische Norm, wenn folgendes gilt:

e Vr,s€R": d(r)<d(rs),
eVxeRyeR IqreR: [x=qy+7r] AN [r=0V(ir) <))
Der Ring R (genauer: das Paar (R, ¢)) heifit dann euklidischer Bereich. .

Eine euklidische Norm auf Z ist die Betragsfunktion
0: 72" =N, z—|z|
Eine Norm auf dem Polynomring K[z] ist die Gradfunktion
0: Klz]* = N, f+— Grad(f),
denn es gilt:

3.8.5 Division mit Rest in K[z]: Ist K ein Kérper, f € K[x] 2 g # 0, dann
gibt es genau ein Paar (q,7) von Polynomen mit der Figenschaft

f=q-g+r, und [ r=0V (Grad(r) < Grad(g)) ].

Beweis: Der Fall f = 0 ist trivial, denn ¢ := r := 0 erfiillen die Identitét
f =qg+r, und die Annahme r # 0 ergibe ¢ # 0 und damit

Grad(r) = Grad(gq) = Grad(g) + Grad(q) > Grad(g),

also einen Widerspruch.
Sei deshalb f # 0. Wir beweisen zuniichst die Existenz eines Paares (g,7) per
Induktion nach Grad(f), danach die Eindeutigkeit.
Sei
f=ao+...+a2", an #0, g=bg+...+bypx™, b, £0.

Wir unterscheiden drei Fille:

Bei n =0 < m kénnen wir (¢, r) := (0, f) setzen.

Falls n = 0 = m wiihlen wir (q,7) := (by ' £,0).

Ist dagegen n > 0, dann betrachten wir die beiden Félle

e n < m: Wir nehmen ¢ :=0 und r := f.

e Bei n > m betrachten wir f; := f — a,b,,'2"™g und spalten erneut in
zwei Teilfille auf:
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— Bei f1 = 0 funktioniert (¢,7) := (a,b,,'2"~™,0).

— Andernfalls ist Grad(fi1) < Grad(f), und die Induktionsannahme
liefert die Existenz eines Paare (g1,71) mit

f=qg+ab, 2" ™™g +ry, mit [r; =0V Grad(r;) < Grad(g)],
wir kénnen also (g,7) := (g1 + a,b,;'2"~™,r1) verwenden.

Zum abschlieBenden Beweis der Eindeutigkeit betrachten wir zwei Paare (g, )
und (¢q1,71) mit 0 # f = g¢+r = gq1 +r1 und den Ungleichungen fiir die Grade.
Da hierfiir gilt (¢ — ¢1)g = r1 — r, folgt aus der Annahme r # rq, dall ¢ # ¢,
und damit

0 < Grad(r —r1) < Grad(g)

gelten miifite, im Widerspruch zu
Grad(r —r1) = Grad((¢ — q1)g9) = Grad(q — 1) + Grad(g) > Grad(g).

O
Die Division mit Rest kann man insbesondere zur sukzessiven Berechnung grofiter
gemeinsamer Teiler endlicher Mengen mit Hilfe der folgenden Methode ermit-
teln:

3.8.6 Der Euklidische Algorithmus Ist (R, ) ein euklidischer Bereich, dann
kann man ein Element aus der Menge ggT (xo,x1) der grifiten gemeinsamen
Teiler zweier Elemente xg,x1 € R durch sukzessives Dividieren berechnen (der
Algorithmus terminiert, weil § eine Abbildung in Z>¢ ist und die Werte 0(z;)
der Norm der Reste streng monoton fallen): Ist, ohne Finschrinkung der All-
gemeinheit, §(xo) > §(x1), dann dividiert man wie folgt sukzessive und solange,
bis der Rest Null wird:

To = QoTi+ T2

T1 = QT2+ 23
Tpn—1 = (qp—1Tn + Ln41

Tp = (pnTn+41

Es ist dann xp41 € ggT (20, x1). Liest man namlich diese Gleichungen von unten
nach oben, so ergibt sich, daf$ 1 die Elemente x,,,Tp_1,...,T1, 2o teilt. Liest
man von oben nach unten, so erhdlt man, dafl jeder Teiler von xy und x1 auch
in Tnie1 aufgeht.

Hat man ein solches Element aus ggT (xo,x1) berechnet, dann ergibt sich die
Menge aller grifiten gemeinsamen Teiler mit Hilfe der Einheitengruppe:

99T (z0,21) = Tpt1 - E(R).

Vor allem aber gilt, daf jedes Ideal in einem euklidischen Bereich ein Hauptideal
ist, d.h. von einzelnen Elementen erzeugt werden kann:
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3.8.7 Satz Jeder euklidische Bereich ist ein Hauptidealbereich.

Beweis: Sei I <R und (R, ) ein euklidischer Bereich. Das Nullideal ist trivialer-
weise ein Hauptideal, sei also I # 0 und iy € I ein Element # 0, dessen Norm
d(ip) minimal ist unter den Normen der von Null verschiedenen Elemente in I
(solche Elemente gibt es, denn § ist eine Abbildung nach N). Jedes von Null
verschiedene ¢ € [ ist dann durch ig teilbar, denn die Division von ¢ durch ig
ergibt

i=q-ig+r A [r=0V(0<d(r)<d(i))]

Dies ergibt, wegen der Minimalitdt der Norm von ig, r = 0 und damit ¢ = q - ig.
Daraus folgt die Behauptung.
O

Teilbarkeit 148t sich in Hauptidealbereichen besonders gut mit den von den
betrachteten Ringelementen erzeugten Hauptidealen formulieren:

3.8.8 Satz Ist T nicht leere Teilmenge eines Hauptidealbereichs R, so gilt:
o 1€ ggT(T) <= (r) =Y er(D),
o 1 ckgV(T) <= (r) =\er(t).

Beweis:

i) Zum Beweis der Behauptung zum g¢g¢7'(T) nehmen wir zunédchst an es sei
r € ggl(T).

Dieses Ringelement r ist also Teiler aller ¢t € T' und demnach gilt fiir die davon
erzeugten Ideale (t) C (r), was

impliziert, denn

Z(t) ={roto+...rn_1tn_1 |nEN,r; € Rt; € T}
t

(Die Idealeigenschaft ist leicht nachzupriifen.)
Andererseits gilt fiir dieses r : Jedes s € R, das alle t € T teilt, ist auch Teiler
von 7, was folgende Implikation ergibt:

D () =(s) = (r)  (s).

t

Nun ist aber R als Hauptidealbereich vorausgesetzt, es gilt also >, (t) = (u),
fiir geeignetes u € R, so dafl auch

(r) S (w) =) (1)

t



144 KAPITEL 3. LINEARE ALGEBRA

liefert. Insgesamt haben wir bewiesen, dafl

wie behauptet.

ii) Die Giiltigkeit von ), (t) = (r) liefert (t) C (r), = teilt also jedes t € T.
Hinzukommt, da8 ), (¢) C (s) die Implikation (r) C (s) beinhaltet. Jedes s € R,
das alle t € T teilt, ist demnach ein Teiler von 7 :

i) zusammen mit ii) zeigt also die behauptete Aquivalenz

reggl(T) <= (r)=> (1).
teT

Die Aquivalenz zu kgV (T) kann analog bewiesen werden (Ubungsaufgabe!).
O

Fiir teilerfremde Elemente gilt insbesondere

3.8.9 Hilfssatz Fiir nicht leere Teilmengen T wvon Hauptidealbereichen sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

e T ist teilerfremd,

e >, (t)=(1)=R,
e Bs gibt a; € R mit ), ast = 1.

Beweis: T ist per definitionem teilerfremd, wenn jedes Element r von ggT'(T')
Einheit ist. Nach dem letzten Satz ist das gleichbedeutend mit > (¢) = (1). Die
beiden ersten Aussagen sind demnach dquivalent. Schlieffilich bedeutet die dritte
Behauptung ganz offensichtlich dasselbe wie die zweite.

O

3.8.10 Satz Fiir Elemente r # 0 in Hauptidealbereichen R sind die folgenden
Eigenschaften dquivalent:

r ist unzerlegbar,
e (r) ist mazximales Ideal (d.h. (r) C (s) = (s) = R),
o (1) ist Primideal (d.h. O # R\(r) ist multiplikativ abgeschlossen),

e 1 ist Primelement.

Beweis: r ist genau dann unzerlegbar, wenn (r) maximal ist, denn die Nicht-
existenz echter Teiler ist (im Hauptidealbereich R!) dquivalent dazu, dafl kein s
existiert mit (r) C (s) C R.

r ist genau dann prim, wenn (r) Primideal ist, denn r prim bedeutet

rlst=r|sVvr|t.
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Die Kontraposition hiervon ist
r{sArit=rftst,
und dies ist dasselbe wie
s € R\(r) At € R\(r) = st € R\(r)

und bedeutet, dafl (r) ein Primideal ist.
Es bleibt zu zeigen, dafl » genau dann prim ist, wenn r unzerlegbar ist.

Angenommen, r sei prim und besitze einen echten Teiler ¢, etw r = ta, dann
wére r ein Teiler von a, etwa a = br. Das ergéibe r = tbr und damit (1 —tb)r =0
bzw. 1 = tb. t ware Einheit, sollte aber echter Teiler sein.

Die Umkehrung kénnen wir nach dem bereits Bewiesenen auch anhand der
erzeugten Ideale verifizieren. Ist r ein Teiler von st, aber r 1 s, dann haben wir
st € (r)und s & (r), also ({r,s}) = R, so daf z,y € R existieren mit zr+ys = 1.
Diese Gleichung multiplizieren wir mit ¢ und erhalten, wenn st = ar :

t = txr 4+ yst = ter + yar,

und damit ¢ € (r), was zu beweisen war.

3.8.11 Beispiele
e Ist K ein Korper, dann gilt in Kz, y] := K[z][y]:

— x ist unzerlegbar,
— (z) C (z,y) C Kz, y], also ist K[z, y], nach 3.8.10, kein Hauptideal-
bereich.

e R:={a+b/-5]|a,be Z} C C ist Integrititsbereich, 3 ist darin unzer-
legbar (Nachweis?), wegen 3 -3 = (2 4+ +/—5)(2 — v/—5) aber nicht prim.
R ist also kein Hauptidealbereich.

<&

Maximalitdt von Idealen mufl also von der Eigenschaft Primideal zu sein bei
allgemeinen kommutativen Ringen unterschieden werden. Das zeigt auch der
folgende

3.8.12 Satz Ist R ein kommutativer Ring mit 1, I < R, dann ist I

e genau dann Primideal, wenn R/I Integrititsbereich ist, das heifit ein vom
Nullring verschiedener kommutativer Ring mit Einselement und ohne Null-
teiler.

e genau dann mazimales Ideal, wenn R/I ein Korper ist.
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Beweis: Es gelten die folgenden Ketten von Aquivalenzen:

I prim <= (R/I)" komm. Monoid # {0}
<= R/I ist Integritétsbereich.

und

< [RI#0AY2zeR\I:1+(z)=R|
<~ [R\I#0AVzeR\IJicl,reR i+rx=1g]
< ((R/I)*,-) ist abelsche Gruppe.

I maximal

O

Kehren wir damit zu den eingangs beschriebenen K[z]-Linksmodulstrukturen
Vi, zu f € Endg(V), zuriick. Wir wissen jetzt, dafl der Kern des Einsetzungs-
homomorphismus ¢y ein Hauptideal ist und von einem eindeutig bestimmten
normierten Polynom my erzeugt wird:

Kern(py) = (my) < Kla,
wir nennen es das Minimalpolynom von f. Das Minimalpolynom von f ist also
das normierte Polynom m kleinsten Grades mit m(f) =0 € Endg(V).

Ganz allgemein bezeichnet man, fiir einen R-Linksmodul M, mit
Ann(M):={re R|Y m e M:rm =0}

das Annihilatorideal von M. Das Minimalpolynom erzeugt demnach das Anni-
hilatorideal von Vy. Zur Berechnung des Minimalpolynoms kann man die Tat-
sache verwenden, daf§ das Annihilatorideal ganz offensichtlich der Schnitt der
Ordnungsideale der Elemente von M ist:

Ann(M) = m Ord(v), Ord(v) ;= {r € R| rv=0}.
veEM
v € M heifit Torsionselement, wenn Ord(v) # {Og}, und M heiBit Torsionsmo-

dul, wenn jedes Element Torsionselement ist.
Ist E ein Erzeugendensystem von M, dann vereinfacht sich diese Gleichung zu

3.8.13 Ann(M) = ﬂ Ord(e).
ecE

In dem uns interessierenden Beispiel gilt also, fiir einen K-Vektorraum V mit
Basisfolge B = (bg, ..., bp—1) :

Amn(Vy) = (my) = (1) Ord(by).

3.8.14 Folgerung Das Minimalpolynom eines Endomorphismus eines endlich-
dimensionalen Vektorraums ist das normierte kleinste gemeinsame Vielfache der
(normierten) Erzeugenden der Ordnungsideale einer Basis.
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3.8.15 Beispiel f sei der Endomorphismus von R2, der durch

1 2
A.—(3 4>—M(5,f,5)
dargestellt wird. Wir wollen das Minimalpolynom von f berechnen, unter Ver-

wendung der Standardbasis als Erzeugendensystem. Dazu sind also Erzeugende
der Ordnungsideale der Einheitsvektoren zu berechnen.

i) Mit Hilfe von A und von

erhalten wir

Plen=( g )orten={ 3 )= 5 )-

Ganz entsprechend folgt

Plen=a=( 1 )= (7 ) Pe=( g )

ii) Erzeugende g¢;, i = 0, 1, der Ordnungsideale = (¢;) der Einheitsvektoren sind
die normierten Polynome mit den Koeffizienten a;; aus den Gleichungen

(1) (3)(2)=(4)
(3 (1) +(2)=(4)

app = aio = —2,a01 = a;; = —5.

bzw.

Die Losung ist

ili) Die beiden Ordnungsideale, und damit auch den Annihilator von V}, werden
also von denselben normierten Polynomen erzeugt:

Ord(ep) = Ord(ey) = (=2 — bx + 2?) = Ann(Rfc).

(In der Regel werden die Ordnungsideale der Einheitsvektoren allerdings ver-
schieden sein, so dafl man, nach Ermittlung von Erzeugenden der Ordnungs-
ideale noch das normierte kleinste gemeinsame Vielfache der Erzeugenden der
Ordnungsideale ermitteln muss!) &

Es ist niitzlich zu wissen, dafl — weit iiber 3.8.13 hinaus — das Minimalpolynom
gleich dem Erzeugnis eines einzelnen Ordnungideal ist: Ann(M) = Ord(v), fiir
ein geeignetes v € M. Zur Vorbereitung der Herleitung dieses hilfreichen Resul-
tats bendtigen wir einige Erweiterungen der bisherigen Uberlegungen, u.a. eine
interessante Verfeinerung der Uberlegungen zur Teilbarkeit (fiir weitere Details
vgl. H. Liineburg: Vorlesungen iiber Lineare Algebra).
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3.8.16 Hilfssatz (R, ) sei ein euklidischer Bereich, a € R*,b € R,
T(a,b) :={t | t teilt a und ist zu b teilerfremd}.
Es gilt:
e T'(a,b) ist nicht leer, denn 1 € T(a,b).
e Firt|ueT(a,b) giltt € T(a,b).
o Fiir u,v € T(a,b) gilt kgV (u,v) C T'(a,b).
o Fiiru € T(a,b) gilt 5(u) < d(a).
e [Es gibt Elemente r € T'(a,b) mit mazimaler Norm §(r).

o Ist r ein solches Element mit mazimaler Norm und u € T(a,b), dann
haben alle Elemente in kgV (r,u) dieselbe Norm 6(r), fir alle uw € T(a,b),
die r teilen.

o Fiirr € ggT(a,b) gilt T(a,b) =T(a-r~1,7).
Beweis: Ubungsaufgabe.

Wendet man das letzte item des Hilfsatzes wiederholt an, so ergibt sich nach
endlich vielen Schritten eine Element maximaler Norm. Zum Beispiel bekommen
wir

T(1080,42) = T(180,6) = T'(30,6) = T'(5,6) = T'(5,1),
also ist 5 € T(1080, 42) ein Element maximaler Norm.

3.8.17 Hilfssatz (R,d) sei wieder ein euklidischer Bereich, a,b € R, beide
# 0. Firt € ggT(a,b) seien

AeT(a,Zt)>, BeT (b.7)
Elemente mazimaler Norm, und T € ggT (A, B). Es gilt dann
o 99T (A, Z) = ggT (B, %) = E(R).
o kgV(a,b) =kgV (A, B).
* 99T (%, 57T) = 997 (5, 5T) = E(R).
Beweis: Ubungsaufgabe.

Mit Hife dieser Ergebnisse kann man das folgende Resultat beweisen:
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3.8.18 Satz Ist M ein R-Linksmodul iber dem euklidischen Ring R, mit Ele-
menten u,v € M, fir die gilt

(a) := Ord(u) # Ord(v) = (b),

u)
sowie t, A, B, T wie oben und B’ := %, so gilt, fiir
w = 1 - u+ T -V

die Gleichung
Ord(w) = kgV (a,b) = Ord(u) N Ord(v).

Beweis: vgl. Liineburg.

Hiermit kann man sukzessive — fiir endlichdimensionale Vektorrdume V — ein
einzelnes Element w berechnen mit

3.8.19 (my) = Ann(Vy) = Ord(w).

Auch das charakteristische Polynom p; = det(f — « - idy) liegt im Annihilator-
ideal, es gilt ndmlich

3.8.20 Der Satz von Cayley-Hamilton Fir das charakteristische Polynom
eines Endomorphismus f eines endlichdimensionalen Vektorraums gilt

ps(f) =0 € Endg (V).

Beweis: Wir betrachten, fiir ein v # 0, die Vektoren fi(v) und verwenden die
Existenz eines kleinsten Exponenten 4, fiir den

By = (bo := fO(v),...,bi_1 := 7 (v))

eine Folge linear unabhingiger Vektoren ist, fO(v),..., fi(v) dagegen eine Folge
linear abhéngiger, etwa

i—1
— W)+ > ki (v).
=0
Offenbar ist
U :=<by:= fo(v), vy bl = fifl(v) >

ein f-invarianter Unterraum, f(U) C U. Die Einschriinkung f | U ist also ein
Endomorphismus von U. Er wird durch die folgende Matrix dargestellt:

00 ... ... 0 ko
1 B (| K1
01 ... ... 0 &Ky
A= . . .
0 0 0 KRi—2
0 0 1 Ki—1
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Das charakteristische Polynom von f | U ist also
prlu = det(A —2F) = ( x’ +Zn]x1>
Dies impliziert
i—1
Pru(H) = £(=F10) + Y ki (v)) =0
j=0

Wihlen wir eine an U angepafite Basisfolge von V,

B = (bo, .. '7bi—l7bi7 .. .7bn_1),

me.r5)=( o o).

also, nach 3.7.11, pf = pa - pc = priu - pc und damit

pr(N)W) =pro(f)w) - pe(f)(v) = 0.
Da dies fiir alle v richtig ist, folgt die Behauptung.

dann ist

O
Eine direkte Folgerung ist ein Ausdruck fiir die Inverse einer reguléren Matrix A
in den Potenzen von A und den Koeffizienten des charakteristischen Polynoms.
Ist pa = Z?;OI k;z', dann folgt, wegen pa(A) =0 und kg = det(A),

.8.21 R il
3.8.2 A det ZA

Eine weitere Anwendung des Satzes von Cayley-Hamilton ist

3.8.22 Satz Jeder Endomorphismus eines endlichdimensionalen reellen Vek-
torraums V # {0} besitzt einen invarianten Unterraum der Dimension 1 oder
2.

Beweis: Weil ein Polynom mit reellen Koeffizienten mit einer komplexen Wurzel
z € C auch die konjugiert komplexe Zahl z als Wurzel hat, ist das charakteri-
stische Polynom eines Endomorphismus von V' ein Polynom aus Linearfaktoren
(zu den reellen Wurzeln) und quadratischen Faktoren (zu den Paaren z, Z nicht

reeller Wurzeln):
== H $ -\ “qt—1,

mit ¢; = 22 + oz + 35, und ai —443; < 0.

i) Ist 7 > 0, dann ist Ao Eigenwert mit einem Eigenvektor vy, es gibt also mit
(vo) einen invarianten Unterraum der Dimension 1.
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i) Ist r=0,07# v € V, so gilt

0=ps(f)(v) = (a(f)o-..oq-1(f)(v)
Es gibt also i € t mit

(gi(f) o 0q1(f))(v) =0, w:=(gir1(f) - 0 g1(f))(v) # 0.

U := (w, f(w)) ist ein invarianter Unterraum, denn
0= qi(f)(w) = (f* +aif + Bi)(w)
ergibt
F(f(w)) = f2(w) = —a; f(w) — fyw € U.
O
Hieraus kann man herleiten (Ubungsaufgabe), daB jeder Endomorphismus eines
endlichen reellen Vektorraums bzgl. einer geeigneten Basis durch eine Matrix

dargestellt wird, die unterhalb einer Hauptdiagonalen aus ein- und zweireihigen
Késtchen nur Nullen enthalt.

Der Satz von Cayley-Hamilton impliziert auch

3.8.23 Folgerung Das Minimalpolynom my ist ein Teiler des charakteristi-
schen Polynoms py.

Man kann also in manchen Situationen vom charakteristischen Polynom auf das
Minimalpolynom schlieen. Sei beispielsweise

by = (1),
etwa im Fall, daf}
0 = *
A:
: .ox
0 ... ... 0

Fiir solche Matrizen gibt es Exponenten m mit A™ = 0. Matrizen A mit dieser
Eigenschaft bzw. die entsprechenden linearen Abbildungen, heiflen nilpotent.
Das Minimalpolynom hat dann die Form !, mit einem ¢ < n.

Ein weiterer Fall, indem man, vom charakteristischen Polynom ausgehend, Aus-
sagen {iber das Minimalpolynom gewinnen kann, sind die Jordan-Matrizen,

D N R
0 A

A:
: D N |
0O ... ... 0 X

Thr charakteristisches Polynom ist (A — )", das Minimalpolynom also von der
Form (A — z)™, mit < n.
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Aufgabe 3.8.1
v € V ist genau dann ein Torsionselement, wenn der Unterraum

> Kf(v)
neN

endlich erzeugbar ist.
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3.9 Elementarteiler, die rationale Normalform

Wir suchen nach einem weiteren — am Minimalpolynom ablesbaren — Krite-
rium fiir die Isomorphie von V; und V. Als ein Hilfsmittel verwenden wir eine
Verallgemeinerung des Begriffes direkter Summand, indem wir einen Untermo-
dul U eines R-Linksmoduls M als rein bezeichnen, wenn fiir alle m € M,r € R
gilt
rmelU=3JueclU: rm=ru.

3.9.1 Hilfssatz Sei R ein cuklidischer Bereich, M ein R-Linksmodul mit Un-
termoduln U und V, mit U C V. Dann gilt:

o [st U direkter Summand, etwa M = U & W, dann sind U und W reine
Untermoduln von M.

o IstU reinin M, V/U rein in M/U, dann ist V ebenfalls reiner Untermodul
von M.

o Ist Ann(M) # {0}, sowie v € M mit Ord(u) = Ann(M), dann ist Ru

reiner Untermodul von M.

e IstU rein, m € M mit Ordim~+U) = (r), dann gibt esuw € U mit rm = ru,
und Ord(m — u) = (r) sowie U+ Rm =U & R(m — u).

Beweis:
i) M = U @ W impliziert, fiir jedes m € M die Existenz von v € U und w € W
mit m = u + w. Es folgt rm = ru + rw und damit, falls rm € U,

rw=rm—ru € UNW = {0}, also rm = ru.

ii) rm € V impliziert, wegen der Reinheit von V/U in M/U, fiir die Nebenklasse
von U : rm+ U € V/U, also

rm+U=r(m+U)=r(v+U),

fiir geeignete v € V. Hierfiir gilt aber r(m—v) = rm—rv € U, also r(m—v) = ru,
fiir geeignete u € U. Diese Elemente haben die gewiinschte Eigenschaft:

rm=rv+ru=r(v+u),

denn v +v e V.
iii) Ist rm € Ru, so gibt es s € R mit rm = su. Ist jetzt Ann(M) = Ord(u) =
(), dann gilt « # 0, und wir erhalten, wenn y € ggT'(r, u),

x

T T
—su=—-rm=x—m =0,
Y Y

also " .
—s € Ord(u) = (x), etwa —s = zx.
Y Yy
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Dies impliziert s = zy, also s € z - g¢T(r,z) und damit s = z(ra + x0), fir
geeignete «, 8. Es folgt

rm = su = z(rou + zfu) = r(zau).

Ru ist also tatsdchlich ein reiner Untermodul.

iv) Sei m € M mit Ord(m + U) = (r), wir betrachten rm. Die Reinheit von U
liefert die Existenz von v € U mit rm = ru.
Hierfiir gilt Ord(m — u) = (r) : Jedes s € Ord(m — u) erfillt s(m —u) = 0,
also sm = su € U, so dafl auch s € Ord(m + U) = (r). Die Umkehrung
(r) C Ord(m — u) ist trivial, wegen rm = ru.
Jetzt beweisen wir, dafl die Summe U + (m — u) direkt ist: Sei x € U N (m — u),
etwa & = s[m—u| = 4. Wegen sm—su € U folgt sm € U, also s € Ord(m+U) =
Ord(m — u). Es folgt @& = 0 und damit « = 0. Der Schnitt ist tatsdchlich {0}.
Die Gleichheit U + Rm = U @& R(m — u) ist leicht einzusehen, womit alles
bewiesen ist.

0O
Nach diesen Vorbemerkungen iiber die Reinheit von Untermoduln kommen wir
jetzt zu den Elementarteilern:

3.9.2 Satz Sei R weiterhin ein euklidischer Bereich, M ein R-Linksmodul, mit
Ann(M) # {0}, und, fir my,...,ms € M, Uy := {0}, U; := >, Rmy, i > 0.
Es gelte

Ann(M/U;_1) = Ord(m;) = Ord(m; + U;—1).

Dann sind die U;, 1 = 1, ..., s, reine Untermoduln und Us = &3_, Rm;. Dariberhinaus
teilen die normierten Erzeuger r; der Ordnungsideale der m; einander:

(’I“i) = Ord(ml) = Ti+1 | .
Beweis:

Zunichst zur Teilbarkeitsrelation zwischen den r;. Wegen r; € Ord(m;) =
Ann(M/U;_q) gilt r;M C U;—1 C U; und damit r; € Ann(M/U;) = Ord(m;41) =
(rit1), was r;41 als Teiler von r; ausweist.

Die Reinheit der U;,i = 1,...,Us und die Behauptung, dafl U, direkte Summe
der Rm; sei, zeigen wir per Induktion nach s :

Fir s = 1 ist die Summe natiirlich direkt, U; = Rm;. Die Reinheit von Uj
ergibt sich aus dem dritten Punkt von 3.9.1:

0 # Ann(M) = Ann(M/Uy) = Ord(my)

impliziert die Reinheit von Rmq = Uj.

Sei jetzt s > 1, die Untermoduln Uy, ..., Us_1 seien rein, und Us_1 = @f;llRmi.
Die Reinheit von ergibt sich wie folgt: Wegen U, /Us—1 = Rmg + Us_q ist

Ann(Us/Us—1) = Ord(ms + Us—1) = Ord(ms) = (r5) # 0,
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was, nach dem dritten Item von 3.9.1, die Reinheit von R(ms+U,_1) impliziert.
Us/Us_1 ist demnach rein in M/U;_;. Der zweite Punkt aus 3.9.1 ergibt daraus
die behauptete Reinheit von Us.

Um schliellich zu zeigen, dafl U, wie angegeben direkte Summe ist, verwenden
wir die Reinheit von Us_; und

Ord(ms + Us—_1) = Ord(ms) = (r5)-

Dies impliziert ndmlich, nach dem vierten Punkt von 3.9.1, die Existenz von
u € Us_q mit Us_1 @ R(ms — u), und diese direkte Summe gleicht Us_; & Rm.
Damit ist alles bewiesen.

O
Tatséichlich kann man zeigen, dafl endlich erzeugbare Torsionsmoduln Erzeu-
gende diser Form besitzen. Die entscheidende Uberlegung zu einer sukzessiven
Berechnung solcher Elemente ist

3.9.3 Hilfssatz Ist — unter den Voraussetzungen des letzten Satzes, d.h. nach
Ermittlung von my,...,mgs — m € M ein weiteres Element, und gilt Ord(m +
Us) = (r), dann teilt r alle r; und rm =), sym;, fir geeignete s; € R. r teilt
diese Koeffizienten, und

Si
u = —m;
r

geniigt den Gleichungen
Ord(m —u) = (), Us + Rm = Us; @ R(m — u).

Beweis: Wegen Ord(m + U,) = (r) gilt rm € U, also rm = 2;21 sjm;, mit
geeigneten s; € R. Die Teilbarkeit von r; durch r folgt so: Weil r, | r;, etwa
rs-t; =1, gilt

rim = tirem € Us,

so daB r; € Ord(m + Uy) = (r), also r | r;.

Dies liefert uns
T T

riem=—-r-m= —8;m,.
! r —
J
Mit
Us=Ui_1®Rm;®...8 Rmg, r; € Ord(m+ Uz'_l)
ist r;m € U;_1, also “ts;m; = 0, fiir j = 4,..., s, woraus wir auf

%si € Ord(m;) = (ry)

schliefen koénnen, was die Teilbarkeit von s; durch r ergibt.
Wir kénnen demnach folgendes Element definieren:

s
u = “Lm;.
—~
J
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Es gilt hierfiir m = ru, und die letzte Behauptung iiber die Direktheit der
Summe folgt mit Punkt iv) aus 3.9.1.

O
Man kann hiermit und einigen weiteren Uberlegungen (vgl. Liineburg) das fol-
gende Resultat beweisen:

3.9.4 Satz Ist M ein endlich erzeugbarer R-Modul diber einem euklidischen
Bereich R mit Ann(M) # (0), so gibt es mq,...,ms € M mit

M = @leRmi,

und die Erzeugenden r; der Ordnungsideale R # Ord(m;) = (r;) # 0 gendigen
den Teilbarkeitsbedingungen

Ti+1 |7"7;77;:17...,S—]..

Diese r; sind, bis auf Assoziiertheit, eindeutig bestimmt, sie heiffen die Ele-
mentarteiler von M (bzw. von f, wenn M = Vy) und bestimmen M bis auf
R-Isomorphie.

Fiir unser Beispiel Vy bedeutet dies die Existenz einer Basisfolge B, beziiglich der
f durch eine Matrix dargestellt wird, die, bis auf Nullen, aus den Begleitmatrizen

0 0 0 —KQ
1 0 ... 0 —K1 1
Clry):=1 1 1+ . , wenn r; = Z Rz,
0 0 0 —Km_o j=0
0 0 1 —Rm—1
der Elementarteiler besteht:
C(Tl) NN 0
M(B, f,B) = : :
0 oo Clrs)

Diese Matrix heifit die rationale Normalform der f darstellenden Matrizen.

3.9.5 Beispiel Betrachten wir das Beispiel aus Liineburgs Vorlesung:
f:K* — K e —eo+...+es,

also

M(E, f,€) =

— e
—=
e
[ =
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Wegen der linearen Unabhingigkeit von e; und f(e;) sowie f2(e;) = 4f(e;) gilt
Ord(e;) = (2* — 4x) und damit my = ry = 2% — 4z. Als Vektor m; koénnen wir
deshalb ey wahlen, und der erzeugte Unterraum ist

Ur = Kzlmi = K[z]eg = Keg + K(eg + ... + e3).

In diesem Unterraum liegen weder e1, noch es, noch es. Nehmen wir etwa m :=
e1 zu my hinzu und wenden wir darauf 3.9.3 an. Wegen f(eq) € Uy ist Ord(e; +
U1) = () = (rg). Wir erhalten also (vgl. 3.9.3) rm = xmy, so daf} sich u = m;
und damit m — u = ey — ey ergibt, also ms = eg — e; und

UQ = U1 +K[£L’K€O — 61) = Keo + K(eo +er+ e+ 63) + K(eo — 61).

Nehmen wir schlief8lich zu my, mo noch m := ez hinzu. Wir erhalten ganz analog
ms = e3 — ey, so dafl sich

Us =Keg+K(eg+ ...+ e3) +K(ez —eq)
als Zerlegung von V; ergibt, mit den Elementarteilern
ro=a?—4z, ro =2z, r3 = .
Die Begleitmatrizen sind

2),0(7’2)20(7"3):(0).

= O

e =
Insgesamt ergibt sich also, daf beziiglich der Basisfolge
B := (eg,e0 + €1 +e2+e3,e1 — eg,e2 — €1)

wird f also durch die folgende Matrix dargestellt:

0000
1400
0000
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3.10 Die Jordansche Normalform

Eine noch iibersichtlichere und ebenfalls sehr anwendungsrelevante Normalform
einer darstellenden Matrix eines linearen Endomorphismus f ist die Jordansche,
benannt nach Camille Jordan. Bevor wir diese herleiten kénnen, miissen aber
noch einige wichtige Sitze aus der Teilbarkeitstheorie bereitgestellt werden.
Der erste dieser Sétze ist der Chinesische Restesatz, dessen mengentheoretische
Grundlage die folgende Aussage iiber die simultane Losung von Aquivalenzen
ist:

3.10.1 Chinesischer Restesatz, mengentheoretische Version Ry, ..., R;_1
seien Aquivalenzrelationen auf einer Menge M. Die Abbildung

o: M — XieeMp,,m — (Im]gy,---,[MR,_,)
ist genau dann surjektiv, wenn fir alle i € t gilt
(Rom...mRi_l)ORi =M x M.

Die von ¢ induzierte Aquivalenzrelation auf M ist
R, =(Ri.
ict

Beweis: Ist ¢ surjektiv, (m’,m”) € M x M, dann gibt es zu jedem i € ¢ Elemente
m € M mit

@(m) = ([m/}Ro’ ) [m/]Ri—17 [m//]Rw R [m”}Rt—l)'

Es gilt also
(m/,m) ERyN...NR;_1 A (m,m") € R;,

d.h.
(m/,m”) € (Ro n...N Ri—l) o R;,

also
(Rom...ﬂRi_l)ORi:MXM.

Sei umgekehrt
Vietl(Roﬂ...mRi_l)ORi:MXM.

Wir beweisen die Surjektivitdt von ¢ per Induktion nach ¢.

Ist t = 1, dann ist ¢ die kanonische Abbildung der m € M auf ihre Aquivalenz-
klassen, also surjektiv.

Fiir ¢ > 2 definieren wir, zu i € t — 1, die Abbildung

Qpl(m) = ([m]Rm LR [m]Ri—l)'
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©1,.-.,pi—1 sind dann nach Induktionsannahme surjektiv, und wir haben die
Surjektivitit von ; zu beweisen. Seien deshalb my,...,m;—1 € M. Wegen der
Surjektivitiat von ;1 gibt es z € M mit

pi-1(2) = ([molro, - - mi—2]r, ).

Wegen
(I7mt—1) S (RO n... ﬂRt_Q) oRt—l =M x M

gibt es y € M mit
(x,y) ERyN...NR;_s A (y,mt_l) € Ri_1.
Hierfiir gilt
e(y) =e(y) = (Wlros-- - WR. 1)

= ([z]Ros -+ [T R, s [Mu—1]R, 1) = ([Mo0]Rgs - -+, [Mt—1]R, )

 ist also tatséchlich surjektiv.
Die Aussage tiber R, ist offensichtlich giiltig.
O

Fiir die Anwendung dieses Satzes auf die Teilbarkeit in Ringen R verwenden
wir die von Idealen I < R induzierten Aquivalenzrelationen Ry, definiert durch

[rlr, = [S]g, :<= r—sel.

Schliellich sei noch daran erinnert, dal das Produkt IJ zweier Ideale I,J < R
das von den Elementen ij,i € I, 7 € J erzeugte Ideal bezeichnet, wihrend I + J
aus den Summen i + j, mit i € I,j € J besteht.

3.10.2 Hilfssatz Fir Ideale I, J sowie I;,j € t, eines Rings R mit Finselement
gilt

e RioRjy=RxXR < I+J=R.

o [;+J =R, fir alle j € t, impliziert

IO~--It_1+J:IOI’1...ﬁIt_1+J:R.

Beweis:

i) Ist Ry o Ry = R x R, dann liegt, zu jedem r € R, (r,0) in Ry o R;. Es gibt
also s € R mit (r,s) € Ry und (s,0) € Ry bzw. r —s € I und s — 0 € J. Hierfiir
ist aber

r—s+s—0=rel+J

Ist umgekehrt I +J =R, r,s € R, 1 =i+ j, so gilt, fir t :=rj + si :
r—t=r(l—j)—si=ri—si€el,

sowie
t—s=rj+s(i—1)=rj+sjel
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Wir haben demnach (r,t) € Ry und (¢,s) € Ry, so daB sich (r,s) € Ry o Ry,
d.h. Ryo Ry = R X R ergibt.

ii) Wegen Iy --- I;—1 C IoN...NI;_1 geniigt der Nachweis von Iy --- I;_1+J = R.

Wir verwenden Induktion nach t. Der Fall ¢t = 1 ist trivial.
Ist t > 1, dann gilt nach Induktionsannahme

I I_o+J=R.

Es gibt also x € Ip---I;_o und y € J mit x + y = 1. Nach Voraussetzung ist
auch I;_1 +J = R, so dafl auch v € I;_; und w € J existieren mit v + w = 1.
Multiplikation dieser beiden Gleichungen liefert

l=(z+y)(v+w) =av+zw +tyv+yw € Io---Ii_1+J.
(z +y)( ) yv+y 0Ty

€ Io--It—1 e J

Dies impliziert was zu zeigen war:
Iy L1+ J =R,

denn die linke Seite ist ja ein Ideal.
O

3.10.3 Der Chinesische Restesatz, ringtheoretische Version Ist R ein
Ring mit Finselement und Idealen Iy, ..., I;_1 < R. Die Abbildung

©:R— Xt R/ L, r— (r+1To,...,7 +1—1)

der Ringelemente auf die Folge ihrer Nebenklassen ist ein Ringhomomorphismus
(wenn X ;e R/I; mit punktweiser Addition und Multiplikation versehen ist). Sein
Kern ist
Kern(y) = ﬂ I;,
i€t

und @ ist genau dann surjektiv, wenn die Ideale paarweise teilerfremd sind:
Vl7j€t,27é] : IZ+I] = R.

Diese Abbildung ¢ ist also genau dann ein Ringisomorphismus, wenn der Schnitt
der Ideale das Nullideal ist und je zwei von ihnen teilerfremd sind.

Beweis: Die Homomorphieeigenschaft und die Aussage iiber den Kern sind klar.
Ist ¢ surjektiv, ¢,j € t,i # j, dann ist auch ¢;;, definiert durch ¢;;(m) =
([m]r,,[m]r,), eine surjektive Abbildung. Nach 3.10.1 ist also R;,0R;;, = RX R,
und nach 3.10.2 ergibt sich daraus, wie behauptet, I; + I; = R. '
Gilt umgekehrt, fiir alle ¢,5 € t,i # j, I; + I; = R, dann ist, nach 3.10.2,
Ipn...NnIi—1 + I; = R. Mit 3.10.2 folgt daraus die Behauptung.

0O
Hier ist eine Anwendung auf die Interpolation von Polynomen:
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3.10.4 Anwendung Sind k; € K,i € n, paarweise verschieden, \; € K,i € n
beliebig, dann gibt es genau ein Polynom p € K|[z] mit

P(k;) = Ai,i € n, und p = 0 oder Grad(p) < n.

Um dies zu zeigen verwenden wir, dafy die Polynome p; := x — k;,% € n teiler-

fremd sind. Die Abbildung

p:Kz] — xiKz]/(pi),p = (-...p + (i), - )
ist also nach dem Chinesischen Restesatz surjektiv. Es gibt demnach Polynome
p mit
o) = (- A+ (Pi), ).
Hierfiir gilt p + (p;) = A\i + (p;), was beinhaltet, dafi p — A; durch p; teilbar ist,
und das wiederum bedeutet P(k;) = A;.

Dariiberhinaus ist der Kern dieser Abbildung

Kern(p) =) (ps) = (1),

(2

mit r =[], p; € kgV{p; | i € n}, also, nach dem Homomorphiesatz

Klz]/ <H[x - M) ~ x; [K[z]/(x — k)]

Die linke Seite besteht aber — neben der Restklasse des Nullpolynoms — aus
den Nebenklassen der Elemente vom Grad < n. Es gibt also genau ein Polynom

p, welches das Nullpolynom oder vom Grad < m ist, mit P(k;) = )\, fiir alle
1 En.

Die Berechnung eines solchen Polynoms p erfolgt mit der Lagrangeschen Interpo-
lationsformel. Wir bilden das Produkt r := [[,[z—k;] und setzen r; := r/[x—k;].
Es gilt fiir die entsprechenden Polynomabbildungen R;(k;) # 0, so dafl wir
s; := r;/R;i(k;) setzen konnen. Das Polynom p := ). A;s; hat die gewiinschten
Eigenschaften:

P(K,j) = Z)\ZS(KJ) = )‘j'
Eine weitere Anwendung bietet sich in der Darstellung ganzer Zahlen durch

Folgen von Resten modulo Primzahlen an:

3.10.5 Anwendung Sind py, . . ., p;—1 paarweise verschiedene Primzahlen, dann
gibt es, zu vorgegebenen natiirlichen Zahlen r; € [0,p;),i € t, genau eine
natiirliche Zahl n mit 0 < n < q¢:=pg---pi—1, mit

QO(’I’L) = (T()» ) thl)v
wenn r; den Rest von n bei Division durch p; bezeichnet, i € ¢, kurz:

n=r; (pi), 0<r; <p;.
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Der Vorteil, den man durch diese Zahldarstellung gewinnt, ist leichte Paralleli-
sierbarkeit arithmetischer Operationen, die aus [0, ¢) nicht herausfithren. Denn
p(n-n') = p(n) - pr'), sowie p(n +n') = p(n) + ¢(n'), und die Operatio-
nen auf diesen rechten Seiten sind punktweise auszufithren, kénnen also parallel
durchgefithrt werden. Dabei ist wichtig, dafl man mit Hilfe des euklidischen
Algorithmus das Urbild n einer gegebenen Restefolge aus den Urbildern der
“Einheitsvektoren” berechnen kann (vgl. Ubungsblatt).

Neben dem Chinesischen Restesatz benétigen wir noch die Tatsache, dafl die
Zerlegung von Elementen aus Hauptidealbereichen in Primelemente (bzw. un-
zerlegbare Elemente) im wesentlichen, d.h. bis auf Faktoren aus der Einheiten-
gruppe eindeutig ist.

3.10.6 Die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung in euklidischen Be-
reichen Ist R ein euklidischer Bereich, r € R*, dann gibt es eine Finheit
e € E(R) sowie Primelemente ry, A € L, L endlich, mit

rzeHr,\.

Diese Darstellung von r als Produkt von Primelementen (und eine Einheit) ist
im wesentlichen eindeutig, d.h. fiir jede weitere Darstellung

r:eHm:stu,

AeEL veN

f Einheit, N endlich, s,,v € N Primelemente, gibt es eine Bijektion 3: L —» N
mit
V A€ L: ry ist assoziiert zu Sg(x), TA ~ Sg(n)-

Beweis:

i) Wir zeigen zunichst, dafl solche Zerlegungen gegebenenfalls im wesentlichen
eindeutig sind, per Induktion nach |L|.

Ist L =0, dann ist r = e = f]], s, und damit jedes Element auf der rechten
Seite eine Einheit, N also ebenfalls leer und die Behauptung in diesem Fall
richtig.

Sei jetzt L (und damit auch N) nicht leer, A € L. r) teilt, da Primelement, die
rechte Seite, d.h. es gibt ein v mit 7 | s,, etwa r)xty = s,. s, ist aber auch
unzerlegbar, t), demnach Einheit. Das ergibt

eHr,i:fiAHsL.
KFE [E3%
Hierauf ist die Induktionsannahme anwendbar, was die Behauptung ergibt.

ii) Jetzt zur Existenz einer solchen Zerlegung. Zu ihrem Nachweis verwenden
wir Induktion nach §(r).
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Ist §(r) = §(1), dann ist, wie man sich leicht iiberlegt (vgl. Ubungsblatt), r eine
Einheit, es existiert also eine Zerlegung der angegebenen Art: r = r.

Ist §(r) > (1) und r prim, dann ist wieder r = r eine Zerlegung der gesuchten
Form. Ist r jedoch nicht prim, dann ist r zerlegbar, besitzt also echte Teiler,
etwa a,b € R*, mit r = ab und a,b ¢ E(R). Hierfiir gilt

5(a) < 8(ab) = 86(r) > 5(b).

Die Induktionsannahme kann also sowohl auf a als auch auf b angewandt werden,
aus deren Zerlegungen in Primelemente ergibt sich eine Zerlegung fiir r.

O
Wir konnen also in einem euklidischen Ring R mit

e(r,p)

den Exponenten bezeichnen, den das Primelement p oder dazu assoziierte Prim-
elemente in einer Zerlegung von r in Primfaktoren hat. Sind dann r,s zwei
Elemente in diesem euklidischen Bereich, dann gilt offenbar

3.10.7 geT (r.s) = ([ prtetm <o) . B(R),
pEP

sowie

3.10.8 kgV(r, s) = (H pmax{dﬂp)v@(&?)}) . E(R),
pEeEP

wenn P ein Repriasentantensystem der Bahnen der Einheitengruppe auf der
Menge der Primteiler bezeichnet.

Zur Herleitung der Jordanschen Normalform werden wir die folgende Konse-
quenz der eindeutigen Zerlegbarkeit verwenden:

3.10.9 Satz Ist I # (0) ein Ideal in einem euklidischen Ring R, dann gibt es
nur endlich viele Ideale in R, die I enthalten.

Beweis: Sei I = (1), 7 = e[, cn pv die Zerlegung des erzeugenden Elements in
Primfaktoren p, (N also eine endliche Menge), e eine Einheit. Ist jetzt J = (s)
ein weiteres Ideal, das I enthélt, dann ist s ein Teiler von r und, wegen der
Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung von der Form

s=¢ [[n,
veT
mit einer Teilmenge T von N und einer Einheit €’. Dies zeigt
J = (H pl/)v
veT

so daf} es nur endlich viele Ideale J oberhalb von I geben kann.
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O
Wir wollen diese Uberlegungen jetzt zur Herleitung der Jordanschen Normal-
form verwenden. Sei dazu M ein Linksmodul iiber einem euklidischen Bereich
R, I ein maximales Ideal in R, erzeugt von r. Wir setzen

Mp:={meM|3IneN: (r*) = Ord(m)}.
3.10.10 Satz Ist Ann(M) # 0, M die Menge der mazimalen Ideale in R, dann
gilt:
e Jedes My ist Untermodul.

o M ist die direkte Summe dieser Untermoduln:

M= EB M.

(0)#AIeM

o Es gilt
Ann(M) C I < M; # {0}.
Beweis:

i) Die Eigenschaft von M;, Untermodul zu sein, ergibt sich so: 0 € M ist klar,
denn Ord(0) = R = (r’ = 1g). Wenn u,v € My, s,t € R, Ord(u) = (r™),
Ord(v) = (r™), und (ohne Einschrénkung der Allgemeinheit) m > n, dann ist

" (su+tv) = s u 4+ tr™o = 0,

und damit (r™) C Ord(su + tv). Nun ist aber Ord(su + tv) = (z), mit einem
Teiler z von r™. Weil r prim ist (I ist, als maximales Ideal, ja auch Primideal
und von einem Primelement erzeugt), ist « eine Potenz von r und damit auch
su+tv e My.

i) M ist Summe der M : Sei m € M, Ord(m) = (s),

5= [ pe

peP

die Zerlegung in verschiedene Primfaktoren p € P. Wir setzen s, := s/pe(s:p),
Diese s, sind offenbar teilerfremd, so daf ¢, € R existieren mit 1 = }_ s,

also
m = E tpspm.
pEP

Jeder der Summanden auf der rechten Seite liegt aber in einem der M;, denn

e(s’p)tpspm,

O=sm=t,sm=p
also (p®(*P)) C Ord(t,s,m) und demnach

tpspm S M(p)
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Diese Summe ist direkt: Es geniigt zu zeigen, dafl die 07 nur trivial als Summe
von (endlich vielen) Elementen m; der Summanden M7 dargestellt werden kann.

Sei also
- ¥
(0)£IeN
N eine endliche Teilmenge von M.

Wir bemerken zunichst, daf verschiedene Elemente I bzw. J aus N teilerfremd
sind, denn ihre Erzeugenden, etwa r bzw. s, sind nicht assoziiert und prim. Die
Ordnungsideale von m; bzw. m ; werden von Potenzen von r bzw. s erzeugt, sind
deshalb ebenfalls teilerfremd. Wir kénnen demnach den Chinesischen Restesatz
anwenden,

©: R — XrenR/Ord(my),r — (...,r 4+ Ord(my),...)
ist nach dem Restesatz surjektiv, es gibt also ¢; € R mit
t; —1 € Ord(my), und t; € Ord(My), falls J # I.
Wir schlieflen daraus auf

O:t['(): ZtImJ:m].
JeEN
iii) Es bleibt zu zeigen, dal M # {0} genau dann gilt, wenn Ann(M) C I.
Ist 0 £ m € My, etwa Ord(m) = (r™) C (r) = I, so folgt

Ann(M) C Ord(m) C I,

wie behauptet.

Ist umgekehrt Ann(M) C I = (r), dann betrachten wir ein m € M mit
Ann(M) = Ord(m) = (s) (vgl. 3.8.19). Hierfiir gilt r | s und damit

Ord(%m) = (r),

so daf3 gilt
0 fm e M;,

was noch zu zeigen war.

O
Diese Untermoduln M7 heiflen Primdrkomponenten von M. Ist M = M, so
heiit M primdr. (Ist Ann(M) # 0, dann gibt es, nach 3.10.10 iii) und 3.10.9,
nur endlich viele Primédrkomponenten M; # {0}.) Tatséchlich bestimmen diese
den Modul bis auf Isomorphie:
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3.10.11 Satz Sind M, N R-Linksmoduln tiber einem euklidischen Bereich R
mit von Null verschiedenen Annihilatoren, dann sind sie genau dann isomorph,
wenn dies auch fir die Primdrkomponenten gilt:

M>~N < VIeM: My~ Nj.
Beweis:
Sei fG{: M ~ N, I e M, I=(r), me M und Ord(m) = (r™). Es gilt
P f(m) = f(rm) = £(0) =0,

also f(M;) C N;. Aus Symmetriegriinden gilt auch f~'(N;) C M;. Insgesamt
ergibt das den Isomorphismus

flM]I M[’XN[.

Sind umgekehrt die Primirkomponenten isomorph, f;: My ~ N;, dann kénnen
wir, wegen 3.10.10, und weil es nur endlich viele Primirkomponenten My # {0}
gibt, eine Abbildung

f: @M[ — @N[,Zm[ = Zf](m])
I I I I

definieren, die offensichtlich ein R-Isomorphismus von M auf N ist.
O

3.10.12 Satz Ist M = ®;ctRm; primdr und Ord(m;) = (r;), dann sind die r;
— bis auf Umnumerierung — die Elementarteiler von M.

Beweis: Weil M primér ist, gilt M = M, fiir ein maximales Ideal I, d.h. I = (r),
fiir ein Primelement r. Dariiberhinaus ist Ord(m;) = (r®), fiir geeignete e;. Bei
geeigneter Numerierung haben wir

€t—1 <... Seo.
Die Erzeuger der Ornungsideale der m; teilen sich also:
et o] e,

Weil die Elementarteiler durch den Isomorphietyp eindeutig bestimmt sind (vgl.
Liineburg, Satz 7, Kap. 14), folgt die Behauptung.
O

3.10.13 Satz Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, f € Endg(V) mit
my = (& — A" Ist v € V mit Ord(v) = (my), dann bilden die Vektoren
bo, ..., bp_1 mit b; :== (x — \)'v eine Basisfolge fiir V mit

f(b) =big1 +biA, ie€n—1, f(bp_1) =bp_1\.
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f wird also durch folgende Matrixz dargestellt:

A 0
1 A
M(B, f,B) = 1 = J(A)
A
0 1A

Beweis:

i) Die b; bilden eine Basis: Sei

n—1
0= b= 3l — Ao = (Z il A)Z‘) v
i=0 i i
Dies impliziert
n—1
(@=N)"=mys | Y rile =N,
i=0
und aus Griinden der Grade, ergibt das Z?;Ol ki(r — \)* = 0. Es folgt x; = 0,

fiir alle 7, die b; sind also linear unabhéngig.

ii) Zur Berechnung der Wirkung von f auf diese Basisvektoren bemerken wir,
daB

(x =N = (z = Nbi = f(b:) — Abi,
was f(b;) = biy1 + Ab; liefert, fiir ¢ € n — 1. SchlieBlich gilt noch
fhno1) = fllz=N""t)=2(z = N)"" o= Az = N)""Tv+ Az —\)""v
= (l‘ — )\)”v 4+ Abp—1 = Abj—1.
Die angegebene Form der darstellenden Matrix folgt hieraus unmittelbar.

In gewisser Weise eine Umkehrung enthélt

3.10.14 Satz Ist B = (by,...,b,—1) eine Basisfolge von V und f € Endg (V)
mit f(b;) = biy1 + Aby, fiir i € n — 1, sowie f(bp—1) = Abp_1, dann gilt:

Vi =Kz]by, my = (xz — )"
Beweis: Nachrechnen!

Matrizen der Form J(A) heilen Jordanmatrizen, und wir erhalten jetzt durch
Kombination dieser Uberlegungen mit den Resultaten zur rationalen Normal-
form die gesuchte Jordansche Normalform.
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3.10.15 Die Jordansche Normalform Ist das Minimalpolynom von f €
Endg (V') von der Form

my = H(x — i),

ict
mit paarweise verschiedenen X\;, dann sind die Unterrdume
Vii = (Vi)@=x)
die Primdrkomponenten von Vy, also
Vi = P Vi) @—r)-
ict

Die Berechnung der rationalen Normalform, angewandt auf die Primdrkomponenten,
liefert eine direkte Zerlegung dieser:

s(2)
Vfﬂ' = @ K[w]vij,
j=1

mit
OT’d(’Uij) = (.’£ - )\Z‘)e”, €; = €41 Z €i2 Z . 'ei,s(i) Z 1.

Dieser Zerlequng entspricht eine darstellende Matriz mit Jordanblocken lings
der Hauptdiagonalen:

J(N)



Kapitel 4

Geometrische Aspekte

Weitere Begriffe der linearen Algebra, die jetzt eingefiihrt und diskutiert werden
sollen, haben auch geometrische Beziige. Sie ermdglichen u.a. die Definition von
Winkeln, Léngen, Orientierung usw.

169
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4.1 Vektorraume mit innerem Produkt

In diesem Paragraphen sei stets V' ein R—Vektorraum, ohne dafl dies noch ge-
sondert erwdhnt wird. Wir betrachten nun gewisse Skalarprodukte auf V, die
die Einfithrung von Begriffen wie Lange, Winkel usw. erlauben.

4.1.1 Definition (inneres Produkt, Norm, orthogonal) (— | —):V? — R
sei Skalarprodukt (d.h. eine nicht ausgeartete Bilinearform, also eine bilineare

Abbildung mit trivialen Nullriumen). Dann heifit (— | —) inneres Produkt wenn
gilt:
i) (= | =) ist symmetrisch: (v |w) = (w | v),

il) (— | —) ist positiv definit: (v|v) >0 A [(v]|v)=0=v=0y].

In diesem Fall heifit das Paar (V,(— | —)) ein Raum mit innerem Produkt.
Genau die endlichdimensionalen Vektorrdume (iiber R) mit innerem Produkt
heiflen euklidische Vektorrdume.

iii) Die entsprechende Funktion || — ||: V — R,v +— +/{v | v}, heifit die Norm.
iv) wund w aus V heien orthogonal, kurz: w L w, wenn (u | w) = 0.

v) Unterrdume U, W < von V heiflen orthogonal, kurz: U L W, wenn gilt:
VueUwéeW:{(u|w)=0.

4.1.2 Beispiele
L R™ mit (v | w) := >, v;w;.

2. Der Raum aller stetigen f:[0,1] — R mit (f | g) fo

O
4.1.3 Hilfssatz In einem Raum mit innerem Produkt sind Teilmengen paar-
weise orthogonaler Vektoren # Oy linear unabhdngig. O
Beweis: Ist T' eine solche Teilmenge, vo,...,v,—1 € T, mit ), k;v; = 0, dann
gilt:
r—1
Vijer: Or = (0v |vj) meh}] = k;(v; | vj).
=0

(Die erste Gleichung folgt aus der Tatsache, dafl v — (v | w) eine lineare Abbil-
dung ist.) Wegen (v; | v;) # 0 folgt daraus x; = 0.
O

Zwischen dem inneren Produkt und der zugehotrigen Norm bestehen u.a. diese
Zusammenhénge:
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4.1.4 Hilfssatz Ist (V,{(— | —)) Raum mit innerem Produkt, v,w € V, dann
gilt:

i) (v w) = 5(lv+wl? = [ol* = Jw]?)

ii) (v | w)? < ||v|?*||w]|*> (Cauchy- Schwarzsche Ungleichung),

und dabei gilt Gleichheit genau dann, wenn dimg (v, w) < 1.

iii) ||v + wl|| < ||v|| + ||w|| (Dreiecksungleichung)

Beweis:

i)

ii)

lv+wl|?>=w+w|v+w) =2w]|w)+ (v]v)+ (w]|w) ergibt die erste
Behauptung.

Zum Beweis der Ungleichung verwenden wir die Tatsache, daB fiir belie-
biges r € R gilt

0 < [lv+rwlf* = [[v]]* + 72[lw]|* + 2r (v | w).

Fiir w := 0y gilt die Behauptung, im anderen Fall kénnen wir r wie folgt
wéhlen:

_ wlw)
[Jwl|>
was folgendes ergibt:
0< [[v]2+ (v w? lw? _ [olw]? - (v]w)?
- [[w]? [[wl]? [[wl? ’

also 0 < [|v[*wlf* = (v | w)*.

Ist dabei dimg ((v, w)) < 1, so gilt 0.B.d.A.: v = rw, mit geeignetem r € R,
und damit (v | w)? = r?||lw||* = [jv|?*|w|/?, es gilt also die behauptete
Gleichheit.

Ist umgekehrt (v | w)? = ||lv]|?|Jw||?, so gilt in der obigen Ungleichung das
Gleichheitszeichen, also

0=l +rwl* = [[o]* + r*[lwl® + 2r{v | w),

zumindest fiir das angegebene r € R. Da (— | —) positiv definit ist, gilt
v+ rw =0, also dimg ({(v,w)) < 1.

iii) Die Dreiecksungleichung folgt schliefllich so:

lo +wll = Vvl + [lw]|? + 2{v | w)

<iiy VIVl + [wl? + 2llo] [lwl] = [lv] + [[w].
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4.1.5 Folgerung Ist (V,(— | —)) Raum mit innerem Produkt, v,w € V\{0Oy },
dann gilt:
< fvlw)
[offflw]
es gibt also genau ein w € [0, 7] C R mit:

{v|w)

©08() = ol

Wir sind demnach zur Einfithrung der folgenden Bezeichnung berechtigt:

4.1.6 Definition (Winkel) Das w aus 4.1.5 heifle der Winkel zwischen v und
w. (Offenbar ist w € {0, 7} bei linearer Abhéngigkeit von {v,w},, und gleich
/2 bei v L w.) o

Aus 4.1.5 folgt mit 4.1.4 i) noch:
4.1.7 Der Cosinussatz Fs gilt

lo = wl]* = o]l + [[w]* = 2[[v]|[[w]| cos(w).

Der Winkelbegriff der anschaulichen Geometrie ist allerdings komplizierter, da
es sich um orientierte Winkel handelt. Wir fithren deshalb den Begriff der Ori-
entierung ein.

4.1.8 Definition (orientierter Vektorraum) Ist n := dimgV € N*| so gibt
es nichttriviale A € DF(V) und auf diesen wegen 3.6.7 ii) folgende Aquivalenz-
relation:

A~A = FreRyog A=rA

Die beiden Klassen von “ ~ ” heiflen die Orientierungen von V. V zusammen

mit einer dieser beiden Klassen [A].. heifit orientierter Vektorraum.
Ist (V,[A].) orientierter Vektorraum B = (by,...,b,) eine Basisfolge von V,
dann heifit B positive Basisfolge genau dann, wenn A(by,...,b,) > 0 gilt. °

4.1.9 Beispiel

R' = <eg+er,eq+er+eaeq+er+es+eseg—er+eg >
= < eg—3ez,€e1+e3,61 —eg—e3,€1 >

Diese Basen sind stets verschieden orientiert, da die beiden Determinanten mit
diesen Basisfolgen als Spalten, also

111 1 10 -1 0
11 1 -1 01 11
det ] g1 1 o |=72dt] 3¢ oo |3
00 1 1 01 -1 0

verschiedene Vorzeichen haben. O
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Jeder R—Isomorphismus f induziert eine Orientierung im Bildraum, ndmlich
diejenige, bzgl. der f orientierungserhaltend ist:

4.1.10 Definition (orientierungserhaltend) Sind (V,[A].) und (V',[A’].)
orientierte Vektorrdume, f € Isog(V, V'), dann heilt f orientierungserhaltend,
wenn gilt

(A)f € [A]..

4.1.11 Satz FEin R—Automorphismus f eines orientierten R— Vektorraums ist
genau dann orientierungserhaltend, wenn det(f) > 0 ist.

Beweis: Ist [A]. die Orientierung, dann gilt Ay = det(f) - A, also Ay € [A]~
genau dann, wenn det(f) > 0. O

4.1.12 Definition (Orthonormalbasis) Ist wieder (V, (— | —)) ein Raum mit
innerem Produkt, dann hei8t eine Basis B Orthonormalbasis (kurz: ON-Basis)
von V, wenn sie aus paarweise orthogonalen Vektoren der Norm 1 besteht. e

4.1.13 Satz In jedem Vektorraum V mit innerem Produkt und abzdihlbarer
Basis kann man jede endliche Basisfolge (bo,b1,...,bm—1) eines Unterraums
othonormalisieren, d.h. eine Folge (eg,€1,...,em—1) orthonormaler Vektoren e;
konstruieren, die Basis desselben Unterraums sind:

K €0,€1y...,m_1 >=K bo,bl,...,bm_l > .

Beweis: Das Orthonormalisierungsverfahren von E. Schmidt:

Aus einer beliebigen vorgegebenen Basisfolge B = (bo, b1 ..., bm—1,...) wird ei-
ne ON-Basisfolge (eg,e€1,...,€m—1,...) konstruiert, die denselben Unterraum
erzeugt. Dazu zeigen wir per Induktion: Fiir n € N und U :=< by, ..., b,—1 >
existiert eine ON-Basisfolge £ = (eg,...,e,—1), die denselben Unterraum er-
zeugt.

I n = 0 : Die leere Menge erzeugt den Nullraum, und die leere Folge ist
offenbar eine ON-Basisfolge.

II n — n+ 1 : Entsprechend der Induktionsannahme sei (eq,...,e,—_1) eine
ON-Basisfolge fiir < by, ...,b,—1 > . Wir setzen jetzt

n—1

n = by — > _(bn | €j)e;.
j=0

Offenbar gilt damit

< b07~-~abn >=<K€g,...,6n—1,0p >,
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zudem sind die Vektoren ey, ..., e,_1,a, paarweise orthogonal:

(an [ €)= (b | &) =Y (bn | &) (e; | €5) = 0.
! =5
Also ist £ := (eg, ..., ey), mit

an,
€y = ——
" llan||

eine ON-Basisfolge von U =< by, ..., b, > .

O

4.1.14 Beispiel V sei der Raum der Polynomabbildungen f:R — R vom Grad
< 2 mit dem inneren Produkt

1
(flg):= [1f(x)g(x)dx.

Aus der Basisfolge (1, x,?) ergibt sich die ON-Folge

1 3 45, 5, 1
6025,61: 5t €2 = g(x—g)

€p, €1, - - - sind, bis auf Normierungsfaktoren, die sogenannten Legendre-Polynome.
)

4.1.15 Definition (orthogonale Matrizen) A € R™ " heifit orthogonal,
wenn ‘A = A1, o

4.1.16 Anwendung (Die QR-Zerlegung regulirer Matrizen) Jede re-
guldre Matrix iiber R kann als Produkt aus einer orthogonalen Matrix mit einer
Dreiecksmatrix geschrieben werden.

Beweis: Ubungsblatt.

4.1.17 Satz Ist V endlichdimensional, dann wird der Ubergang von einer ON-
Basis zu einer anderen stets durch eine orthogonale Matrixz beschrieben. Um-
gekehrt ergibt ein Basiswechsel, der durch eine orthogonale Matriz beschrieben
wird, aus einer ON-Basis wieder eine solche.

Beweis: Nachrechnen.
O

Als unmittelbare Folgerung aus der Orthonormalisierbarkeit von endlichen Ba-
sisfolgen ergibt sich: Ist V euklidischer Vektorraum, U < V, dann kann man
eine an U angepafite ON-Basisfolge finden. Es gilt also

4.1.18 V=UaU*, Ut :={weV |VueU: (u|v)=0}
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Demgemif kann v € V zerlegt werden in v = v+ w,u € Uyw € U*t. Ist

(ug, ..., um—1) eine ON-Basis von U, dann gilt
m—1
4.1.19 u = Z (u | ughu;.
0

u heifit die Orthogonalprojektion von v auf U, ||w| der Abstand von v zum
Unterraum U. Wegen [[v? = |lu|? + ||w]|? gilt

4.1.20 [l > [Ju|| (Besselsche Ungleichung).

Sei jetzt A € DF (V) nicht trivial, (eg, ..., en—1) eine ON-Basisfolge. Die Funk-
tion
det({(— | =)):V? = R, (v,w) — det((v | w))

ist in beiden Komponenten multilinear, alternierend und nicht trivial. Es gibt
deshalb r € R*, so da8, fiir alle v;,w; € V,

4.1.21 r-det((v; | wi)) = A(vg, ..., Vn—1)A(wg, . .., Wp_1).

Wegen det({e; | e)) = det(I,,) = 1 gilt insbesondere » = A(eg,...,e,_1)% > 0.
Fiir A’ := +A/\/r gilt also

4.1.22 A (v, ..y vn_1)A (wo, ..., wp_1) = det((v; | w)).

4.1.23 Definition (normierte Determinantenform) Determinantenformen
auf Rdumen mit inneren Produkt, die 4.1.22 geniigen, heilen normiert. .

+A/4/r sind die beiden einzigen normierten Determinantenformen, genau eine
von ihnen reprisentiert die Orientierung. Auf jedem euklidischen Vektorraum
mit Orientierung gibt es also genau eine normierte Determinantenform, welche
die Orientierung représentiert. Mit dieser die Orientierung repréasentierenden
normierten Determinantenform A koénnen wir auch Winkel orientieren: In ei-
nem orientierten 2-dimensionalen Vektorraum V' mit innerem Produkt (— | —)
gilt nach 4.1.22:

L1224 Ag(v,w)? = det (éf; |‘ 1;>> <<Z || ‘;’3) — [olllw]? = (v | w)2.

Fiir v # Oy # w ergibt dies

W w?  Aofww?
[l ol wl®
Es gibt also — wegen sin’(x) +
cos*(z) = 1 — genau ein w € (—m, 7] C R mit
A
4.1.25 cos(w) = folw) und sin(w) = M.
[[vllflw] [[ol[flw]|
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4.1.26 Definition (orientierter Winkel) Das w aus 4.1.25 heifit der orien-
tierte Winkel zwischen v und w. Er wechselt das Vorzeichen mit der Orientierung
[Ag]~ und auch bei Vertauschen von v und w. o

4.1.27 Definition (die Gramsche Determinante) Ist (V,(— | —)) Vektor-
raum mit innerem Produkt und sind vg,...,v,_1 € V, dann heif3t

G(vo, ..., vm—1) :=det((v; | vg))
die Gramsche Determinante der Vektorenfolge (vg, ..., vm—1). .

4.1.28 Hilfssatz Fir die Gramsche Determinante gilt
i) G(vo,...,Vm—1)>0
it) G(voy. .. Um—1) =0 <= dimp({vo,...,Um_1)) < m.

Beweis: Die erste Behauptung ist fiir linear abhéngige v; natiirlich richtig. Sind
die v; linear unabhéngig, dann erzeugen sie einen m-dimensionalen Unterraum
mit innerem Produkt. Auf diesem existiert eine normierte Determinantenfrom
Ag, und hierfiir ist

G(Uo, . ,Um_l) = Ao(vo, . ,Um_l)Q > 0.

Damit ist auch die Implikation von links nach rechts in der zweiten Behaup-
tung bewiesen. Die Annahme dim({vg,...,vm_1)) < m ergibt offensichtlich
G(vo,...,vm,l):o. O

4.1.29 Definition (Parallelepiped,Volumen) Ist (V,(— | —)) Raum mit
innerem Produkt, (vo,...,v,—1) linear unabhiingig, A eine normierte Determi-
nantenform auf < v, ..., v,_1 >, dann heifit

r—1
{v|v= me,O <p; <1}
0
das von den v; aufgespannte r-dimensionale Parallelepiped, und
V(’UQ, “ee 7’(},«_1) = |A(’Uo, ces ,’U7~_1)|
heifit dessen Volumen. .

Offenbar gilt dafiir:
4.1.30 Satz
1. V(vg, ..., v,—1)% = det({v; | vi)),
2. Beir =2 haben wir V(vo,v1)? = |lvo||?||v1|? sin®(w), also

V(vo, v1) = |lvo[[[oa]] - | sin(w)].
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O

Auf euklidischen Vektorraumen definierte lineare Funktionale lassen sich mit
Hilfe des inneren Produkts beschreiben:

4.1.31 Satz Der Rieszsche Darstellungssatz: Ist (V,(— | —)) ein euklidischer
Vektorraum, f € L(V), dann gibt es genau ein v € V mit
f=A(v]=)
O

Beweis: Die Abbildung ¢:v — (v | —) ist injektiv, und, wegen der Endlichkeit
der Dimension dimg (V') = dimg (L(V")) sogar bijektiv, also ein Isomorphismus.

O
Das benutzen wir jetzt zu folgender Definition:

4.1.32 Definition (Kreuzprodukt, Vektorprodukt) Sei (V,(— | —)) ein
dreidimensionaler, euklidischer Vektorraum, A die normierte, eine Orientierung
reprisentierende Determinantenform, v,w € V. Dann ist A(v,w,—) € L(V),
nach dem Rieszschen Darstellungssatz gibt es also genau ein v € V' mit

A(U’w7 _) = <u | _>'
Dieses u € V heifit das Kreuzprodukt (oder auch Vektorprodukt) von v und w :

VX W= U

4.1.33 Eigenschaften des Kreuzprodukts Fiir das Kreuzprodukt gilt:

i) (v,w)— v X w ist schiefsymmetrische Bilinearform,

i) (vxw]|v)=(vxw|w)=0g,

i) vxw#0 <= dimg({(v,w)) =2,

iv) A(v,w,v x w) = |jvx w|?,

v) dimg({v,w)) =2 = (v,w,v X w) ist positiv orientierte Basisfolge,
vi) (uxov|wxz)y=(u|w)(v|z)—{u|z){v|w).

vii) Ist v #0# w und w der Winkel zwischen v und w, dann gilt

[ xwl =[] - [Jw]| - | sin(w)],

vigi)  Fiir u,v,w €V gilt:

ux (vxw)=(u|wwv—{u|v)w.
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iz) Es gilt die Jacobische Gleichung

ux (vxw)+ovx(wxu)+wx (uxov)=0.

x) Ist B = (bo,b1,be) eine positiv orientierte Orthonormalbasisfolge, dann
gilt, fir den 3-Zyklus  := (ijk) € Ss und dessen Vorzeichen sgn((ijk)),

— by x bj = sgn((ijk))by, falls k #i # j # k,

— Vv XwWw= (1]1102 — ’Ug’wl)bo + (Uzﬂ)o — Uowg)bl + (vow1 — ’Ulwo)bg.
Beweis: Aus der Gleichung
Alv,w, =) ={v X w | —)

folgen Bilinearitédt und Schiefsymmetrie des Kreuzprodukts und auch die Tat-
sache, dal das Kreuzprodukt auf jedem seiner Faktoren senkrecht steht; i) und
ii) sind damit bewiesen.

Zum Nachweis von iii) bemerken wir, dafs

vXw#0 <= A(v,w,—) #0 <= (v,w) linear unabhiingig.
Behauptung iv) ist ebenfalls offensichtlich richtig:
Av,w,v x w) = (v xw|vxw)=|vxuw|*

Ist, wie bei v) vorausgesetzt, dim({v, w)) = 2, dann ist (v, w) linear unabhiingig,
nach iii) also v X w # 0. Letzteres ergibt

0 < |lvxw|*=A,w,vxw).

Diese Ungleichung impliziert die positive Orientierung, weil A die vorgegebene
Orientierung représentiert.

Zum Beweis von vi) betrachten wir, fiir spéiter geeignet zu wihlende u; und v;
aus V, den Ausdruck

(ug x uy | ug)(vo X v1 | v2) = A(uo, u1, u2)A(ve, v1,v2)

= det((u; | vk)).

Setzt man hier vy := ug X u; und entwickelt nach der letzten Zeile, so bleibt von
den drei Summanden nur der letzte iibrig, und es ergibt sich die Gleichung

(uoxuy | ug)(voxwvy | woxur) = (ugxuy | ug)((uo | vo){uy | v1)—{ug | v1){u1 | vo)).

Fiir ug x uy # 0 gibt es ug mit (ug X uy | uz) # 0, durch diesen Faktor darf also
dividiert werden, und es verbleibt

{uo X w1 [ vo X v1) = (ug | vo)(ur | v1) — (uo | vi){w1 | vo),

woraus die Behauptung vi) folgt.
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Setzt man in dieser Gleichung vi) ug = vp := v und u; = v := w, dann erhéilt
man die Gleichung

lo x wl|* = [[ol*lw]® = (v | w)?,

was mit der Definition des Winkels zwischen v und w die Behauptung vii) liefert.
Zum Beweis von viii) verwenden wir

(ux (wxw)|z) = Alu,vxw,x)

—A(u,z,v X w)

—(uxx|vXw)
= —(u] o)z | w)+ (u]w)z|v)

Es gilt demnach, fiir alle z € V,

(ux(vxw)|=)=(u|w)| =)= {(u|v)w]-),

was die Behauptung beweist.
ix) folgt direkt aus viii).

O
Ist (V,(— | —)) ein Raum mit innerem Produkt, dann haben wir gem&f 4.1.1 eine
Abbildung || — ||: V' — R mit allen Eigenschaften einer Norm gemif} folgender

4.1.34 Definition (Norm) Eine Abbildung || — ||: V' — R heifit Norm, wenn
folgende Bedingungen erfiillt sind:

i) |lv]] > 0, mit Gleichheit genau dann, wenn v = 0.
ii) Es gilt die Dreiecksungleichung ||v + w|| < ||v]| + |Jw]].
ii) o+ oll = Jol - ol
Das Paar (V, || — ||) heit dann normierter Raum. o

Jeder Raum (V,(— | —)) mit innerem Produkt ist demnach auf kanonische
Weise auch ein normierter Raum. Die Umkehrung gilt aber nicht, denn nicht
jede Norm ergibt anhand der Gleichung

1
(W w) =5l +wll* = o] = )

ein inneres Produkt. Als Beispiel hierfiir betrachten wir den Raum C der auf
[0, 1] stetigen reellwertigen Funktionen mit der bekannten und wichtigen Maxi-
Mumsnorm

[ £I := max{[f(z)| | = € [0,1]}.
Die durch 1
{(flg):=35(f +gll> = 1717 = lgll*)
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definierte Abbildung ist ndmlich nicht bilinear: (z | z) = 1, (1 —z | z) =
—1/2, aber (1| z) = 1. (Mit zusétzlichen Forderungen an die Norm ergibt sich
allerdings ein inneres Produkt, vgl. Ubungsblatt.)

Mittels || — || 1aBt sich auch eine Distanzfunktion dj_) (kurz auch: d) definieren
durch
4.1.35 dj—:V xV =R, (v,w) — |lv—w].

Sie hat offenbar die folgenden Eigenschaften (vgl. 4.1.4):
4.1.36 Eigenschaften der Distanzfunktion Fir alle u,v,w € V gilt:
1. Distanzfunktionen d sind symmetrische Funktionen.
2. Distanzen sind nicht negativ:
d(v,w) >0,
mit Gleichheit genau dann, wenn v = w.
3. Distanzfunktionen geniigen der Dreiecksungleichung,

d(v,w) < d(v,u) + d(u, w).

4. Distanzen sind translationsinvariant:
d(u+v,u+w) = d(v,w).

O

Die von Normen auf euklidischen Vektorrdumen induzierten Funktionen d =
d)— sind also Metriken, d.h. symmetrische Funktionen, die der Dreiecksunglei-
chung geniigen und denau dann Null sind, wenn sich die beiden Argumente
gleichen:

dlv,w) =0 < v=w.

(V,d)—) ist also ein metrischer Raum im Sinne der Topologie.

4.1.37 Definition Sind V, W normierte Rdume, dann heifit f:V — W

1. beschrankt, wenn gilt

IpeRVveV: [f(0)] <p-o].

2. stetig an der Stelle v € V, falls

Ve>03d>0Vd eV: u=2]<d = |flv)— f(O)] <e

3. stetig, wenn f an jeder Stelle stetig ist.
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Schreibt man diese Bedingungen zur Verdeutlichung mit Hilfe der Distanzfunk-
tion d um, dann ist zunéchst die Beschranktheit von f dquivalent zu

JpeRVYoveV: d(f(0),f(v) <p-d(0,v).

Dies zeigt zundchst, daf8 Beschrdnktheit die Stetigkeit an der Stelle Oy impliziert.
Die Bedingung fiir Stetigkeit an der Stelle v sieht umformuliert so aus:

Ve>030>0V0 €V:dwv)<d = d(f(v), f(v')) <e.

Dies wiederum zeigt, dafl sich — wegen der Translationsinvarianz — ggf. die
Stetigkeit an der Stelle Oy auf jede andere Stelle iibertrigt. Wir erhalten also
den

4.1.38 Satz Sind V,W normiert, f € Homg(V,W), dann sind dquivalent:
1. f ist stetig,
2. f ist an der Stelle Oy stetig,
3. es gibt eine Stelle v’ € V, an der [ stetig ist.

O

4.1.39 Satz Unter den linearen Abbildungen zwischen normierten Rdumen sind
genau die beschrdinkten stetig. |

Beweis: Ist f beschrinkt, dann ist f an Oy stetig (0 := €/(2p)), also stetig,.
Ist umgekehrt f stetig, dann insbesondere an der Stelle Oy, es gibt also, zu
€:=1, ein § > 0 mit:

ol <0 = |lf(wI <1.

Zu v # Oy sei jetzt ein Vektor w definiert durch w := %ﬁ7 dann ist [|lw[| = $,
also
S lf ()
1> |[f(w)] = 3 ;
2 vl
und damit folgt
2
£ ) < 5lvll (%)
Da letzteres aber auch fiir v := Oy richtig ist, haben wir fiir alle v € V die

Ungleichung (%) bewiesen, f ist demnach beschrénkt (mit p = 2/9).
O

4.1.40 Satz Jede lineare Abbildung zwischen euklidischen Vektorrdumen ist
beschrdnkt und damit auch stetig.
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Beweis: Sei B eine Orthonormalbasisfolge von V, C eine Basisfolge von W, f €
Homg(V,W), V und W euklidisch, A := M(C, f, B). Dann gilt:

[f)=A-v]=]A Z(v | bi)bs | = || Z@ | bi) Abi|
< Z [(v | 0:)] - [|Ab | <38.4 Z ol - [1bi]] - [|Ab]|

< |lv|| - n - max{||Ab;|| | i € n}.

=:p
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4.2 Die adjungierte Abbildung

Die Vektorraume dieses Paragraphen seien sémtlich euklidisch, die Norm kommt
jetzt also vom inneren Produkt her,

[0l = V(v [ v).

Zu f € Homg(V,W) und w € W ist (f(—) | w) € L(V), nach dem Rieszschen
Darstellungssatz (4.1.31) gibt es also genau ein v € V' mit

(f(=) [w) = (=)

Die Zuordnung w +— v definiert also eine Abbildung f , und diese ist offenbar
auch linear. Wir nennen sie die zu f adjungierte Abbildung, und sie erfiillt die
folgende Gleichung, bzw. ist durch diese definiert:

42.1 (f) [ w) = (v ] f(w)).

4.2.2 Hilfssatz Die zu f € Homg(V,W) adjungierte Abbildung f hat die fol-
genden FEigenschaften:

1. f ist die adjungierte Abbildung zu f,
2. W = Bild(f) ® Kern(f),
3. Sind B,C Orthonormalbasisfolgen fir V,W, dann gilt
M(C,f.B) = 'M(B.f.C).
4. Ist V.=W,g € Endg(V'), dann ist m =go f7 und irgend zwei Figen-

vektoren v von f und v von f zu verschiedenen Figenwerten k und K sind
orthogonal.

Beweis:

L (f() | w) = (v | f(w)) = (f(v) | w) ergibt f = f, da (= | —) nicht

ausgeartet ist.
2. Folgt aus Bild(f)* = Kern(f) mit 4.1.18.
3. Ist A:= M(C, f,B), A:= M(B, f,C), dann gilt

aje =Y ailes | ¢j) = (f(br) | ¢5) = (be | fle) Zau (br. | bi) = a;.

4 ((fog)v) | w) = (g(v) | f(w))

Eigenvektoren v, v zu Elgenwerten:n K:
(5—R)w ) = (w0 |5)— (0] 70)
= (@) 1) - (o] f®)
= (v] f(@)) = (v ] f(v))

Sind die beiden Eigenwerte verschieden, so folgt daraus (v | ©) = 0. O
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4.2.3 Satz Ist V euklidisch, dann gilt
¢: Endg(V) ~g BLF(V), f— {(f(=)]-).

Beweis. Die Linearitét von ¢ ist trivial. Die Injektivitdt folgt aus der Tatsache,
daB (f(—) | —):v — 0impliziert, dafl f die Nullabbildung ist, denn dies bedeutet
ja

VuveV: (flu)|v)=0,

also f(u) im Nullraum und demnach f(u) =0, fiir alle u, d. h. f =0.
Die Surjektivitit folgt so: Fiir ® € BLF(V),v € V, gibt es nach dem Rieszschen
Darstellungssatz genau ein u € V' mit

v, ~) = (u] ).
Damit ist f:v — u wohldefiniert, und es gilt dafiir offenbar ¢(f) = ®. ]

4.2.4 Beispiele

i) Ist V := R™ und (— | —) das Standardskalarprodukt, dann kann man die
Werte von @ := (f(—) | —) € BLF(V) mit Hilfe der Matrix A := M (€, f,€)
berechnen:

<f(u) ‘ U> = Z f(u)z”z = Z AipUKRV; = ty - A-u.

Die Matrix A bezeichnen wir deshalb auch mit
Mg,
i) Fiir @ := o(f) (nach 4.2.3) gilt

®(v,w) = (f(v) | w) = (v ] f(w)) = {f(w) | v) = D(w,v).

Die zur adjungierten Abbildungen gemé&f 4.6.3 gehdrende Bilinearform erhélt
man also durch Vertauschen der Argumente. &
O

4.2.5 Definition (normal) f € Endg (V) heifit normal, wenn gilt

fof=Jof.

4.2.6 Hilfssatz f € Endg(V), dann sind Gquivalent.
1. f ist normal,
2. (f(0) | f(w)) = (f(v) | f(w)).
3£ @) = [ F ).
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Beweis: Nachrechnen. O

4.2.7 Hilfssatz Ist f € Endg(V) normal, dann gilt

. Kern(f) = Kern(f),

~

2. V =Bild(f) @ Kern(f),
3. ¥V n e N*: Rang(f) = Rang(f™),

4. [—p-idy =f—p-idy,

5. f—p-idy ist normal.

6. f und f haben dieselben Eigenwerte und Eigenvektoren.
Beweis:

1. Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus 4.2.6 iii).

2. Die zweite Behauptung ergibt sich aus 4.2.2 ii) mit der gerade bewiesenen
ersten Behauptung.

3. Aus 1. folgt, dafl die Einschrinkung f | Bild(f) regulér ist. Es folgt

Rang(f?) = dim(f(Bild(f))) = dim(Bild(f)) = Rang(f),
und ganz analog ergibt sich Rang(f3) = Rang(f), usw.
4. Nachrechnen.
5. Nachrechnen.

6. Die Gleichungen

—_~—

Kern(f — p-idy) = Kern(f — p - idy) = Kern(f — p - idy)

ergeben die Identitit der entsprechenden Eigenrédume:

O

4.2.8 Satz Sei f € Endg(V) und V = V1 ®...®V, mit paarweise orthogonalen
Vi (d.h. V; C le‘, falls i # j), kurz:

V=V lL...1LV.
Sind zudem die V; invariant unter f, d.h. f(V;) C V;, dann ist f genau dann

[z
normal, wenn die V; auch unter den f; (zu f; := f | Vi) invariant und die f;
normal sind. O
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Beweis:
i) Sei f normal. Wir zeigen zunéchst die Invarianz fZ(V,) CVi:lstu; € Vj, 5 #1,
dann gilt R
(vj | f(vi)) = (f(vj) [vi) =0,

also, fiir alle j # i: f(vl) = fl(vl) € V}J—, und damit

fitvi) e V" =V

ji

Zum Nachweis der Normalitdt von f; beachten wir, daf3

1F:Cwa)l® = 1F (w1 = [ (w)ll* = [1fi(va)lI*.

Daraus folgt die Normalitdt von f; nach 4.2.6. ~
ii) Jetzt seien umgekehrt die f; normal und die V; invariant unter den f;. Ist
v =37 v;, mit v; € V;, dann gilt

1F )I” =1l Zfi(vi)\l2 = Z [FACHI

letzteres wegen f;(v;) € V; LV}, j # 4. Da die f; als normal vorausgesetzt sind,
gilt weiter:

=D If)l* = IF @),
also ist auch f normal. O
Wir nennen f € Endg (V') natiirlich genau dann selbstadjungiert, wenn
f=f
gilt. Unmittelbar aus 4.2.2 ergibt sich fiir solche Abbildungen, dafl sie bzgl.
Orthonormalbasisfolgen B durch symmetrische Matrizen dargestellt werden:

M (B, f,B) ="M (B, f,B).

Eines unserer Ziele ist der Nachweis der Tatsache, dafl selbstadjungierte linea-
re Endomorphismen eines n-dimensionalen euklidischen Raumes n paarweise
orthogonale Eigenvektoren besitzen. Dazu betrachten wir die Abbildung

e:V\ {0y} = Rv— M

(o)
4.2.9 Bemerkungen Diese Funktion ¢ hat die folgenden Eigenschaften:
e VpeR* veV: o(pv) = p(v).
e Ist B eine ON-Basisfolge, A := M (B, f, B), dann gilt

(v] fv)) = Zaikvivka
ik

v (v | f(v)) ist also eine Polynomabbildung und demnach stetig. Dies
gilt natiirlich insbesondere fiir v — (v | v).
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e Als Quotient stetiger Funktionen nimmt ¢ auf der Finheitssphdire, d.h. auf
der Menge {v | ||v]| = 1}, ein Minimum an, etwa bei by € V, d.h. es gilt

[v]| = 1= ¢(v) > p(bo).

e Mit dem ersten Punkt folgt dann weiter:

Vo e VA{0v}: p(v) = ¢(bo)-

4.2.10 Hilfssatz by ist Figenvektor von [ zum FEigenwert {(bo | f(bo))-
Beweis: Sei v € V und
P:R =R,z — p(by + av).
Nach 4.2.9 nimmt ¢ an der Stelle 2 = 0 ein Minimum an, es gilt also ¢’(0) = 0.
Einsetzen der Definition von ¢ und Differenzieren nach z ergibt
'(0) = 2(bo | f(v)) = 2{bo | f(bo)){bo | v)-
Setzen wir dies gleich Null, so folgt

0= (f(bo) — (bo | f(bo))bo | v),

und zwar fiir alle v € V. Das impliziert

f(bo) = (bo | f(bo))bo,

wie behauptet.
O

4.2.11 Satz Zu jedem selbstadjungierten linearen Endomorphismus f eines eu-
klidischen Vektorraums gibt es eine Orthonormalbasisfolge aus Figenvektoren.

Beweis: f besitzt nach 4.2.10 einen Eigenvektor by. Wir betrachten die ortho-
gonale Zerlegung
V = (bo) L (bo)*

und verwenden, daf8 f(bg)t C (bo)* :

Vv e (b)) (bo | f(v)) = (f(bo) | v) = (bo | f(bo)) - (bo | v) = 0.

Mit f ist auch die Einschréinkung f | (bo)* selbstadjungiert, obige Uberlegungen
ergeben also einen Eigenvektor der Norm 1 in (by)* usw. Die Behauptung folgt
also per Induktion nach der Dimension von V.

O
Selbstadjungierte lineare Abbildungen auf euklidischen Vektorrdumen werden,
wie wir wissen, durch symmetrische Matrizen beschrieben, es gilt aber auch die
Umkehrung: Reell symmetrische Matrizen A beschreiben selbstadjungierte Ab-
bildungen f, z.B. kann man f durch M (B, f, B) := A definieren mit irgendeiner
ON-Basisfolge B. Man rechnet leicht nach, daf§ dieses f selbstadjungiert ist. Es
ergeben sich also die
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4.2.12 Folgerungen
1. Reelle symmetrische Matrizen sind diagonalisierbar.

2. Ist A € R™"™ symmetrisch, dann hat A lauter reelle Eigenwerte \;, fiir
diese gilt

n—1

pa= ()" [ (@—x).
i=0
3. Zu jeder symmetrischen Bilinearform auf einem euklidischen Vektorraum
V' gibt es eine Orthonormalbasisfolge B in V, bzgl. derer die Form durch
eine Diagonalmatriz beschrieben wird.

0O
Die Transformation auf Diagonalgestalt bezeichnet man auch als Hauptachsen-
transformation, wir werden auf Anwendungen (wie z.B. die Klassifizierung von
Kegelschnitten) noch zu sprechen kommen.

4.2.13 Definition (Projektion,Orthogonalprojektion) Ein linearer Endo-
morphismus f € Endg(V) eines Vektorraumes heifit Projektion, wenn f2? = f
gilt. Fin Projektion heif3t Orthogonalprojektion, wenn sie selbstadjungiert ist. e

4.2.14 Hilfssatz Ist f € Endg(V) ein Projektion, dann gilt
V = Kern(f) ¢ Bild(f),

und

J = Okern(s) © idBila(y)-
Ist f dariberhinaus selbstadjungiert, also eine Orthogonalprojektion, dann ist f
normal. Umgekehrt ist jede normale Projektion eine Orthogonalprojektion.

Beweis:

i) Ist f Projektion, d.h. f2 = f, dann ist zunichst die Summe Kern(f)+ Bild(f)
direkt: v € Kern(f)NBild(f), etwa v = f(w), ergibt 0 = f(v) = f?(w) = f(w) =
v. Diese direkte Summe ist dariiberhinaus gleich V' : Fiir v € V gibt es w € V
mit v = f(v) +w, denn V ist eine additive Gruppe. Der Summand w liegt im
Kern(f), da f(v) = f2(v) + f(w) = f(v) + f(w). Jedes v € V ist demnach als
Summe aus einem Element des Kerns und einem Element des Bildes darstellbar.
Damit ist der erste Teil der Behauptung bewiesen.

ii) Der zweite Teil, die Beschreibung von f als Summe aus der Nullabbildung
auf dem Kern und der identischen Abbildung auf dem Bild von f folgt direkt
aus dem ersten Teil, denn dieser liefert die Zerlegung in Nullabbildung auf dem
Kern und der Einschrénkung auf das Bild, und die Gleichung f2 = f zeigt noch,
daf} diese Einschrinkung gleich der identischen Abbildung ist.

iii) Die Normalitdt jeder Othogonalprojektion f ist trivial:
fof=fof=fof,
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da f selbstadjungiert ist.

iv) Ist umgekehrt f normale Projektion, v € V und wieder v = f(v) + w,w €
Kern(f), dann gilt

(] f(w) = {f(v) +w ]| fw) = {f(v) | f(w)),

letzteres wegen w € Kern(f) = Kern( f) Analog ergibt sich

(f() [u) = {f(v) | fu)),

also insgesamt
(] fu)) = (f(u) [v).

Das liefert f = f, wie behauptet.

4.2.15 Hilfssatz

1. Ist U ein Unterraum von V, dann gibt es genau eine Orthogonalprojektion
f € Endgr(V) mat Bild(f) = U, namlich f :=idy & Oy..

2. Sind Uy,Uy <g V und fi1, fo die zugehdrigen Orthogonalprojeektionen
gemdf i), dann gilt:

o frofi =0 U, LU,

o f1 + fo ist Orthogonalprojektion <= Uy L Us,

o f1 — fo ist Orthogonalprojektion <= Us C Uy,

e f1 0 fy ist Orthogonalprojektion <= fy o f1 = f1 0 fo.

Beweis: Ubungsaufgabe. a

4.2.16 Definition (schiefsymmetrisch) f € Endr(V) heifit schiefsymme-
trisch, wenn f = —f gilt. °

4.2.17 Folgerung Ist f schiefsymmetrisch und B eine Orthogonalbasisfolge,
dann gilt
M(B, f,B) =~ '"M(B, f,B),

d.h. die f darstellende Matriz ist schiefsymmetrisch.

Offensichtlich richtig ist
4.2.18 Hilfssatz
i) Ist f € Endgr(V), dann sind dquivalent:

1. f ist schiefsymmetrisch,

2. (f(v) [w) + (v | f(w)) =0,
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3. {(v]| f(v))=0.
it) Ist f € Endg(V) schiefsymmetrisch, dann gilt:
0 ist ggf. der einzige Figenwert von f,
Spurf =0,
det(f) = (~1) V) det(f),
dimg (V') ungerade = det(f) =0,
Ry(f) ist gerade.

Grs o o=

i11) Der Rang jeder schiefsymmetrischen Matrix ist gerade.

O

4.2.19 Satz Ist f € Endgr(V) schiefsymmetrisch, dann gibt es eine Orthonor-
malbasisfolge B und reelle Zahlen k; mit

0 —Ko 0
Ko 0
M(B, f,B) = A
K1 0
0
O

Beweis: Die Abbildung ¢ := f? ist selbstadjungiert, es gibt also eine ON-
Basisfolge C = (co, . .., cn—1) aus Eigenvektoren von ¢, sei etwa ¢(c;) = A;¢;.

Wir zeigen zunéchst, dal \; < 0: Da die ¢; Vektoren mit Norm 1 sind, gilt

Xi = (ci | wlei)) = (ei | f2(er)) = —(f(ei) | flei)) <0.

Rang(y) ist gerade, denn Rang(y) = Rang(f?) = Rang(f), und letzterer ist
nach ?7? gerade.

Die Anzahl der negativen Eigenwerte von ¢ gleicht dem Rang von ¢, ist also
gerade. g, ..., Cos_1 seien die zugehorigen Eigenvektoren. Setzen wir jetzt

boyt1 = Cy,boy ==V At fle),0<v <s—1,

und
b, :==c,,v > 2s,

dann hat die Basisfolge B offenbar die gewiinschten Eigenschaften, mit x; :=
v/—A,, wie man leicht nachrechnet:

f(b2l/+1> = f(cl/> =V _)\I/ . b21/ = Ka/b21/7
fb) = f(v 7}\;1 flew)) =V =X - fz(bQV) = —kybayy1,
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4.3 Affine Punktriaume

Es wird jetzt der Ubergang von der linearen Algebra zur analytischen Geometrie
beschrieben.

4.3.1 Definition (affiner Punktraum) Sei V' ein K-Vektorraum, A eine nicht
leere Menge und

:):AXA—>‘/'7(P,Q)—>P@
eine Abbildung. Dann heit (A, =) affiner Punktrauwm zu V, wenn gilt:

.LYPeAveV I QeA: PO=v.
(Kurz: Q = P +v.)

2.¥VP,Q,Rc A: PO+ QR = PR.

Die Elemente von A heiflen Punkte. Ist V n—dimensional, so heifit auch A

n—dimensional:
dimg (A4) := dimg (V).

V wird zur Verdeutlichung auch mit V' (A) bezeichnet.
4.3.2 Beispiel Zu V sei A :=V und
TUAX A=V XV =V, (vy,v1) — Tol3 := v1 — V.
Dieser affine Punktraum zu V' wird mit D(V') bezeichnet. &

Leicht nachzupriifen ist

4.3.3 Hilfssatz Ist (A, =) affiner Raum zu V und sind P,Q,R,S € A, dann
qilt:

1. PO =0y — P=qQ,
2. P.Q) = _Cﬁ)
3. PQ = RS = PR =Q83 (Parallelogrammregel).
O

Greifen wir uns einen Punkt 0 € A als Ursprungspunkt heraus, so ist nach 4.3.1
P € A eindeutig durch den Vektor p := OP eV bestimmt, seinen Ortsvektor.
P kann dann mit p identifiziert werden, d.h. wir haben die Bijektion

4.3.4 A—>V,Pi—>p::ﬁ5.
Der Differenzvektor ]@ von P und @ geniigt dann der Gleichung

4.3.5 P@ =q—p.
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PO

0] P

Wie man nun damit die lineare Algebra auf die Elementargeometrie anwenden
kann zeigt folgendes Beispiel:

4.3.6 Beispiel Wir wollen beweisen, dafl die Diagonale und die Seitenhalbie-
rende sich in nicht ausgearteten Parallelogrammen im Verhéltnis 1:2 schneiden.
Beweis: Wir betrachten das Parallelogramm, dessen Punkte wie skizziert be-
zeichnet seien:

D C

A B

Gesucht sind A, p € R mit PM = ABM und AP = ME. Dazu betrachten wir
das Dreieck AMP, fiir welches gilt:

AM + MP + PA =0,

bzw.

%ﬂi&ﬁﬁ—ﬁ@:&

Das ist nach 4.3.1 ii) dquivalent zu
1
gﬁ—A(Eﬂm) — w(AB + BC) =0.

Da es sich um ein Parallelogramm handelt, gilt BC = E, so dafl sich hieraus

folgendes ergibt:

(35~ WAD+ (A~ p)AB = 0.

Das Parallelogramm ist genau dann nicht ausgeartet, wenn (ﬁ, A—B)) linear un-
abhéngig ist, so dafl wir schliefllich folgendes Gleichungssystem fiir die gesuchten
Parameter bekommen:

A—pu = 0
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| >~

—n = 0.

N —

Die einzige Losung ist A = p = %, wie behauptet. &

4.3.7 Definition (affine Koordinaten, Unterriume und Abbildungen)
A sei ein affiner Punktraum zu V.

i) Ein Ursprungspunkt O € A ergibt zusammen mit irgendeiner Basisfolge
B = (bg,...,bp—1) von V =V (A) ein affines Koordinatensystem

(O; B) = (O, bo, ey bnfl).

Die diesbeziiglichen Komponenten p; des Ortsvektors p = OPvonP e A:

OP = > pibi

heiflen die affinen Koordinaten von P beziiglich (0;bg, ..., b,—1).

ii) B C A heiit affiner Unterraum von A, (kurz: B < A), wenn gilt:
AP eB: {PQ|QeB} < V(A).

Dieser Vektorraum {Pozé | @ € B} ist offenbar unabhéingig von der ge-
troffenen Auswahl von Py € B und kann deshalb mit V(B) bezeichnet
werden, er heiffit auch die Richtung von B.

In Anlehnung an die Elementargeometrie heilen eindimensionale affine
Unterrdume Geraden, zweidimensionale heiflen Ebenen. (n—1)—dimensionale
Unterrdume — n die Dimension von A — heiflen Hyperebenen.

iii) Sind By, ..., B,, affine Unterrdume von A, dann heifit der kleinste affine
Unterraum, der U; B; umfaflt, der Verbindungsraum der B;. Er wird mit

ByV...\V By,

bezeichnet. Beispielsweise sind Punkte P,@Q € A (nulldimensionale) affine
Unterrdume. Der Verbindungsraum PV @ heifit deren Verbindungsgerade,
usw.

iv) Zwei Unterrdume By, B eines affinen Punktraumes A heiflen parallel, kurz
Bol| By,

wenn die Richtung eines von ihnen in der Richtung des anderen enthalten
ist:

30 V(B) CV(By), j £,
(Bo und Bj sind dann offenbar disjunkt oder einer ist im anderen enthal-

ten.) Disjunkte und nicht zueinander parallele Unterrdume heiflen wind-
schief.
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v) Eine Abbildung f: A — A, P — P’ heifit affine Abbildung, wenn
P1Q1 = P,Q2 = P{Q| = P,Q)
und die von f induzierte Abbildung
0V = V,PQw— P'Q

linear ist, also die Abbildung ¢, die folgendes Diagramm kommutativ
erganzt:

Il

4.3.8 Beispiele Fiir irgend zwei Punkte aus einem affinen Raum A zu einem
Vektorraum V iiber GF(2) gilt:

PvQ={PQ}.

Demnach enthélt jede Teilmenge eines solchen affinen Unterraums mit zwei
Punkten auch deren Verbindungsgerade. Es ist jedoch nicht jede Teilmenge eines
affinen Raums zu GF(2)? ein affiner Unterraum. Das liegt an der Charakteristik
von GF'(2), denn bei char(K) # 2 folgt aus der Tatsache, dafi B C A nicht leer
ist und mit je zwei Punkten auch deren Verbindungsgerade enthélt, dafl B ein
affiner Unterraum ist (vgl. Ubungsblatt). &

&

4.3.9 Hilfssatz Zu jedem ¢ € Endg (V) und jedem Punktepaar (O,0') € A?
gibt es genau eine affine Abbildung f: A — A, mit f(O) = O', die gemdiff 4.3.7

v) die lineare Abbildung ¢ induziert, nimlich
fiP P, mit OP = 00" + o(OP).

Mit Hilfe von Ortsvektoren p = opP lafst sich diese Abbildung auch wie folgt
schreiben:
—
[z a2 =p(x)+t, mitt:=00".

Affine Abbildungen f:z — 2z’ = ¢(x) + ¢ mit ¢ = idy heiBen Translationen.
Offenbar ist die affine Abbildung f genau dann injektiv, surjektiv, bijektiv, wenn
dies fiir die induzierte lineare Abbildung ¢ gilt. Die Inverse f~! einer affinen
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Abbildung f induziert die Inverse ! der von f induzierten linearen Abbildung
. Die bijektiven affinen Abbildungen ergeben, zusammen mit der Komposition
als Verkniipfung, eine Gruppe, die affine Gruppe

AfE(A)

von A.
Unter den Teilmengen affiner Réume sind solche der folgenden Form besonders
wichtig:

4.3.10 Definition (allgemeine Lage, Parallelepiped, Simplex) A sei ein
affiner Raum, Py,..., P, € A.

i) Die P, heiflen Punkte in allgemeiner Lage, wenn sie in keinem (m —

1)—dimensionalen Unterraum liegen, d.h. wenn die Folge (Py Py, . .., PoPpm)

linear unabhéngig ist, bzw. wenn

ii) Sind Py,..., Py, Punkte in allgemeiner Lage und ist K = R, dann heif}t

{P0+Z/€ipopi\0§/€i§1}

=1

das von den P; aufgespannte Parallelepiped. Die Teilmenge

{Po-i-ZpiPoPi|0§Hi§1,zﬁi=1}

i=1 i
heiflt das von den P; aufgespannte Simplez.

Affine Réume A mit euklidischen Vektorrdumen V(A) nennt man euklidische
Réume. Die hier definierte Metrik ergibt eine Distanzfunktion

p(P,Q) = [|PQ,

und auch die anderen fiir euklidische Vektorrdume behandelten metrischen Kon-
zepte erfahren eine geometrische Interpretation. Affine Abbildungen, die die Di-
stanzen erhalten, heiflen starre Bewegungen. Die zugehorigen linearen ¢ gehoren
zu der folgenden Klasse linearer Abbildungen:

4.3.11 Definition (Isometrie) f € Homg(V, W) heifit Isometrie, wenn f das
innere Produkt invariant laft: (f(v1) | f(v2)) = {v1 | va). .

Aus den vorangegangenen Uberlegungen iiber lineare Abbildungen zwischen eu-
klidischen Vektorrdumen ergeben sich leicht die folgenden Eigenschaften von
Isometrien:
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4.3.12 Satz
i) Genau die die Norm erhaltenden linearen Abbildungen sind Isometrien.
it) Isometrien sind injektiv.

i) Isometrien f zwischen euklidischen Vektorrdumen derselben Dimension
sind Isomorphismen, und fiir sie gilt f = f~1.

w) Gilt fir f € Homg(V,W) die Gleichung f=f"1 dann ist f Isometrie.

v) Isometrien zwischen euklidischen Vektorriumen derselben Dimension bil-
den Orthonormalbasisfolgen auf Orthonormalbasisfolgen ab, und umge-
kehrt sind Isomorphismen mit dieser Eigenschaft Isometrien.

vi) Ist f € Endr(V) eine Isometrie, dann ist

det(f) € {1,-1}
und Eigenwerte sind ggf. auch aus der Menge {1,—1}.

4.3.13 Definition (Rotation) f € Endr(V) heiit Rotation, wenn f isome-
trisch ist. Die Rotationen f mit det(f) = 1 heiflen dabei eigentliche, die anderen
uneigentliche Rotationen. °

Es gibt natiirlich auch Rotationen, die iiberhaupt keine Eigenwerte im vorgege-
benen Grundkérper haben, z. B. die Abbildung f mit

M(E, f,€) = (_01 é)

Sie beschreibt eine eigentliche Rotation des euklidischen Vektorraums R? mit
Standardskalarprodukt (v | w) := > v;w; und besitzt keinerlei Eigenwert in R.
Aus den Ergebnissen iiber die Existenz von Eigenwerten im Reellen, die mittels
Zwischenwertsatz erzielt worden waren, erhalten wir (weil das Quadrat eines
Eigenwerts A einer Isometrie gleich 1 ist):

4.3.14 Folgerung FEigentliche (uneigentliche) Rotationen von Riumen unge-
rader Dimension besitzen einen Eigenwert 1(—1). Uneigentliche Rotationen auf
Raumen gerader Dimension besitzen die beiden Eigenwerte £1.

Eine weitere leicht einzusehende Folgerung formuliert
4.3.15 Hilfssatz Ist U <V invariant unter der Rotation f, dann auch U+.

Sind f,g € Endg(V) Rotationen, dann auch f~! und g o f~!. Die Rotationen
bilden also eine Untergruppe O(V) in der Gruppe GL(V') der reguliren linearen
Automorphismen von V| sie heifit die (volle) orthogonale Gruppe von V, denn
die Rotationen sind, wegen f = f~1 orthogonale Abbildungen:

O(V) < GL(V).
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Den Kern der Abbildungen det : GL(V) — R* bilden die eigentlichen Rotatio-
nen, er heifit die spezielle orthogonale Gruppe und wird mit SO(V) bezeichnet:

SO(V) := Kern(det | GL(V)) = {A € GL(V) | det(A) = 1}.
4.3.16 Falls V # {0y} ist, gilt
i) SO(V) :={f € O(V) |det(f) =1} aO(V),
ii) |O(V)/SO(V)| = 2.

Es soll nun gezeigt werden, dafl eine Rotation f € Endg (V) eine direkte Zerle-
gung von V ergibt in invariante und orthogonale Unterrdume der Dimension 1
oder 2.

4.3.17 Satz Ist f € Autg(V) eine Rotation, dann gibt es eine Orthonormal-
basisfolge B von V' mit

€0 0
€m—1
B cos(wy) —sin(wy)
M(B, f,B) = sin(wi) COS(Wi) 7
cos(w,) —sin(w;)
0 sin(w,)  cos(wr)

wobei €, € {1,—-1},0<v <m— 1.

Beweis: i) Wir bemerken zunéichst, da§ die Summe der Eigenrdume E(1), E(—1)
direkt ist:

U:=E(1)+ E(-1)=E(1)® E(-1).
Nach dem letzten Hilfssatz ist die entsprechende Zerlegung
V=UgoUt=EQ)a E(-1)a(EQ)a E(-1)*

eine Zerlegung in invariante Unterrdume. Die Wahl einer an U und an die Zer-
legung von U in die Eigenrdume angepafiten Basisfolge B ergibt den ersten
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diagonalen Teil der Matrix von f mit den Eintréigen €;, wie behauptet:

1 0

M(B7f78):

ii) Da die Einschrinkung f | U+ = f | (E(1) ® E(—1))* keinen Eigenwert
besitzt, hat dieser Raum gerade Dimension. Wir zeigen, dafl dieser Unterraum
eine unter f invariante Ebene enthlt:

Die Einschrinkung F von f+ f = f+ f~! auf (E(1) ® E(—1)) ist selbstadjun-
giert, besitzt also einen Eigenvektor e, A sei der zugehorige Eigenwert. Da f in
(E(1)®E(—1))* keinen Eigenvektor besitzt, sind e und f(e) linear unabhingig:

W = (e, f(e)) = dimgr(W) = 2.
Diese Ebene ist invariant unter f, denn
Fle) = f(e) + 17 (e) = A e = fX(e) = A~ f(e) —e.

Die Einschrinkung von f auf W ist eine eigentliche Rotation, W+ also ebenfalls
invariant unter f, so dafl wir eine verfeinerte Zerlegung von V in invariante
Unterrdume erhalten:

V=UaWaeWw.

Wir haben also von U+ einen invarianten Unterraum der Dimension 2 abspalten
konnen, so dal die Einschrinkung von f auf diesen — wegen der geraden Di-
mension — eine eigentliche Rotation ist. Dies konnen wir iterieren und erhalten
die Behauptung damit per Induktion und mit dem folgenden Hilfssatz. O

4.3.18 Hilfssatz Ist W zweidimensional euklidisch, Ay die normierte Determi-
nantenform, die eine Orientierung reprasentiert, sowie ¢ € Endg(W) definiert
durch {p(v) | w) = Ao(v,w), dann ist o eigentliche Rotation mit ¢* = —id.

Beweis: i) Wir beweisen als erste die Identitit g = —p :
(v ] Bw)) = (pv) | w) = Ao(v,w) = —Ao(w,v) = —(p(w) | v)

ii) Es zeigt sich jetzt, daB ¢ eine Isometrie ist:

— (v [ p(w)).

(v [ w)? + (p(v) | w)* = (v | w)* + Do(v,w)* =4.1.24 [[0]|*||w]|*.
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Setzen wir jetzt w := p(v), so ergibt sich (mit (v | ¢(v)) = 0, nach i)):

le@)1* = {p() | e(©))* = @) [lv]1*.

Das ergibt ||¢(v)|| = ||v||, ¢ erhélt also die Norm und ist demnach Isometrie.
iii) Zum Nachweis von p? = —id:
p? =y —po g =i —poyp ! =—id.
iv) Mit Hilfe von iii) erhalten wir schlieffllich
det(p) - Ao (v, w) = Ao (p(v), p(w)) = (¥*(v) | P(w)) = —(v | p(w)) = Ao(v, W),

was det(p) = 1 ergibt und den Beweis vervollstindigt.
O

Diese Abbildung ¢ heifit auch die kanonische Komplexstruktur der euklidischen
Ebene W. Sei nun f eine eigentliche Drehung von W, v € W\{0y } und w der
orientierte Winkel zwischen v und f(v). Fiir ihn gilt

(v] f) Ao(v, f(v) _ (o) | f(v))

cos(w) = woniF S = TollF ol ~ TellF@l.

Da, fiir jedes v € W der Norm 1, (v,¢(v)) eine ON-Basisfolge ist, gilt also
fiir jede eigentliche Rotation f und die kanonische Komplexstruktur ¢ zu der
Orientierung, bei der diese ON-Basisfolge positiv orientiert ist (beachte |lv|| =

1f ()]l = 1):
v - cos(w) +¢(v) - sin(w) = v{v | f(v)) +@(){e(v) | f(v)) = f(v).
Mit p? = —idy ergibt sich daraus

fle() = ¢(v) - cos(w) — v - sin(w).
Das ergibt die behauptete Matrixform:

M((v,0(0)), f, (v, 0(v))) = ( cos(w) —sin(w) )

sin(w)  cos(w)

Tatséchlich sind diese Matrixelemente unabhdngig von der Wahl von v :
1 1
4.3.19 cos(w) = §Spur(<p), sin(w) = —§Spur(f op).

Der Winkel w kann deshalb als der Drehwinkel von f bezeichnet werden, kurz

w(f) = w.

Insbesondere haben wir w(id) = 0, w(—id) = 7, w(p) = —7/2. Fiir die Beschrei-
bung von Rotationen in dreidimensionalen euklidischen Rdumen gehen wir vom
allgemeinen Satz iiber die Form von Rotationen f aus:

+1 0 0
M(B,p,B) = 0 cos(w) —sin(w)
0 sin(w)  cos(w)
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Links oben steht 41, je nachdem ob f eine eigentliche oder eine uneigentliche
Rotation beschreibt. Dabei ist B = (bg, b1, b2) eine ON-Basisfolge, der Unter-
raum (bg) heiBt Drehachse von f.
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4.4 Symmetrische Bilinearformen
Alle betrachteten Vektorraume seien euklidisch. Wir betrachten Bilinearformen
®:V xV =R,

von denen wir nur voraussetzen, daf sie symmetrisch sind. Ist B = (bg, ..., b,—1)
eine Basisfolge, dann kénnen wir zur Beschreibung von ® wieder die Matrix

A= Mg = (®(b;, b))

benutzen, sie heiffit die Formmatriz. Wegen der Symmetrie von @ ist sie sym-
metrisch, A = 'A, und es gilt (wenn v = > v;b;, w = > w;b;) :

P(v,w) = "v- Mg Sw = g Qi VW«
ik

Zu @:V xV — R sei die zugehorige quadratische Form ¢:V — R definiert durch
441 o(v) == ®(v,v).
Hierfiir gilt, da ® bilinear und symmetrisch ist:
1
442 B(0,w) = 3lp(v +w) — p(v) — p(w)],
® ist also durch ¢ eindeutig bestimmt. Es folgt die Parallelogramm-Identitdt:

4.4.3 o(v+w) 4+ pv —w) =2[p) + e(w)].

Stetige Funktionen t:V — R mit 4.4.3 heiflen quadratische Funktionen. Jede
symmetrische Bilinearform liefert eine quadratische Funktion, denn ¢ ist stetig
(vgl. den Beweis von ?7?). Es gilt aber auch die Umkehrung:

4.4.4 Satz Jede quadratische Funktion ergibt gemdfl 4.4.2 eine symmetrische
Bilinearform.

Beweis: Sei also ¢: V' — R quadratische Funktion und, gemifl 4.4.2 eine Abbil-
dung ®: V xV — R definiert. Sie soll als symmetrisch und bilinear nachgewiesen
werden.

i) Die Symmetrie folgt unmittelbar aus 4.4.2.

i) ®(v1+ve,w) = P(vy, w)+P(vy, w) erhilt man aus 4.4.2, 4.4.3 nach leichten
Rechnungen.

iii) ®(—v,w) = —P(v,w) ergibt sich aus ii) und liefert
VzeZuvw: P(zv,w)=20(v,w),
woraus wir schliefSen, daf3

VgeQuw: P(qu,w)=qP(v,w).



202 KAPITEL 4. GEOMETRISCHE ASPEKTE

Jetzt ergibt sich mit der rationalen Approximierbarkeit reeller Zahlen aus
der Stetigkeit von ¢ schlieBlich, dafl

VreRovw @(rv,w)=rd(v,w),
womit alles bewiesen ist, denn ®(v,v) = ¢(v). O
Insgesamt gilt also

4.4.5 Folgerung 4.4.1 und 4.4.2 definieren eine Bijektion zwischen den Men-
gen der symmetrischen Bilinearformen und der quadratischen Funktionen auf
V.

Fiir die zu ® gehorige quadratische Funktion ¢ gilt natiirlich

p(v) = Z Q1 ViVk-
ik

Es soll nun gezeigt werden, dafl V' durch die Bilinearform & eine direkte Zerle-
gung V = Vo @&V, @& V_ erfahrt in den Nullraum V von ® und die Unterrdume
Vi wo ® positiv bzw. negativ definit ist. Betrachten wir zunéchst den Nullraum

Voi=Ny ={w|VveV:®(v,w)=0} <V

Die Differenz dimg(V') — dimg(Vp) heifit auch der Rang von ®. Ist V* dual zu
Vbzgl. (— | =):V x V* 5> R und f:V — V* definiert durch

4.4.6 O(v,w) = (v | f(w)),
dann gilt (nachrechnen) mit der zu B dualen Basisfolge B* :
4.4.7 Hilfssatz
i) Vo = Kern(f),
ii) Rang(®) = Rang(f) = Rang(Mg),
iii) Mg = M(B*, f,B),
i) ® nicht ausgeartet <= det(Mg) # 0.

4.4.8 Definition (definit, semidefinit, indefinit) Ist ®:V x V — R sym-
metrische Bilinearform, dann heifit ®

i) positiv definit, wenn
Vo#0: o) >0,

ii) positiv semidefinit, falls

Vo:e)>0 A Jo#0: p(v)=0.
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Entsprechend sind negativ definit und negativ semidefinit zu verstehen. Nimmt
o dagegen sowohl positive als auch negative Werte an, dann heifit ® indefinit.
[ ]

4.4.9 Hilfssatz Semidefinite symmetrische Bilinearformen ® sind ausgeartet.

Beweis: Ist v # 0 und ¢(v) = 0, dann gilt nach der Cauchy—Schwarzschen
Ungleichung
(v, w)* < p(v)p(w) =0,

also, fiir alle w € V, ®(v,w) = 0.

O
4.4.10 Hilfssatz Ist o(v) > 0, dann ist ® auf (v)? positiv definit.
Beweis:
p(pv) = D(pv, pv) = p*p(v) >0,
falls p # 0.
O

Es gibt also, bei p(v) > 0, ganze Unterrdume U, so dafl ® auf U? positiv
definit ist, und demnach auch Unterrdume maximaler Dimension mit dieser
Eigenschaft, etwa

V.

Wir setzen noch
V.o = Vj.

4.4.11 Hilfssatz Ist ® nicht ausgeartet, dann ist ® auf V2 negativ definit.

Beweis:

i) @ ist dort negativ semidefinit: Der Beweis erfolgt indirekt unter der Annahme
eines w € V_ mit p(w) > 0. Dazu betrachten wir

U:=Vi+(w) 5 u=v+ pw.
Wegen v L w ergibt sich
p(u) = p(v) + p*p(w) > 0,

im Widerspruch zur Maximalitét der Dimension von V..

ii) @ ist dort sogar negativ definit: w € V_ mit ¢(w) = 0 ergibt mit Hilfe der
Cauchy—Schwarzschen Ungleichung:

VoeV : &v,w)=0,
also w = 0, denn & ist als nicht ausgeartet vorausgesetzt.

Wir kénnen deshalb wie folgt zusammenfassen:
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4.4.12 Satz Ist ® eine nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform, dann ist
V=VipV_

und ® ist auf Vf positiv, auf V2 negativ definit. Ist ® ausgeartet, dann kommt
noch der nicht triviale Nullraum hinzu:

V=V,o V..

Wihlen wir eine an eine solche Zerlegung von V angepafite ON-Basisfolge B =
(boy---ybn—1) so, dafy (bg,...,bs_1) Orthonormalbasisfolge von V, ist bzgl. ®,
(bsy -y bstr—1) Orthonormalbasisfolge von V_ bzgl. —® und (bsyr,...,bp—1)
eine Basisfolge fiir Vi, dann ist

1 0

0 0
Hierbei sind die Anzahlen der Einsen s, der sogenannte Index von ®, und r, die
Anzahl der Diagonalelemente —1, eindeutig bestimmit.

O
R—Vektorrdume mit symmetrischen, nicht ausgearteten indefiniten Bilinearfor-
men ¢ treten u.a. in Untersuchungen im Rahmen der Relativitidtstheorie auf,
sie heiflen pseudo-euklidisch. Hierbei heiflen die Vektoren v € V mit ®(v,v) > 0
raumartig, solche mit ®(v,v) < 0 zeitartig, die mit ®(v,v) = 0 heien Lichtvek-
toren (sie bilden den sogenannten Lichtkegel.

4.4.13 Beispiel Ist z.B. dimg(V) = 2 und 1 der Index von ®, dann hat die
Bilinearform ® eine Formmatrix der Gestalt

(o 1)

Die quadratische Form hat also die Werte

(7)) =
{7 )1eer)

Der Lichtkegel
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dieser pseudoeuklidischen Ebene besteht also aus 2 Geraden:

A

Y

L wird also erzeugt von den Vektoren

fiir ein festes pg > 0. Weil o(ry) =
kénnen wir annehmen, es sei
O(ry,r_)=-1.
Es folgt
pla-ry+0-1-) = —2ap.

Dies zeigt, dafl die zeitartigen Vektoren wie auch die raumartigen Vektoren
jeweils einen Kegel, bestehend zwei Sektoren bilden, die von den Geraden des
Lichtkegels eingeschlossen werden:

af >0

af <0 af <0

af >0
Jeweils einer von diesen heift Zukunftskegel, der andere Vergangenheitskegel. &

Diese Konstruktionen dienen also der Unterscheidung von zeitlichem und raumlichem
Abstand zweier Ereignisse. Die allgemeine Situation beschreibt

4.4.14 Definition (Minkowski-Raum, Lorentz-Transformation) Endlich-
dimensionale R—Vektorrdume zusammen mit nicht ausgearteten indefiniten Bi-
linearformen (— | —) heilen pseudo-euklidisch, die Bilinearform heifit dann eben-
falls das innere Produkt, ihr Index s der Index des pseudo-euklidischen Raums.
Eine Basisfolge B heifit dabei orthonormal, wenn gilt

1, 1€ 8
(b | b)) = €0k, €5 = { 1, ien\s
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Wir haben bereits gesehen, dafi solche Orthonormalbasisfolgen stets existieren.
Beziiglich einer solchen gilt

n—1

s—1
(v]w) = Z'ini - Zviwi7
i=0 i=s

und die Gleichung des Lichtkegels ist

s—1 n—1

2 2
Evz—gvi—o
1=0 1=s

Interessant sind insbesondere die pseudo-euklidischen Rdume V' vom Index n —
1 :=dimg(V) — 1. Unter diesen heiflen die mit n = 4 Minkowski-Rdume, deren
Rotationen, also die Abbildungen f € Endg (V) mit

(f) [ flw)) = {v|w)
heiflen Lorentz- Transformationen. .

Eine Anwendung quadratischer Formen bzw. Funktionen in der klassischen Geo-
metrie ist beispielsweise die Klassifizierung von Kegelschnitten und Verallgemei-
nerungen dieser. Wir wollen deshalb den Begriff des Kegelschnitts verallgemei-
nern und erinnern deshalb zunéichst daran, dafl Kegelschnitte in der euklidischen
Ebene E? := R? mit D(E?) = R? Mengen von Punkten X € E? sind, so daf§ die
Koordinaten xg, x; ihrer Ortsvektoren einer Gleichung der Form

1 1
AQiRTiTr + 2 Z bix; =c
i,k=0 i=0
geniigen.
4.4.15 Beispiele
e Die Gleichung
2 2
00y
a b2

beschreibt eine Ellipse bzw. einen Kreis (falls a = b).

e Die Gleichung

2 2
o _ M1y
a? b2

beschreibt eine Hyperbel.
e Die Gleichung 2% = 2pzg beschreibt eine Parabel.
O

Diese Kegelschnitte werden also durch quadratische Formen und Linearformen
beschrieben. Wir verallgemeinern deshalb wie folgt:
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4.4.16 Definition (Quadrik) Unter einer Quadrik im euklidischen Raum E™
mit D(E™) = R"™ versteht man eine Menge () von Punkten X, deren Ortsvekto-
ren x die Losungsmenge einer Gleichung der Gestalt

p(x) +2f(z) =a
bilden, mit einer quadratischen Form ¢, einer Linearform f und einem o € R. o

4.4.17 Hilfssatz Quadriken im E" sind Mengen von Punkten X, deren Orts-
vektoren x Losungsmengen von Gleichungen der Form

(F(z) | z) +2(a|z) = a
mit selbstadjungiertem F € Endgr(R"),a € R", a € R.
Beweis: Betrachten wir die Quadrik
Q:={X €E" [ p(z) +2f(z) = a}.

Der Differenzenraum R” ist euklidisch, (— | —) sei das innere Produkt. Dann
kann nach 4.4.6 ®, die symmetrische Bilinearform zu ¢, mit einem geeigneten
F € Endg(R™) so ausgedriickt werden:

®(z,y) = (F(z) | y).
Nun ist aber ® symmetrisch, ebenso (— | —), und wir erhalten
(F(z) |y) = ®(z,y) = B(y,x) = (F(y) | 2) = (& | F(y)) = (F(2) | y)-

Das impliziert F = F. Zudem ist jede Linearform f € Homg(R",R) von der
Gestalt f(—) = (— | a), mit geeigneten a € R™. Es folgt, wie behauptet, dafl

Q={X|(F(z) |2) +2a] ) = a}.
Die Umkehrung ist trivial.

Wir unterscheiden jetzt zwei Falle:

Fall 1: 3 5 € Q: F(s)+a = 0. In diesem Fall kann a durch —F(s) ersetzt
werden. Es ergibt sich

(F(z) | 2) - 2(F(s) | 2) = v
Einsetzen von x := s ergibt noch @ = —(F(s) | s}, so dafl wir insgesamt erhalten:
0= (F(z) |z) = 2(F(s) | 2) + (F(s) | 5) = p(x = s),

wobei fiir die letzte Gleichung die Selbstadjungiertheit von F' benutzt wird. Eine
solche Quadrik
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4.4.18 Q={X]|p(x-s)=0}
heilt Kegel mit der Spitze S.

Fall 2: V X € Q: F(z) + a # 0. Das hat u.a. die Konsequenz, daf fiir alle Qua-
drikpunkte X € @ das orthogonale Komplement von F'(x)+a, dem sogenannten
Normalenvektor im Punkt x, eine Hyperebene in R™ ist, der Tangentialraum zum
Punkt x :

T(z) = (F(x) + a)* = {y| (F(x) +a|y) = 0}.

Triagt man die Elemente des Tangentialraums T'(x) von z aus ab, dann erhilt
man die Vektoren (und daraus die Punkte) der Tangentialhyperebene in x :

H(z):=z+T(x).

Mit ® und f formuliert lesen sich diese Gleichungen so:

4.4.19 T(z)={y e R" | ®(z,y) + f(y) =0} <R",

4.4.20 H(z)={y € E" | ®(z,y) + f(z +y) = a} CR".

4.4.21 Satz Ist Z ein Punkt der Quadrik @, dann ist der Schnitt von QQ mit
einer Ebene E durch Z ein Kegelschnitt.

Beweis: Sei p(z) + 2f(x) = a wieder die Bestimmungsgleichung von ¢ und sei
die Ebene F definiert durch

E={z|z=z+&u+n¢EneR}

fiir zwei linear unabhéngige u,v € R™. Durch Einsetzen in die Bestimmungs-
gleichung ergibt sich

%0 (u) + 26n®(u, v) + ’p(v) + 26(P(u, 2) + f(u)) + 29(®(v, 2) + f(v)) = 0.

Die Menge der Vektoren (£,7), die dieser Gleichung geniigen, ist ein Kegel-
schnitt.
O

Verschiebt man den Koordinatenursprung im E", d. h. ersetzt man x durch
z + x, dann ergibt sich als neue Bestimmungsgleichung

4422 Q={z+z]|eo(x)+2(®(z,z)+ f(z)) = a—¢(z) —2f(2)}.

Um diese Bestimmungsgleichung zu vereinfachen, fragen wir, ob es solche z gibt,
die die neue Linearform zum Verschwinden bringen, d. h. fiir die gilt

4.4.23 D(z,z) + f(x) =(F(z) +al|x)=0,
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fiir alle z € R™. Solche z € E™ heiflen gegebenenfalls Zentren. Die Menge aller
Zentren ist demnach

4.4.24 Z(Q):={z € E" | F(z) = —a}.

Zentren sind — als Losungen der Gleichung F'(z) = —a — offenbar bis auf Vek-
toren aus Kern(F') eindeutig bestimmt. Die Menge der Zentren ist also leer oder
ein affiner Unterraum von E” mit Kern(F') als zugehorigem Differenzenraum.
Ist Q nicht degeneriert, d. h. die ) beschreibende Bilinearform nicht ausgear-
tet (und damit F' regulédr), dann besitzt @ ggf. genau ein Zentrum. Hat @ ein
Zentrum Z, dann ist diese Quadrik von der Form

4.4.25 Q={z€E" | p(x—2z2) =0}

und dabei ist § genau dann gleich Null, wenn @ ein Kegel mit Spitze ist (die
Spitze ist dann das Zentrum). Wegen § # 0, falls die Quadrik kein Kegel mit
Spitze ist, kann (vgl. 4.4.22) — auBer bei Kegeln mit Spitze — kein Zentrum
auf der Quadrik liegen, es gilt sogar noch mehr:

4.4.26 Hilfssatz Die Zentren von Quadriken @, die keine Kegel mit Spitzen
sind, liegen in keiner Tangentialhyperebene.

Beweis: Indirekt. Ist @ eine Quadrik mit Zentrum z € @, aber kein Kegel mit
Spitze, dann ist die Bestimmungsgleichung fiir die y € H(x) nach 4.4.20:

0# 0 =2(z,y) = (F(x) | y).

Wegen a = 0 ist aber y € Z(Q) genau dann, wenn F(y) = 0. Das ergibt den
Widerspruch
0= (z|F(y) = (F(x) [ y)-
O
Fiir die Lokalisierung von Zentren benutzt man zweckmifig die Tatsache, dafl
jede Quadrik durch Punktspiegelung

T2z —o =21
an jedem ihrer Zentren in sich selbst iibergeht:

p(a —2) =922 -2 —2) = p(z —x) = p(x - 1).

Aus dem Beweis des letzten Hilfssatzes ergibt sich noch mit ?? und durch Er-
setzen von ¢ durch ¢/ :

4.4.27 Folgerung FEine Quadrik Q mit Zentrum, die kein Kegel mit Spitze ist,
geniigt einer Bestimmungsgleichung der Form ¢(x) = 1, mit einer geeigneten
quadratischen Form @. Man nennt diese die Normalform der Bestimmungsglei-
chung. Wdhlt man noch eine Basisfolge B von R™ mit

1, 0<i<s-—1
@(bi,bk):ei&k,ei = {—1, SSiSS—f—’/‘—l
0, s+r<i<n-1
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s := Indez von ¢, r:= Rang von ®, dann ist die Normalform der Bestimmungs-
gleichung von Q gerade diese:

r—1

=0

Beispiele solcher Normalformen von Quadriken mit Zentren in der Ebene sind:

Normalform ‘ Typ
ri+ai=1 Ellipse
23—t =1 Hyperbel

3 =1 zwei parallele Geraden

Im dreidimensionalen Anschauungsraum haben wir

Normalform Typ
3+zi+as=1 Ellipsoid
3+ 2% — 23 =1 | einschaliges Hyperboloid
23 — 22 — 23 =1 | zweischaliges Hyperboloid
w3+ =1 elliptischer Zylinder
w3 -2 =1 hyperbolischer Zylinder
23 =1 zwei parallele Ebenen

Fiir Quadriken ohne Zentren kann man folgendes beweisen

4.4.28 Satz Die Normalform einer Quadrik ohne Zentrum ist von der Form
w(y) + 26 = 0, bei Wahl einer Basis wie in 4.4.27 nimmt diese Bestimmungs-

gleichung die Form
T

> ety +26=0
i=1
an.



4.5. UNITARE RAUME 211

4.5 Unitiare Riaume

Es soll nun untersucht werden, wie man zweckméflig vorzugehen hat, wenn der
Grundkorper K der Korper

C={¢(:=p+io|poeR}
der komplexen Zahlen ist, mit den bekannten Rechenregeln und der Konjugation
—C—C,(+— (:=p—io.

4.5.1 Definition (Semibilinearformen) Ist V' ein C-Vektorraum, dann heifit
®:V x V — C Semibilinearform, wenn gilt

@ (Covo + C1v1,v2) = P (vo, v2) + (1P (v1,v2)

und
®(vo, C1v1 + C2v2) = (1P (vo, v1) + (2 P(vo, v2).

Die zugehorige quadratische Form ¢ ist wieder durch ¢(v) := ®(v, v) definiert,
und auch hier gilt die Parallelogramm-Identitét

p(v+w) +p(v —w) = 2[p(v) + p(w)].
Weiter haben wir, fiir [¢| := /(¢ = /p? + 02 :

452 o(Cv) = [¢[Pe(v),

und auch hier im komplexen Fall 148t sich ® aus der quadratischen Form ¢
wiedergewinnen:

453 2®(v,w) = [p(v+w) = p(v) = p(w)] +i - [p(v + iw) — p(v) = p(w)].

4.5.4 Definition (hermitesche Semibilinearform) Die Semibilinearform @
heifit hermitesch, wenn ® = ® gilt, wobei

B (v, w) = d(w, v).
((f ist offensichtlich ebenfalls hermitesche Semibilinearform.) .

Eine Semibilinearform ist also genau dann hermitesch, wenn die zugehorige qua-
dratische Form reellwertig ist. Demnach kann man bei hermiteschen Semibili-
nearformen auch von positiv definiten sprechen, sie eigenen sich also zur Metri-
sierung!

4.5.5 Definition (hermitesche Matrix) A € C"*" heifit hermitesch, wenn
gilt
Qi = Qi -
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Ist z. B. ® hermitesch, B = (by,...,b,_1) eine Basisfolge, dann ist M} hermi-
tesch.

4.5.6 Beispiele
e Ist V := C", dann ist das Standardskalarprodukt ®, definiert durch

n—1
O(v,w) := Z 0 W;,
i=0

hermitesch.

e Ein R-Vektorraum V ergibt den C—Vektorraum V x V' vermoge
(p+io)(v,w) := (pv — ow, pw + ov).

Dieser Vektorraum heifit die Komplexifizierung von V. Wir bezeichnen ihn
mit ¢(V x V). Jeder seiner Vektoren (v,w) ist eindeutig darstellbar als
Summe

(v, w) = (v,0) + (0,w) = (v,0) + i(w,0).
Ist dabei gV euklidisch, (— | —) das innere Produkt, dann definiert
(v, ), (w,w’)) == (v | w) + (" | w) +i- [(v" | w) = (v | w)]

eine hermitesche Semibilinearform auf ¢(V x V).

4.5.7 Definition (unitirer Raum, unitire Matrix)

i) Ein endlichdimensionaler C—Vektorraum zusammen mit einer positiv defini-
ten hermiteschen Semibilinearform

(=] -):VxV-=C
heifit wnitirer Raum. (— | —) heifit dann auch hermitesches inneres Produkt.
ii) A € C™*" heifit unitdr, wenn gilt:
A7 = YA = (ag).
o

Natiirlich ist C™ mit dem Standardskalarprodukt ein unitirer Nicht ganz so of-
fensichtliches Beispiel ist die oben eingefiihrte Komplexifizierung ¢(V x V') eines
reellen Vektorraums V' mit der dort angegebenen hermiteschen Semibilinearform
.

Auf unitéren Rdumen kann, ganz wie fiir relle Vektorrdume mit innerem Pro-
dukt, eine Norm definiert werden:

[oll := /(v [ v),



4.5. UNITARE RAUME 213
denn der Wert unter der Wurzel ist ja eine nicht negative reelle Zahl. Auch hier
gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

(v [ w)] < [Jv]l lw]].

mit Gleichheit genau dann, wenn die beiden Vektoren linear abhéngig sind. Der
Beweis verlduft hier vollig analog zum Beweis im Reellen.

4.5.8 Hilfssatz FEs gilt die Dreiecksungleichung
[v 4+ w|| < [|v]] + [Jwl],
mit Gleichheit genau dann, wenn v = pw, p € R>q.

Beweis: Die Giiltigkeit der Dreiecksungleichung folgt mit Hilfe der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung. Bei Annahme der Gleichheit quadriert man beide
Seiten von ||v + wl|| = [|v]| + ||w]|| und erh&lt

4.5.9 (] w)+ v w) =2y {v|v){w]|w),
also fiir den Realteil von (v | w) die Gleichung
Re((v [ w)) = [lv]l [[]]-
Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt damit die Gleichheit
(v [ w)] = [|v]| [Jwl],

die Vektoren v und w sind demnach linear abhéngig, etwa v = (w. Setzen wir
dies in 4.5.9 ein, so folgt ¢ + ¢ = 2|¢|, der Koeffizient ¢ ist demnach reell.
Ist umgekehrt v = (w, mit {( € R>o, dann wird aus der Dreiecksungleichung
ganz offensichtlich eine Identitét.

O

Auch im unitédren Fall nennen wir zwei Vektoren v, w genau dann orthogonal,
wenn ihr inneres Produkt verschwindet:

vlw <= (v|w)=0.

Wir haben also einen Orthogonalitédtsbegriff, Orthonormalbasisfolgen, orthogo-
nale Komplemente usw.
Eine wichtige Konstruktion ist

4.5.10 Definition (der konjugierte Vektorraum) Der zu V konjugierte
Vektorraum V' hat dieselbe Grundmenge V' von Vektoren, aber das Produkt

eine v € V mit einem Skalar ¢ € C setzt man gleich dem Vektor ¢ - v im
Vektorraum V, kurz:

C-v:=C-v.
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(Das sieht vielleicht auf den ersten Blick merkwiirdig aus, wird aber dadurch
erklirt, daf links ein Vektor aus V, und rechts einer aus V steht!) Fiir die
Abbildung

V=V
gilt
Fiv) = —i- F(0).
Mit ihrer Hilfe definiert man dann zum unitdren V' (mit (— | —)) die nicht
ausgeartete Bilinearform (nachrechnen!)

(= [ =]V XV = Ci(v,w) = (v f7H(w)).

V und V sind also bzgl. [— | —] zueinander duale Vektorriume. Hiermit 148t sich
auch der Rieszsche Darstellungssatz iibertragen: Ist G: V' — C eine Linearform,
dann folgt aus einem ganz analogen Beweis, da§ g(v) = [v | b], fiir ein geeignetes
be V. Wegen [v]| b = (v]| f71(b)) = (v | a) ergibt sich fiir g die folgende
Darstellung mit Hilfe eines geeigneten a € V und des inneren Produkts auf V :

9(=) = (=la).

usw.
Dies wird im kommenden Semester in der Vorlesung Algebra I erginzt
und fortgesetzt!

Inhalt von Kapitel 5: Tensoren, multilineare Algebra



Kapitel 5

Multilineare Algebra

Viele Werte von Begriffen in der Mathematik und ihren Anwendungen werden
durch Zahlen beschrieben, beispielsweise der Umfang eines Kreises vom Radius
1 durch die Zahl 7. Zur Beschreibung anderer benotigt man den Vektorbegriff,
also die Mittel der Linearen Algebra. Unter anderem hat eine physikalische Kraft
iiber ihren Betrag hinaus auch eine Richtung. Bisher wissen wir aber “nur”, wie
man Vektoren addieren oder mit Skalaren multilizieren kann. In diesem Kapitel
geht es jetzt um eine Produktbildung zwischen Vektoren, um Tensoren, das sind
die Elemente von Tensorprodukten von Vektorrdumen und Moduln.

Tensoren spielen eine wichtige Rolle in den Naturwissenschaften. Dariiberhinaus
ist das Tensorprodukt wegen seiner Universaleigenschaft von grofler Bedeutung
in der Algebra. Ein weiteres sehr wichtiges “universelles Element” werden wir
mit der sogenannten Freien Gruppe im nichsten Kapitel kennenlernen.
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5.1 Universelle Elemente

Analog zur Untersuchung der Losbarkeit von Gleichungen der Form b = z - a
in Halbgruppen, Gruppen, Ringen, Kérpern usw., kann man die Auflosbarkeit
von Gleichungen der Form 8 = £ o « in vorgegebenen Klassen von Abbildungen
betrachten. Mit anderen Worten: es geht jetzt um die Ergénzbarkeit von

(67

M A

B

zu einem kommutativen Diagramm bei gegebenen o und (3.

5.1.1 Definition (universell) Sei F eine vorgegebene Klasse von Funktionen
mit Definitionsbereich M, sei a: M — A in F und L eine weitere vorgegebene
Klasse von Funktionen. £ enthalte (zu den vorkommenden Definitionsbereichen)
die Identitéten und sei abgeschlossen gegeniiber Komposition (d.h. fiir v, € £
mit Bild 6 C Def « gilt yod € £). Dann heifit a: M — A universell bzgl. F
und L, wenn gilt:

VBeFHhéEel: B=ECoa.

In abkiirzender Diagrammschreibweise:

M

Die Klasse £ heifit dabei die Klasse der zuldssigen Ldésungen, und A heifit uni-
verselles Element. °

5.1.2 Beispiel Ist M eine Menge, ~ eine Aquivalenzrelation auf M und
a:M — M/ ~, m— [m].

die Projektion der Elemente auf ihre Aquivalenzklasse. Dann ist die Abbildung
a: M — M/ ~ universell beziiglich der Klasse F der Funktionen mit Defintions-
bereich M, die konstant auf den Aquivalenzklassen sind, und der Klasse £ aller
Abbildungen. &

Von zentraler Bedeutung ist nun folgender Satz:
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5.1.3 Die Eindeutigkeit universeller Elemente Sind gegebene Abbildungen
aM—Aundy: M — C

universell bzgl. F und L, dann gibt es eine Bijektion N\ € L mit : A — C.
Mit anderen Worten: Universelle Elemente sind im wesentlichen, d.h. bis auf
zuldssige Bijektionen, eindeutig bestimmit.

Beweis: Aus der Universalitdt von a und + folgen die beiden Existenzaussagen
Féeliy=foaund Iy ne Lia=nor.
Daraus ergibt sich unmittelbar durch Einsetzen:
y=¢onoyund o =nofoa.
~— ~—~—
€L €L

Nun gilt aber trivialerweise
a=1idgoa, und v =1idc o7.

Wegen idy,idc € £ und der Eindeutigkeit der Ergidnzungen zeigt also ein Ver-
gleich, daf} folgendes richtig ist:

Eon=rtidcund no& =ida,

woraus sich bekanntlich die Bijektivitdt von & =: A ergibt.
O

5.1.4 Anwendungen Ist G eine Gruppe, a: G — H ein Epimorphismus, F die
Klasse der Homomorphismen ~ mit Definitionsbereich G und der Eigenschaft
Kern(a) C Kern(vy), £ die Klasse aller Homomorphismen zwischen Gruppen,
dann ist « offenbar universell bzgl. F und £. Demnach sind, wegen 5.1.3, alle
epimorphen Bilder von G mit demselben Kern Kern « isomorph.

Ein weiteres, leicht einzusehendes Beispiel ist die Universalitéit von

a:n — K", i— e,

beziiglich der Klasse F der Abbildungen von n := {0,...,n-1} in Vektorrdume
iiber K und der Klasse £ aller K-linearen Abbildungen. Hier ergibt die Eindeu-
tigkeit universeller Elemente die Isomorphie aller n—dimensionalen Vektorrdume
iiber K. <
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5.2 Tensorprodukte von Moduln

Wir wollen ein Produkt M ®gr N aus einem R-Rechtsmodul M und einem R-
Linksmodul N bilden, dabei ist R ein Ring mit Einselement. Die Spezialisierung
auf Vektorraume soll ein Vektorraum werden, dessen Dimension das Produkt der
Dimensionen der beiden Faktoren ist.

Dieses Produkt wird als universelles Element eingefiihrt. Die Klasse F ist dabei
die Klasse der Abbildungen f von M x N in abelsche Gruppen, die biadditiv
sind, und fiir die gilt:

f(mr,n) = f(m,rn).

Solche Abbildungen heiflen ausgeglichen, und wir definieren:

5.2.1 Definition (Tensorprodukt von Moduln) Ist T eine abelsche Gruppe,
7:M x N — T, dann heiit T' ein Tensorprodukt von M und N iiber R, wenn
7: M x N — T universell ist bzgl. der Klasse F der ausgeglichenen Abbildungen
von M x N in abelsche Gruppen und der Klasse £ aller Homomorphismen
zwischen abelschen Gruppen. °

5.2.2 Satz FEs gibt Tensorprodukte von M und N dber R.

Beweis: Wir konstruieren ein Tensorprodukt. Dazu betrachten wir die freie abel-
sche Gruppe (additiv geschrieben) iiber M x N, das ist

(ZM*NY .= {f: M x N — 7| fast alle f(m,n) =0}

= Z Zmn (M) | Zmn € Z}.

(m,n)eM XN

(Beachte: Bei der letzten Schreibweise handelt es sich um eine formale Summe,
nicht um Linearkombinationen o0.4.) Diese Gruppe enthilt u.a. die folgenden
Elemente (fiir alle m, m; in M, und alle n,n; in N, sowie alle r € R):

(m1 + ma,n) — (my,n) — (M2, n),
(m,ny +n2) — (m,ny1) — (m,na),
(mr,n) — (m,rn).
Die von all diesen Elementen erzeugte Untergruppe heifle U, und wir setzen
T := (ZM*NY /U, 7: M x N — T:(m,n) — (m,n) + U.

Es bleibt jetzt zu zeigen, dal 7: M x N — T tatséchlich universell ist.

a) 7 ist leicht als ausgeglichen nachgewiesen, z.B. gilt
7(m1 + ma,n) = (mq +mo,n) + U
= (m1 + mag,n) —(mq + ma,n) + (my,n) + (Mma,n) +U

eu
= (my,n) + (m2,n) + U = 7(mq,n) + 7(ma, n).
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b) Zum Beweis der Faktorisierbarkeit eines ausgeglichenen f: M x N — B
iiber 7 (wobei B eine beliebige, i.a. wieder additiv geschriebene, abelsche

Gruppe ist) bemerken wir zunéchst, daf} sich f trivialerweise und eindeutig
iiber die Einbettung

1:M x N — (Z"*NY (m,n) — 1z(m,n)

faktorisieren 14f3t:

(ZMXN)/
f 3, @

B

Die Eindeutigkeit von ® folgt dabei aus der Tatsache, dafl das Bild von

M x N unter ¢ eine Z-Basis von (ZM*N)" als Z—Modul ist. ® ist dabei so
zu definieren:

: (ZMXNY B,szn(m,n) — sznf(m,n).

Da f ausgeglichen ist, gilt U C Kern ®, so da3 wir noch folgendes kom-
mutative Diagramm erhalten:

(ZMXN)/ v

wobei v: (ZM>*N) — T der natiirliche Epimorphismus auf die Faktor-
gruppe T ist. ¢ ist ebenfalls Homomorphismus (nachrechnen!). Insgesamt
ergibt sich so das kommutative Diagramm

T

M x N T

f Jip

B

mit einem ¢ € L. Da die Elemente 7(m,n) ganz T erzeugen, ist zudem ¢
eindeutig bestimmt.

O
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5.3 Eigenschaften von Tensorprodukten

Das im Beweis von 5.2.2 konstruierte Tensorprodukt von M und N iiber R
bezeichnen wir so:

5.3.1 M @r N := (ZM*NY /U,

und die Abbildung 7 ersetzen wir durch das Symbol ®:

5.3.2 ®: MxN—M®®grN,(mn)—men:=(m,n)+U.

Aus dem Satz iiber die Eindeutigkeit universeller Elemente erhalten wir jetzt:

5.3.3 Folgerung Jedes Tensorprodukt von M wund N iber R ist, als abelsche
Gruppe, isomorph zu M Q@r N.

Wir nennen deshalb M ®gr N kurzerhand auch das Tensorprodukt von M und
N iiber R. Es hat insbesondere die folgenden Eigenschaften:

5.3.4 Eigenschaften des Tensorprodukts Fiir Tensorprodukte von Moduln
gilt:

M®pr N = Z ZmnM QN | Zmn € Z, fast alle zp, =0
(m,n)eMxN

={m®n|(mn)eMxN),
auflerdem gelten die Rechenregeln
(m1+m2)®n:m1®n+m2®na

m® (n1 +ng) =men; +m e ng,

und
mr@n=mQrn.

Dabei ist es jedoch sehr wichtig zu beachten, daf3
{m®@n|(m,n) e M x N}

i.a. keine Z-Basis ist, denn in der Regel ist eine Darstellung

xr = szn(m®n)

von x € M ®g N als Z-Linearkombination nicht eindeutig, gilt doch beispiels-
weise

3
3®4:§®8€@®ZZ.

Bei der Interpretation eines Ausdruckes m®mn ist noch weitere Vorsicht geboten.
Es muf3 zweifelsfrei klar sein, als Element welches Tensorprodukts dieses m @ n
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verstanden werden soll. Es kann nédmlich sehr wohl sein, daf3 m in einem echten
Untermodul M’ von M liegt und m ® n als Element von M’ ® g N verschieden
von 0 ist, obwohl M ®p N = {0} und damit m ® n = 0, als Element von
M ®pr N. Z. B. gilt

7 Q7 Lo ~ Ls, aber Q ®z Zo = {0}.
Denn fiir alle a € Z,b € Zy gilt:

a®b=1Rae{1®0,1® 1} ~Zs,
wéhrend wir fiir ¢ € Q haben:

g@b=¢ - 20b=¢ ®2b=¢®0=¢ - 090=0®0.
5.3.5 Satz Sind f: Mr — My und g: gN — grN’' R-Homomorphismen, dann
gilt: Es gibt genau einen Homomorphismus f ® g zwischen (den abelschen Grup-
pen) M @g N und M' @ g N mit
(f®g)(m@n) = f(m)@g(n).

Beweis: Die Komposition

®o(fxg): (mn)— f(m)®g(n)
ist nach den Rechenregeln 5.3.4 ausgeglichen. Es gibt deshalb genau ein ¢ € L,

der Klasse aller Homomorphismen zwischen abelschen Gruppen, das folgendes
Diagramm kommutativ ergénzt:

Mx N © M&p N
®o(fxg) ®
M' @ N'

Fiir ¢ gilt offensichtlich ¢(m®n) = f(m)®g(n), so dafl die Abbildung f®g := ¢
die Behauptung erfiillt.

O
Sei A+B die abelsche Gruppe iiber A x B mit komponentenweiser Verkniipfung,
wobei A und B abelsch sind. Dann gilt der folgende sehr wichtige Satz iiber die
Zerlegung des Tensorprodukts mit Hilfe von Untermoduln:

5.3.6 Satz Ist M = M; & My (als R-Rechtsmodul), dann gilt

M ®r N ~ M; ®RN—FM2®RN.
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Beweis: m; sei die Projektion von M auf M;, 0; := m; ® idy, und
Ti = Gl(M KRR N),l = 1,2

Es gilt: M @ g N =T, @ Ty ~ Ty, +T5, so daBl zu zeigen bleibt: T; ~ M; ®g N,
d.h. T; ist als Tensorprodukt von M; und N, also als universell nachzuweisen. Sei
dazu f;: M; x N — B ausgeglichen und g; definiert durch die Kommutativitét
von

Mx N ®

T X idN

M; x N 31 gi

N\

Wir setzen g; := ¢; | T; und ®; := ® | M; x N. Es soll gezeigt werden, dafl
folgendes Diagramm kommutativ ist:

M ®r N

B

®;

MiXN Tz

B

Dazu beachten wir, daf fiir alle (m;,n) € M; x N gilt:
gi © ®i(mi, n) =7; 0 ®(mi,n) =g;(m; @ n) = gi(m; ®n)
= fio (m; x idy)(ms,n) = fi(ms,n).
Das Diagramm ist also tatséchlich kommutativ. Wegen
T; = (®:i(M; x N))

ist g; zudem eindeutig bestimmt, ®;: M; x N — T; also universell. Demnach ist
tatséchlich T; ~ M, g N.

Es bleibt noch nachzuweisen, da M @ g N ~ T, +T5. Hierfiir geniigt der Beweis,
daB
idyopn =01 + 02, 07 = 0;, 0105 = 0201 = Oprpn-

Diese Eigenschaften der 6; sind leicht nachzurechnen.
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5.4 Tensorprodukte als Moduln

Ist S ein weiterer Ring mit Einselement und M sowohl R-Rechts- als auch S-
Linksmodul, dann heifit M ein (S, R)-Bimodul (kurz: sMp), wenn gilt

(sm)r = s(mr).

Zu solchen Bimoduln werden z.B. K-Linksvektorrdume, K ein Koérper, wenn
man vk := kv setzt, denn dann gilt, wegen der Kommutativitiat von K,

(A)k = k(M) = (kA)v = (Ak)v = A(kv) = A(vk).

5.4.1 Satz Ist M ein (S, R)-Bimodul, dann wird M @ g N zu einem S-Links-
modul vermdge

s (Z Zmn (M ® n)) = Z Zmn(sm @ n).
Beweis: Fiir jedes s € S ist die Abbildung
Bs: MxN—MQ®gN, (mn)—smen

ausgeglichen, so dafl genau ein Homomorphismus ¢, existiert mit kommutativem
Diagramm

®

M x N M®rN

Bs &

M &gz N

Fiir diese Abbildung ergibt sich aus der Kommutativitit des Diagramms:
&s(m@n) = Bs(m,n) = smn.
Die Homomorphieeigenschaft liefert, fiir ,y € M @z N und sz := & (z),

s(@+y) =& +y) = &(@) +&(y) = sz + sy

Die anderen Modulgesetze folgen entsprechend aus den Rechenregeln 5.3.4.
O

Ist zudem noch M = M; @ M> als (S, R)-Bimodul, dann ist auch
5.4.2 M ®r N~ M; ®zr N+My ®g N (als S-Linksmodul).

Schlieflich ist noch folgendes Ergebnis wichtig:

5.4.3 Satz
R®pr N ~ N (als R-Linksmodul).
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Beweis: Die Abbildung 8:(r,n) — 7 - n ist ausgeglichen, es gibt also einen
eindeutig bestimmten Homomorphismus f zwischen abelschen Gruppen, so dafl

®

Rx N R®r N

B:(r,n) —=r-m f

kommutativ ist. Dieser Homomorphismus
f: R N — N,

die Fortsetzung der auf den Erzeugenden definierten Abbildung r ® n +— rn, ist
leicht als R—Isomorphismus zu erkennen, denn mit

g: N—>R®rN, n—1®@n
geniigt sie den Gleichungen
fog=idyANgof=idrgn.
f besitzt also Rechts- und Linksinverse und ist demnach bijektiv. Aulerdem ist
leicht nachzurechnen, daf§ f R-Homomorphismus ist.
O
5.4.4 Satz Diese Bildung des Tensorproduktes ist assoziativ, d.h.
Lr (M ®sgN)~(L®rM)®gN.
Beweis: Wir zeigen dazu, dafl durch
I@(men)— (l@m)®n
ein Isomorphismus definiert wird. Deshalb betrachten wir die Abbildung
Y (L®M)x N—>L®(M®N),

die (I ® m),n) — I ® (m ® n) fortsetzt. Man rechnet leicht nach, da§ + aus-
geglichen ist. Es gibt also genau einen Homomorphismus I' mit kommutativem
Diagramm

®

(L M)x N (LeM)® N
v I

L®(M®N)
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I geniigt offenbar den Gleichungen
Frlem)@n)=1® (men).
Entsprechend zeigt man die Existenz eines Homomorphismus
ALO(MRON)—- (LOM)® N

mit
A(l®(m®n))=(1®m)®n.

Fiir beide zusammen gilt somit
Aol = Z‘d(L@,M)@N’F oA = idL@(M@N)~

I" ist also Isomorphismus.

O
Statt L&g (M ®g N) konnen wir deshalb L& p M ®g N schreiben, entsprechend
auch fiir endlich viele Faktoren

L®R1 M®R2 ... ®R, N.

Die Elemente solcher Tensorprodukte heiflen Tensoren. Diejenigen unter ihnen,
die von der Form | @ m ® ... ® n sind, heiflen zerlegbare Tensoren. Man nennt
ein solches Element auch das Tensorprodukt von I, m,...,n.
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5.5 Tensorprodukte von Vektorridumen

Vk und xW seien jetzt K-Vektorrdume, K ein Koérper. Dann ist, wie bereits
erwihnt, V' auf natiirliche Weise ein K-Bimodul (kv := wvk), und nach 5.4.1
wird deshalb V ®@g W zu einem K-Vektorraum vermoge

HZ Zow(V @ W) = Z Zow (KU @ W) = Zzw(v ® Kw).

5.5.1 Satz Ist V = (bo,...,bm-1)x, W = x{co,...,cn-1)), dann gilt

k(Vox W) =g(b: ®c | i€m,k €n),
also ist insbesondere

dimg (V @g W) = dimg (V) - dimg(W).
Beweis: Aus V = & Kb;, W = & Kci, folgt nach 5.3.6:

V ox W ok 4 (Kb @ Key).
Daraus folgt die Behauptung iiber die Dimension, denn
Kb; @ Kep, = {k(b; @ ci) | k € K} = K(b; ® ex).

Zudem ergibt sich aus den Rechenregeln 5.3.4, daf die b; ® ¢, das Tensorprodukt
erzeugen, sie miissen also eine Basis bilden.

O
Wir betrachten jetzt lineare Abbildungen auf endlichdimensionalen K-Vektor-
rdumen und die davon auf dem Tensorprodukt induzierte lineare Abbildung. Sei
also wieder B = (by,...,bn—_1) Basisfolge von V, C = (co, ..., c,—1) Basisfolge
von W, und es sei f € Homg(V,V'), g € Homg(W,W'). Weiter sei B’ =
(bp, . ..,b.,,) Basisfolge von V’, C' = (cy,...,c,,) Basisfolge von W', und wir
setzen A= M (B, f,B), B= M((C’, g,C), die darstellenden Matrizen der linearen
Abbildungen. Wegen 5.4.3 gilt

(f@g)b;@a) = ajbul;d),
ik

also folgt fiir die Matrix A® B, die f ® g beschreibt bzgl. der doppelt lexikogra-
phisch geordneten Basisfolgen (...,b; ® cg,...) = (bp ® co,bo ® ¢1,...,bp—1 ®
¢n—1) und die entsprechend angeordnete Folge (... b, ® c},...):

apoB ag B
A ® B = aloB allB
Diese Matrix heifit ein Kroneckerprodukt von A und B (die anderen Kronecker-

produkte von A und B gehoren zu den anderen Numerierungen der Basisele-
mente). Es gilt (Ubungsaufgabe):
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5.5.2 Hilfssatz Das Kroneckerprodukt von Matrizen bzw. linearen Abbildungen
hat die folgenden FEigenschaften:

e Spur(A® B) = Spur(A) - Spur(B),

e (A® B)(A'®@ B') = (AA") @ (BB'), bei geeigneten Zeilen- und Spalten-
zahlen,

e det (A® B) = (det(A))™ - (det(B))™, falls A m-reihig, B n-reihig ist,
e Kern(f ® g) = Kern(f) @ W + V @ Kern(g),

e Rang(f ® g) = Rang(f) - Rang(g).

5.5.3 Satz Ist K Teilkorper von 1L, dann ist L@g V ein L-Vektorraum. Hat gV
die Basisfolge B = (bg, . ..,bm—_1), dann gilt

LegV = L<<1L®bi|i€m>>.

Man sagt dazu, L @ V entsteht aus V' durch Grundkérpererweiterung.
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5.6 Symmetrieklassen von Tensoren

Wir betrachten jetzt, zu einem Korper K, einem endlichdimensionalen K-Vek-
torraum V und einem n € N, die n-fache Tensorpotenz von V:

0
(%V::V(EQK...Q{)KV, n Faktoren, @V =K.

Die Elemente von <§> V heiflen Tensoren n—ter Stufe. Tensoren O—ter Stufe sind
also die Skalare k € K, Tensoren erster Stufe die Vektoren v € V.

n
Unser Ziel ist die Beschreibung gewisser Unterrdume von ® V, iiber die wir u.a.

symmetrische und schiefsymmetrische Abbildungen faktorisieren kénnen. Wir
bemerken zunéchst, dafl folgendes gilt:

5.6.1 Hilfssatz Zu 7 € S,, wird durch die Kommutativitit des folgenden Dia-
gramms der Permutationsoperator P(7) definiert (wobei v® 1= vy ® ... ® vp_1
und US?_I = Ur-1(0) ®...Q 'Uﬂ-fl(nil)) :

n n
xV RV
(vo, ..+, Un—1) *—>’U§_1 3y P(m):v® »—»vf’_l
n
RV

P(r) ist ein K—Automorphismus von ® V,

P(n) € Autg(® V),

und die Abbildung
P:S, — GL((%) V), m— P(m)

ist ein Homomorphismus von Sy, in die volle lineare Gruppe GL((%) V).

P ist also eine Darstellung von S, auf Q% V im folgenden Sinn:

5.6.2 Definition (Darstellung einer Gruppe) Ist G eine Gruppe, K ein
Korper, W # {Ow} ein K-Vektorraum, dann heiit jeder Homomorphismus
D:G — GL(W) eine (lineare) Darstellung von G auf W. Dabei nennt man
W den Darstellungsraum. Die Dimension von W heifit auch die Dimension von
D, und die Funktion

x":G =K, g~ Spur(D(g))

heit der Charakter der Darstellung. .
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5.6.3 Beispiele Die Charaktere eindimensionaler Darstellungen, die sogenann-
ten eindimensionalen Charaktere von G, sind genau die Homomorphismen x
von G in die multiplikative Gruppe K* := (K\{0},-) von K. Der Finscharakter

g — 1k

ist dabei ein trivialer Spezialfall. Neben ¢ hat die symmetrische Gruppe S,
n > 2, char(K) # 2, noch genau einen weiteren eindimensionalen Charakter,
néamlich

e:m — sgn(m),

den sogenannten alternierenden Charakter. &

5.6.4 Definition Sei G < S,,, char(K) teile die Ordnung von G nicht, x sei ein
Charakter von G. Dann heifit die lineare Abbildung

1 n
PY = x(1) Z x(m"HP(r) € Endg(®V)
|G‘ TelG
der Symmetrisierungsoperator zu (G, x). .

5.6.5 Hilfssatz Ist P} Symmetrisierungsoperator zu (G, x), mit dem eindimen-
sionalen Charakter x von G, dann ist PX ein Projektionsoperator,

(P3)* = Pg.
Weiterhin gilt fir diesen Operator:
Rang(P}) = Spur(PX) = \G\ Z me™,
TeG

wenn m := dimg (V) ist, und c(m) die Anzahl der zyklischen Faktoren vonm € G
bezeichnet.

Beweis: Die Homomorphieeigenschaft von x und P ergibt, wie man leicht nach-
rechnet, daf}
P(r) - P} = x(m) - P

Das liefert (P})? = PYX, also ist P} ein Projektionsoperator. Hieraus wiederum
folgt
Py = 0kern(py) ® idpitacpy),

was Rang(PY) = dimg (Bild(PY)) = Spur(Pp) liefert. Ist jetzt B = (bg, ..., bpm—1)
eine Basisfolge von V', dann gilt

®V = x{(by = bo0) ® -+ @ bp(n—1) | o €m™)).
Da P(w) diese Basiselemente nur permutiert, ist

Spur(P(m)) = [{p e m™ | o = pon '}



230 KAPITEL 5. MULTILINEARE ALGEBRA

Nun gilt aber ¢ = ¢ o 7~} genau dann, wenn

Vien (i) = o(r™(i) = p(r7?() = ...,

also genau dann, wenn ¢ auf den zyklischen Faktoren von 7~! konstant ist. Mit
c(r™1) = ¢(m)) ergibt das

Spur(P(r)) = m*™),

woraus der Rest der Behauptung folgt.

O
Wir wollen nun zeigen, daf die Bilder von Symmetrisierungsoperatoren P} zu
linearen Charakteren x wichtige Universaleigenschaften haben und setzen des-
halb fiir den Rest des Kapitels voraus, daf8 die Charakteristik von K kein Teiler
von |G| ist.

5.6.6 Definition (Symmetrieklassen) Sei f: XV — W multilinear, G <
Sn, X: G — K* ein eindimensionaler Charakter. f heifit dann (G, x)—symmetrisch,
wenn gilt

X(T)f (Vr(0)s -+ -5 Vn(n—1)) = f(v0, -, vn1)-

Datfiir schreiben wir kurz: f € M, (V, W, G, x). Beispielsweise gilt det € M,,(V,K, S,,, €).
Wir setzen .
V& = PX(®V)

und nennen die Unterrdume dieser Form von (%) V' (lineare) Symmetrieklassen
von Tensoren. Wir fithren noch die folgende Bezeichnung ein:

V2 = AL Av,y_ g = PX(vg ®...®vy—1) = PX(v®).

5.6.7 Satz Die Abbildung

n
A XV = VX, (V0,0 Uno1) > 02

ist universell bzgl.

Fi={f|3U:f € My(V,U, G, )}
und der Klasse L der linearen Abbildungen zwischen K- Vektorrdumen.
Beweis: A liegt in F, denn

x(m)vg = x(m) P (vF)

- ﬁ > x(mp Y P(pr ) (0%) = PY(0®) = v*.
peG
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Die Faktorisierungseigenschaft zeigen wir wie folgt: Jedes f € M, (V, W, G, x) ist
multilinear, so dafl genau ein lineares ¢ existiert mit kommutativem Diagramm

XV QV

w

Dieses ¢ kann iiber PX faktorisiert werden, denn
1 _
@ o PX(v®) = 1G] > ox(r e(w?y)

= ﬁ ZX(W_l)f(vﬂ'*l(O)v s 7’U7'r*1(n—1)) = f(UO7 s ,’Un_1) = (p(’U@)'

Es gilt also 9o P} = ¢, und damit Kern PX C Kern ¢. Demnach gibt es lineare
1 mit kommutativem Diagramm

w

Da PJX surjektiv ist, ist zudem ¢ eindeutig bestimmt.
Od

5.6.8 Bemerkung Fs gibt eine natiirliche Verallgemeinerung des Begriffs der
linearen Symmetrieklasse auf die Bilder von Projektionen von Symmetrieklas-
sen P} zu nicht notwendig linearen Charakteren (den sogenannten irreduziblen
Charakteren). Die Beschreibung von diesen setzt jedoch Resultate aus der Dar-
stellungstheorie voraus.
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5.7 Basen und Beispiele von linearen Symme-
trieklassen

Wir haben gesehen, daf8 die lineare Abbildung P(7) die Basiselemente b, per-
mutiert. Im Grunde handelt es sich dabei um die folgende Operation (vgl. 2.2.1)

von G < S, auf der Indexmenge m™ der Basis {b, | ¢ € m"} von BV

5.7.1 Gxm" —m", (m,0)— pom L

Die Untergruppe G, := {m € G | ¢ = pon~1} heifit der Stabilisator von ¢, und
die Menge aller Bahnen G(p) := {pon~! | * € G} wird wie folgt bezeichnet:

G\m" :={G(p) [ em™}.

Sei R ein Représentantensystem dieser Menge, eine sogenannte Transversale.
Zu einem eindimensionalen x: G — K* sei Ry, die folgende Teilmenge:

R{ ={p € R |G, CKemn(x)} ={p € Rg | VT € Gy,: x(m) =1}.

Unser Ziel ist der Nachweis, dafl diese Menge eine Basis der Symmetrieklasse zu
G und y ist:

5.7.2 Satz V& = (b3 | ¢ € RS)).

Beweis:

i) Wir bemerken zunéchst, daf§ wir unsere Untersuchung auf die bﬁ beschrinken

konnen: Da die b, die Tensorpotenz é V erzeugen, spannen die bﬁ = PX(b,), ¢ €
m", deren Bild unter P} auf.

ii) Bilder bﬁ von Elementen b, aus derselben Bahn sind lineare Vielfache von-
einander (mit von Null verschiedenen Koeffizienten):

ba, s = ﬁ S x(p ) P(pm)by = x(m)b2, (+)
peG

wir konnen wir uns demnach sogar auf die Elemente irgendeiner Transversale
R¢ beschriinken: VJ wird sogar schon von den bﬁ, ¢ € Rg, erzeugt.

iii) Tatséichlich geniigen sogar die ¢ € R, denn die anderen Elemente aus der
Transversale sind Null: Fiir ¢ € R\ R} gibt es ein 7 € G, mit x(7!) # 1, so
daBl aus (x) folgt:
A —1\1A
by =x(m" )b

por—1 —

—1\2A
(m~Hbg,
was natiirlich b@ = 0 impliziert.

iv) Zum abschliefenden Nachweis der linearen Unabhingigkeit der bé,cp €
R, benutzen wir die zu (bo, ..., bn—1) duale Basisfolge (Ag,...,Am—1), \i €
Homg (V,K), also die Linearformen mit der Eigenschaft \;(b;) = ¢;;. Aus ihnen
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konnen wir leicht die zu {b, | ¢ € m™} duale Basis gewinnen, es ist natiirlich
die Menge
{/\LP = /\Lp(o) Q- )‘ga(nfl) | o € m™}.

Mit ihrer Hilfe konnen wir die Koeffizienten x, aus jeder Linearkombination
ermitteln. Ist etwa
T = Z nwbﬁ,
YERY

dann gilt, fiir ¢ € R,

Mo(@) = D mpAe(b))

YERE
= Y RuAPa(by)
YERY,
= . "Wsa‘ > X(m )(by)
YERE weG
= Z’W" ‘Z o (byor-1)-
YERY TeG
Wegen
/\Lp(bwo'n-*l) = 6@,1{;0#*1’
was zu

=1¢ N me G, CKern(x)

dquivalent ist, folgt insgesamt

.|
Aol =g

Insgesamt erhalten wir demnach die interessante Gleichung

G
5.7.3 Ko = ||G||)\<P(x).
©

Ist beispielsweise

0= Z Hd,bA7

YERE
dann gilt fiir die Koeffizienten in dieser Linearkombination

- _ gl
s G

ALP(O) = 07

die Elemente aus R sind also tatséchlich linear unabhiingig, und der Beweis
ist damit abgeschlossen.
O
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5.7.4 Beispiele

n
i) V'V :=V§ , der Raum der symmetrischen Tensoren n—ter Stufe. Die Bah-

nen von S, auf m" sind offenbar die Teilmengen der Funktionen vom gleichen
Gewicht:

Su(p) = Sn(¥) <= Viem: 7' (i) = [~ ().

Als ein Reprisentantensystem Rg, der Bahnen kénnen wir deshalb die (schwach)
monoton wachsenden Funktionen ¢ wéhlen. Da wir den Einscharakter ¢ betrach-
ten, gilt aulerdem Ry = Rg,. Es folgt also aus 5.7.2, wenn wir statt bﬁ zur
Verdeutlichung b(\; := P§ (b,) schreiben:

\/ Vi=Vs = b; | o € m™ schwach monoton wachsend )).

Die Dimension dieses Raumes erhalten wir aus der Tatsache, dafl jedes schwach
monoton wachsende n-Tupel (¢(0),...,p(n — 1)) iiber m ein streng monoton
waschsendes n—Tupel (©(0),p(1) + 1,...,0(n — 1) + n — 1) mit Werten in
m+n — 1 ergibt und umgekehrt. Die Anzahl all dieser streng monoton wach-
senden n—Tupel ist aber gleich der Anzahl der Teilmengen der Ordnung n in

m+n — 1, also gleich
m+n—1
n .

Dieser Binomialkoeffizient ist demnach die gesuchte Dimension:
" m+n—1
5.7.5 di V)= .

it) \"V = V§, . der Raum der schiefsymmetrischen Tensoren n—ter Stufe. We-
gen Kern(e) = A, liegt ¢ € Rg, liegt genau dann in R§ , wenn gilt

Vi: 7@ <1,
denn ein solches ¢ darf ja durch keine Transposition festgelassen werden. In

RS liegen also genau die streng monoton wachsenden . Mit b@ = P§ (b,)
gilt demnach:

5.7.6 /\ V = (b} | ¢ € m" streng monoton wachsend.)).

Fiir die Dimension ergibt sich also

5.7.7 dimg (/n\ V) - (’:)
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n
iii) Zur Berechnung der Komponenten von Elementen x aus\/ V oder aus A" V

kénnen wir 5.7.3 verwenden. Betrachten wir etwa o := v ;= vy A ... Av,_1 €
A" V. Der Ansatz
=Y Rl

pER
ergibt
|
Ko = nT ’ )‘@(v/\)7
wobei

1
Ao0") = — D e(mp(vr) .ngn Hv SOt

7\'€Sn
1
= E det(vi,ap(k))7
f N———

:=det(A[id|p])

wenn v; = y . v;;b; und A[id | ¢] die Matrix bezeichnet, die in der i-ten Zeile und
k-ten Spalte das Element v; (1) enthélt, fiir die vorgegebene Abbildung ¢ € m™.
Wir erhalten also die folgende Darstellung von v” als Linearkombination aus
den Basiselementen:

5.7.8 Zdet [id | ¢])

wobei iiber die streng monoton wachsenden ¢ € m™ zu summieren ist. <&
Interessante Anwendungen von Symmetrieklassen sind beispielsweise Herleitun-
gen von Sdtzen iiber Determinanten, z.B. der Cauchy-Binet-Formel, die ab-
schliefend bewiesen werden soll, als einer der vielen Determinantensitze aus
der multilinearen Algebra. Der Beweis verwendet Koeffizientenvergleich bei ei-

ner Anwendung einer geeigneten Linearform auf einen geeigneten Tensor.
Die Anwendung der Linearformen p := p® € Homg(®"V,K) mit den Faktoren

= bitki,
auf den Tensor v mit den Faktoren v; := Zk a; by, ergibt
1
LS sgn(mu(vn )
1
= Z sgn(m) H it (Ve—1(¢))
o t

= %ngn(ﬂ)HZbl,tAz (Zaw1(t),kbk>
o t i k

(o)
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= % Z sgn(m) H Z bitQr—1(t),i
! e
= ngn HZ“ ~1(0),ibit

=(AB)

r=1(t),t

1

Andererseits gilt, mit 5.7.8,

(o)

oo
= Zdet [id | ])p(D]),

und schliellich ist noch

p()) = %Zsyn(ﬂ)ﬂut(bw(rl(t)))
- —ngn HmeA por=1 (1))
- angn(ﬂ)chpowfl(t),t
- % > sgn(n) l:[ Do), m=1(t)

= det(Blg | id)

Insgesamt erhalten wir damit die gewiinschte Formel zur Berechnung der De-
terminante eines Produkts von (evtl. rechteckigen) Matrizen, die

5.7.9 Die Formel von Cauchy—Binet

det(AB) = > det(Alid | ¢]) det(Ble | id)).

pemM™,Str.mon.w.
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5.8 Die Tensoralgebra

Ist K jetzt ein beliebiger Korper, V ein K-Vektorraum, dann kénnen wir, wie im
folgenden beschrieben wird, aus den Vektorrdumen ®™ V,n € N, eine wichtige
Algebra konstruieren.

5.8.1 Definition (graduierter Vektorraum) (H,+) sei eine abelsche Halb-
gruppe. Ein K-Vektorraum W heifit dann ein H-graduierter Vektorraum, wenn
es zu jedem h € H einen Unterraum Wj, gibt mit W = ®, Wj,. °

5.8.2 Beispiele

e Ist (H,+) abelsche Halbgruppe und, fiir jedes h € H, W}, ein K-Vektorraum,
dann heifit der K-Vektorraum

[IWn={r:H— |J Wn|VheH: f(h) e W,}.
heH heH

das Produkt der W}, und

[T Wh:={f:H— |J Wa|VheH: f(h) € W, fast alle f(h) =0}
heH heH
das Coprodukt (oder auch die dufiere direkte Summe der Wh). Es gilt
HWh = oW, mit
Wy ={f € [[Wn|VH #h: f(h') =0} ~x Wp.

e Gemif den vorangegangenen Beispielen haben wir zu V' den N-graduierten
K-Vektorraum

das heifit:

To(V)={f:N— U ®V |VneN: f(n) € (%V, fast alle f(n) = 0}.
neN

e Der Polynomring K[z] enthilt die Unterrdume x {(x™)), fiir alle n € N, und

es gilt
K[z] = @ (=),

neN

K][z] ist also ein N-graduierter K-Vektorraum.

<

5.8.3 Definition (homogen, graduierte Algebra) W = @ W), sei H-
graduierter K-Vektorraum.
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o w € W heifit homogen vom Grad h, wenn w € Wy. U < W heifit homogen,
wenn U von homogenen Elementen erzeugt wird.

e Ist W zudem noch eine K-Algebra, d.h. ist eine Multiplikation definiert,
so da8 (W, +, ) zu einem Ring wird und

k(ww') = (kw)w = w(kw')

gilt, fiir alle k € K, w,w’ € W, dann heifit W eine H-graduierte K- Algebra,
wenn

Wi - Wy € Whan.

Ein Ideal I heifit dabei homogenes Ideal, wenn es (als K-Algebra) von
homogenen Elementen erzeugt wird, d.h. wenn es homogene Elemente
gibt, so dafl jedes ¢ € I eine Linearkombination aus endlichen Produkten
dieser homogenen Elemente ist.

5.8.4 Beispiele
o K[z] ist eine N-graduierte Algebra.

e {f € K[z] | Polynomgrad f < 5} U {0} ist homogener Unterraum, jedoch
kein Ideal.

e Die Polynome mit lauter geraden Koeffizienten bilden ein homogenes Ideal.

<

5.8.5 Definition (homogene Abbildung) Seien V =@V, und W = W,
beide H-graduiert, f € Homg(V,W). Dann heifit f homogen vom Grad h', wenn
gilt

F(V) € Wi

5.8.6 Beispiele
o f:K[z] — Klz], p — 2™ - p ist homogen vom Grad n.
e KJz] kann auch als Z-graduierte K-Algebra geschrieben werden:
Klz] := @ Ve, Ve = (&%), falls z > 0,V, := {0}, falls z < 0.
2€L

Die Differentiation %: K[z] — K[x] ist, als lineare Abbildung auf diesem

Z-graduierten K-Vektorraums, homogen vom Grad -1.

<
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Wir wollen nun aus folgenden Vektorrdumen V/ (zu gegebenen K) eine gradu-
ierte Algebra bilden:

5.8.7 Definition (Raum der gemischten Tensoren) Seien V ein K—Vek-
torraum, p, ¢ natiirliche Zahlen, dann setzen wir:

VP=V®..0VeLV)®...0 L(V).
—_————

p q

Die Elemente dieses Tensorprodukts VP heifilen p-fach kontravariante und g-
fache kovariante Tensoren. Vi’ heiit Raum der p-fach kontravarianten, qu der
Raum der g—fach kovarianten Tensoren. Aus diesen Rdumen bilden wir

TV):=[[VvZ=W,

(P.2) (P.2)
den Raum der gemischten Tensoren tiber V. Er ist N x N-graduiert. .

T (V) soll nun zu einer NxN-graduierten Algebra gemacht werden. Zu (p, q), (p’,¢') €
N x N sei zunéchst
.1/P P’ p+p’
v VTV = Vi
definiert als bilineare Fortsetzung von

5.8.8 v(v® @ A2, w® @ p®) = v® @w® @ \® @ u®.

Mit Hilfe dieser Abbildungen v definieren wir die Multiplikation, also eine Ab-
bildung
viT(V)xT(V)—=T(V), (f,g9) — v(f9)

jetzt als distributive Fortsetzung, d.h. durch Angabe des Wertes von v(f,g) an
der Stelle (m,n) € N x N wie folgt:

v(f,9)(mn)) == > v(f(p,0), 9, d))-

p+p'=m
a+q'=n

(Die Summe auf der rechten Seite dieser definierenden Gleichung ist endlich!)
T (V) zusammen mit der durch v definierten Multiplikation heifit die (gemischte)
Tensoralgebra tiber V. Durch Einschrankung erhélt man daraus eine Multipli-
kation auf dem Unterraum

To(V) = @VT)Z),

peN
der Algebra der kontravarianten Tensoren, bzw. auf
W)=V,
qeN

der Algebra der kovarianten Tensoren.
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5.8.9 Bemerkungen

e In 5.8.8 wird zu je zwei Paaren (p,q),(p',q') € N x N ein v definiert.

Da T(V) direkte Summe der V' ist, wird dadurch eindeutig eine bilineare
Abbildung v: T(V) x T(V) — T(V) bestimmdt.

e v(f,q) hat hichstens endlich viele Werte # 0.
o (ilt x; € W, i=1,2,3, dann haben wir
v(z,v(xe,x3)) = v(v(x1, x2), T3).

Daraus folgt die Assoziativitit von v. Die anderen Gesetze, z.B. die Dis-
tributivgesetze, folgen analog.

o Es gilt v(VF x ﬁ) - Vq’ﬁ;’,’/. T(V) ist also eine N x N-graduierte K-
Algebra.

5.8.10 Beispiel
2+v1@fit1@u® f2)@(V1OVUs® fi+ f1® f5) =

2 Qus® f3) +2(f1 R f5) + 11 Qus R us ® f1 ® f3
TR f1f1Rfs+12030URUs® 2R f3+12013® f2® f1® f5.
O

5.8.11 Definition Die Unteralgebren
To(V) = @VT)", bzw. TO(V) := @VT?
neN neN

heiflen die Algebren der kontravarianten bzw. der kovarianten Tensoren iiber V.
[}
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5.9 Die Grafimann-Algebra

Wir betrachten in der Algebra
TLh(V)=KeVeVeVe...

der kovarianten Tensoren das Ideal I, das von den Tensoren v®w,v € V, erzeugt
wird, also

I:= {Zu®®v®v®w® u®, w® ETQ(V),’UEV}.

Ein Ideal in einer graduierten Algebra heifit homogenes Ideal, wenn es (als K-
Algebra) von homogenen Elementen erzeugt wird. Das gerade definierte Ideal T
in der Algebra der kontravarianten Tensoren ist ein solches Ideal. Ein weiteres
Beispiel bilden die Polynome mit lauter geraden Koeffizienten in K|x].

5.9.1 Hilfssatz Ist W = @ W, H-graduiert, U ein homogener Unterraum
dann gilt:

o U=, (UnWy), ist also ebenfalls H-graduiert.
e W/U = @h vy (W) ~ Hh Whi/Uy, mit Uy := U N Wy,
Beweis:

i) Ist E ein Erzeugendensystem von U aus lauter homogenen Elementen # 0,
dann ist F = J(E N W),,), also

U= UnW,=PUnW,).
h h

ii) Wir betrachten ay: Wy +U — Wi /Up,wp, + U — wy, + Uy. Dafiir gelten
offensichtlich die folgen Aquivalenzen:

wp +U =wy, +U & wy, —wy, €U & wy, —wy, € Uy & wp, + Uy, = w), + Up.

Liest man diese von links nach rechts, so erweist sich ay, als wohldefiniert. Von
rechts nach links gelesen ergibt sich die Injektivitéit. Die Surjektivitét ist trivial.
Es gilt demnach

I/U(Wh) ~K Wh/Uh.

iii) Es bleibt also nur noch zu zeigen, dafl die Summe > vy (W3) direkt ist. Ein
Ansatz 0 =, _ vy (wy) ergibt aber

0:th+U:>th6U=>wh€Uh2>VU(wh)=0~
O

5.9.2 Satz Ist A = P Ay, eine H-graduierte K-Algebra, I ein homogenes Ideal,
dann hat A/I die H-Graduierung

A/I = @U}(Ah) ~K HAh/I}M mat Iy, == IﬂAh.
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Beweis: Nach 5.9.1 gilt jedenfalls
A/l = @ vi(4y) (als K-Vektorraum).
Ist jetzt xp, € Z/I(Ah),yh/ S l/](Ah/), etwa

xp =vi(an),yn = vi(by),

dann gilt:
oy - Yo = vi(an - bur) = vi(cnin) € vi(Apyn).

Die angegebene Zerlegung A/I = @ vi(Ap) ist also auch eine H—Graduierung
fiir die Ringstruktur A/1T.
O

5.9.3 Definition (Graflmann—Algebra) Ty(V)/I ist, wie To(V'), N—gradu-
ierte K—Algebra, die sogenannte Graffimann-Algebra (oder auch: die duflere Al-
gebra) iiber V:

AV =To(V)/I = Pri(@7V).

5.9.4 Satz Der Unterraum vi(Vy') von \'V ist isomorph zu \" V. Wir kénnen

also schreiben:
AV = TTAY=@Av.

neN neN

Beweis: Wir betrachten die Abbildungen

s XV — V](Q% V), (o, -+ Un_1) = vr(v®).

i) pn € Mp(x™V, 1/1(5), Sn,€): Aus der Definition von I folgt
L (V0y - oy Ve 1,V F Vip 1,05 + Vi1, Vig2y o v oy Upe1) = 0,
also gilt
L (Voy - oy Un—1) = — i (V0y - oy Vie 1, Vi1, Vg Vi 2y« -+, Un—1),
und das wiederum impliziert
(o, -5 Un—1) = €(T) i (Vr(0ys - - > Va(n—1))-

ii) Nach i) kann p,, iiber A"V faktorisiert werden:

v s, | pny

229 31()0n

V[(@nV)
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es bleibt zu zeigen, dafl ¢,, Isomorphismus ist. Nach dem Abbildungssatz geniigt
— wegen der Surjektivitdt von P§ — der Nachweis der Gleichheit der Kerne.

i) Wir zeigen deshalb, dafi I N ®V = Kern(P§ ):
a) Kern(P§ ) C 1N & V: Weil P§ Projektionsoperator ist, gilt
Kern(Pg ) = Bild(id — P§ ) = x((id — P§ )v® | v; € V)

und beachten, daf3

. . 1 o
(id — Pg )o® = ] Z(v® —e(m@)elIn®V,
denn
vi(v® — e(m)v?) = pn(vos .., vn—1) — €(T)tn (Va(0), - - - Vr(n-1)) =4 0.

b) Die Umkehrung I N ®V C Kern(Pg ) ist trivial, da jedes u® @ v®@v®@w®
aus @V im Kern von P§ liegt.

O

Die Graffmann-Algebra ist also direkte Summe der Symmetrieklassen A" V, und

diese wiederum haben, wie wir bereits seit langer Zeit wissen, als Basen die
Mengen

{bﬁ | ¢ streng monoton wachsend }.

Streng monoton wachsende Abbildungen von n nach m gibt es aber nur fiir
n < m. Wir schliefen daraus, mit Hilfe der Dimensionsformel

dimK(/n\ V)= (:':) ;

daf folgendes richtig ist, weil 2™ = (1+ 1) =3%" _ (™

n

5.9.5 Folgerung
1 /\V = @ngm/\nv7
o dimg(\V) = 20ims(V),

O

Wir benutzen im folgenden auch fiir die Multiplikation in A V' das Symbol A

anstelle von -, schreiben also z.B. v A w” anstelle von v” - w”.
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5.9.6 Anwendungen
i)vAv=0.

ii) Man kann auch die Cramersche Regel mit diesen Mitteln herleiten: Ist Az = b
ein vorgegebenes lineares Gleichungssystem mit regulérer Koeffizientenmatrix
A € K™™ und Spaltenvektoren ay, dann setzt man

vVei=ag N ANA—1 Nagp1 Ao AN ap—1,t €N

Statt Az = b kénnen wir auch schreiben
Z T = b.
k

um daraus zj, zu ermitteln, multiplizieren wir (in A V) mit v,. Es ergibt sich
dabei einerseits

vy ANb= Zajk(vt Aag) = xe(ve A ag).

Andererseits gilt aber auch (beachte 5.7.8):
v Ab=(=1)"""Tlag A AN  ADA G A A G
= (1) det(ag, ..., ar-1,b,a415- - An_1)bo A ... Abp_1,
wihrend 5.7.8 auch noch folgendes hergibt:
viNag = (—1)""F - det(A) - bg A ... Abp_1.
Also ergibt sich insgesamt

_ det(ao, N ¢ I b, A1y - - ,an_l) .
det(A) ’

Tt

das ist die Cramersche Regel.



Kapitel 6
Gruppentheorie

Wir setzen in diesem Kapitel die Theorie und Anwendung der Gruppentheorie
fort. Gruppen sind die wichtigsten Grundstrukturen der Algebra. Sie spielen
in Anwendungen u.a. bei Symmetriebetrachtungen eine zentrale Rolle, auch bei
klassischen Problemen aus der Geometrie, bei der Auflésbarkeit von Gleichungen
usw.

Gruppen sind auch das zentrale Hilfsmittel zur Untersuchung von mathema-
tischen Strukturen, die als Aquivalenzklassen definiert sind (wie beispielsweise
unnumerierte Graphen), wenn man diese abzéihlen oder gar konstruieren will.
Mit Hilfe von Mitteln aus der Gruppentheorie kann man sogar eine gleichver-
teilte Zufallserzeugung solcher Strukturen organisieren.

245
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6.1 Priasentationen von Gruppen

Es geht jetzt um die Beschreibung von Gruppen durch Erzeugende und Relatio-
nen, also z. B. um die genaue Beschreibung dessen, was Zeilen wie die folgende
bedeuten:

Gi=(n,y|a* =y* = (zy)° =1).

Aus dieser Zeile erhélt man durch naives Rechnen die folgende Multiplikations-
tafel:

1 T Y Ty yr TYx
1 1 T Y Ty Yr TYT
T T 1 Ty Yy Tyr Yyx
Y Y YT 1 zyzx = Ty

zy | Ty zTYr yx 1
yr | yx y  xyr 1 Ty
Ty | xYTr XY YT x Y

— 8w

eine zu S3 isomorphe Gruppe. Diese ist aber, im Gegensatz zu der Definition der
Ss3 als Menge von Bijektionen auf der Menge {0, 1,2}, eine sogenannte abstrakte
Gruppe, die gegeben ist durch die Erzeugenden z und y und durch die drei
Gleichungen, die em definierenden Relationen z? = 1, y? = 1 sowie (zy)® = 1.
Ein Isomorphismus zwischen beiden Gruppen ist offenbar die Fortsetzung von
x — (01),y +— (12). Es stellt sich also die Frage, ob man jede Gruppe so
beschreiben, und wie man mit abstrakten Gruppen rechnen kann.

6.1.1 Definition (freie Gruppen) Ist M eine Menge, ¢: M — G eine Abbil-
dung von M in eine Gruppe G, dann heifit G eine von M frei erzeugte Gruppe,
wenn

oM —G

universell ist bzgl. der Klasse F der Abbildungen von M in Gruppen und der
Klasse £ der Homomorphismen zwischen Gruppen. .

6.1.2 Satz Zu jeder Menge M ezistieren von ihr frei erzeugte Gruppen, je zwei
von thnen sind isomorph.

Beweis: Wir konstruieren eine Gruppe F' (M), die die gewiinschten Eigenschaften
hat.

e Zu M nehmen wir eine bijektive, aber zu M disjunkte Menge M ~! hinzu,
einem m € M entspreche dabei das Element m~! € M~!. Diese beiden
Mengen fassen wir zum Alphabet A := M U M~! zusammen und bilden
die Halbgruppe A* aus den endlichen Wortern w iiber A, einschliefllich
des leeren Worts €, mit dem Anfiigen (“Concatenation”) als Verkniipfung:

ww' = (aio tU a’ik—l)(ajo T ajl—l) = Qip Qg Qg Gy

Das leere Wort ist hier offenbar das neutrale Element, die Halbgruppe A*
ist also ein Monoid.
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o Auf A* definieren wir eine Reduktion p wie folgt: Aus w € A* streichen
wir, von links beginnend, alle Teilfolgen der Form mm ™! oder m~'m, und
wiederholen dies, bis keine derartige Teilfolge mehr auftritt. Die Menge
F(M) dieser reduzierten Worte p(w) versehen wir mit der folgenden Ver-
kniipfung:

x: F(M) x F(M) — F(M), (w,w') — p(ww").

e Das Paar (F'(M), ) ist eine Gruppe, und die Einbettung
M<—FM), m—m

hat die gewiinschte Universaleigenschaft, denn eine Abbildung f von M
in eine Gruppe H ld8t sich offenbar mittels folgender Abbildung ~ von
F(M) nach H faktorisieren:

i Tk—1

v F(M)— H, mbo . ombEer f(ml-o)b0 . f(mikfl)bk—l.
—_———
oBdA: bje{—1,+1}

AuBerdem ist y offensichtlich Homomorphismus und eindeutig bestimmt,
da F(M) von M erzeugt wird.

e Die Isomorphie folgt nach 5.1.3.
O

Wegen der Isomorphie zweier von M frei erzeugter Gruppen kénnen wir F (M)
auch als die von M frei erzeugte Gruppe bezeichnen. Die Elemente m € M
heiflen freie Erzeugende dieser Gruppe. Das Attribut frei bedeutet dabei ins-
besondere, dafl zwischen den Elementen aus M keine nichttrivialen Relationen
bestehen, das sind Gleichungen der Form

b bi
m0 - m, !

0 1k—1
—— ——

reduziert !

= €.

Weil M ganz F(M) erzeugt, heifit F'(M) auch die freie Gruppe dber M.

6.1.3 Beispiele Fiir die freie Gruppe iiber einem einzigen Element gilt offenbar
F({m}) =7, mw 1,
wéhrend alle anderen freien Gruppen nicht kommutativ sind:
1 < |M| = F(M) ist nicht abelsch.
O

Aus der Existenz und Isomorphie zwischen den freien Gruppen iiber M ergibt
sich noch
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6.1.4 Folgerung Fiir Gruppen und freie Gruppen gilt:

o Jede Gruppe G mit Erzeugendensystem M ist auf eindeutige Weise epi-
morphes Bild von F(M).

e Jede Gruppe G ist homomorphes Bild einer freien Gruppe und damit iso-
morph zu einer Faktorgruppe einer freien Gruppe.

O

6.1.5 Definition (definierender Kern, definierende Relationen) Wird G
von M erzeugt und ist v der (eindeutig bestimmte) Epimorphismus von F(M)
auf GG, dann heifit der Kern

Ky := Kern(y)

der definierende Kern von G bzgl. M. Ist E Normalteilererzeugendensystem von
Ky (d. h. K)y ist der kleinste Normalteiler in F'(M), der E enthilt), dann heifit
das System der Gleichungen

v(e)=1g, e€ E,

ein System definierender Relationen von G bzgl. M. Gibt es endliche F mit
dieser Eigenschaft, dann heifit G endlich prdsentierbar, und

(E|2(e) = LeeE) =G
hei3it eine endliche Prdisentation von G. °

6.1.6 Beispiel Die zyklische Gruppe der Ordnung 5 kann offenbar wie folgt
prasentiert werden:

G:={a|a®=1).
<

Es stellt sich jetzt natiirlich die Frage, wie man eine Prasentation einer vorge-
gebenen Gruppe berechnen kann. Sei deshalb G eine Gruppe mit einem Erzeu-
gendensystem M = {my,...,m,_1}, sowie Relationen

R()(mo, e ,mn,l) = 1G, ey Rsfl(m[)7 e ,mn,l) = lG.
Wir fragen, ob dies schon eine Présentation von G ist, d. h. ob folgendes gilt:
G/ = <M|R0:=RS_1=1>2G

Um dies zu entscheiden, kann nun im endlichen Fall wie folgt argumentiert
werden:

e Nach 6.1.4 ist G homomorphes Bild von G’, es gilt also insbesondere |G| >
G-
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e Die Isomorphie ist somit bewiesen, wenn |G'| = |G| verifiziert werden
kann. Dazu geniigt es, eine Untergruppe U’ < G’ zu finden, fiir die |U’|
und |G’ /U’| ermittelt werden koénnen.

6.1.7 Beispiel Betrachten wir als Beispiel den eingangs aufgefiithrten Fall der
Présentation
Gi=(r,y|2® =y = (ay)* = 1).

Wir wollen zeigen, dafl dies tatséchlich eine Prasentation der symmetrischen
Gruppe Sj3 ist. Dazu schlielen wir wie folgt:

e S5 ist jedenfalls homomorphes Bild von G, also ist 3! ein Teiler von |G|.

e Die von y erzeugte Untergruppe U hat die Ordnung 2, zum Nachweis der
vermuteten Isomorphie geniigt also allein die Verifizierung von |G/U| = 3.

e Zur Berechnung des gewiinschten Index beachten wir, daf§ U, xU und yaU
Linksnebenklassen sind (ob sie verschieden sind brauchen wir hier nicht
einmal zu wissen!). Bei Linksmultiplikation mit Erzeugenden ergeben sich
daraus keine weiteren Linksnebenklassen, der Index ist also tatsdchlich
<3.

Zusammenfassend haben wir daraus die folgende Prisentation ermittelt:

S = (z,y |2 =y = (2y)° = 1).

6.1.8 Definition (Diedergruppen) Die Gruppen
Dy = (z,y | 22 =9y = (xzy)™ = 1)
heiflen Diedergruppen. °

6.1.9 Hilfssatz D,, hat die Ordnung 2m und enthdlt mit (xy) einen Normal-
teiler der Ordnung m.

Beweis: Sei z := zy. D,, wird erzeugt von {z, z}, und die Gleichungen

zeigen, daf} sich jedes Element von D,, in der Form z"z® schreiben ldt, mit
0<r<1lund0<s<m-—1. Esgilt demnach |D,,| = 2m. Die Normalteilerei-
genschaft von (z) ergibt sich aus zzx = yzy.

O

6.1.10 Definition (semidirektes Produkt) Sind G und H Gruppen und ist
h +— h ein Homomorphismus von H in die Gruppe Aut(G) der Automorphismen
von G, dann wird G x H zu einer Gruppe durch die Setzung

(9:0)(g's 1) := (g - h(g), ).
Diese Gruppe heiBt das semidirekte Produkt von G mit H bzgl. h — h. °
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Der Beweis von 6.1.9 zeigt, dafl die Diedergruppe semidirektes Produkt einer
zyklischen Gruppe der Ordnung m mit einer zyklischen Gruppe der Ordnung 2
ist.

U 6.1.1 Zeigen Sie, daB die oben definierte Abbildung * auf F(M) x F(M)
wohldefiniert ist.
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6.2 Gruppenoperationen, der Satz von Sylow

Erinnern wir uns jetzt an die im Paragraphen 2 bereits eingefithrten Gruppen-
operationen

G x M — M:(g,m) — gm, mit g(¢'m) = (g¢')m, und 1m = m.

Wir schrieben dafiir abkiirzend auch ¢ M, da G von links auf M operiert, und
wir hatten festgestellt, dafl eine solche Operation wichtige Teilstrukturen auf M
und auf G definiert:

e Zu jedem m € M gehort seine Bahn
G(m) = {gm|g € G}.

Je zwei Bahnen G(m) und G(m’) sind entweder gleich oder disjunkt. Eine
Transversale 7" der Menge

G\M :={G(m) | me M}

aller Bahnen liefert also eine Partition von M:

M= UteTG(t).

Umgekehrt kann man zu jeder Partition U;cr M; von M leicht eine Gruppe
konstruieren, die als Bahnen die Teile der Partition hat:

@SMi ={re Sy |Viel:nM; = M;}
iel

hat als Bahnenmenge

P Sar, \ M = {M; | i € I}.

e Andererseits gehort zu m € M sein Stabilisator
Gm:={9€G|gm=m},
eine Untergruppe von G. Die Abbildung
p: G(m) — G/Gm, gm — gGp,
ist eine Bijektion zwischen der Bahn G(m) und der Menge
G/Gm = {9Gm | g € G}

der Linksnebenklassen des Stabilisators von m. ¢ ist sogar ein G—Isomor-
phismus ist, d.h. eine mit der Operation vertauschbare Bijektion, gilt doch

g'olgm) = p(g'(gm)).
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Wir wollen Operationen ¢ M und ¢ N als dhnlich bezeichnen, wenn solche
G-Isomorphismen zwischen M und N existieren, und wir wollen diese
Situation so abkiirzen: ¢ M ~ ¢N. Es gilt also insbesondere

6.2.1 a(G(m)) = ¢(G/Grn).

e Zu jedem g € G gehort die Menge seiner Fizpunkte:
My :={m e M | gm = m}.
Man kann dies natiirlich auf Teilmengen C G verallgemeinern:
Mg :={me M|Vge K: gm=m}.
Die Elemente m von Mg heiflen auch die Invarianten von G in M.

Viele Strukturen aus Mathematik und Naturwissenschaften lassen sich als Bah-
nen, Stabilisatoren oder Fixpunktmengen definieren und werden dadurch einer
Untersuchung mit Hilfe der im folgenden beschriebenen Methoden zuggnglich.

6.2.2 Anwendungen (bilaterale Klassen) Ist wieder G eine Gruppe, dann
operiert jede Untergruppe U von G x G in folgender Weise kanonisch auf G:

UxG—G, ((u,u),g) — ugu''

Die Bahnen dieser Operation heiflen bilaterale Klassen von U auf G. Beispiele
sind:

e Die Konjugiertenklassen von Elementen g € G, sind die bilateralen Klas-
sen der Diagonalen

U:=A(GxG):={(g,9) | g € G}
Wir bezeichnen sie so:
C%g') = A(G x G)(g) = {9g'9™" | g € G}.
Fiir die entsprechenden Stabilisatoren schreiben wir:
Calg) =AGxG)y={9€C gy =4}
Sie heiflen auch Zentralisatoren.

e Die Links- bzw. Rechtsnebenklassen von Untergruppen H < G sind die
Bahnen von U :=1 x H bzw. U := H x 1:

(1x H)(g9) = gH bzw. (H x 1)(g9) = Hg.

e Die (H, K)-Doppelnebenklassen in G sind die Bahnen der Untergruppe
U:=HxKvonGxG, mit HHK <G :

(H x K)(g) = HgK = {hgk | h € H,k € K}.
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<

Als konkretes Beispiel wollen wir die Konjugiertenklassen von Elementen 7 der
symmetrischen Gruppe S,, beschreiben. Dazu erinnern wir uns an die Zyklen-
schreibweise fiir Permutationen, m kann als Produkt disjunkter zyklischer Fak-
toren geschrieben werden:

z(m)—1

T = H (JusThuy - - s ﬂ'l”flj,,).
v=0

Wenn wir mit p konjugieren, erhalten wir
z(m)—1
prp~t = T (0dvspmivs s pm = 50),
v=0
beim Konjugieren bleiben also die Léngen der zyklischen Faktoren erhalten.
Umgekehrt sind Permutationen mit zyklischen Faktoren derselben Langen zu-
einander konjugiert: Fiir

z(m)—1
T = H Gy T - - 715,)
v=0
und
z(m)—1
o= H (ky,mky, ..., 7" 1k,)
v=0
gilt mit

Lo R
_ 2NN 2R v
P= Eo (k:,,,?fky,...,wlv—lky>
die Gleichung
O'Zpﬂ'p_l.

6.2.3 Folgerung Zwei Permutationen aus w,0 € S, sind genau dann konju-
giert, wenn die schwach monoton fallende Folge

a(m) == (ap(m), aq (7). ..)

der Lingen der zyklischen Faktoren von m gleich der entsprechenden Folge o(o)
15t.

Solche schwach monoton fallenden Folgen oo = (ayg, oy, . ..) natiirlicher Zahlen
mit Y a; = n heiflen Partitionen der Zahl n, wir kiirzen dies wie folgt ab:

akn.

Die Konjugiertenklasse der Elemente mit Zykellangenpartition a bezeichnen wir
wie folgt:
C*:={res,|alr)=al.
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Sind sowohl G als auch M endlich, dann nennen wir ¢M eine endliche Ope-
ration. Fiir diese zeigt 6.2.1, dafl die Lédnge der Bahn eines Gruppenelementes
dem Index seines Stabilisators gleicht:

G|
6.2.4 |G(m)| = Gl
Beispielsweise gilt, fir 7 € C%,
n!
c%l =
1= s, 1

und man kann sich leicht iiberlegen, wie man die Ordnung |Cg, (7)| dieses Zen-
tralisators erhélt: Bezeichnet a; die Anzahl der i-Zyklen von 7, dann heif3t
a(m) = (a1(m),...,an(m)) der Zykeltyp von w. Allgemeiner heiflen n-Tupel
a = (a,...,a,) mit a; € Nund ) ,i-a; = n Zykeltypen von n, und man
kann das wie folgt abkiirzend bezeichnen:

aHn.

Der Zykeltyp a(n) der Permutationen mit Zykelpartition a(mr) charakterisiert
also ebenfalls die Konjugiertenklasse

C*=C*={m|a(r) =a}.

Eine Permutation p € S, liegt genau dann im Zentralisator von 7, wenn sie
jeden i-Zyklus von 7 wieder in einen i-Zyklus von 7 transformiert. Die Anzahl
solcher p ist

Cs,, ()] = [ i as(m)t.
i=1

Insgesamt gilt also
n!

[T = Mas(m)!
Die Gleichung 6.2.4 ist eine sehr einschneidende Bedingung an die Bahnlidngen,
wie die folgende Anwendung zeigt, H. Wielandts berithmter Beweis (Archiv d.

Math. 1959) fiir die Existenz von Untergruppen von Primzahlpotenzordnung p”,
wenn p” in |G| aufgeht.

€% =

6.2.5 Anwendung(der Satz von Sylow) Wir betrachten die natiirliche Ope-
ration von G auf der Menge ihrer Teilmengen K der Ordnung p”:

o (5) () wrrman

Ist jetzt |G| = p"p®q, mit zu p teilerfremdem ¢, dann sieht man leicht, daff die
exakte Potenz von p, die in der Anzahl der p"—Teilmengen von G aufgeht, gerade

o ‘(GN G- (|G| = 1)+ (|G| — (" — 1))
_1GI- (G =) (1G]~ (" ~

P prol---(pr—1) ’
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und alle im Nenner stehenden Potenzen von p kénnen gekiirzt werden. Es mufl
also eine Bahn G(K) geben, deren Linge nicht durch p**! teilbar ist. Der Sta-
bilisator Gk ist dann eine Untergruppe der Ordnung p”, wie man leicht durch
Abschitzung der Ordnung dieses Stabilisators nach oben und unten beweist;:

i) Aus 6.2.4 folgt

_ 16l

e

Diese Zahl ist nicht durch p*! teilbar, in |G| steckt also mindestens die
p-Potenz p" als Faktor, d. h. |G| > p".

|G(K)|

ii) Ist k € K, dann liegt Gk - k ganz in K. Dieses Komplexprodukt besteht
aber aus genau |G| verschiedenen Elementen, es mufl also |Gg| < p"
gelten.

O

Es gibt also, unter anderem, Untergruppen von G, deren Ordnung der mazi-
malen p-Potenz gleicht, die in |G| aufgeht. Diese heilen p-Sylowuntergruppen.
Insgesamt haben wir damit den folgenden sehr wichtigen Existenzsatz bewiesen:

6.2.6 Der Satz von Sylow, Teil I: Ist G eine endliche Gruppe, p eine Prim-
zahl, dann gibt es zu jeder p-Potenz p", die in |G| aufgeht, eine Untergruppe
U < G von dieser Ordnung.

Es gibt weitere Teile dieses Satzes, die ebenfalls mit Hilfe von Gruppenoperatio-
nen bewiesen werden koénnen, insbesondere mit Hilfe von Doppelnebenklassen.

6.2.7 Hilfssatz Sind H und K Untergruppen einer endlichen Gruppe G, dann
gilt fiir die Bahnen von H X K auf G, also fir die (H, K)-Doppelnebenklassen
HgK auf G :

e (HxK),~HnNgKg!,
o |HgK| =|H||K|/|HNgKg™!|,
o Fiir jede Transversale T der Doppelnebenklassenmenge H\G/K ist

G| =Y |[HtK| =Y [H||K|/[HNtKt™"|.
teT teT

Beweis: Der Stabilisator von g in H x K ist
(H x K)y = {(h,}) € Hx K | h = gkg™"}
={(gkg™ k) | ke K, gkg™' e H} ~ HnNgKg L.

Aus dem hiermit bewiesenen ersten Teil der Behauptung folgen die beiden an-
deren Punkte direkt mit dem Fundamentallemma.

O
Damit kénnen wir den zweiten Teil des Satzes von Sylow iiber p—Untergruppen,
d.h. iiber Untergruppen von p—Potenz-Ordnung, beweisen
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6.2.8 Der Satz von Sylow, Teil II: Jede p— Untergruppe einer endlichen
Gruppe liegt in einer p—Sylowuntergruppe von G, und je zwei p—Sylowunter-
gruppen von G sind zueinander kongjugiert.

Beweis: Sei H eine p—Untergruppe von G, K eine p—Sylowuntergruppe. Es gilt
dann, nach dem Hilfssatz:

G|/|K| = |H|/|HNtKt|.
teT

WEeil die linke Seite dieser Gleichung nicht durch p teilbar ist und alle Sum-
manden rechts Potenzen von p, mufl mindestens ein Summand gleich p° = 1
sein und damit, fiir mindestens ein ¢, H C tKt~! gelten. Mit K ist natiirlich
auch tKt~! eine p—Sylowuntergruppe. Das beweist zuniichst den ersten Teil
der Behauptung. Der zweite folgt aber auch, denn wenn sowohl H als auch
K (verschiedene) p—Sylowuntergruppen sind, gilt fiir ein solches ¢ ja aus Ord-
nungsgriinden H = tKt~ .

O
SchlieBlich ist es noch niitzlich zu wissen, dafl die Gesamtzahl der Untergruppen
der Ordnung p” kongruent 1 modulo p ist. Hierzu analysiert man die oben
betrachtete Operation von G auf ihren p”—Teilmengen noch etwas genauer.
Wir hatten gesehen, dafl der Stabilisator jeden Elements einer Bahn, deren
Linge nicht durch p**? teilbar ist, die Ordnung p” besitzt. Die Umkehrung gilt
natiirlich auch, genau die Elemente solcher Bahnen haben Stabilisatoren dieser
Ordnung, die Liange dieser Bahnen ist natiirlich p® - g.

6.2.9 Hilfssatz Die Untergruppen der Ordnung p" bilden eine Transversale
der Bahnen der Ldinge p® - q.

Beweis: Jede dieser Bahnen G(M) enthélt eine Untergruppe U der Ordnung p”.
Ist ndmlich m € M, dann gilt

Ui=m"1-Gy -m=m"1 - MecGM).

Dies ist das einzige Element dieser Bahn, das Untergruppe ist, denn weil U
Stabilisator eines Elements dieser Bahn ist, besteht diese Bahn aus den Links-
nebenklassen von U, und von diesen ist ja genau eine Untergruppe.

O

6.2.10 Der Satz von Sylow, Teil III: Die Anzahl der Untergruppen der
Ordnung p" in G ist kongruent 1 modulo p.

Beweis: Diese Gruppen bilden, nach dem letzten Hilfssatz, eine Transversale der
Menge Bahnen von G auf den p”—Teilmengen, deren Linge nicht durch ps+!
teilbar, oder, dquivalent dazu, gleich p® - ¢ ist. Es gibt also, wenn wir mit n die
Anzahl solcher Untergruppen bezeichnen, eine natiirliche Zahl ¢ mit

G
‘( T)‘:”'ps'q+t-ps+1.
p
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Ist G eine zyklische Gruppe der Ordnung p”** - ¢, dann gilt eine entsprechende
Gleichung, mit einem ¢ und, vor allem, mit n = 1, denn in zyklischen Gruppen
gibt es zu jedem Teiler der Gruppenordnung genau eine Untergruppe von diese
Ordnung. Es gilt also auch

)

Vergleichen wir die beiden rechten Seiten, so erhalten wir, nach Division durch
S

p

:ps .q_|_,tv.p5+1.

n-q+t-p=q+t-p,

woraus, wegen p t ¢, die behauptete Kongruenz n = 1 modulo p folgt.
O

6.2.11 Folgerung Insbesondere gilt also fiir die Anzahl der p—Sylowunter-
gruppen jeder endlichen Gruppe:

- sie ist kongruent 1 modulo p,

- und sie teilt |G|.
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6.3 Symmetrieklassen von Abbildungen

Wir kommen jetzt zu Anwendungen von Gruppenoperationen auflerhalbder Grup-
pentheorie. Hier ist insbesondere die Behandlung unnumerierter Strukturen her-
vorzuheben, das sind Strukturen, die als Aquivalenzklassen numerierter Struk-
turen definiert sind. Ein besonders einfaches und einleuchtendes Beispiel bilden
die Graphen. Hier ist zunéchst ein numerierter Graph:

3 2

o
—

und hier ein unnumerierter Graph:

Unnumerierte Graphen sind von grOfier Bedeutung, denn sie kénnen als Wech-
selwirkungsmodelle interpretiert werden. Beispiele aus den Naturwissenschaften
sind die chemischen Strukturformeln. Hier ist die Situation allerdings noch et-
was komplizierter, weil es sich um kolorierte Graphen handelt, die Knoten sind
noch mit Atomnamen C, H, O, ... koloriert. Hier ist ein Beispiel:

eines der 22 Permutationsisomere des Dioxin. Es stellt sich jetzt natiirlich die
Frage, wie man diese Zahl 22 berechnen oder, noch besser, diese konstruieren
kann. Ein interessanter und vielseitig verwendbarer Ansatz zur Losung solcher
Probleme soll jetzt diskutiert werden.

Wir hatten bereits erwihnt, daf jede Aquivalenzrelation mit Hilfe einer Grup-
penoperation modelliert werden kann, welche die Klassen der Relation als Bah-
nen hat. Wir werden also Gruppenoperationen eingehender betrachten und
anwenden. Im folgenden seien alle betrachteten Operationen endlich. Der an-
gekiindigte allgemeine Ansatz wird in der folgenden Definition beschrieben.
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6.3.1 Definition (Symmetrieklassen von Abbildungen) Aus gegebenen
Operationen ¢ X und gY erhélt man auf natiirliche Weise die folgenden Ope-
rationen von G, H, H x G, Hl,, G auf Y* := {f: X —» Y} :

GxYX =YX (g, f)— fog,
HxYX =YX (hf)—hof,
(HxG)xYX =Y¥, ((hg),f) = hofog™"

Die Gruppe H1, G, das Kranzprodukt von H mit G, hat als Grundmenge HX xG,
besteht also aus den Paaren (¢; g) mit ¢: X — H und g € G. Die Verkniipfung
ist

(059) (W3 9") = (pig3 99"),
wobei i), (x) := ¢(x) - (g~ 'x). Diese Gruppe operiert auf YX wie folgt:

(Hi Q) x Y¥ =YX ((pr9), f) = f, mit f(z) := p(2) (9" ).
Die Bahnen dieser Operationen heiflen Symmetrieklassen von Abbildungen. e

6.3.2 Bemerkung Man sieht leicht, dafS das Kranzprodukt HY,, G Untergruppen
enthdlt, die isomorph zu G,H,H X G sind, so daff die zundchst definierten
Operationen von G, H, HxG aus der Operation von Hl, G durch Einschrinkung
auf diese Untergruppen entstehen:

{(¢;9) |Va € X:p(x) =1p,9 € G} ~ G,

{(¢;1a) | ¢ konstant} ~ H,
{(¢;9) | ¢ konstant, g € G} ~ H x G.
Od

Viele unnumerierte Strukturen konnen als Symmetrieklassen von Abbildungen
beschrieben werden, hier einige einfache Félle:

6.3.3 Beispiele (Graphen) Zur Beschreibung von Graphen kann man wie
folgt vorgehen:

i) Ist P eine Menge von Punkten, dann bezeichnet

X = (5) ={{z,y} |2,y € Px #y}

die Menge der Punktepaare. Auf dieser Menge operiert die symmetrische Gruppe
G := Sp wie folgt:

spx () = (5 ) mesoh) = o

Diese Operation der symmetrischen Gruppe ist offenbar die Umnumerierung
der Punkte!
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ii) Betrachten wir die Abbildungen der Menge der Punktepaare in die Menge

Y =2 = {0,1}, also
YX:2@7{f;<§> »{Ql}}.

Sie kann mit der Menge aller numerierten Graphen auf P identifiziert werden,
wenn f({x,y}) = 1 interpretiert wird als Existenz einer Kante zwichen den
Punkten x und y. Genauer handelt es sich dabei um schlichte Graphen, d.h. es
kommen keine Mehrfachkanten oder Schleifen vor.

iii) Die Operation von Sp fafit die numerierten Graphen zu einer Bahn zusam-
men, die auseinander durch Umnumerierung hervorgehen. Diese Bahnen werden
also durch einen Graphen repréisentiert, den man aus irgendeinem ihrer Elemen-
te durch Wegwischen der Numerierung erhélt. Sie “sind” also die unnumerierten
Graphen mit |P| Punkten. Die Menge all dieser Graphen kann demnach mit der
Bahnenmenge

Sp\2(2)
identifiziert werden.

iv) Will man Mehrfachkanten zulassen, etwa bis zu einer maximalen Vielfachheit
v, dann braucht man den Bildbereich nur entsprechend zu erweitern:

P

2

Sp\(v+ 1)( )

sind dann die unnumerierten Graphen mit dieser Eigenschaft. Will man beliebige
Vielfachheiten zulassen, dann geht es um

Sp\NG).

v) Um gerichtete Graphen zu modellieren, braucht man nur die Menge der
Punktepaare durch die Menge der geordneten Paare aus verschiedenen Punkten
zu ersetzen, nimmt also einfach P2 und lifit die Diagonale weg:

X=P2—A(P2)={(x,y)|x,y6P,x7éy}

Die Menge der gerichteten Graphen (ohne Schleifen oder Parallelkanten) mit
| P| Punkten kann demnach mit

Sp \\2P2—A(P2)

identifiziert werden
Diese Bahnenmengen sind séimtlich Bahnen von Operationen der Form (Y ™).

vi) Bahnenmenge einer Operation der Form (Y X) ist

Sy x §p\2(2),
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Hier sind unnumerierte Graphen mit ihrem Komplementen in einer Bahn zu-
sammengefafit.

vii) Fafit man dies zusammen, so ergibt sich beispielsweise die folgenden Formel
fiir die Anzahl unnumerierter schlichter selbstkomplementéirer Graphen:

P
2

2. SQXSP\\2( )

_ ‘SP \2(2)

<&

Eine Operation von der Form Hzxg(YX ) liefert eine wichtige Klassifizierung
fehlerkorrigierender linearer Codes:

6.3.4 Beispiel (Isometrieklassen linearer Codes)

i) Lineare Codes C sind endliche Vektorrdume, etwa C' < GF(q)". Auf GF(¢)"
ist die Hammingmetrik definiert durch

d(u,v) = [{i | u; # v},
und die Minimaldistanz von C' ist definiert durch
d(C) := min{d(c,c) | ¢, € C,c # '}

Die Grundidee zur Verwendung linearer Codes ist die folgende: Sendet man
einen Codevektor ¢ iiber einen storanfilligen Kanal, und ist u der empfangene
Vektor, dann gibt es, falls d(u, ¢) < |d(C)/2], genau einen zu u nichstgelegenen
Codevektor, und dieser ist c. Dekodiert man einen empfangenen Vektor u also in
einen der néchstgelegenen Codevektoren, dann werden also alle Fehler korrigiert,
vorausgesetzt es sind weniger als [d(C)/2].

ii) Solche Codes C,C’ sind demnach gleichwertig, wenn sie isometrisch sind,
d.h. wenn es eine Isometrie zwichen ihnen gibt, eine regulére lineare Abbildung
A € GL(GF(q)") mit AC = C’ und

d(u,v) = d(Au, Av),

fiir alle u,v € GF(q)".

ili) A € GL(GF(q)™) ist offenbar genau dann eine Isometrie, wenn sie jeden Ein-
heitsvektor ey, in ein Vielfaches eines Einheitsvektors iiberfiihrt, also wenn es eine
Permutation 7 € S,, und von Null verschiedene Elemente k; des Grundkorper
gibt mit

Aey, = Kpep-1.

A ist demnach von der Form
(p;9) = (Koy -+, kn—1;7) € GF(qQ)* tn Sh-

Die Matrix, die A beschreibt, ist eine Matrix, die in jeder Zeile und Spalte genau
ein Element aus der multiplikativen Gruppe des Grundkoérpers enthélt.
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iv) Die Gruppe aller Isometrien auf YX := GF(q)" ist also

und die Isometrieklassen linearer Codes der Lédnge n sind die Bahnen dieses
Kranzprodukts auf der Menge der Unterrdume. &

Die Beschreibung von Strukturen, die als Aquivalenzklassen auf endlichen Men-
gen definiert sind, als Bahnen endlicher Gruppen auf endlichen Mengen eréffnet
den Zugang zu deren Untersuchung, insbesondere zu ihrer Abzihlung und Kon-
struktion. Dies motiviert zur detaillierten Untersuchung der Abzdhlung von
Bahnen und — was natiirlich erheblich schwieriger ist — der Konstruktion von
Transversalen.

Erinnern wir uns zunéchst an das Lemma von Cauchy-Frobenius zur Bestim-
mung der Anzahl der Bahnen einer endlichen Gruppe G auf einer endlichen
Menge M :

G\M| = ﬁ S M.

geG

Bei Anwendungen dieses Lemmas sollte man beachten, dafl die Summation iiber
die ganze Gruppe wesentlich vereinfacht werden kann, weil die Anzahl der Fix-
punkte konstant auf den Konjugiertenklassen ist:

6.3.5 My = |Mygg],

denn m — g'm ist eine Bijektion zwischen M, und M ,,—1. Kurz: Die Abbil-
dung

X:g — [Mg],
der Charakter der Operation ¢ M, ist eine Klassenfunktion, d.h. konstant auf den
Konjugiertenklassen der Elemente von G. Man kann sich demnach bei Anwen-

dung des Lemmas von Cauchy-Frobenius auf die Summation iiber die Elemente
einer Transversalen T der Konjugiertenklassen beschréinken,

| M|
ICa(t)]

656 G\M| = Y10 = Y

teT teT

Das Lemma von Cauchy-Frobenius soll jetzt auf die Abzédhlung von Symmetrie-
klassen angewandt werden! Wir berechnen dazu die Anzahl der Fixpunkte eines
(p;9) € H1, G auf YX. Daraus ergibt sich die Anzahl der H {,, G—Bahnen, die
anderen Anzahlen ergeben sich daraus durch Einschrinkung auf entsprechende
Untergruppen.

Ist
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die Standardzykelschreibweise von g € Sx, dann ordnen wir dem v-ten zykli-
schen Faktor von g mit Hilfe von ¢: X — H das folgende Element von H zu:

_ly"rlju) =p--- ngu—l(jy),

6.3.7  hu(p;9) = 0()e(g™ ) elg
das v-te Zykelprodukt von (p; g).

6.3.8 Hilfssatz f € YX ist genau dann ein Fizpunkt von (¢;g) € Hl, G, wenn
die folgenden Bedingungen erfillt sind:

o Jedes f(j,) ist Fizpunkt des Zykelprodukts h,(p;g):
f(iv) € Yhu(w;g)'

e Die anderen Werte von f ergeben sich aus den Werten f(j,) gemdf den
folgenden Gleichungen:

FGv) = 00) flg™ " d0) = e(n)e(g™ 3 Flg %) = ... .

Beweis: 6.3.7 besagt, dafl f genau dann Fixpunkt von (y;g) ist, wenn die Werte
f(x) den folgenden Gleichungen geniigen:

f(@) =) flg x) =p(@)e(g ) flg7%x). ..

= p@)p(gT i) p(gT ) f(a),

wenn [ die Lénge des zyklischen Faktors von g bezeichnet, der den Punkt x € X
enthilt. Es muss also insbesondere folgendes richtig sein:

f(zy) = hu(p; 9) f(20),

d.h. f(z,) ist Fixpunkt von h, (¢, g), wie behauptet. Demnach hat jeder Fix-
punkt f € YX die geforderten Eigenschaften, und umgekehrt.

O
Zusammen mit dem Lemma von the Cauchy-Frobenius ergibt sich jetzt die An-
zahl der H, G-Bahnen auf YX, und die Einschrinkung auf die oben erwihnten
Untergruppen isomorph zu G, H und H x G liefern daraus die gesuchten An-
zahlen der G-, H- und H x G-Klassen auf YX:

6.3.9 Folgerung Sind ¢ X und gY endliche Gruppenoperationen, dann gilt fir
die Anzahl der Bahnen der induzierten Operation von H 1, G auf Y :

1
X E
(pig)eHix Grez(g)

Die FEinschrinkung auf die entsprechenden Untergruppen isomorph G, H und
H x G liefert:

1 - 1
IG\Y*| = €] Z Y9, [H\YX| = TH]| Z Y5 [1X,

geG heH
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sowtie ]
[(H x G)\Y*¥| = TH|C] > T w«@.
(h,g)€EHXG i
Od

6.3.10 Anwendung (Anzahl unnumerierter Graphen) Eine konkrete An-
wendung ist die Berechnung der Anzahl unnumerierter Graphen mit p Punkten.
Diese gleicht

6.3.11 15, \2()] =37

aHp

9z(a)
Hi 3% ai! ’

wenn z(a) die Anzahl der von einer Permutation 7 € Sp vom Zykeltyp a(7) = a
induzierten zyklischen Faktoren ist. Man kann das {ibrigens auch als Bahnen-

anzahl formulieren: P
(D)

Ist beispielsweise |P| = 4, so stellt man folgendes fest:

z(a) =

Die symmetrische Gruppe hat 5 Konjugiertenklassen, die Zykelpartitionen dieser

Klassen sind
(4),(3,1), (%), (2,12), (19,
die entsprechenden Zykeltypen sind
(0,0,0,1),(1,0,1,0),(0,2,0,0),(2,1,0,0), (4,0,0,0).
Die Ordnungen [, % a;! der Zentralisatoren von Elementen dieser Klassen sind
4,3,8,4,16.

Représentanten dieser Klassen sind die Permutationen

(0123), (012), (01)(23), (01), 1,

und die Anzahlen z(@) der Zyklen, die von diesen Reprisentanten auf den 6
Punktepaaren (!) induziert werden, sind

2,2,4,4,6.

Setzt man diese Zahlen in 6.3.11 ein, so ergibt sich 11 als deren Anzahl.
&

Das Lemma von Cauchy-Frobenius 148t mehrere Verfeinerungen zu und findet
zahlreiche Anwendungen. Zum Beispiel folgen zahlentheoretische Kongruenzen:

6.3.12 Anwendung (Kongruenzen) Aus dem Lemma von Cauchy—Frobenius
ergibt sich direkt, daB fiir jede endliche Operation ¢ M die folgende Kongruenz
richtig ist:

> 1Ml =0 (G)).

geG
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Hiermit kann man, durch Betrachtung geeigneter Operationen, viele zahlentheo-
retische Kongruenzen herleiten, zum Beispiel aus

1C, \im?| = %(m” +(p—Dm),

den sogenannten kleinen Satz von Fermat,

<&

Neben solchen Anwendungen, wie der Herleitung von Kongruenzen, kann man
aber auch das Lemma von Cauchy-Frobenius selbst verfeinern, so daf3 sich bei-
spielsweise iiber die Zahl der Graphen mit |P| Punkten hinaus die Anzahl der
Graphen mit |P| Punkten und k Kanten ermitteln 188t. Tatséchlich 148t sich
dies mit folgender Verfeinerung des Lemmas bewerkstelligen:

6.3.13 Das Lemma von Cauchy—Frobenius, gewichtete Form: Ist o M
eine endliche Operation und w: M — R eine auf den Bahnen konstante Abbil-
dung von M in einen kommutativen Ring R, der den Kéorper Q der rationalen
Zahlen als Teilring enthdlt. Dann gilt, fir eine Transversale T der Menge G\ M

der Bahnen: .
> w(t) = @Z > wm).

teT gEG mEM,

Der Beweis dieser Verfeinerung ist im wesentlichen derselbe wie der der ur-
spriinglichen Version, der sogenannten konstanten Form des Cauchy-Frobenius
Lemmas.

6.3.14 Anwendung (Abzihlung von G—Symmetrieklassen nach Ge-
wicht) Ist X wieder eine endliche Operation, g(YX) die davon induzierte
Operation auf YX | zu einer gegebenen endlichen Menge Y.

Wir konnen Y als eine Menge von Unbestimmten auffassen und folgende Ge-
wichtsfunktion auf YX betrachten, die offenbar konstant auf den Bahnen ist:

w:YX - Q[Y], f— H f(x).

zeX

WEeil f genau dann Fixpunkt ist, wenn f auf den zyklischen Faktoren von g
konstant ist, gilt entsprechend fiir die Summe aller Fixpunkte von g :

> wn=TI(Zy)"".
fe(YX), i yey

Mit der gewichteten Form des Lemmas von Cauchy-Frobenius erhalten wir dem-
nach die
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6.3.15 Folgerung Die Anzahl der Bahnen von G auf YX mit vorgegebenem

Gewicht
I
yey
ist der Koeffizient dieses Monoms in dem Polynom

@ ()™

geG 1 yey
O

Wir koénnen diese Abzihlung nach Gewicht sofort anwenden. Unser konkretes
Standardbeispiel sind wieder die Graphen. Wir wollen die Anzahl der Graphen
mit p Punkten und mit k Kanten bestimmen.

Hier war Y = 2 = {0, 1}, wir ersetzen diese Menge zur Verdeutlichung durch

Y = {yanl}'

Ist jetzt f € v () wieder ein numerierter Graph, dann ist sein Gewicht bei der
oben eingefiithrten Gewichtsfunktion w gleich

P)_k
w(f) =97,
wenn k die Kantenzahl ist. Die erzeugende Funktion fiir die Abzédhlung der

Graphen mit p Punkten nach Kantenzahl ist, entsprechend der gewichteten
Form des Lemmas von Cauchy—Frobenius gleich

6.3.16 i Ly H Y 4 gy ),

eSSy i=1

Man kann sich hierbei ganz offenbar das Leben noch dadurch erleichtern, dafl
man gyg durch 1 und y; durch y ersetzt, es ergibt sich dann als erzeugende
Funktion das Polynom

6.3.17 !Zﬂl—i—y )i =3 a z“7a'H 1+44')™.

TeSy i=1 aHp

Der Koeffizient von y* in diesem Polynom ist die Anzahl der Graphen mit p
Punkten und k Kanten! Fiir p = 4 erhélt man das Polynom

L+y+2y° + 3y +2y* +4° + 4%
Das entspricht der folgenden Skizze dieser Graphen:

R N
L. X
N
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6.4 Abzihlen nach Stabilisatorklasse, Inversions-
methoden

Eine andere Verfeinerung der Abzéhlung der Bahnen von G auf M geht von

folgender Bemerkung aus:

Ggm = gGmgfl.

Sie impliziert, daf die Stabilisatoren der Elemente m’ € G(m) die Klasse der zu
G, konjugierten Untergruppen, die Konjugiertenklasse von G, bilden:

6.4.1 G i={9Gmg " | g€ G} ={Ggm | g € G}.

Die Bahnen, deren Elementstabilisatoren die Konjugiertenklasse U bilden, hei-
len Bahnen vom Typ U. Man kann also die Frage stellen, wie grof§ die Anzahl
der Bahnen vom Typ U ist, zu vorgegebener Untergruppe U von G. Diese Menge
nennen wir das Stratum von U und bezeichnen sie so:

G\gM = {G(m) | Gy, € U}.

Zur Berechnung ihrer Ordnung bringen wir sie mit der Menge der Fixpunkte
von U in Zusammenhang:

My :={meM|VgeU:gmn=m}.

Es gilt, wenn wieder T eine Transversale von G \ M bezeichnet:

M= o= >3 a= P oo ¥

m:U<Gn V:USV<GE m:V=G, V:ULV<LG

= > [G/v] o= ) |G‘£/V||G\\‘~,M.

viv<v<a VI tET:GL eV vii<v<a VI

Wir haben also folgendes bewiesen:

G/V]|
6.4.2 My|= > G/ IG\y M|
V:USV<G | |

Diese Gleichung soll nach |G\ M| aufgelést, sie soll invertiert werden. Dazu
verwenden wir ein ganz allgemeingiiltiges Inversionsverfahren fiir Halbordnun-
gen, die Mobiusinversion:

6.4.3 Inversion auf Halbordnungen Wir beginnen mit der Einfithrung der
Inzidenzalgebra zu einer Halbordnung.

i) Sei (P, <) eine Halbordnung, d.h. < sei reflexiv, antisymmetrisch und transitiv.
Die gegebene Relation < erlaubt die Definition von Intervallen

[p,ql :={reP|p<r<gq}
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Sind alle diese Intervalle endlich, dann heifit (P, <) lokal endlich. Im folgenden
sei das stets erfiillt, und es sei ein Koérper K vorgegeben. Die Menge

Ig(P) :={p: P> = K| ¢(p,q) =0 falls p £ ¢}

aller sogenannten Inzidenzfunktionen ist eine K—Algebra: die folgende Addition
und Skalarmultiplikation definieren nédmlich eine Vektorraumstruktur:

(p+1)(p,a) =@ q) + ¥, 9) , (pp)(p,q) :==p-v(p,q), pEK,

wéihrend die lokale Endlichkeit die folgende Convolution als Multiplikation ein-
zufiithren erlaubt:
(ex ) () =Y (p,r)(r,q).

r€[p,q]

Dies macht Ix (P) zu einem Ring. Einselement ist die Kroneckersche d—Funktion

_J1 fallsp=gq
3(pq) = {O sonst.

Skalarmultiplikation und Convolution erfiillen

plex ) = (pp) x Y = o * (pP),

dieser Ring ist demnach sogar eine K—-Algebra, die Inzidenzalgebra von (P, <)
iiber K.

ii) Von grofler Bedeutung ist die Charakterisierung der invertierbaren Elemente,
also der @ in Ix(P), fiir die es ¢ € Ix(P) gibt mit ¢y x = § und px1 = §. Man
erhélt diese Funktionen mit einem einfachen Argument aus der linearen Algebra,
das die Inzidenzfunktionen mit oberen Dreiecksmatrizen identifiziert, wie folgt.
Bei endlichem P kénnen wir die Halbordnung bekanntlich in eine Totalordnung
einbetten, eine sogenannte topologische Numerierung, d.h. wir kénnen die p € P
so numerieren, dafl
pi < pr =1 < k.

Eine solche Numerierung ergibt die Einbettung

¢ = @ = (p(pi, pr))

von Ix(P) in die Menge der oberen Dreiecksmatrizen iiber K. Diese Einbettung
respektiert Addition und Skalarmultiplikation, und die Convolution entspricht
dem Matrixprodukt. Demnach ist ¢ genau dann invertierbar, wenn die Werte
»(p,p) # 0 sind. Dies gilt auch im allgemeinen Fall solange (P, <) lokal endlich
ist, denn man kann leicht zeigen, dafl die Inzidenzfunktion, die im zweiten Punkt
des Hilfssatzes rekursiv definiert wird, tatséichlich eine Inverse bzgl. Convolution
ist:

6.4.4 Hilfssatz In jeder Inzidenzalgebra einer lokal endlichen Halbordnung
(P, <) gilt fir ¢ € Ix(P):
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e o ist genau dann invertierbar, wenn fir jedes p € P gilt

o(p,p) # 0.

o Ist ¢ invertierbar, dann gilt fiir p=!

o p,p) = ¢(p,p) ",

und

¢ (pg) = Y e pr)e(rg)

r€lp,q)
—ep:p)™" D epr)e (),
r€(p,q]

wobei, wie iblich, [p,q) und (p,q] halb offene Intervalle bezeichnen.
O

Eine besonders wichtige invertierbare Inzidenzfunktion ist die Zetafunktion. Sie
bechreibt ndmlich die Halbordnung P, ist mit dieser identifizierbar:

_J1 fallsp<g,
¢(p.q): {0 sonst.

Thre Inverse heit die Mébiusfunktion von (P,<): pu := (1, fiir die, nach dem
Hilfssatz, folgende Rekursionen gelten: u(p,p) = 1, und fiir p < Q gilt

6.4.5 ppg)=— > wlpr)=— Y urq).

r€(p,q) T€(p,q]

Diese enge Verbindung zwichen Zeta- und Mobiusfunktion liefert uns ein sehr
wichtiges Inversionstheorem, das jetzt angegeben werden soll. In (P, <) heifien
die Teilmengen {q € P | ¢ < p} Hauptideale, wihrend die Teilmengen {q € P |
q > p} Hauptfilter genannt werden.

6.4.6 Die Mdgbiusinversion Sei (P, <) eine lokal endliche Halbordnung, F
und G Abbildungen von P in einen Korper K. Es gilt dann:

e Sind alle Hauptideale von P endlich, dann gilt die folgende Aquivalenz
zwischen Gleichungssystemen:

Vp: Gp)=> Flg) < Vp: Flp)=)_ Glgp

q<p q<p

e Sind alle Hauptfilter von P endlich, dann gilt

Vp: Gp)=Y Flg) < Yp: Fp)=Y up.q)G

q>p qzp
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Beweis: I (P) operiert (von rechts) linear auf dem Vektorraum K¥ :

(F-9)(p):=>_ F(a)p(g,p)-

q<p

Die Giiltigkeit von G(p) = >_ -, F(q), fiir alle p € P, bedeutet unter diesem
Aspekt, dafl G = F' - {, was offensichtlich dquivalent ist zu F' = G - u, bzw. zu
der Giiltigkeit von F(p) = >_ -, G(q)u(q, p), fiir alle p € P.
Das beweist die erste Aquivalenz, die zweite folgt ganz analog, mit der entspre-
chenden Operation der Inzidenzalgebra von links.

O
Eine spezielle lokal endliche Halbordnung ist (N*,|), die Menge der positiven
natiirlichen Zahlen zusammen mit der Teilbarkeit als Relation. Diese Halbord-
nung ist der Untersuchungsgegenstand der Zahlentheorie, ihre Funktion u heifit
deshalb auch die zahlentheoretische Mobiusfunktion. Um ihre Werte explizit an-
geben zu konnen, verwendet man folgende Beobachtungen:

- Man kann anstelle von u(p, q) kurz u(q/p) schreiben, denn die Intervalle
[p, ¢] und [r, s] sind ordnungsisomorph, wenn ¢/p = s/r, so dafl nach obiger
Rekursion gilt u(p, ¢) = p(r, s). Man kann deshalb anstelle von p(p, ¢) auch
1(q/q) schreiben, falls p q teilt.

- Weil ¢ allein durch die Halbordnung bestimmt ist, gilt dasselbe fiir die
Mobiusfunktion, sie ist also “dieselbe” fiir ordnungsisomorphe Halbord-
nungen.

- Man kann die Werte der Mobiusfunktion auf (N*,|) demnach unter Aus-
nutzung der Tatsache berechnen, dafl sie multiplikativ ist:

6.4.7 Hilfssatz Aus den Mdobiusfunktionen pup und pg zweier lokal endlicher
Halbordnungen gewinnt man die Mobiusfunktion upxg von P X Q mit

(P1,q1) < (p2,q2) <= p1 <p2, und 1 < qo,
in folgender Weise:

quQ((p1, a1), (p2,42)) = pp(p1,p2) - HQ(fh, q2)-

(vgl. Ubungsblatt) Um das auf die Mébiusfunktion von (N*,|) anzuwenden be-
merkt man noch, dafi das Intervall [d,n], mit d | n, ordnungsisomorph ist zu
dem cartesischen Produkt

6.4.8 [1,p50] x ... x [1,p5771],

wenn n/d die folgende Primzahlzerlegung hat:

k Ko
n/d=py°-...-p, 1,
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wobei die p; paarweise verschiedene Primzahlen sind und k; > 1. Es folgt jetzt
insgesmt:

r—1
p(n/d) := p(d,n) = p(1,n/d) = T n(1,p}).
=0

Zusitzlich bekommen wir noch aus 6.4.5, dafl (1) = 1, u(p) = —1, wenn p prim
ist, und p(p") = 0, falls r > 1. Dies liefert die gesuchte explizite Formel fiir die
Werte der zahlentheoretischen Mébiusfunktion:

1 falls n =1,
6.4.9 pu(n) = ¢ (—1)" falls n Produkt von 7 verschiedenen Primzahlen ist,
0 sonst.

<

Kehren wir damit zu einer endlichen Gruppenoperation ¢ M und zur Bestim-
mung der Anzahl der Bahnen vom Typ U zuriick. Wir hatten bewiesen, daf3

o= Y ey
ViU<V<@ V]
gilt. Mit Hilfe der Zetafunktion auf der Halbordnung
(L(G)7§), L(G) = {Ui | U’ < G}7
liest sich diese Gleichung so:

Myl = 3 ¢, V)

V<G

G/V]
—— |G\ M.
Vi
In L(G) gibt es zu je zwei Elementen U’ und U* ein eindeutig bestimmtes
Infimum U? A U* und ein eindeutig bestimmtes Supremum U? Vv U*, nimlich

U'ANUF=U'NU*, bzw. U vU* = (U UUY).
Das Quadrupel
(L(G), S, A, V)
ist also ein Verband, der Untergruppenverband von G. Die Werte der Mobius-
funktion auf dem Untergruppenverband von G sind nach obiger Argumentation

ganze Zahlen. Die Matrix u(G) heifit die Mdébiusmatriz von G, und ((G) =
(C(U,U*)) heiBt die Zetamatriz von G.

Die gewiinschte Auflésung nach der Anzahl der Untergruppen vorgegebenen
Typs gelingt mit Hilfe der M6biusinversion, unter Verwendung der Mobiusfunk-
tion des Untergruppenverbandes:

6.4.10 Folgerung Ist M eine endliche Operation und ist U eine Untergruppe
von G, dann gilt fir die Anzahl der Bahnen vom Typ U :

_ 7]
|G\gM| = WVZ:GM((LVNMVL
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Dieses Resultat war im wesentlichen bereits Burnside bekannt, ihm fehlte nur
noch der Begriff der Mobius-Inversion. Ein interessanter Spezialfall ist die An-
zahl der Bahnen vom Typ 1, also der Bahnen der (maximalen) Linge |G| von
G auf M, die Anzahl der asymmetrischen Bahnen:

G \; M| = ﬁ S u(L,U)| Myl.
U<G

Betrachten wir als ein einfaches Beispiel die symmetrische Gruppe S3. Thren
Untergruppenverband zeigt

U5
U4
Ul
UO

wobei
U% = (1), Ut = ((01)), U* = ((02)), U = ((12)), U* = ((012)), U° = Ss.

Es gilt also fiir die Zetamatriz

1 1 1 1 1 1

1 0 0 01

o i rrkyy 1 0 0 1

1 1

1

und ihr Inverse, die Mébiusmatriz,

1 -1 -1 -1 -1 3
1 0 0 0 -1
o i orrkyy 1 0 0 -1
/1*(53) = (M(U U )) = 1 0 —1
1 -1
1

Der Untergruppenverband der symmetrischen Gruppe ist im allgemeinen Fall
allerdings sehr kompliziert und bisher nicht explizit beschrieben. Dagegen ist
L(C,,) leicht anzugeben: Ist C,, = (z | 2™ = 1), dann gibt es zu jedem Teiler d
von n genau eine Untergruppe C(d) der Ordnung d in C),, und es gilt fiir diese:

C(dl) < C(dg) <~ dy ‘ dy.

6.4.11 Folgerung Die Halbordnung der Untergruppen der zyklischen Gruppe
C,, ist antiisomorph zur Halbordnung der Teiler von n.
O
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Die Identitéat
U
|IG\g M| = (U, V)[My|.
oMl = 77 2 M

V<G

kann man noch durch Zusammenfassen von Koeffizienten nach Konjugierten-
klassen von Untergruppen vereinfachen, denn die Fixpunkteanzahl |My| ist
konstant auf den Konjugiertenklassen von Untergruppen von G. Wir betrachten
dazu die Menge L(G) der Konjugiertenklassen von Untergruppen in G:

L(G) := {Uy,...,Us_1}, mit Repriisentanten U; € U;.
Diese Menge ist ebenfalls eine Halbordnung (im allgemeinen aber kein Verband):
Uy <Up = 3UeU,Vel,:U<V.

Mit ihrer Hilfe definieren wir jetzt die rationalen Zahlen

Uil
k= g B = (bik).
bzk |G/U | Uz, V und (G) (bzk)

Vel
Diese Matrix ist die Inverse der sogenannten Markentafel, die bereits Burnside
eingefiihrt hat: B(G) = M(G)~!, mit M(G) := (my), und
G/U,
Mg := IG/U| > i V).
Ul veU
A

Mit Hilfe dieser Matrix B(G), die wir als Burnsidematriz von G bezeichnen
wollen, liest sich jetzt obiges Resultat wie folgt:

6.4.12 Burnsides Lemma: Ist ¢ M eine endliche Operation, dann gilt:

G\, M| | =B(@)-

Ganz analog ergibt sich auch hier eine Moglichkeit, Bahnen nach Gewicht und
Typ abzuzéhlen:

6.4.13 Burnsides Lemma, gewichtete Form: Ist ¢ M eine endliche Ope-
ration, w: M — R, R ein kommutativer Ring, der Q als Teilring enthdlt, w
konstant auf den Bahnen, dann gilt, wenn T; eine Transversale des Stratums
vom Typ U; ist:

Sienw®) | =BG) | Toviee, wim)
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Der Beweis ist im wesentlichen derselbe wie obige Herleitung der konstanten
Form.

Beispielsweise bilden die bereits erwdhnten 6 Untergruppen von S vier Konju-
giertenklassen:

Uy = {U°), U, = {U, U U, Uy, ={U*}, Us = {U°}.

Als Markentafel ergibt sich

M(S3) =

OO O D
OO = W
O N O N
e

und die Burnsidematrix hat die folgende Form:

1/6 —1/2 —1/6 1/2
0 1 0o -1
o 0 1/2 -1/2
0 0 0 1

B(S3) =
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6.5 Konstruktion und Zufallserzeugung von Re-
prasentanten

Hat man mit Hilfe einer Bahnenabzihlung eine Ubersicht iiber die Anzahl un-
numerierter Strukturen, wie z.B. unnumerierter Graphen mit n Punkten, ge-
wonnen, dann entsteht sofort die Frage, wie man diese Strukturen konstruieren
kann. Hierzu ebenfalls einige (aus Zeitgriinden kurze) Bemerkungen.

Zunéchst ein Hinweis, dafl auch hier Doppelnebenklassen verwendet werden
konnen. Eine unmittelbare Konsequenz der Bijektivitét

G(m) = G/Gp,gm — gGrm
ist namlich die

6.5.1 Folgerung Ist oM gegeben, U < G und m € M, dann ist die folgende
Abbildung eine Bijektion:

a:UNG(m) — U\G/Gp, , U(gm) — UgGp,.

Aus jeder Transversalen von U\G/G,, erhdlt man also, durch Anwendung von

a~1, eine Transverale von U \G(m).

6.5.2 Anwendung (Transversalen von G \\Y¥) Betrachten wir, als vielseiti-
ges Anwendungsbeispiel, die Ermittlung einer Transversalen der Symmetrieklas-
sen von G auf Y. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir G < Sx
voraussetzen.

i) Aus der Folgerung gewinnen wir die Bijektion

a: G\Sx (f) = G\Sx/(Sx)y, G(gf) — Gy(Sx)-
Dariiberhinaus kénnen wir ohne Einschrénkung annehmen, dafl
Y =mn,
also G < S, und entsprechend

a: G\Sn(f) = G\Sw/(Sn)y, G(gf) — Gg(Sn)y-

ii) Die niichste Beobachtung, die wir machen, betrifft die Bahn S,,(f). Sie besteht
offenbar aus den Abbildungen f’ € m™ desselben Inhalts A(f’) wie f. Dabei
verstehen wir unter dem Inhalt von f die Zahlenfolge

M) = Ko(f)s s Am—r())s Mi(f) == [FH()],

der Vielfachheiten, mit denen f die Werte ¢ € m annimmt. Ist A = (Ao, ..., Apm—1)
eine Folge der Lénge m aus natiirlichen Zahlen \;,i € m, mit ), A; = n, dann
kiirzen wir dies auch so ab:

AEm n.
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Die Bahn S,,(f) einer Abbildung f vom Inhalt A enthilt also insbesondere die
kanonische Abbildung mit diesem Inhalt:

Hh=00),....(n—1)):=(0,...,0,1,...;1,...om—1,...,m—1).
—— —— A —
Xo(f) A1(f) Am—1(f)

Die Bahn von f mit Inhalt A ist also die Menge
my = {nfy=fror ' |meS,},
und wir haben damit folgendes bewiesen:

6.5.3 G\Sa(f) = G\m3 -

Die Berechnung einer Transversale von G \m™ kénnen wir also schrittweise vor-
nehmen, indem wir sukzessive Transversalen der Teilmengen m% ermitteln:

G\m" = |J G\mi.

AEmn
Die Menge der Bahnen aus Elementen vom Inhalt A wollen wir so bezeichnen:
G\, m" := G\m}.

iii) f € m% kann durch das A\-Tabloid der Urbildmengen f~'(i),i € m, veran-
schaulicht werden:

0. -- i)\o—l

Jo--Jxn-1

wobei die i—te Zeile aus den Elementen von f~!(i) besteht, in natiirlicher Rei-
henfolge, also ip < ... < ix,—1. Die verschiedenen A—Tabloide sind also gerade
die Elemente der Bahn S,,(f)). Es geht also um die Ermittlung der Transversa-
len der Bahnen von G auf den Mengen der A—Tabloide, fiir alle A =, n.

iv) Der kanonische Reprisentant f\ aus der Bahn von f wird durch folgendes

Tabloid visualisiert:
0...\g—1
Ao--- XA+ A —1.

Der Stabilisator dieser Abbildung ist

(Sn) iy = 570, 20-13 D SProndo+ri—13 B .. =1 Sy,

die Untergruppe aller Permutationen = € S, die jede Zeile des Tabloids in
sich selbst iiberfithren. Wir kénnen unser Problem also wie folgt prézisieren: Es
geht um die Bestimmung einer Transversalen von (einer der folgenden bijektiven
Mengen):



278 KAPITEL 6. GRUPPENTHEORIE

6.5.4 G\m% — G\Sn/Sx = G\ (Sn/Sy).

v) Betrachten wir als Beispiel erneut die Graphen mit 4 Punkten und genau 2
Kanten, d.h. n = (3) =6,m =2, A= (4,2). Bevor wir alle 15 (4,2)-Tabloide en
detail hinschreiben, ist es zweckméfig zu bemerken, dafl von jedem Tabloid eine
Zeile weggelassen werden kann, weil diese eindeutig durch die iibrigen bestimmt
ist, d.h. es geniigt, die verkiirzten Tabloide hinzuschreiben. Im vorliegenden Fall
der Graphen mit 4 Punkten und 2 Kanten schreiben wir deshalb nur die zweiten
Zeilen hin, weil diese die kiirzeren sind:

vi) Gems#fl obiger Argumentation sind die Bahnen von G = S; auf der Menge
dieser 15 verkiirzten Tabloide zu berechnen. Dabei ist aber wieder zu beachten,
daf} die 6 Eintrége 0,...,5 € 6 dieser Tabloide, auf denen S,, = Sg operiert fiir
die 6 = (3) Paare {0,1},...,{2,3} von Punkten stehen!
Die Untergruppe

G = 54 — S@

ist die Permutationsgruppe induziert von Sy = ((01), (0123)) auf der Menge der
Punktepaare. Es gilt also

G = Sy = ((13)(24), (0352)(14)).
Eine der beiden Bahnen von S, auf der Menge der 15 (4, 2)-Tabloide ist
w1 = {@727@}7

die andere Bahn wy besteht au den iibrigen 12 Tabloiden. (Dabei verwenden
wir, daf in einer vorbereitenden Abzdhlung die Anzahl 2 der Graphen mit 4
Punkten und 2 Kanten ermittelt werden konnte!)

vii) Reprisentanten dieser Bahnen wg,w; sind die verkiirzten Tabloide zu 45 €
wp und 23 € wy. Daraus ergeben sich die vollstindigen Tabloide

el

123

el

145
23

und

= ‘

Thnen entsprechen die folgenden Abbildungen f, f' € 2?472) :
f = (Oa Oa 0707 17 l)a und f, = (Oa 07 17 1707 0)

viii) Insgesamt haben wir gezeigt, dafl die folgenden beiden Graphen die sdmtlichen
unnumerierten Graphen mit 4 Punkten und 2 Kanten:

N




6.5. KONSTRUKTION UND ZUFALLSERZEUGUNG VON REPRASENTANTEN279

Diese Methode erscheint miihsam. Mit ihrer Hilfe kann man vollstindige Listen
aller dieser Graphen mit bis zu ca. 8 Punkten berechnen. Es bedarf also noch
einiger Verfeinerungen, um solche Kataloge mit bis zu 12 Punkten, beispielswei-
se, zu erstellen. Eine solche ist das Leiterspiel, das die sukzessive Berechnung
nach ansteigender Kantenzahl erlaubt (vgl. Ubungsblatt).

&

Viele mathematische Strukturen wie Graphen, Schaltfunktionen, physikalische
Zustédnde usw. konnen als Bahnen endlicher Gruppen auf endlichen Mengen de-
finiert und damit auch abgezéihlt werden. Natiirlich kann man sie auch auf diese
Weise konstruieren, solange die Gruppe und die Menge, auf der die Gruppe ope-
riert, einigermaflen klein sind. Bei Graphen kann man z.B. einen Katalog aller
Graphen mit 10 Punkten herstellen (das sind etwa 12 Millionen Graphen). Man
will aber oft auch Graphen mit wesentlich gréfleren Punktezahlen untersuchen,
etwa eine Hypothese iiber Graphen testen. Hierbei hilft die folgende Methode
weiter, die eine gleichverteilte Zufallserzeugung von Reprisentanten der Bah-
nen ermoglicht. Sie erodffnet gleichzeitig ein weites Feld fiir die experimentelle
Mathematik, kann man hiermit doch immer dann Strukturen gleichverteilt zu-
fallserzeugen, wenn sie als Bahnen endlicher Gruppen auf endlichen Mengen
definierbar sind.

6.5.5 Der Algorithmus von Dixon und Wilf: Ist oM eine endliche Opera-
tion, dann erhdlt man wie folgt Elemente m € M, die tber die Bahnen gleich-
verteilt sind (d.h. fiir jede Bahn w € G\ M ist die Wahrscheinlichkeit fiir m € w
gleich |G\M|~1):

o Zuerst wdhlt man eine Konjugiertenklasse C' von Elementen aus G mit
der Wahrscheinlichkeit

YA
P(O) = e

fiir irgendein g € C.
e Dann entnimmt man C irgendein Element g.

o Schlieflich wéhit man aus der Menge My der Fizpunkte von g gleichverteilt
ein Element m.

Beweis: Seien C4,...,C, die Konjugiertenklassen von G, mit Reprisentanten
g; € C;. Dann gilt, nach dem Cauchy-Frobenius Lemma:

~ oy i |Cill My,
;p(cl) - Zg‘Mg‘

so dafl p(—) tatséchlich eine Wahrscheinlichkeitsverteilung definiert. Ist jetzt
w € G\ M, dann haben wir

=1

3

p(m € w) = Zp(Ci)p(m € My, Nw)
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Mg, Nw| |Ci|| My, | | Mg, Nw]
— p(Cz 779 T gi 9i
2 PO = 2 Glenan o,

1 1

Nun gilt zudem

DMynwl=> D, 1=3, > 1= [Cul

geEG meEMyNw mew geGm mew

das ist aber gleich |Gy ||lw| = |G, fiir jedes y € w, und wir sind fertig.

O
Die Anwendung dieser Methode zur Erzeugung von Représentanten von G-
Klassen auf YX ist recht einfach, da wir die Fixpunkte fiir diesen Fall genau
kennen.

6.5.6 Folgerung Fiir endliche g X undY liefert der folgende Algorithmus Ele-
mente f € YX, die gleichverteilt iber die G-Klassen sind:

o Zuerst wdhlt man eine Konjugiertenklasse C von G mit der Wahrschein-
lichkeit

_lely e
p(Cv-—-ij;B7P@5,g eC.

e Dann nimmt man irgendein g € C, berechnet dessen Zykeltyp und kon-
struiert ein f € YX, das konstant auf diesen Zykeln ist, und wobei die
Werte auf diesen Zykeln gleichverteilt iber Y sind.

6.5.7 Beispiel Wir wollen nun die Graphen mit vier Punkten zufillig gleichver-

teilt erzeugen. Die Konjugiertenklassen werden durch die Partitionen (4), (3,1),

(22), (2,12) und (1%) von 4 charakterisiert. Die Ordnungen dieser Klassen sind

6,8,3,6 und 1. Die Anzahl zyklischer Faktoren der auf der Menge (3) der Punk-

tepaare induzierten Permutationen sind 2,2,4,4 und 6, so dafl die Zahl der Fix-

punkte auf der Menge 2(2) der numerierten Graphen 4,4,16,16 und 644betr'algt.
2

Damit erhélt man fiir die Wahrscheinlichkeiten die Werte (mit |Sy \\2( )| =11)

117337117117 33"
Dies liefert uns nach der Multiplikation mit dem Hauptnenner 33 die natiirlichen
Zahlen 3,4,6,12.8, aus denen sich nach Aufaddieren 3,7,13,25,33 ergibt. Ein
Zufallsgenerator, der gleichverteilt natiirliche Zahlen zwischen 1 und 33 liefert,
wird nun verwendet, um C zu wéhlen. Wird 1, 2 oder 3 erzeugt, so bedeutet
dies, dafl die erste Konjugiertenklasse gewiihlt ist. Erhalten wir 4, 5, 6 oder 7,
fahren wir mit der zweiten Klasse fort usw. Nehmen wir an, der Generator wiirde
uns 12 ausgeben. Damit ist die Klasse Cy der Elemente mit Zykelpartition (22)
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Abbildung 6.1: Der zufallserzeugte Graph

ausgewéhlt; sie enthélt z.B. die Permutation (01)(23). Diese induziert auf der
Menge

{a ={0,1},b={0,2},c ={0,3},d ={1,2},e ={1,3}, f ={2,3}}

der Punktepaare die Permutation

(01)(23) = (a)(be)(cd)(f)-

Ein Zufallsgenerator fiir Nullen und Einsen wird jetzt eingesetzt, um den zy-
klischen Faktoren (a)(be)(cd)(f) die Werte 0 oder 1 zuzuordnen. Erzeugt er
beispielsweise die Folge 1,0,0,1, so erhalten wir den numerierten Graphen, bei
dem nur die Elemente der Paare a und f verbunden sind. Seine Bahn wird durch

einen Graphen reprisentiert, wie ihn Abb. 6.1 zeigt.
&
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6.6 Normal- und Kompositionsreihen

Es geht jetzt um die innere Struktur von Gruppen, soweit diese mit Ketten
von ineinandergeschachtelten Normalteilern beschrieben werden kann. Erinnern
wir uns deshalb zunéchst daran, dal Normalteiler genau die selbstkonjugierten
Untergruppen N < @ sind, also die Untergruppen mit

VgeG: gNg~' = N.

Dies kiirzen wir so ab: N <. Beispiele sind séimtliche Untergruppen vom Index
< 2, also z. B. die alternierende Gruppe A4, < S,,. Wir wissen auch, daf} genau
die Kerne von Homomorphismen Normalteiler sind, und wir haben gesehen, dafl
die Nebenklassen eines solchen Normalteilers eine Gruppe bilden, die sogenannte
Faktorgruppe
G/N :={gN | g € G}.
Sie ist das Bild des Homomorphismus
vN:G — G/N, g — gN,

und wir erinnern uns, dafl diese Abbildung vy:G — G/N wuniversell ist bzgl.
der Klasse F der auf G definierten Epimorphismen ist, deren Kern N umfafit,
sowie der Klasse £ der Homomorphismen zwischen Gruppen.

Fiir jeden Homomorphismus ¢: G — H von G in eine Gruppe H ist das Bild
isomorph zur Faktorgruppe nach dem Kern:

Bild(p) ~ G/Kern(y).

Dieses Resultat wurde als Homomorphiesatz bezeichnet (2.3.8). Hierbei ist die
Bemerkung wichtig, dafl der Homomorphismus ¢ eine Bijektion zwischen der
Menge der Untergruppen von G, die oberhalb Kern(p) liegen und der Menge
der Untergruppen von Bild(¢y) stiftet. Diese Bijektion erhilt Durchschnitte und
Erzeugnisse, ist also ein sogenannter Verbandsisomorphismus

6.6.1 ({U < G | Kern(p) < U A, V) ~ ({W < Bild(p)}, A, V).
Hat man zwei Normalteiler M und N in G mit N C M, dann gilt
6.6.2 Der erste Isomorphiesatz

(G/N)/(M/N) = G/M.

Beweis: Wir betrachten das durch einen eindeutig bestimmten Epimorphismus
(Universalitit von vy!) kommutativ ergiinzte Diagramm
UN

G G/N
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Wegen ¢(gN) = gM ist der Kern von ¢ offenbar M /N, die Behauptung folgt
deshalb aus dem Homormorphiesatz.
O

Hat man in G einen Normalteiler N und eine Untergruppe U, dann ist UN
ebenfalls Untergruppe und es gilt

6.6.3 Der Noethersche Isomorphiesatz
U/UNN ~UN/N.

Beweis: Ist ¢ die Einbettung U — UN von U in UN, dann hat ¢ := vy o
als Kern die Untergruppe U N N, diese ist also ein Normalteiler. Wir haben
demnach das eindeutig durch einen Homomorphismus kommutativ ergdnzbare
Diagramm

U i UN/N
vy LU (0
U/UNN

Die Abbildung v ist injektiv und surjektiv, also ein Isomorphismus.
O

Wir betrachten jetzt, fiir eine Gruppe G, sogenannte Normalketten, das sind
Ketten von Untergruppen, bei denen jedes Glied der Kette Normalteiler des
Nachbarn ist:

’}/ZG:GQEGlE....

Sind hier Nachbarn G;,G;;1 stets verschieden, dann spricht man von einer ei-
gentlichen Normalkette. Die Kettenglieder G; heiflen auch die Elemente der Ket-
te, die Faktorgruppen G;/G;41 heiflen ihre Faktoren. Normalketten der Form

vG=Gy>...bGy=1

heien Normalreihen. Sind v, Normalketten, dann heifit v Verfeinerung von
~', wenn alle Elemente G von 4/ auch in 7 vorkommen.

6.6.4 Definition (Aquivalenz von Normalketten) Zwei Normalketten
vG=Gy>...> Gy

und
YV:G=Gy>...>G)

heilen dquivalent, wenn k = [ und

Irm e Sy Gi/Gip1 ~ G;r(i)/Gf/r(i)+1‘
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6.6.5 Beispiele
o Sy Ay Vy:={1,(01)(23),(02)(13),(03)(12)} > {1, (01)(23)} > 1.

e S, > A, >1,ist fiir n # 4 nicht verfeinerbar (s.u.).

6.6.6 Definition (Kompositionsreihen) Eine eigentliche Normalreihe
G=Gy>G1>..>G1>Gp =1

heifit Kompositionsreihe, wenn alle Faktoren einfach sind, d.h. wenn jedes G;
maximaler Normalteiler in G;_; ist. Die Zahl k heifit dabei die Ldnge der Kom-
positionsreihe. °

Kompositionsreihen sind also micht mehr verfeinerbare Normalreihen. Offen-
sichtlich sind eigentliche Normalreihen mit Faktoren von Primzahlordnung Kom-
positionsreihen, insbesondere also auch die obige Reihe der symmetrischen Grup-
pe vom Grad 4:

Si>Ay> V> Cy> 1.

Jede Gruppe besitzt Normalreihen, z.B. G > 1, jedoch nicht immer Kompositi-
onsreihen, was sich an der Gruppe Z zeigen wird. Endliche Gruppen besitzen
Kompositionsreihen.

6.6.7 Hilfssatz Hat G eine Kompositionsreihe der Linge r, so hat jede eigent-
liche Normalreihe von G hdochstens diese Linge.

Beweis: Sei
vG=Gy>G>..>G. =1

eine Kompositionsreihe von G und
V:G=Go>Gi>...>G =1

sei eine Normalreihe. Wir fiithren eine Induktion nach r durch.
r = 1: G ist einfach, also auch s = 1 und damit die Behauptung richtig.

r > 1: Wir unterscheiden drei Fille:

a. Ist G; = G, dann gilt nach Induktionsannahme s —1 < r — 1, woraus die
Behauptung folgt.

b. Ist G} < G, dann ist auch
Gi>Gi>...>G =1

eine eigentliche Normalreihe, nach der Induktionsannahme gilt also s <
r — 1 und damit auch s < r.
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c. Es bleibt der Fall G} £ G; zu diskutieren. Da G; maximal in G ist, ergibt
diese Annahme, daf G = GG/ gilt. Wir betrachten den Schnitt Gy N GY.
Er ist Normalteiler sowohl in Gy als auch in GY. Nach dem Noetherschen
Isomorphiesatz gilt

6.6.8 G/G1:G1G/1/G1’: Q/GlﬂGll, und

Es ergeben sich also die beiden Normalketten

6.6.9 G> Gy > G NG, sowie G> G > G NGY,

und beide sind dquivalent.

Daraus folgt auch, dal G; NG} ein maximaler Normalteiler in G} ist. Aus
der Induktionsannahme folgt aber, dafl jede eigentliche Normalreihe von
Gy eine Linge < r — 1 hat. Jede eigentliche Normalreihe von Gy N G
ist also, wegn 6.6.9, von einer Linge < r — 2, dieser Schnitt besitzt also
Kompositionsreihen (so wie jede Gruppe mit eigentlichen Normalreihen
von beschriankter Linge), und deren Léngen sind zudem < r — 2. Daraus
schlieBen wir, mit Hilfe der zweiten der angegebenen eigentlichen Nor-
malketten 6.6.9, dafl auch G| eine Kompositionsreihe besitzt und deren
Lénge < r — 1 ist. Zusammen mit der Induktionsannahme ergibt das die
Behauptung.

6.6.10 Folgerung Besitzt G Kompositionsreihen, dann gilt:
o Je zwei von diesen sind gleichlang.

e Jede eigentliche Normalreihe kann zu einer Kompositionsreihe verfeinert
werden.

Wir konnen damit den Satz von Jordan und Holder beweisen.

6.6.11 Satz von Jordan und Hoélder Je zwei Kompositionsreihen derselben
Gruppe sind dquivalent.

Beweis: Seien
vG=G>G>..bG. =1udy:G=G>G>...>G. =1

Kompositionsreihen. Wir induzieren nach r. Da der Fall r = 1 klar ist (G ist
dann ja einfach), konnen wir gleich » > 1 annehmen und die folgenden Félle
unterscheiden:

a. G1 = G4, hier folgt die Behauptung direkt aus der Induktionsannahme.



286 KAPITEL 6. GRUPPENTHEORIE

b. Ist G; # G, dann gilt wieder G = G1GY. Wir betrachten Reihen, die
durch Verfeinerung von G; > G7 N G} &> 1 bzw. von der entsprechenden
Reihe fiir G, zu Kompositionsreihen fiihren:

Gi>GNG >G> ...>G =1,
Gi>GiINGI>GY>...>G =1
Nun folgt, aus der Induktionsannahme, dafl
GGG NGE >G> .G =1
dquivalent ist zu v, und dafl
GG GNGE>GE>...>G =1
dquivalent ist zu ~'. Das ergibt schon die Behauptung, denn nach 6.6.8 ist
G/Gy ~G/GiNGY, und G/G) ~ G1/G1 N GY.
O

6.6.12 Satz FEine Gruppe G # 1 besitzt genau dann eine Kompositionsreihe,
wenn folgende beiden Bedingungen erfillt sind:

o Jede absteigende eigentliche Normalkette ist von endlicher Ldnge.

e Jede aufsteigende eigentliche Normalkette eines Elements G’ einer Nor-
malreihe von G hat endliche Linge.

Beweis: Die Notwendigkeit der beiden angegebenen Bedingungen fiir die Exi-
stenz einer Kompositionsreihe ist klar. Zum Beweis der Umkehrung betrachten
wir ein Element G’ # 1 einer Normalreihe von G. Aus der zweiten der angege-
benen Bedingungen folgt die Existenz eines maximalen Normalteilers von G,
woraus mit der ersten Bedingung die Existenz einer Kompositionsreihe von G’
folgt. Setzt man jetzt G’ := G, dann ergibt sich die Existenz einer Kompositi-
onsreihe auch fiir die Gruppe G.

O

6.6.13 Folgerung FEine abelsche Gruppe besitzt genau dann Kompositionsrei-
hen, wenn sie die aufsteigende—Ketten—Bedingung und die absteigende—Ketten—
Bedingung fiir Untergruppen erfillt (d.h. daf$ solche (eigentlichen) Untergrup-
penketten stets von endlicher Linge sind).

7Z besitzt diese Eigenschaften nicht, verfiigt daher auch nicht {iber Kompositi-
onsreihen. Eine nicht abbrechende Kette von Untergruppen bilden beispielsweise
die von den Potenzen einer Primzahl p erzeugten Ideale:

) >®)>E*) ...
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6.6.14 Satz Ist G eine Gruppe mit Kompositionsreihen der Linge r und ist G’
ein Normalteiler von G, dann besitzen sowohl G’ als auch G/G' Kompositions-
rethen, deren Ldngen sich zu v addieren.

Beweis: Ist G’ = 1 oder G’ = G, dann gilt die Behauptung offenbar. Andernfalls
verfeinern wir G > G’ > 1 zu einer Kompositionsreihe:

G>Gi>..bG=G>H >...0 H =1.
Aus ihr ergibt sich r = s + t, sowie die Reihe
G/G'>G/G' > ... G /G = 1.

Diese Reihe ist eine Kompositionsreihe von G/G’, denn v ist ein Isomorphis-
mus zwischen dem Verband der Obergruppen von G’ in G und dem Verband
der Untergruppen in G/G’. Weil G, maximaler Normalteiler in G; ist, ist
demnach auch G;11/G’ maximaler Normalteiler in G;/G’.
Natiirlich ist

GoHb>..oH =1

eine Kompositionsreihe von G’.

O
Eine wichtige Klasse von Gruppen ist dadurch charakterisiert, dal die Fakto-
ren ihrer Kompositionsreihen von Primzahlordnung sind, wir wollen diese aber
anders definieren und spéter die Aquivalenz der verlangten Eigenschaften nach-
weisen.

6.6.15 Definition (Kommutatorgruppe) G sei eine Gruppe.

i) Eine Untergruppe U < G heifit charakteristische Untergruppe, wenn fiir
alle Elemente v der Automorphismengruppe Aut(G) von G gilt

a(U) =U.
ii) Zu zwei Elementen g, h € G heifit
l9.h] == g~'h"gh
ihr Kommutator.

iii) Die von allen Kommutatoren erzeugte Untergruppe
G :=[G,Gl:= (g 'h'gh|g,heq)
heif}t die Kommutatorgruppe von G.

iv) Die héheren Kommutatorgruppen G werden rekursiv so definiert:
Vi>1:GW =[G, gV,

dabei sei GO .= G.
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6.6.16 Hilfssatz Die Kommutatorgruppe ist die kleinste Untergruppe mit abel-
scher Faktorgruppe in G. Sie ist charakteristische Untergruppe.

Beweis:

i) Ein Automorphismus « bildet einen Kommutator auf einen Kommutator ab,

a(lg, h]) = [e(g), a(R)],

das ist ganz leicht nachzurechnen. Die Kommutatorgruppe ist also charakteri-
stisch, insbesondere also normal.

ii) Thre Faktorgruppe G/G") ist abelsch, denn

(gG(l)) ) (hG(l)) _ gG(l)hG(l) — hhflgG(l)gflh hflghhflgflth(l) )

EeTe) =gGO)

iii) Ist andererseits N ein Normalteiler mit abelscher Faktorgruppe, dann gilt,
fur alle g, h € G,

(gh)N = (gN) - (hN) = (hN) - (gN) = (hg)N,

also (gh)N = (hg)N, was
g 'h~lgh e N

und damit G®) C N impliziert.
Ein Beispiel ist die Kommutatorgruppe der symmetrischen Gruppe:

6.6.17 S = 4,.

Tatséichlich ist sogar jedes Element der alternierenden Gruppe ein Kommutator
(vgl. Ubungsblatt).

6.6.18 Definition (auflésbar) Eine Gruppe heifit auflosbar, wenn G Kompo-
sitionsreihen besitzt und diese nur Faktoren von Primzahlordnung haben. .

Man kann zeigen, daf eine endliche Gruppe G genau dann auflésbar ist, wenn
es ein k € N gibt mit G*) = 1. Ebenfalls #quivalent ist, eine Gruppe als
auflésbar zu bezeichnen, wenn die Faktoren ihrer Kompositionsreihen abelsch
sind (denn eine abelsche Gruppe G # 1 ist genau dann einfach, wenn sie zyklisch
von Primzahlordnung ist, und Gruppen von Primzahlordnung sind zyklisch,
insbesondere also abelsch).

6.6.19 Satz Die symmetrische Gruppe S, ist fiir n > 4 nicht auflésbar, da
S,>A,>1

eine Kompositionsreihe ist (A, ist fir n # 4 einfach).
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Diesen auflésbaren Gruppen werden wir im néchsten Semester wieder begegnen,
wenn wir Gleichungen nichtlineare Gleichungen im Hinblick auf ihre Losbarkeit
durch Anwendung arithmetischer Operationen und Wurzelziehen auf die Koef-
fizienten der Gleichung untersuchen (daher haben diese Gruppen néimlich ihren
Namen).

All diese Struktursiitze, insbesondere der Satz von Jordan und Holder, lassen
sich auf Q—Gruppen iibertragen, wie man leicht nachpriifen kann!
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Kapitel 7

Aus der Ringtheorie

Wir kehren jetzt zur Ringtheorie zuriick, die verfeinert werden soll. Es geht
dabei zunéchst um das Verhéltnis zwischen Ringen und Idealen, insbesondere
Primidealen und maximalen Idealen, denn die entsprechenden Faktorringe sind
Integritétsbereiche bzw. Korper. Sie dienen also auch der Konstruktion solcher
Strukturen. Danach diskutieren wir euklidische Ringe und zeigen, dafl diese
Hauptidealbereiche sind und daf§ demnach ihre Elemente eine im wesentlichen
eindeutige Zerlegung in unzerlegbare besitzen, in analogie zu den ganzen Zahlen,
die im wesentlichen eindeutig in Primfaktoren zerlegt werden kénnen.

291
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7.1 Ringe und Ideale

Erinnern wir uns zunéichst an die Definition von Ringen, es sind Mengen R mit
zwei Verkniipfungen + und -, so dafl (R, +) eine abelsche Gruppe, (R,-) eine
Halbgruppe ist, und die beiden Distributivgesetze gelten:

r(s+t)=rs+rt, (r+s)t=rt+ st

Diese Distributivgesetze formuliert man eigentlich besser gleich strukturtheo-
retisch: Links- und Rechtsmultiplikation mit einem Ringelement ist ein En-
domorphismus von (R, +). Das liefert ndmlich sofort, da§ Or = 70 = 0 und
r(—s) = (—r)s = —(rs) gelten!

7.1.1 Beispiele
e Ringe, die wir bereits kennengelernt haben sind die Zahlbereiche Z, Q, R, C.

e Weitere uns bereits bekannte Beispiele sind die Matrixringe {iber diesen,
also z.B. der Ring Z"*™ der aus den n-reihigen Matrizen iiber Z be-
steht, mit der Matrixaddition und der Matrizenmultiplikation als Ver-
kniipfungen.

e Allgemeiner gilt: man kann mit einem Ring R und einer nicht leeren Menge
M die Menge
RM = {f | f:M — R}

aller Abbildungen von M nach R bilden, die mit punktweiser Addition
und Multiplikation,

(f +9)(m) := f(m) +g(m), (f-g)(m):= f(m)-g(m)
offenbar einen Ring bildet.

e Auf solchen Mengen von Abbildungen hat man aber auch Verkniipfungen
verwenden, die nicht die punktweisen sind, z.B. ist RN mit punktweiser
Addition und der Faltung

(f-9)n)=" > f(i)-9())
(4,4):54+j=n

identifizierbar mit dem Ring R[z] der formalen Potenzreihen iiber R, in
der Unbestimmten z. Der Teilring

(RN)I = {f € RY| fast alle f(n) =0}
ist identifizierbar mit dem Polynomring R[z].

e Daneben bieten die Endomorphismenringe abelscher Gruppen eine Fiille
an Beispielen: Ist (A4, ) abelsche Gruppe, End(A) die Menge ihrer Endo-
morphismen, dann ist (End(A),+,-) ein Ring mit

(f +9)(a) := fla) x g(a), (f-g)(a):=(fog)(a)= f(g(a)).
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e Wegen der Distributivgesetze ist offensichtlich jeder Ring mit Einselement
isomorph zu einem Ring von Endomorphismen von sich selbst, denn man
braucht ja nur r € R auf die Linksmultiplikation mit r abzubilden.

<&

Ist R ein Ring mit Einselement — und die meisten in der Vorlesung vorkom-
menden Ringe besitzen ein solches Element —, dann heif3t » € R Finheit, wenn
es ein s € R gibt mit rs = sr = 1. Die Menge aller Einheiten wird so bezeichnet:

E(R) := {r € R| r Einheit},

sie ist eine (multiplikative) Gruppe, die Finheitengruppe von R. Einfache Bei-
spiele sind

E(Z) ={1,-1}, BE(Z¥?) = { <ZZ> ’ det (ZZ) - il}.

Die tragende Rolle, die in der Gruppentheorie die Normalteiler spielen, iiber-
nehmen, wie wir bereits wissen, die Ideale: Eine nicht-leere Teilmenge L von R
heifit Linksideal, wenn fiir alle [,I’ € L und alle r € R gilt:

l-l'eL, rlel.

Analog wurde der Begriff des Rechtsideals definiert. Ideale, die sowohl Rechts-
als auch Linksideale sind, heilen (zweiseitige) Ideale, und wir schreiben hierfiir
auch

I <R

Ideale sind somit Untermoduln.

Schnitte von Idealen sind ebenfalls Ideale, so dal wir von dem Ideal sprechen
konnen, das von einer Teilmenge M C R erzeugt wird; wir bezeichnen es mit
(M). Besteht M aus einem einzigen Element r, dann schreiben wir kurz (r)
statt ({r}). Solche Ideale (r) heifilen Hauptideale, Ringe, deren Ideale sémtlich
Hauptideale sind, dementsprechend Hauptidealringe.

7.1.2 Beispiele Ist R ein Ring, dann enthilt
e R die trivialen Ideale 0 := {0} und R.

e Fiir das von r € R erzeugte Hauptideal gilt:

n
(r) = { xzzsirti—&—rt—kur—&—zr ’ Sisti,u,t € R,z € Z,nm €N }

i=1

Enthélt R ein Einselement, dann reduziert sich dies zu

n
(r) = { T = ZSini
i=1
Ist R zusétzlich kommutativ, dann gilt entsprechend

(ry={x=sr|se R}

neN,s;,t; € R }
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e Sind I,I’ < R, dann ist deren Summe
I+I'={x=i+d|iel,iel}

ein Ideal, das Summenideal. Analog definieren wir

n
(UU:{ngyﬂ;
v=1

das Produktideal.

ueLﬁeﬂmeN},

e Summen- und Produktideal geniigen den folgenden Ungleichungen:

(Ir'ycinrcr+r.

<

Fiir Ringhomomorphismen, also fiir Abbildungen f: R — R’ zwischen Ringen,
mit

flro+m1) = f(ro) + f(r1) und f(ro-71) = f(ro) - f(r1),

sowie f(1r) = 1g/, falls beide Ringe Einselemente besitzen (f nennt man dann
manchmal auch genauer einen Ring-mit-Eins-Homomorphismus), gilt, wie wir
wissen, der Homomorphiesatz fiir Ringe 2.5.7, welcher insbesondere folgendes
impliziert:

e Der Kern ist ein Ideal:
Kern(f) ={re R| f(r) =0r} IR,

und zwischen Bild(f) (einem Ring!) und Kern(f) besteht die folgende
Beziechung:

o: R/Kern(f) ~ Bild(f), r + Kern(f) — f(r).

e Ist umgekehrt I ein Ideal in R, dann ist dieses der Kern des folgenden
Homomorphismus:
vi: R— R/I,r —r+1.

Ideale sind also genau die Kerne von Ringhomomorphismen!

e Ist I ein Ideal in R, dann erhélt man demnach aus der Faktorgruppe
(R/I,+) den Faktorring (R/I,+,-) vermoge

[r]1 - [s]r := [rs]1, wobei [r]; :==r + I.

Die I entsprechende kanonische Abbildung v;:r — [r]; auf die Faktor-
gruppe R/I ist ein Ringepimorphismus mit I als Kern.

7.1.3 Beispiele
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o Als Restklassenring von Z modulo n bezeichnen wir den Faktorring
(Zna -+, ) = (Z/(n)7 =+, ) = (Z/’ﬂ ! Za =+, )

e Ein Ringhomomorphismus zwischen solchen Restklassenringen ist beispiels-
weise

filig — Zsg, z+ (12) — 2+ (3).
Der Kern ist (34 (12)); da f zusétzlich surjektiv ist, gilt also
Zy2/(3+ (12)) = Zs.
Schreiben wir kurz nZ,, fir das Ideal
(n+ (m)) = {0+ (m),n + (m), 20+ (), ...} < Zn,

dann gilt also
212/3212 ~ Zg.

7.1.4 Anwendungen

i) Eine ganz einfache Anwendung der Abbildung von Ringen auf Restklassenrin-
ge ermoglicht eine erhebliche Vereinfachung und Parallelisierung beim Rechnen
mit groflen ganzen Zahlen: Der Chinesische Restesatz besagt:

e Ist R ein Ring mit Einselement und Idealen Iy, ..., I; 1 <R. Die Abbildung
©:R— xR/ Ly r— (r+1Io,...,7 + ;1)

der Ringelemente auf die Folge ihrer Nebenklassen ist ein Ringhomomor-
phismus (wenn X;c;R/I; mit punktweiser Addition und Multiplikation
versehen ist).

e Sein Kern ist

Kern(p) = ﬂ]i,
ict
und ¢ ist genau dann surjektiv, wenn die Ideale paarweise teilerfremd sind:
Vijeti#j: Li+1;=R.
e Diese Abbildung ¢ ist also genau dann ein Ringisomorphismus, wenn der
Schnitt der Ideale das Nullideal ist und je zwei von ihnen teilerfremd sind.

Nehmen wir beispielsweise R := Z und I := (n), I’ := (n’), mit teilerfremden
natiirlichen Erzeugenden n,n’, dann gilt also

Zn.n/ ~ Zn X Zn/.

Das bedeutet: Anstatt in Z,,,,» rechnen zu miissen, kénnen wir demnach auch in
dem kartesischen Produkt der beiden Restklassenringe rechnen.

ii) Eine Anwendung in der Analysis ergibt sich bei der Untersuchung von Null-
stellenvarietdten multivariater Polynome:
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e Sind fo,..., fm—1 € K[zg,...,2n_1 dann bezeichnen wir das von diesen
Polynomen erzeugte Ideal mit

I(fO,'“;fmfl) = (an"'vfm71)~

e In der Analysis, genauer: in der algebraichen Geometrie, betrachtet man
die zugehorigen polynomialen Funktionen

Fi:K" =K, (x0,...,Zn-1) — filToy. ., Tn_1)
und die zugehorige Varietét
V(Fo,.. s Fo1) == {(z0, ..y @n_1) | Vi € m: Fi(zg,...,2n_1) = 0}.
e Man sieht ehr leicht, dafl
(fo,--s fm=1) = (905 --,91-1) = V(Fo,..., Fn_1) = V(Go,...,G_1).

o Zur Varietdt V C K" betrachtet man das Ideal (nachpriifen!)

I(V) = {f € K[an"'axn—l] |V(£C0,...,£L’n_1) € V:F(x(),"';xn—l) :0}

e Es gilt ganz offensichtlich

(va"‘vfmfl) g I(V(an"'afmfl))a

aber nicht immer Gleichheit, was allerhand Fragen aufwirft. Beispielsweise
gilt
(x(Q)’ .’L’?) C I(V(x?)v l‘%)) = (=, y)

Man verwendet dabei insbesondere Grobnerbasen, das sind Mengen von Poly-
nomen, deren hochste Terme HT(f;) ein vorgegebenes Ideal erzeugen:

(HT(fo), -, HT(fm-1)) = (HT(I)),

wobei
HT(I):={kx*|3f € I HT(f) = rx}.

Diese Definition héngt allerdings von dem Versténdnis ab, was mit héchster
Term von f gemeint ist, es braucht die Vorgabe einer Termordnung (vgl. Ubungs-
blatt). <&

Besonders interessant sind die beiden folgenden Klassen von Idealen:

e | < R ist maximales Ideal, wenn I als Ideal maximal in R ist:

VI'<R: [IcI'=1I=R].
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e I < R heifit Primideal, wenn R\I multiplikativ abgeschlossen ist, d.h.:

(R\I,) ist nicht leere Halbgruppe.

Fiir solche Ideale gilt, wie wir bereits wissen (3.8.10), der wichtige Satz:
e Ist R ein kommutativer Ring mit 1, I < R, dann ist

— genau dann Primideal, wenn R/I Integritéitsbereich ist,

— genau dann maximales Ideal, wenn R/I ein Korper ist.

In kommutativen Ringen mit Einselement sind demnach maximale Ideale auch
Primideale. In Z gilt auch die Umkehrung. In vielen Ringen ist das anders,
dort klaffen diese Begriffe auseinander, was wiederum heiflt, dafl die maxima-
len Ideale und auch die Primideale als verschiedene Verallgemeinerungen des
Primzahlbegriffs angesehen werden kénnen.

Der gerade wiederholte Satz ist die strukturtheoretische Grundlage fiir die Kon-
struktion von Integritdtsbereichen und Zahlkérpern — auf die wir noch genauer
eingehen werden. Maximale Ideale in Polynomringen K[z] {iber Kérpern K sind
die von irreduziblen Polynomen f erzeugten Hauptideale (f). Alle Restklassen-
ringe K([z]/(f) sind demnach Erweiterungskorper von K. Wir werden zeigen, daf
man auf diese Weise beispielweise alle endlichen Korper aus den sogenannten
Primkoérpern Z,,, p eine Primzahl, konstruieren kann!

Die Existenz maximaler Ideale folgt — &hnlich wie die Existenz von Basen von
Vektorraumen — mit dem Lemma von Zorn.
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7.2 Ringe von Briichen, Lokalisierung, Quotien-
tenkorper

Wir verallgemeinern zuniichst die Bildung von Q aus Z als Menge der Aqui-
valenzklassen von Briichen ganzer Zahlen. Dazu bemerken wir, daf§ folgendes
leicht nachgerechnet werden kann:

7.2.1 Satz Ist 0 # R ein kommutativer Ring mit Eins und N C R ein Teilmono-
id von (R*,-) (d. h. N ist multiplikativ abgeschlossen, also eine Unterhalbgruppe,
und N enthdilt das Finselement von R), dann gilt:

e Folgende Relation auf R x N ist eine Aquivalenzrelation:
(r,n) ~ (r',n') <= I n" € N:n'(rn’ —r'n) = 0.

e Die Menge [R x N]. der entsprechenden Aquivalenzklassen [r,n). :=
[(r,n)]~, ist zusammen mit den Verkniipfungen
[r,n] + [, 0]~ = [/ +1r'n,nn/] <
und
[r,n]~ - [, n']0 = [rr nn/] <
ein kommutativer Ring mit dem Einselement [n,n]. und dem Nullelement
[0,n]~, sowie mit den additiven Inversen
—[r,n] = [—7,n]~.

Die Teilmenge N heif$t dabei die Nennermenge.

7.2.2 Beispiele Ist R # 0 ein kommutativer Ring mit Einselement, dann sind
R*, E(R) und R\I, fiir jedes Primideal I geeignete Nennermengen. Beispiele
sind also Z*, {1,—1}, und Z\(p), fiir Primzahlen p. )

7.2.3 Hilfssatz N sei eine Nennermenge gemdff 7.2.1. Es gilt:

e Die Abbildung
f:R—[RxN].,r— [rn,n|.
ist ein Ringhomomorphismus mit f(N) C E([R x N].).
o Ist R ein Integrititsbereich, dann ist f sogar injektiv, und wir haben eine

Einbettung
R— [Rx N].,rw[rn,n|.

von R. Wir kénnen in diesem Fall das Element [rn,n]. durch r ersetzen.
Die oben angegebene Aquivalenzrelation vereinfacht sich zu

(ryn) ~ (r',n') <= rn' —r'n=0,

das Element [r,n]~ ist demnach durch den Bruch I ersetzbar. Der so aus
[Rx N]. entstandene Ring heifit Ring der Briiche von R mit Nennermenge
N. Wir bezeichnen ihn mit

B(R,N).
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Beweis:Ubungsaufgabe.
Das bekannteste Beispiel ist natiirlich
Q = B(Zv Z*)v

der Kdrper der rationalen Zahlen. Die herausragende Eigenschaft dieses Ringes
der Briiche ist seine Universalitdt (Ubungsaufgabe):

7.2.4 Satz Ist R ein Integrititsbereich, N eine Nennermenge in R, dann ist
die Finbettung
R — B(R,N)

universell bzgl. der Klasse F der (Ring mit 1)-Homomorphismen von R in Ringe
R’ mit Einselement und der Figenschaft f(N) C E(R'), sowie der Klasse L der
Ring-mit- Fins- Homomorphismen.

7.2.5 Definition (lokale Ringe) Ein Ring R heifit lokaler Ring, wenn R genau
ein maximales Ideal besitzt. .

7.2.6 Satz Ist R ein Integrititsbereich, P ein Primideal in R, dann ist der Ring
der Briiche
B(R, R\P)

ein lokaler Ring.
Beweis: Wir zeigen dafi das Ideal (nachpriifen!)
I;:{% ’ pGP,nGR\P}
genau aus den Nichteinheiten von B(R, R\P) besteht:
a. t¢I=agP="¢cB(R R\P)= ¢ Einheit,

b. I 5> E Einheit, etwa £ - % =1= pa = nn', ein Widerspruch.
~— N~~~
cP ER\P

Als Menge aller Nichteinheiten ist dieses Ideal maximal. Umgekehrt besteht
jedes maximale Ideal aus Nichteinheiten, liegt also in I und ist deshalb gleich I.
O

7.2.7 Beispiel Der Ring der Briiche
B(Z,Z\(p))
ist lokal, falls p eine Primzahl ist. <&
7.2.8 Satz Ist R Integritditsbereich, dann ist der Ring der Briiche
B(R,R")

ein Korper, der sogenannte Quotientenkorper von R.
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Beweis: Das Nullideal ist Primideal, also ist, nach 7.2.6, B(R, R*) lokal und
dessen Nullideal ist maximal, enthélt also alle Nichteinheiten. Demnach ist

B(R, R*) Schiefkérper und wegen der Kommutativitéit auch ein Korper.
O

Das klassische Beispiel hierfiir ist natiirlich wieder
Q:=B(z,7"),

der Koérper der rationalen Zahlen. Ein weiteres Beispiel ist — fiir jeden Korper
K — der Korper
K(z) := B(K[z], K[z]")

der rationalen Funktionen in einer Unbestimmten z. Entsprechendes gilt fiir
mehrere Variable zg, z1,... T, 1.
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7.3 Euklidische Bereiche, Hauptideal- und Gaufibe-
reiche

Wir wissen bereits, daf} in Integritidtsbereichen R eine Division mit Rest moglich
ist, wenn dort eine euklidische Norm existiert, d.h. eine Abbildung 0: R* — N
mit

o Vr,seR*: o(r) <d(rs),
eVzeRyeR dqgreR: [x=qy+r] AN [r=0V((r) <d(y))]
Der Ring R (genauer: das Paar (R, ¢)) heifit dann euklidischer Bereich.
Eine euklidische Norm auf Z ist die Betragsfunktion
0:Z" =N, z— |z,
eine Norm auf dem Polynomring K[z] ist die Gradfunktion
0: Kl[z]" = N, f+ Grad(f).

Jeder euklidische Bereich ist ein Hauptidealbereich, denn jedes Element 0 #
i € I QR ist durch jedes Element # 0 und von kleinster Norm teilbar! Dem-
nach ist beispielsweise Z und jeder Polynomring Klz| iiber einem Kérper ein
Hauptidealring.

Als néchstes wollen wir zeigen, dafl in Hauptidealbereichen so etwas wie die im
wesentlichen eindeutige Zerlegung ganzer Zahlen in Primfaktoren existiert. Es
sei aber gleich betont, dafl es zwei wesentlich verschiedene Moglichkeiten gibt,
den Begriff Primzahl zu verallgemeinern: Dazu wiederholen wir zunéchst die
folgenden beiden Bezeichnungen:

e r ist assoziiert zu s, wenn es eine Einheit ¢t € E(R) gibt mit rt = s, und
das wird wie folgt abgekiirzt:

T~ S.
e 7 ist ein echter Teiler von s, wenn folgendes gilt:
rls A rgER) A Tgs.

Die beiden Verallgemeinerungen des Begriffs Primzahl sind jetzt:

e 1 heillt unzerlegbar, wenn r weder 0 noch Einheit ist und keine echten
Teiler besitzt.

e 7 heiflt prim, wenn r weder 0 noch Einheit ist und
rlst=[r|s VvV r|t]

richtig ist, d.h. r teilt mit einem Produkt auch mindestens einen Faktor.
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Schliefllich sei auch noch betont, daB, fiir § # T C R, die Mengen ggT (T') und
keV(T) wie folgt definiert wurden: r € ggT(T), in Worten: r ist ein grifiter
gemeinsamer Teiler von T, wenn folgende beiden Bedingungen erfiillt sind:

eVteT:r|t.
eVseR[VteT: s|t]=s]|r,
und die Elemente von T heiflen genau dann teilerfremd, wenn
geT(T) = E(R).
r € kgV(T), also r ist ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von T, bedeute, dafl
eViteT: t|r
eVseR: [VteT: t|s]|=r]s.

In Integritédtsbereichen sind Primelemente stets unzerlegbar. Und wir wissen
bereits, da3 in Hauptidealbereichen genau die Primelemente unzerlegbar sind.
Wir hatten aber auch Beispiele von Integritétsbereichen, wie K[z, y] := K[z][y]
und R := {a +by/—5|a,b € Z} C C, die keine Hauptidealbereiche sind.

7.3.1 Definition (Gauf3bereich) R sei ein Integritdtsbereich mit dem Element
r und Nichteinheiten rg,...,7r,,_1 sowie Nichteinheiten sq,...,S,_1.

e 1 heiflt streng zerlegbar, wenn gilt:

0+#r ¢ E(R) A r besitzt echte Teiler.

o [[,c,n i heiBlt dquivalent zu [, si (kurz: [[, r; =[], s:), wenn gilt:
m=n A 37 ESu i ~ Sx()-
e RheiBt Gaufbereich, wenn jedes streng zerlegbare Element bis auf Aquivalenz
eindeutig als Produkt unzerlegbarer Elemente geschrieben werden kann.

Alle Korper sind GauBibereiche, denn es gibt dort keine streng zerlegbaren Ele-
mente. Unser Ziel ist der Beweis der Tatsache, dafl alle Hauptidealbereiche
GauBlbereiche sind.

7.3.2 Definition (Kettenbedingungen) Sei (M, <) eine angeordnete Menge.

e (M, <) geniigt der Mazimal- bzw. der Minimalbedingung, wenn jede nicht-
leere Teilmenge maximale bzw. minimale Elemente enthélt.

e (M, <) geniigt der Aufsteigende-Ketten-Bedingung bzw. der Absteigende-
Ketten-Bedingung, wenn alle aufsteigenden bzw. alle absteigenden Ketten
von Elementen stationdr werden.
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7.3.3 Satz Die Maximalbedingung ist dquivalent zur Aufsteigende-Ketten-Bedingung,
die Minimalbedingung ist dquivalent zur Absteigende-Ketten-Bedingung.

Beweis: Zu einer aufsteigenden Kette
mo < mq <...

betrachten wir U;{m;}. Gilt die Maximalbedingung, dann gibt es darin maxima-
le Elemente, die Kette muf also stationir werden. Umgekehrt gibt es, wenn kei-
ne maximalen Elemente existieren, offensichtlich aufsteigende Ketten, die nicht
stationédr werden. Entsprechend argumentiert man bei absteigenden Ketten und
der Minimalbedingung.

O

7.3.4 Satz Ist R ein Hauptidealbereich, dann gilt die Aufsteigende-Ketten-
Bedingung fiir die Menge (Z,C) seiner Ideale.

Beweis: Ist Iy < I < ... eine aufsteigende Kette von Idealen, dann ist die
Vereinigung I := U1, ihrer Elemente ein Ideal. R ist Hauptidealbereich, es gibt
also ¢ € R mit I = (7). Dieses i liegt in einem der I, nach diesem Element
bleibt die Kette demnach konstant.

O

7.3.5 Satz Jeder Hauptidealbereich ist Gaufibereich.

Beweis:

i) Wir beweisen zunéchst die Existenz der Zerlegung streng zerlegbarer Elemente
in unzerlegbare. Sei r € R streng zerlegbar, R ein Hauptidealbereich. Es gibt
also echte Teiler ¢ von r, etwa r = rgry, r1 ist dann ebenfalls echter Teiler. Wir
haben also die beiden Ketten

(r) C (ro) C R, (r) C (r1) C R.

Der Teiler ¢ von r ist nun entweder unzerlegbar oder streng zerlegbar, in wel-
chem Falle ry = rggro1 gilt, mit echten Teilern, also insgesamt

(’I") C (7’0) C (7’00) CR, (’I“) C (’/‘0) - (’/‘01) CR

usw., und entsprechend mit r1. Nun ist aber R ein Hauptidealbereich, so dafl
(nach 7.3.4) all diese Ketten stationdr werden. Die jeweils vorletzten Ketten-
glieder sind von unzerlegbaren Faktoren von r erzeugt, und das Produkt dieser
endlich vielen (!) Faktoren ergibt r.

ii) Um noch die Aquivalenz dieser Faktorisierungen nachzuweisen, betrachten
wir zwei Zerlegungen
"=Dpo "Ps=4qo" " -qt
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von r in unzerlegbare Elemente aus R. Da die unzerlegbaren Faktoren auch prim
sind, gibt es j mit py | ¢;. Nun ist aber R kommutativ, demnach kénnen wir
ohne Einschrinkung annehmen, dafl j = 0 gilt, also, weil auch gy unzerlegbar
ist,
Do ~ qo, etwa qg = e - pg, mit e € E(R).
Es folgt
r=preps=(ecq) g

Ist s = 1, dann folgt ¢ = 1, und wir sind fertig. Andernfalls argumentieren wir
mit p; wie oben mit py und erhalten schliellich per Induktion, dafl s = ¢ gilt

und die beiden Faktorisierungen dquivalent sein miissen.
O

7.3.6 Folgerung Ist K ein Korper, dann ist K[z] ein Gauflbereich.

Wir haben also insgesamt die folgende Kette von Implikationen (mit den Abkiirzungen
EB fiir Euklidischer Bereich, HIB fiir Hauptidealbereich, GB fiir Gauf3bereich,
IB fiir Integritétsbereich):

7.3.7 Satz Fiir Integrititsbereiche R gelten die folgenden Implikationen:
EB(R) = HIB(R) = GB(R) = IB(R).

Keine dieser Implikationen ist umkehrbar, das sieht man an:

7.3.8 Beispiele

e Die Menge {a+b(*t%=2) | a,b € Z} ist ein Hauptidealbereich, aber kein
Euklidischer Bereich. ( s. T. Motzkin, Bull. Amer. Math. Soc. 55 (1949),
1142-1146)

e Der Polynomring K[z, y] := Kz][y] ist ein GauBlbereich (s.u.), aber kein
Hauptidealbereich (s. 3.8.11).

e {a+bV/—5|a,be Z} ist ein Integrititsbereich, aber kein Gauflbereich:
9=3-3=(24+V=5)(2— V=),

die Darstellung als Produkt unzerlegbarer Elemente ist also nicht bis auf
Aquivalenz eindeutig (s. 3.8.11).

O
7.3.9 Satz In Gaufbereichen sind genau die primen Elemente unzerlegbar.

Beweis: Primelemente sind unzerlegbar, das haben wir bereits gesehen. Die Um-
kehrung folgt (indirekter Beweis) so: Sei r unzerlegbar und Teiler von s - ¢, etwa
r-p=s-t. Nehmen wir an, 7 { s und r t t. Da R Gauflbereich ist, existieren
Zerlegungen s-t = [[r; und r-p = r [ [ p; in unzerlegbare Elemente, und es gilt:
r{r;, also r ~ r;, und damit =[] p; % [] i, ein Widerspruch.

O
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7.3.10 Satz Sind r, s Elemente eines Gaufsbereichs R mit Produktdarstellungen
m m
T sznﬂ 5~ Hp:-“, p; unzerlegbar,
i=1 i=1

dann besitzen diese Elemente grifSte gemeinsame Teiler und kleinste gemeinsa-
me Vielfache, es gilt ndmlich

m m
Hpimn{m“m} c ggT(T, 5)’ Hp?maX{mi,m} € kg V(T, 5)
i=1 =1

Insgesamt gilt also
g9T(r,s) = E(R) - Hpimn{mi’ni}
i=1

und

kgV(r,s) = E(R) - pr_nax{mi,ni}.

Beweis: Ubungsaufgabe.
O

7.3.11 Definition (primitive Polynome) Ist R Integrititsbereich, so heifit
f € R[x] genau dann primitiv, wenn Grad(f) > 0 und die Menge der gemeinsa-
men Teiler aller Koeffizienten von f die Einheiten sind, d.h. wenn

E(R) = ggT {Koeffizienten von f}.

7.3.12 Hilfssatz Ist R ein Integrititsbereich, f € R[z] und r € R, dann gilt:
o | f < r teilt jeden Koeffizienten.
e f € E(R[z]) < f € E(R).

o Ist R Gaupbereich, Grad(f) > 0, dann gibt es ein primitives Polynom
g € R[z] und s € R mit f = sg.

o Ist f =rig1 = rogs mit r; € R und primitiven g;, dann gilt r1 ~ ro und
g1~ g2.

Beweis: Ubungsaufgabe.

7.3.13 Hilfssatz Ist R Gaufbereich, dann sind Produkte primitiver Polynome
in R[x] primitiv.

Beweis: Ubungsaufgabe.
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7.3.14 Satz Ist R ein Gaufbereich, K = B(R, R*) der Quotientenkiorper, f €
R[z] primitiv, dann gilt:

f unzerlegbar in K[x] < f unzerlegbar in R|x].

Beweis:

i) Sei f € R|z] in K[z] unzerlegbar, es gebe also keinen Teiler g € K[z] von f
mit 0 < Grad(g) < Grad(f). Jeder echte Teiler ¢ von f in R[x] ist also vom
Grad 0: ¢ € R. Da f nach Voraussetzung primitiv ist, und ¢ alle Koeffizienten
teilt, gilt ¢ € E(R), d.h. f ist auch in R[z] unzerlegbar.

ii) Sei jetzt f unzerlegbar in R[z] und Produkt f = gh zweier Polynome in K[x],
die echte Teiler seien. Da K der Quotientenkérper von R ist, gibt es a,b € R*
mit ag,bh € R[z]. Es gibt demnach primitive hi, g1 € R[z] mit

abf = abgh = a1b1g1h.

Nach 7.3.13 ist deren Produkt g;hy primitiv. Weil f als primitiv vorausgesetzt
ist, folgt f ~ g1h1, in R[z]. Es ergibt sich

91| f A0 < Grad(g) = Grad(gr) < Grad(f).

Dies impliziert aber den Widerspruch, g; sei ein echter Teiler von f in R[x].
O

7.3.15 Hilfssatz Ist R Gaufbereich mit Quotientenkirper K und primitiven
Polynomen f,g € Rx], so gilt

f~ginRz] < f~ginK[z].

Beweis:

i) Ist f ~ g in K[z], etwa f = eg,e € E(K[z]) = K*, dann gibt es s,t € R* mit
e =s/t, also tf = sg, was f ~ g impliziert, in R[z].

ii) Die Umkehrung ist trivial.

7.3.16 Satz Polynomringe tiber Gaufbereichen sind ebenfalls GaujfSbereiche.

Beweis:

i) Ist R GauBbereich, dann ist R mindestens Integritdtsbereich. Bezeichnen wir
mit K den Quotientenkérper, dann ist K[z] Hauptidealbereich, also Gaufbe-
reich.

il) Wir beweisen zunichst die Erzistenz von Faktorisierungen streng zerlegbarer
Polynome f in unzerlegbare.
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1. Sei f ein primitives streng zerlegbares Polynom in R[x]. Wegen 7.3.14 ist
es auch in K[z] streng zerlegbar, und es gelte dort:

f=Dpi-Dps,
mit unzerlegbaren p;. Wir wéhlen a; € R* mit a;p; € R[z] und dann
b; € R* mit
a;p; = bip; € R[z], p; primitiv.
Es gilt dann, fir a := [ a;,b:=[] bs:

af =bpr---ps.

Nun sind aber auch die p; unzerlegbar in K[z]. Da sie primitiv sind, sind
diese Polynome nach 7.3.14 auch unzerlegbar in R[x]. Nach 7.3.13 ist auch
deren Produkt primitiv. Da f zu diesem Produkt in K[z| assoziiert ist, gilt
das auch in R[z], nach 7.3.15. Demnach ist f selbst Produkt unzerlegbarer
Polynome aus R][z].

2. Sei f € RJx] jetzt irgendein streng zerlegbares Polynom in R[x]. Wir
unterscheiden zwei Fiille:

a) Ist f € R, dann gibt es, da R GauBbereich ist, unzerlegbare a; mit
f =ai---ay. Eine solche Zerlegung ist in R bis auf Aquivalenz ein-
deutig, also auch in R[z]. Bei f € R gilt also die Behauptung.

b) Ist f ¢ R, dann gibt es d € R* mit f = dg und einem primitiven
g € Rlz]. Wie unter 1. ergeben sich Zerlegungen g = p1---ps, d =
dy - - - dp, also auch Faktorisierungen von f:

f=di--dppr--ps.
iii) Zum Beweis der Aquivalenz zweier solcher Zerlegungen betrachten wir

f=di--dpp1---ps=e1--exqr- G,

mit unzerlegbaren d;,e; € R, und unzerlegbaren p;,q; € R[z]\R, von denen
wir ohne Einschréinkung annehmen konnen, sie seien zusétzlich auch primitive
Polynome. Es gilt dann

d1"'th61"'€k, in R.

Da R GauBbereich ist, impliziert dies die Aquivalenz dieser beiden Produkte. Die
Produkte d; - - - dp, und e; - - - e; sind dann auch in R[z] dquivalent, insbesondere
gilt h = k.
Auch die polynomialen Faktoren p; - - - ps und ¢ - - - ¢; sind assoziiert in R[z], al-
so auch in K]z], dies ist aber ein GauBlbereich, also sind sie dort sogar dquivalent,
und insbesondere gilt s = t. Geeignete Paare sind also assoziiert in K[z], nach 7.3.15
auch assozilert in R[x], so dafl diese beiden Produkte sogar in R[z] #quivalent
sind. Insgesamt ergibt sich daraus die Aquivalenz der beiden Faktorisierungen
von f.

O
Wiederholte Anwendung dieses Satzes ergibt
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7.3.17 Folgerung Ist R ein Gauftbereich, n € N, dann ist der Polynomring
Rlx1,...,xy] == R[z1,...,2n_1][Tn]
ein Gaufibereich.

7.3.18 Unzerlegbarkeitskriterien Sei R ein Integrititsbereich, dann gilt im
Polynomring Rlx]:

e Die linearen Polynome f =r + sx,s € E(R), sind simtlich unzerlegbar.

o Fir alle r € R ist f(xz) € R[z] genau dann unzerlegbar, wenn f(x + 1)
unzerlegbar ist.

e Ist R sogar Gauf$bereich, f € R[x] primitiv, dann ist f, als Polynom tiber
K = B(R, R*), genau dann unzerlegbar, wenn f auch iber R unzerlegbar
15t.

e Ist R =17, f € Zlx] primitiv und unzerlegbar iber Z, (genauer: f, das
aus [ durch Reduktion der Koeffizienten modulo p hervorgeht) und teilt p
den Leitkoeffizienten nicht, dann ist f auch in Z[x] unzerlegbar.

e Kriterium von Eisenstein: Ist R Gaufbereich, f = I a;z' € R[z| pri-
mitives Polynom, p € R ein Primelement, fir das in R gilt:

pTG/nap I Qnp—1,pP ‘ An—2,.--,P | a’07p2 Ta07
dann ist f iber R unzerlegbar.

Beweis: Das Eisensteinkriterium zeigen wir indirekt: Ist f = > a;2* = gh, mit
g= > bxt,h =3 c¢;z’, dann teilt p entweder by nicht oder ¢y nicht, 0.E. p t .
Da p kein Teiler von a,, ist, gibt es einen kleinsten Index ¢ mit p 4 b;. Nun ist
aber

a; = bco + (b,;lcl + ...+ boci)7

wobei p den eingeklammerten Summanden auf der rechten Seite teilt, aber nicht
b;co, also auch nicht a;. Damit ist ¢ = n, und der Grad von h ist Null. Da f als
primitiv vorausgesetzt war, ist h € E(R).

O

Das Eisensteinkriterium veranlaft uns zu folgender

7.3.19 Definition (irreduzible Polynome) Ein Polynom f € R[z]*, R Gauf}-
bereich, heifit irreduzibel, wenn fir g, h € R[z] gilt:

[f=9h = Grad(g) =0 V Grad(h) =0]

Im Falle, daf} f primitiv oder R ein Korper ist, sind Unzerlegbarkeit und Irre-
duzibilitdt gleichwertig.
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7.3.20 Beispiele

o f(x):=2+4x+62%+42% +2* = (r+1)* +1 ist iiber Z unzerlegbar nach
dem Eisensteinkriterium, damit ist y* + 1 unzerlegbar iiber Q.

o f:= —135+ 17z — 822 + 2? ergibt, modulo p = 2, das Polynom f =
1+ 2 + 2% € Zy[z], das dort unzerlegbar ist, denn eine Zerlegung miiBte
einen Linearfaktor enthalten, 1+ x + 22 also eine Nullstelle besitzen, was
offensichtlich nicht der Fall ist. Also ist f € Z[z] irreduzibel.

e Mit Hilfe einer Kombination des Eisensteinkriteriums mit dem Transfor-
mationskriterium ergibt sich auch die Unzerlegbarkeit der wichtigen Kreis-
teilungspolynome

P —1

O, (x) := p— =P 4P 4+ 1eZ[x],

fiir Primzahlen p. Denn

> )=apt 4+ (P)ar2 4 (P)ar—3 4 P
plz+1) =2 +(1>x )+ +p—1

ist unzerlegbar nach dem Eisensteinkriterium.
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7.4 Zerlegung von Ringen und Moduln

Die Struktur eines Ringes R wirkt sich auch auf die Struktur von R-Moduln aus,
insbesondere gewisse direkte Zerlegung von R in Ideale. Zu deren Beschreibung
dienen insbesondere Ringelemente der folgenden Form:

7.4.1 Definition (Idempotente) Idempotente in R sind die Elemente e € R
mit
0+#e=e

Sie heiflen zentral, wen sie im Zentrum von R liegen, d. h. wenn er = re, fiir
alle r € R. Zwei Idempotente e, f € R heiflen orthogonal, wenn

ef = fe=0.

Demnach gilt fiir Idempotente e und alle n € N* : " = e # 0. Idempotenten
stehen deshalb diejenigen r € R gegeniiber, fiir die es n € N* gibt mit ™ = 0,
solche Elemente heiflen nilpotent.

7.4.2 Beispiele

i) In einem Ring R mit Einselement ist mit einem Idempotent e auch 1—e ein
Idempotent, und diese beiden Idempotente sind orthogonal. Sie ergeben
eine direkte Zerlegung von R in Linksideale, die sogenannte Piercesche
Zerlegung

R=Re® R(1—e).

ii) Ist n > 1 eine natiirliche Zahl mit Primfaktorzerlegung

T
oI
i=1

(also p; # pj, fiir i # 7, und a; > 0), dann sind die Quotienten n; := n/p;*,
1 =1,...,r teilerfremd, es gibt also z; € Z* mit

T
Znizi =1.
i=1
Die Restklassen dieser Summanden in Z,, also die
€ = n;z; + (n) € Zn,

sind orthogonale Idempotente: Die Orthogonalitéit folgt aus der Teilbarkeit
von n;n; durch n. Die Idempotenz ergibt sich aus der Tatsache, daf} die
é; eine Zerlegung der Eins ergeben:

1226_17

denn hieraus folgt durch Multiplikation mit é; und mit der Orthogonalitét:
s _ 52
€; = €57
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iii) Dreiecksmatrizen mit Nullen auf der Hauptdiagonalen sind nilpotent.

iv) In Integritéitsbereichen ist nur das Einselement idempotent und nur das
Nullelement nilpotent.

<

Das letzte Beispiel 1d8t sich leicht verallgemeinern: Jede Zerlegung 1 = ). ¢;
der Eins in paarweise orthogonale Idempotente ergibt eine direkte Zerlegung
von R in Linksideale:

7.4.3 R = @iR6i~

Wenn die Idempotente zusétzlich noch zentral sind ergibt sich daraus ein sehr
wichtiges Resultat iiber Zerlegungen von R-Moduln:

7.4.4 Satz R sei ein Ring mit 1,1 =), e; eine Zerlegung der Eins in zentrale
und paarweise orthogonale Idempotente, M ein R-Linksmodul. Dann gilt:

o Aus der Zerlegung der Eins des Ringes ergibt sich eine eine direkte Zerle-
gung von M in R-Linksmoduln:

rRM = ®;e; M.
(Entsprechendes gilt natirlich fir Rechtsmoduln!)

e Das zweiseitige Ideal Re; = e; Re; ist ein Unterring von R mit Einselement
e;, es gilt
R = ®;e; Re;.

o ;M ist ein e;Re;-Linksmodul. Jede direkte Zerlegung
EZM:Ll@@Lk

von e;M in e;Re;-Untermoduln L; kann als Zerlegung in R-Untermoduln
aufgefaft werden.

Beweis:

i) Wegen re;m = ejrm ist e;M ein Untermodul. Die Summe ), e;M dieser
Untermoduln ist M : m = 1m = ), e;m, und sie ist direkt: 0 = ), e;m; ergibt,
durch Multiplikation von links mit e;, dal 0 = e;m;.

ii) e; Re; ist additiv und multiplikativ abgeschlossen, also Unterring. e; ist offen-
bar das Einselement, und die angegebene direkte Zerlegung folgt unmittelbar
aus 7.4.3.

iii) Die L; sind, nach Definition, e;Re;-Untermoduln. Sie sind aber auch R-
Untermoduln, bzw. kénnen als solche aufgefafit werden. Jedes | € L; ist ja von
der Form e;m, so dafl wegen der Orthogonalitit folgt

rl =re;m = ( E rey)eim = ( g eyrey)eim = e;reje;m = e;re;l € Lj.
174

v



312 KAPITEL 7. AUS DER RINGTHEORIE

Die Setzung rl := (e;re;)l definiert also eine R—Linksmodulstruktur auf L;.

0O
Die Isomorphiesétze tibertragen sich von Gruppen auf Moduln, wenn man “Nor-
malteiler” durch “zuléssige Normalteiler”, d.h. durch “Untermoduln” ersetzt. Es
gilt vor allem

7.4.5 Der Satz von Jordan und Hélder Besitzt ein R-Linksmodul Kompo-
sitionsreihen, dann sind diese paarweise dquivalent.

7.4.6 Beispiele

i) Kompositionsreihen n-dimensionaler Vektorrdume V' sind von der Form
V=WVw>Vi>...>V,=0,

mit dim(V;) =n —i.

ii) Ist R ein euklidischer Bereich, p € R prim, dann ist

R/(p") > (p)/(®") D> @*)/(@") > ... 2> " ")/®") > @")/(®P") =0

die einzige Kompositionsreihe des Faktorrings R/(p™). Um das einzusehen, be-
trachtet man den kanonischen Epimorphismus

Vpny:T =1+ (p"),

von R auf den Faktorring. Ein Ideal I im Faktorring ist Bild eines Ideals J aus
R, welches (p™) umfafit. R ist Hauptidealring, es gibt also ¢ € R mit J = (q).
Ist jetzt p™ die maximale Potenz von p, die in ¢ aufgeht (R ist GauBbereich!),
also ¢ ~ p™, und damit I = (p™)/(p"™).

iii) Dagegen besitzen Moduln, die direkte Summe M = M; & M> von nicht
trivialen Untermoduln M; sind, mehr als eine Kompositionsreihe, da andernfalls
M D M; D0und M D My D 0 eine gemeinsame Verfeinerung besitzen miifiten,
was nicht sein kann, da keiner dieser Untermoduln im anderen liegt. <&

Wir heben Moduln mit eindeutig bestimmter Kompositionsreihe hervor, sie
sollen einreihig heilen. Moduln, die von einem Element erzeugt werden, also
M = g{m) = Rm, nennen wir zyklisch. Unser Ziel ist der Beweis der Tatsache,
daf jeder endlich erzeugbare R-Linksmodul M direkte Summe von zyklischen
Untermoduln ist, wenn die beiden Moduln g R und Rpg einreihig sind. Der Beweis
erfolgt iiber zwei Hilfssétze:

7.4.7 Hilfssatz Ist R ein Ring mit Fins und besitzt g R Kompositionsreihen,
dann auch jeder zyklische R— Linksmodul Rm.

Bewei: Rm ist isomorph R/Kern(v), wenn v der folgende R—Epimorphismus
ist:
viR— Rm,r—rm.

Als Faktormodul von R besitzt Rm mit gR, nach 6.6.14, Kompositionsreihen.
(Der Kern des R—Homomorphismus v ist iibrigens das Ordnungsideal Ord(m).)
O
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7.4.8 Hilfssatz Ist R ein Ring mit Einselement, M ein endlich erzeugbarer
R—Linksmodul, rR und Rg einreithig, dann gibt esn € N,m; € M,i € n, mit

M= @Rmi.

1EN
Beweis:

i) Wir zeigen, dafl diese Bedingung von jedem Erzeugendensystem {m; | i €
n},n € N, erfilllt wird, fiir das die Summe ), [(Rm;) der Langen {(Rm;) der
Kompositionsreihen der erzeugten zyklischen Moduln minimal ist. Ist ein solches
Erzeugendensystem {m; | i € n} gegeben und gilt 0 = >, r;m;, dann ist zu
zeigen, daf alle r;m; = 0. Wir fiithren einen indirekten Beweis.

ii) Nehmen wir also an, es gibe Indizes 7 mit r;m; # 0. Weil Rp einreihig ist,
gibt es ein grofites Rechtsideal r; R zu diesen Koeffizienten r; mit r;m; # 0, und
wir konnen ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dieses sei roR.
In 7o R liegen alle r; mit r;m; # 0, es gibt demnach ¢; € R mit rqq; = r;, falls
rym; # 0. Sei go = 1 und noch ¢; := 0 gesetzt, falls r;m; = 0. Wir haben dann

n—1 n—1
0= rim; =To (mo + qimi> =:Tromy.
i=0 i=1

ili) Wir fithren jetzt einen Widerspruch herbei durch Nachweis von I(Rmy) <
I(Rmy). Dazu betrachten wir die kanonischen Epimorphismen v bzw. v/ von g R
auf Rmg bzw. auf Rm(. Wegen der Einreihigkeit von pR liegt einer der beiden
Kerne im anderen. Weil rgmg # 0, aber rom(, = 0, gilt, haben wir demnach

Ord(mo) = Kern(v) C Kern(v') = Ord(m/).
Es folgt [(Ord(myg)) < I(Ord(m()) und damit
[(Rmb) = I(rR) — [(Ord(})) < U(F) — Ord(ma)) = U( Rrmo).

Da, mit {mg, m1,...,mu_1} auch {m{, mq,...,m,_1} Erzeugendensystem ist:

n—1

/ § :
mo=mgy — qimmyg,

i=1

nach der Definition von my, steht also I[(Rmy) < [(Rmg) im Widerspruch zur
angenommenen Minimalitdt der Langensumme Y I(Rm;). Es muf also auch
rym; = 0 gelten.

O

7.4.9 Folgerung Ist R ein Ring mit Einselement, und sind die beiden Moduln
rR und Rg einrethig, dann ist jeder endlich erzeugbare R-Linksmodul M direkte
Summe von zyklischen, also einreihigen, Untermoduln.

O
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7.5 Abelsche Gruppen, Normalform von Matri-
zen

Wie wir bereits gesehen haben, kann man solche direkten Zerlegungen, deren
Existenz in 7.4.9 nachgewiesen wurde, ggf. aus Zerlegungen der Eins in zentrale
orthogonale Idempotente bekommen. Es folgen zwei sehr wichtige Anwendungs-
beispiele. Interessant ist insbesondere, dafl die Herleitungen der beiden Resultate
im wesentlichen die gleichen Argumente verwenden!

7.5.1 Der Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen Jede endliche abel-
sche Gruppe ist direkte Summe zyklischer Untergruppen von Primzahlpotenzord-
nung.

Beweis: (A, +) seieine endliche abelsche Gruppe, n := |A| > 1. A ist, wie bereits
erwiahnt, ein Z-Modul,

_Ja+...+a, z-mal, falls z > 0,
MYl —a—. . —a, (—2z)-mal, falls z < 0.

Wegen na = 0 kann A auch als Z,-Modul aufgefafit werden, vermoge
za = za, falls Z=z+ (n) € Z,,0 < z < n.

Nun sei wieder n = [[, p{* die Primfaktorzerlegung von n, n; := n/p;*, z; € Z*
mit >, niz = 1, e; 1= niz;, & = €; + (n) € Z,. Wie oben bereits diskutiert,
sind die é; zentrale orthogonale Idempotente, die eine Zerlegung der Eins in Z,
bilden, ), & = 1, und wir erhalten daraus direkte Zerlegungen Z, = @®;€;Zn
sowie
A= @A = @i A

Die erste der beiden direkten Summen ist eine Zerlegung von A als Z-Modul,
die zweite ist eine Zerlegung von A als Z,-Modul. Die Summanden sind dabei,
als Teilmengen von A, gleich: e; A = €; A.
Die e; A sind sogar Zp:i-Moduln, denn pfie; A = nz; A = 0. Die Ringe Zp;w sind
einreihig, nach 7.4.9 ist also e; A eine direkte Summe zyklischer Untermoduln.
Diese haben, als Faktormoduln von Zp?%, als Ordnung eine Potenz von p;.

O
Analog verlauft der Beweis von

7.5.2 Die Jordansche Normalform einer quadratischen Matrix Jede
quadratische Matriz endlicher Reihenzahl tiber einem algebraisch abgeschlosse-
nen Zahlkérper kann auf Blockdiagonalgestalt transformiert werden, wobei die
Bliocke die folgende Form haben

A 0
1
0 1 A

mit einem Figenwert X der betrachteten Matriz.



7.5. ABELSCHE GRUPPEN, NORMALFORM VON MATRIZEN 315

Beweis: A sei eine n x n-matrix {iber K, einem algebraisch abgeschlossenen
Korper (d. h. jedes Polynom in K[z] zerféllt in Linearfaktoren.

i) Der Vektorraum K™ wird zu einem K[z]-Modul, wenn wir die Operation eines
Polynoms ), k;z" als Anwendung der linearen Abbildung definieren, die durch
Einsetzen der Matrix in das Polynom entsteht:

(Z Iii(Ei) SV = Z kAL 0.

ii) Ist jetzt E; der j-te Einheitsvektor, 0 < j < n — 1, dann hat (aus Dimensi-
onsgriinden) der Epimorphismus

Klz] — K[z]Ej, (Z Kix') — (Z kix') - Bj = ZHiAi . E;

einen nicht trivialen Kern, also ein Ideal, das von einem normierten Polynom
vom Grad > 0 erzeugt wird. Es folgt

Kla]Ej ~ K[z]/(g5)-

iii) Der Vektorraum K" wird vom Produkt ¢ = g - - - ¢,,—1 der diese Kerne erzeu-
genden Polynome ¢; annulliert und kann deshalb als K[z]/(¢)-Modul aufgefaft
werden. Ist jetzt ¢ = [[, pi* die Primfaktorzerlegung von ¢, mit normierten un-
zerlegbaren und paarweise verschiedenen Polynomen p;, dann erhalten wir —
ganz wie im Beweis des Hauptsatzes iiber abelsche Gruppen — aus den teiler-
fremden r; := ¢/p;* eine Zerlegung der Eins:

1= Zrisi, s; € Klz]*.
i
Die Restklassen ¢é; der Summanden e;, also
& =r;s; + (q),
sind zentrale orthogonale Idempotente mit
Kn = @le}K” = @ieiK",

sowie ;K" = ¢;K™.

Der Unterraum e;K" ist K[z]/(p;*)-Modul also Modul iiber einem einreihi-
gen Ring und deshalb Summe von Unterrdumen U;;, die zyklische K[z]/(p;*)-
Moduln sind, d. h. isomorph zu Faktormoduln nach den Idealen dieses Rings:

Ui = Klalus; ~ Kla]/(p}*)/(p;)/ (0") ~ Klz]/(p;").

Insgesamt haben wir also die folgende Zerlegung von K™ als direkte Summe
erhalten:
K" = @; D, K[l‘]u”
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Es bleibt die Wirkung der Matrix A auf Basen dieser Unterrdume K[z|u;; zu
berechnen.

Wir verwenden dazu die Voraussetzung, dafl K algebraisch abgeschlossen ist, die
unzerlegbaren Polynome, insbesondere auch die p;, sind also linear: p; = x — \;,
fiir ein geeignetes \; € K. Die Potenzen p¥, 0 < k < b;; — 1, bilden also eine

Basis von K[x]/(pf”) ~ U;;. Es gilt also
_ 2 bij—1
Uij =< Uij, Pilhiz, Pi Wiy - - 5P Wij > .
Wir brauchen jetzt nur noch zu bemerken, dafl

T N * k+1
Apiug; = xpiui; = Nipiwij 07 Uiy,

Die Matrix der Einschrankung von A auf den Unterraum U;; hat also wirklich
die Form

A 0
1
0 1N

Dabei zeigt die letzte Spalte dieser Matrix, daf3 \; tatséchlich ein Eigenwert von
A ist.
O



Kapitel 8

Aus der Korpertheorie

Wir kommen jetzt — nach der Einfithrung in die Ringtheorie — zu einer
Einfiihrung in die Kérpertheorie. Die Schilderung der Grundbegriffe dieser Theo-
rie wird mit dem Ziel betrieben, ein paar der klassischen Probleme aus der grie-
chischen Geometrie zu behandeln, deren Losung die Entwicklung dieser Theorie
benotigte und deshalb erst in den letzten beiden Jahrunderten gelungen ist.
Es sind dies insbesondere die folgenden Probleme aus der Theorie der von den
Griechen seit dem siebten Jahrundert vor Christus entwickelten Geometrie der
Konstruktionen mit Zirkel und Lineal:

e Sind beliebige Winkel auf diese Weise, das heifit unter ausschlielicher
Zuhilfenahme von Zirkel und Lineal, drittelbar?

e Kann man einen vorgegebenen Wiirfel verdoppeln, d. h. aus einer vorgege-
benen Strecke der Linge r mit ausschliellicher Hilfe von Zirkel und Lineal
eine Strecke der Linge ¥/2 - r konstruieren?

e Ist die Quadratur des Kreises moglich, d.h. kann man aus einer vorgegebe-
nen Strecke r eine Strecke der Linge r/7 mit Zirkel und Lineal konstru-
ieren, also die Seitenlinge eine Quadrats mit dem Flicheninhalt 7 - 72?

317
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8.1 Primkorper, Korpererweiterungen

Korper sind insbesondere Ringe, wir erinnern uns deshalb zun&chst an eini-
ge wichtige Begriffe aus der Ringtheorie. Ist R ein Ring mit Eins, dann heif}t
Char(R) := |{(1g)], also die Ordnung der von der Eins erzeugten Untergruppe
der additiven Gruppe von R, die Charakteristik von R. Ist diese nicht endlich,
dann spricht man oft, anstelle von Charakteristik oo, von Charakteristik 0, denn
die Charakteristik definiert man oft auch als den nicht negativen Erzeuger des
Kerns von
frRiZ— R, z+— z-1p.

Einen Unterschied macht das genau dann, wenn fg injektiv ist; dann ergibt
sich bei der ersten Definition oo als Charakteristik, im anderen Fall 0. Ist R ein
Integrititsbereich, dann ist seine Charakteristik 0 (bzw. 0o) oder eine Primzahl.
Ist T ein Teilring von R (also auch 17 = 1), dann hat T dieselbe Charakteristik
wie R.

8.1.1 Definition (Primkorper) Ist K ein Koérper, dann heifit der kleinste
Teilkorper Py, also
Pe:= (L,

L<K

der Primkérper von K. °

Ein wichtiges Beispiel ist Q, ein Korper, der sein eigener Primkorper ist (denn
Py enthélt Z und Q = B(Z,Z*), der Quotientenkérper von Z):

Q=Py=P=Pc.

8.1.2 Satz Ist K ein Korper, dann hat K entweder die Charakteristik 0 oder p,
mit einer Primzahl p. Dementsprechend ist der Primkorper Px von K entweder
isomorph zu Q oder zu Z,.

Beweis: Die Abbildungen fg bzw fz, sind universell bzgl. der Klassen
Fo := {fx | Char(K) = 0},

bzw.

Fp = {fx | Char(K) = p},
sowie der Klasse £ der Kérpermonomorphismen. K enthélt also entweder Q oder
Ly,.
Enthélt K den Korper Z,, dann ist p die Charakteristik. Sie muf} eine Primzahl

sein, denn andernfalls géibe es Nullteiler. O

8.1.3 Definition (Erweiterungskérper, Zwischenkodrper, Koérpergrad)
Sind K, L und M Koérper, dann heif}t

e L Erweiterungskorper von K, wenn K Teilkérper von L ist (ganz genau
ist ein Erweiterungskorper eigentlich ein Paar (L, ¢), mit einem Mono-
morphismus e: K — L.) Wir schreiben dafiir auch kurz L : K, und wir
identifizieren K mit e(K).
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o M heifit Zwischenkdrper von L : K, wenn gilt K < M < L.

e Als Grad der Korpererweiterung L : K bezeichnen wir die K-Dimension
von L:
[L: K] := dimg(L).

Dementsprechend unterscheiden wir endliche und unendliche Korperer-
weiterungen.

8.1.4 Beispiele Bekannte Beispiele von Korpererweiterungen bzw. von Zwi-
schenkorpern sind:

e Der Korper C := {a + bi | a,b € R} der komplexen Zahlen ist ein Erwei-
terungskorper des Korpers R der reellen Zahlen:

eR—-C,a—a+0-1.
Ganz analog ergibt sich die Korpererweiterung C : Q.
e R ist Zwischenkorper von C : QQ, und fiir die Grade gilt:
[R:Q] =00, [C:R]=2.
(Die erste Gleichung gilt, weil andernfalls R abzihlbar wiire.)

e Jeder endliche Korper K hat einen endlichen Primkérper, also einen Prim-
kérper isomorph Zj,, mit p := char(K). K ist zudem endliche Erweiterung
seines Primkorpers und hat deshalb die Ordnung p”, fiir geeignetes n € N*.

O
8.1.5 Der Gradsatz Ist K< M <L und [L:K] €N, dann gilt:
[L:K]=[L:MM:K].

Beweis: Wir wissen, dal — nach dem Lemma von Zorn — jeder Vektorraum
Basen besitzt. Sei etwa

L=y<bi|i€I> M=x<cj|jcT>.

Die Menge
{bicj |Z€I,j€j}

ist linear unabhéngig iiber K : Sind nédmlich I bzw. J endliche Teilmengen von
7 bzw. von J, dann gilt

0= Z Kijbicj = Zbl Z K,ijCj.

i€l jed iel  jeJ
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Wegen der linearen Unabhéngigkeit der b; (iiber M) ist > jeg Fijc; =0, wegen
der Unabhingigkeit der ¢; (iiber K) ergibt sich daraus ;; = 0, fir allei € I,j €
J.

Wegen der vorausgesetzten Endlichkeit der K—Dimension von L sind demnach
7 und J endlich.

Die ¢;b; erzeugen L, denn jedes A € L ist eine M—Linearkombination der b;,i €
T, etwa X = >, iu;b;, und jedes p; eine K—Linearkombination der ¢;,j € J :
pi = > Kijc;. Insgesamt folgt

A= E mjbicj.
.3

Die K—Dimension von L ist also |Z| - |J| = [L : M][M : K], wie behauptet.
0O

8.1.6 Definition Fiir Teilmengen 7' C L und Erweiterungen L : K bezeichnen
wir als den von T erzeugten Teilkorper den kleinsten Zwischenkorper, der T
enthalt:
K(T) := N M.
M:TCM<L,K<M
Statt K({t}) schreiben wir kurz K(t), Zwischenkorper dieser Form heiflen ein-
fache Erweiterungen. °

Das Standardbeispiel fiir eine einfache Erweiterung ist C = R(¢). Leicht nach-
zuweisen ist, daf} fiir sukzessives Erweitern folgendes gilt:

8.1.7 (K(To)(T1) = (K(T1))(To) = K(To U Ty) =: K(Tp, Th).
8.1.8 Definition (Polynomfunktion, Wurzel) Sei L : K eine Kérpererweiterung.
o Zu f =Y a;xt € K[x] ist

F:L—L, A > aN

die zugehorige Polynomfunktion.

e Unter einer Wurzel von f versteht man eine Nullstelle von F', also ein
A €L mit F(A) =0.

Es sei erneut daran erinnert, daf§ die Zuordnung f — F im allgemeinen nicht
injektiv ist, da also f nicht immer aus F' rekonstruiert werden kann. Z.B. ist
iiber Zy die Polynomfunktion zu f; = 22 +z wie die zu f, = 0 die Nullfunktion!
Polynomfunktionen und Polynome miissen also streng auseinandergehalten wer-
den! Der folgende Satz iiber die Existenz von Wurzeln in Erweiterungskorpern
ermoglicht gleichzeitig die Konstruktion derartiger Erweiterungen und ist von
entsprechend grofier Bedeutung;:
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8.1.9 Satz Ist K ein Korper, f € K[z] mit Grad(f) > 0, dann ist gibt es
Erweiterungskorper L : K, in denen f Wurzeln besitzt.

Beweis: Da K[z] GauBbereich ist, gibt es Polynome ¢, h mit f = gh und h irredu-
zibel. (h) ist maximales Ideal, L := K[z]/(h) also ein Korper. Die Einschrinkung
der natiirlichen Abbildung v(;) auf K, also

viny | KiK — Klz]/(h)

ist injektiv, denn h ist nicht konstant. L = K[z]/(h) ist also ein Erweite-
rungskoérper von K. Aufierdem gilt, wenn f = >, a2’

> ai(vy (@) = vy (f) = vy (9h) = Okgal/(n)-
V(n)(z) ist demnach eine Nullstelle von F. O

8.1.10 Folgerung Ist K ein Korper, f € Klz], Grad(f) > 0, und f = gh mit
einem irreduziblen h € K(z], dann ist die Restklasse v,y (x) eine Wurzel von f
in dem Erweiterungskorper L := Klz]/(h).

8.1.11 Beispiele Der Ubergang von einem Kérper K zu einem Erweiterungskorper
K[z]/(h) ist ein wichtiges Konstruktionsverfahren, wie die folgenden Beispiele
zeigen:

e Das Polynom 1422 € R[z] ist irreduzibel, der Kérper R[x]/(1+2?%) enthiilt
also Wurzeln von 1 + 22. Man rechnet leicht nach, da8

o:R[z]/(1 +2?) - C, a+bx+ (1 +22) — a+bi
ein Isomorphismus ist (dabei ist ¢ das Bild von z + (1 + z?)).

e Das Polynom 1 + x + 22 € Zy[x] ist ebenfalls irreduzibel, hat also eine
Wurzel in Zo[z]/(1 + 2z + 2?), einem Kérper, der aus 4 Elementen besteht:

Zolz]/(1 + = + 2?) = {0,1,7,1 + z},

wobei die folgende Abkiirzung benutzt wurde: f := f + (1 + x + 22).
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8.2 Ring- und Ko6rperadjunktion

8.2.1 Definition (Ringadjunktion, Kérperadjunktion) Sei jetzt L : K eine
Korpererweiterung.

o Als Finsetzung von A € L oder auch als Auswertung an der Stelle A be-
zeichnen wir den Ringhomomorphismus

vr A K[z] = L, f— F(N).

e Sein Bild heiit Ringadjunktion von A an K:
K] := ¢ora(K[z]) ~ Klz]/Kern(¢k,»)-

e Unter der Kdérperadjunktion von X\ an K verstehen wir die bereits erwéhnte
einfache Korpererweiterung

K(\) = N M.

M:AEM,K<M<L
[ ]

Mit Hilfe dieser Begriffe werden nun die Elemente einer Korpererweiterung in
die zwei Klassen der algebraischen und der transzendenten Elemente eingeteilt:

8.2.2 Definition (algebraisch, transzendent, Minimalpolynom) Sei wie-
der L : K eine Korpererweiterung, A € L.

o Ist Kern(pk,n) # 0, dann heifit A algebraisch, andernfalls transzendent
iiber K. In Worten: A ist genau dann algebraisch iiber K, wenn es in K[z]
Polynome mit A als Wurzel gibt.

e Ist A algebraisch, dann heifit das eindeutig bestimmte normierte Polynom
kleinsten Grades fx x, das A als Wurzel hat, Minimalpolynom von A. Der
Grad dieses (irreduziblen) Polynoms heiit auch der Grad von A:

Grad(A) := Grad(fx )

o L : K heifit algebraische Erweiterung, falls alle A € IL algebraisch sind,
andernfalls heifit sie transzendente Erweiterung.

8.2.3 Beispiele
e i € C ist algebraisch iiber R, fr; =1+ 2%

o K(z) = B(K[z],K[z]*) heifit der Kérper der rationalen Funktionen tber
K, x € K(z) ist transzendent iiber K.
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e ¢,m € R: Q sind transzendent, der Beweis iibersteigt allerdings den mo-
mentanten Stand der Vorlesung.

<

8.2.4 Satz Sei A € L transzendent, L : K eine Kdrpererweiterung. Dann gilt:
o K(\) ~K(zx),
o [K(\): K] = o0,
e \" n >0, ist ebenfalls transzendent tber K,

e K(A\) DK(A?) DK(AY) D ... ist eine unendliche Kette, die nicht stationdr
wird.

Beweis:

i) Die Einbettung ¢:K[z] < K(z) ist universell bzgl. der Klasse F der Ein-
setzungshomomorphismen ¢x ) und der Klasse £ der Kérpermonomorphismen.
Es gibt demnach genau einen Homomorphismus ¢, der folgendes Diagramm
kommutativ ergénzt:

K[z K(z)

PR, '

L

Diese Abbildung ¢ ist ein Kérpermonomorphismus und hat als Bild gerade K(A).

ii) Die Potenzen 1, A\, A2, ... von X sind linear unabhingig, denn andernfalls giibe
es ein Polynom f mit F'(\) = 0.

iii) Ware A" algebraisch, dann gébe es a; mit ), a; """ = 0, also ein Polynom
mit Wurzel \.

iv) Die Ungleichung K(\?) < K() ist klar. Gleichheit ergiibe A € K(\?), also
existierten nach i) f € Klz], g € K[z]* mit A - G(A\?) = F(\?). Ist f = > a;a°
und g = > bz, dann wiirde also gelten

Z bi)\2i+1 — ZGM%-

Mit ii) ergiibe das f = g = 0, im Widerspruch zu g € K[z]*.
O

8.2.5 Folgerung Der Kirper K(z) der rationalen Funktionen diber K ist im
wesentlichen die einzige einfache transzendente Erweiterung von K.
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8.2.6 Satz Ist L : K eine Korpererweiterung, A € L algebraisch, dann gilt:
e Kern(pk ) = (fra),
o K(N) =K[},
o [K() : K] = [K[A] : K] = Grad(fi»),
e K\ =K(\) =g< 1, A, ..., ACradN -1 5

Beweis:
i) fi,x liegt im Kern von g » und ist das normierte Polynom kleinsten Grades
mit dieser Eigenschaft, erzeugt also dieses Ideal.

ii) K[A] ist isomorph zu K[z]/(fk ), also Korper. Als Koérper zwischen K und
K(A) ist er, wegen der Minimalitéit von K(\) gleich diesem.

iii) Die Potenzen 1, A, ..., ACGTad(M =1 gind linear unabhiingig, denn fr,» ist ein
Polynom mit minimalem Grad und A als Wurzel. Wegen

K(A) = KA = K[z]/(fx,»)

gilt aber auch [K(A) : K] = Grad(fx,»), insgesamt ergibt das die beiden letzten
Punkte der Behauptung.
O

Zusammen mit 8.2.4 ergibt das die folgende wichtige Aquivalenz:
8.2.7 Folgerung Fiir Korpererweiterungen IL : K gilt:
A €L : K algebraisch <= [K(X): K] € N.
8.2.8 Satz
o [L:K]eN=L:K algebraisch.
e [L:K]eN «— I\ €L:)\; algebraisch AL =K(Ag, ..., Ap—1).

Beweis:
i) Ist [L : K] endlich, dann gilt, wegen 8.1.5, fiir jedes A € L:

L K] = [L:KO]K(A):K],

also ist A algebraisch nach 8.2.7.

ii) Ist [L : K] endlich, dann gibt es eine endliche K-Basis von L, etwa
L=x< A0, sAn_1>.

Diese \; erzeugen endliche Erweiterungen, sind also algebraisch, und sie erzeugen
L.

iii) Ist umgekehrt
L=K(MXo,--y A1),
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mit algebraischen J\;, die I erzeugen, dann ist jedes A; natiirlich auch algebraisch
tiber K(Xo, ..., Ai—1), also (mit K(0) := K)

n—1

IL: K] = J]KAo,- .. A) : Ko, -5 A1),

=0

und damit endlich.
O

8.2.9 Hilfssatz Ist L = K()\) eine einfache algebraische Erweiterung, K < M <
L und fu =Y., a;z’, dann gilt

M = K(ao, . ..,an).
D. h. der Zwischenkérper M ist durch (die Koeffizienten von) fy s bestimmit.
Beweis: Fiir M’ := K(ao, ..., a,) < M gilt:
v = fwrx
Das impliziert die Gleichheit der Grade der entsprechenden Erweiterungen:
M) : M] = [M/(A) : M)

Nun gilt aber L = K(A) = M(XA) = M/()), also folgt nach dem Gradsatz die
Gleichheit
M: K] =M :K],
was mit M’ C M die behauptete Identitit von M und M’ liefert.
O

8.2.10 Satz Genau die einfachen algebraischen Koérpererweiterungen besitzen
nur endlich viele Zwischenkdorper.

Beweis:

i) Sei L : K einfache algebraische Korpererweiterung, etwa L = K(X), M ein
Zwischenkdrper. Nach 8.2.9 ist dieser Zwischenkorper durch das Minimalpoly-
nom von A iiber M vollstindig bestimmt. Dieses Minimalpolynom teilt aber das
Minimalpolynom von A iiber K, und es gibt nur endlich viele solcher normierten
und unzerlegbaren Teiler.

ii) Sei jetzt umgekehrt L : K eine Korpererweiterung mit nur endlich vielen
Zwischenkérpern M. L : K ist nach 8.2.4 (vierter Punkt) algebraisch, und jede
Kette

K(Ag) CK(Ao, A1) C ...

wird stationér, es gibt also A; mit
KXoy -y Am) =L

Es bleibt also zu zeigen, dafl K(Aq, ..., Ap,) eine einfache Erweiterung von K ist.
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e Ist K ein endlicher Kérper, dann ist, wegen [L : K] € N, LL endlich. Weiter
unten werden wir zeigen, daf} also L* zyklisch ist, d.h. von einem Element
A erzeugt wird (s. 9.1.2).

e Ist K unendlich, dann betrachten wir zu den x € K die Zwischenkorper
K, =KX\ + £A1).

Von diesen kénnen nur endlich viele verschieden sein. Da K unendlich ist,
gibt es also k1, ke € K* mit k1 # ko, aber K., = K,,. Fiir diese gilt

Ao + K1 — ()\0 + Iig)\l) =\ (Iﬁ)l — Iig) S KKQ =\ € KK2,
——
#0
)\0 = ()\0 + Hg)\l) — Kol = K()\O,Al) < KKQ.
—_—

€K, €K.,
Also ist K(Ag, A1) = K(Ag + k2A1), und durch Induktion zeigt man, dafl
auch K(Ao, ..., Ay ) eine einfache Erweiterung ist.

O

8.2.11 Satz Ist M ein Zwischenkdrper von L : K, dann ist L : K genau dann
algebraisch, wenn dies sowohl fir I : M als auch fir M : K gilt.

Beweis: Ist L : K algebraisch, dann sind alle A € L algebraisch iiber K und damit
erst recht iiber M, also ist I : M algebraisch, was natiirlich auch fiir M : K gilt.
Sei umgekehrt A € L algebraisch iiber M, etwa fyrx = Y ¢ a;z'. Da auch M : K
als algebraisch vorausgesetzt wird, ist M’ := K(ao, . . ., a,,) eine endliche Erwei-
terung: [M’ : K] € N. Wegen fuy,n € M'[z] ist A auch iiber M’ algebraisch, also
[M'(A) : M'] € N, insgesamt ist

IM/(A) : K] = [M/(A) : M'][M : K] € N.

A ist demnach auch iiber K algebraisch.

8.2.12 Satz Ist L : K eine Korpererweiterung, dann ist auch
AL :K) :={X € L | X algebraisch iber K}

ein algebraischer Erweiterungskorper von K. Dieser heifst Korper der algebrai-
schen Zahlen von L : K.

Beweis: Wir haben die Korpereigenschaften fiir A(LL : K) nachzupriifen. Sind
A, A2 € A(L : K), dann liegen diese beiden Elemente in der algebraischen
(vgl. 8.2.8) Erweiterung K(A1, A2), also auch deren Summe, Differenz, Produkt
und Quotient (letzteres, falls Ay # 0) und sind deshalb algebraisch.

O
Im Spezialfall A(C : Q) spricht man auch einfach von dem Korper der algebrai-
schen Zahlen. Dieser ist abzédhlbar, es gibt also iiberabzdhlbar viele komplexe
Zahlen, die transzendent iiber Q sind.
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8.3 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Eine Anwendung der Theorie der algebraischen Zahlkorper ist die Beantwortung
der Frage, welche Strecken man in der Zeichenebene R? ausschlieflich mit Hilfe
von Zirkel und (unmarkiertem) Lineal konstruieren kann.

Zur Prézisierung dessen, was hiermit gemeint ist, nehmen wir an, in der Zeiche-
nebene R? seien zwei Punkte gegeben, den einen identifizieren wir mit (0, 0), den
anderen mit (1,0). Es geht um die Frage, welche weiteren Punkte der Zeiche-
nebene man in endlich vielen Schritten aus diesen beiden vorgegebenen Punk-
ten konstruieren kann. Dabei sind folgende Schritte zur Konstruktion weiterer
Punkte sind zugelassen:

e Verwendung des Lineals: Durch zwei vorgegebene oder bereits kon-
struierte Punkte kann man eine Gerade ziehen.

e Benutzung des Zirkels: Um einen vorgegebenen oder bereits konstru-
ierten Punkt kann man einen Kreis mit der Linge einer zuvor bereits
konstruierten Verbindungsstrecke als Radius schlagen.

Als konstruierbare Punkte bezeichnen wir Punkte von R2?, die man in endlich
vielen Schritten mit Hilfe dieser beiden Methoden erhalten kann. Neu hinzukom-
mende Punkte sind also Schnittpunkte von Geraden mit Geraden, von Geraden
mit Kreisen, oder auch von Kreisen mit Kreisen, ausgehend von den beiden
vorgegebenen Punkten.

Die Konstruierbarkeit von Punkten der Zeichenebene formulieren wir zunéchst
um in die Konstruierbarkeit ihrer Koordinaten bzw. in die Konstruierbarkeit
reeller Zahlen: Wir nennen die Zahl r € R konstruierbar, wenn der Punkt (r,0)
auf die gerade beschriebene Weise konstruierbar ist. Es gilt natiirlich:

8.3.1 7, s € R konstruierbar <= (r,s) € R? konstruierbar.

Offenbar sind die natiirlichen Zahlen konstruierbar, also auch die ganzen Zahlen
und damit die rationalen Zahlen. Es gibt aber auch irrationale Zahlen, die leicht
konstruiert werden kénnen. Ein Beispiel ist v/2, da (0,1) und (1,0) konstruier-
bar sind. Die Liange der Verbindungsstrecke dieser beiden Punkte ist ndmlich
V2. Allgemeiner kann man aus konstruiertem r € R die Quadratwurzel /r
konstruieren.

8.3.2 Satz Die konstruierbaren reellen Zahlen bilden einen Zwischenkdorper von

R:Q.

Beweis: Die aus der Schule bekannten Konstruktionen fiir Summe, Differenz,
Produkt und Quotienten zeigen die Abgeschlossenheit der Menge konstruierba-
rer r € R gegeniiber den arithmetischen Operationen, sie bilden demnach einen
Korper. Dafl dieser Korper Q enthélt, ist oben bereits erwédhnt worden.

O
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8.3.3 Hilfssatz Ist L der Zwischenkdrper von R : Q, der die Koordinaten bereits
konstruierter Punkte enthdlt, aus denen r bzw. (r,0) in einem Schritt konstruiert
werden kann, dann gilt:

r e L(v/s), 0 <s el geeignet.

Beweis: Die Koordinaten von Schnittpunkten zweier Geraden sind Lésungen von
linearen Gleichungen mit Koeffizienten in L. Die Koordinaten von Schnittpunk-
ten von Geraden mit Kreisen sind Losungen von quadratischen Gleichungen mit
Koeffizienten in L, dies gilt auch fiir die Schnittpunkte von Kreisen mit Kreisen.
Es bleibt deshalb nur noch zu bemerken, daf§ die Lésungen von 2% +pz+¢ = 0,
mit p, ¢ € L, bekanntlich die Zahlen
p P’
T2 =~ + 1 ¢

sind, also von der Form a + by/s, mit a,b,s € L.
O

8.3.4 Satz Fine reelle Zahl v ist genau dann konstruierbar, wenn es eine end-
liche Kette
Q=K¢iCK;C...CK,CR

von Zwischenkdorpern von R : Q gibt mit
K, =Ki—1(y/7i), 0< 1 €K1,
so daf$ insbesondere gilt:

r €Ky = Q0. /)

Beweis:

i) Die Existenz einer solchen endlichen Kette von Zwischenkérpern folgt induktiv
aus dem Hilfssatz 8.3.3.

ii) Haben wir umgekehrt eine Kette

Q=KycK;c...CK,_1 €K, CR,

mit K; = K;_1(y/r5) und r; € K;_1, so folgt (per Induktion nach n) aus der
Konstruierbarkeit der Elemente von K;_; die Konstruierbarkeit der Elemente
von K; wegen

K; = {a+b\/7“7 ‘ a,b e Kifl}.

a + by/r; ist konstruierbar, wenn a,b und r; konstruierbar sind, denn ,/r; ist
konstruierbar.
O

8.3.5 Folgerung
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o [st r € R konstruierbar, so liegt v in einem Zwischenkdrper K von R : Q
mit [K : Q] = 2", fiir ein geeignetes n € N.

o Transzendente Zahlen (z.B. 1) sind nicht konstruierbar (also ist insbeson-
dere die “Quadratur des Kreises” nicht maoglich: Die Strecke /7 ist nicht
konstruierbar ).

o Ist r € R algebraisch und iiber Q von ungeradem Grad (wie z.B. /2 mit
dem Minimalpolynom x3 — 2), dann ist r nicht konstruierbar und damit
weder die Verdoppelung des Wiirfels (“Delisches Problem”: konstruiere aus
r die Strecke r - \3/5, deren dritte Potenz 2 - 13 ist) noch die “Dreiteilung
des Winkels” mit Zirkel und Lineal zu bewerkstelligen.

Beweis: Die ersten beiden Behauptungen, und damit auch die Unlosbarkeit der
Quadratur des Kreises, sind nach dem Vorangegangenen klar.

Die dritte Behauptung folgt aus der Tatsache, dafl kein Zwischenkérper einer
Erweiterung vom Grad 2" einen ungeraden Grad haben kann. Das ergibt die
Unlosbarkeit des Delischen Problems. Zur Dreiteilung des Winkels bemerken
wir, dal cos 20° nicht konstruierbar ist: Wegen cos 3ac = 4 cos® o — 3 cos a gilt,
fiir a := cos 20°: )

4a® —3a = =
a a 0%

a ist also Wurzel von f := 823 — 6z — 1, einem irreduziblen Polynom, denn
fl(x+1)/2) =2® +32* -3

ist irreduzibel nach Eisenstein. Somit gilt [Q(a) : Q] = 3. O
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8.4 Zerfallungskoérper, mehrfache Wurzeln

Wir haben bereits gesehen, daf} es zu jedem f € K[z] Erweiterungen L : K gibt,
in denen Wurzeln von f existieren. Es geht jetzt um Erweiterungen, in denen
alle Wurzeln liegen:

8.4.1 Definition (Zerfillungskoérper) Ist f € K[z] vom Grad n > 0, dann
heifit ein Erweiterungskorper L von K Zerfallungskérper von f iiber K, wenn f
dort in Linearfaktoren zerfallt, d. h. wenn es Kk € K und \; € L. gibt mit

n—1
f=k H(m - \),
i=0

und L minimal ist mit dieser Eigenschaft, also
L=KAo,---sAn-1)-
[ ]

Aus dem Satz iiber die Existenz von Erweiterungskorpern, die Wurzeln enthal-
ten, ergibt sich induktiv:

8.4.2 Folgerung Zu jedem f € K[z] mit n := Grad(f) gibt es Zerfillungskorper
L mit [L : K] < nl.
O

Jetzt soll bewiesen werden, dafl Zerfillungskorper eines Polynoms im wesentli-
chen eindeutig bestimmt sind. Dazu zeigen wir vorbereitend:

8.4.3 Satz Sind K,K' Korper, p: K ~ K’ ein Isomorphismus, ¢ seine Erwei-
terung auf Klz], f € Klz] irreduzibel, X eine Wurzel von f in L : K, X eine
Wurzel von @(f) in L' : K/, dann gibt es eine Fortsetzung

e KO\ ~K'(\)
mit *(A\) = N.

Beweis: Wegen der Bijektivitdt von ¢ gibt es eine eindeutig bestimmte kommu-
tative Ergénzung ¢* des folgenden Diagramms:

Kz]—7 K'[x]
405 V@)
KLzl/(f) K@)
~K(X) ~K’(\)
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8.4.4 Folgerung Ist f € Klz] irreduzibel mit Wurzeln Mg, N1 € L : K, dann
gibt es einen Isomorphismus ¢*:K(XAg) ~ K(A1) mit p(No) = ©(A1), der K
elementweise fest lifit: o*(k) = K, fir alle k € K.

O

Der néchste Schritt ist die Verallgemeinerung auf beliebige Polynome:

8.4.5 Satz Ist f € K[z] von positivem Grad, L : K ein Zerfillungskorper von
f, ¢ K =~ K und L' : K' ein Zerfillungskorper von ¢(f), dann gibt es eine
Fortsetzung ®: L. ~ I von ¢.

Beweis: Induktion nach [L : K].

i) n =1: Wegen L. = K gibt es x,x; € Kmit f = x[[,(z — ;), denn L : K ist
ja als Zerfallungskorper vorausgesetzt. Daraus ergibt sich

2(f) = o(r) [ [ (@ = o(r:)

und damit L' = K’, so dafl ® := ¢ die Behauptung erfiillt.

i) n > 1: Ist fy irreduzibler Teiler von f und Ao eine Wurzel von fy, dann ist
?(fo) ein irreduzibler Teiler von @(f). Ist A eine Wurzel von &(fy), dann gibt
es nach 8.4.3 eine Fortsetzung ¢*: K(Ag) ~ K'(Aj) von ¢ mit ¢*(Ag) = Aj. Nun
ist L Zerfiallungskorper von f iiber K(Ag) und L' Zerfillungskérper von @(f)
iber K'(Ag). Da [L : K(X\g)] < [L : K] gilt, kénnen wir die Induktionsannahme
zum Beweis der Existenz einer Fortsetzung ®: 1L ~ I von ¢* verwenden. Wegen
O(k) = ¢*(k) = @(k), fiir alle k € K, ist sie auch Fortsetzung von .

O

8.4.6 Folgerung Zu je zwei Zerfillungskérpern von f € Kz] diber K gibt es
einen Isomorphismus, der K elementweise fest lafit. Zerfallungskorper sind al-
so im wesentlichen eindeutig bestimmt. Man spricht deshalb auch oft von dem
Zerfillungskorper von f tber K.

O

Ein Polynom f € K[z]* hat im Zerfillungskorper L : K genau Grad(f) (nicht
notwendig verschiedene) Wurzeln. Die Zerlegung

Grad(f)—1
f =K H (I — )\1)
i=0
ist, bis auf die Numerierung der \; eindeutig bestimmt. Sind Ag, ..., \._1 die

verschiedenen Wurzeln, dann gilt

r—1

f= ﬁH(m — )™

0
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Die eindeutig bestimmten n; heiflen die Vielfachheiten der ;. Sie sind un-
abhéngig von der Wahl des Zerfallungskorpers L.
Ist f =7 a;z’, dann heifit das Polynom

n

= Z(z ca;)rt!

1
die (algebraische oder auch formale) Ableitung von f.

8.4.7 Satz Ein Polynom f € K[z] von positivem Grad hat genau dann mehrfa-
che Wurzeln, wenn f und f' einen nicht konstanten Teiler in K[x] gemeinsam
haben.

Beweis: Wir betrachten f vom Zerfiallungskérper L : K aus, A € L sei eine
mehrfache Wurzel.

i) Ist (x — A)™, m > 1, ein Teiler von f, dann ist, nach der Produktregel der
Differentiation, (z —\)™~! ein Teiler von f’, das Polynom z — \ also ein gemein-
samer Teiler von f und f’, in L[z]. Wiren diese beiden Polynome teilerfremd
in K[z], so géibe es (da K[z] euklidisch ist!) p, ¢ € K[z] mit fp+ f'qg = 1. Letz-
tere Gleichung gilt aber auch in L, im Widerspruch zur Existenz des bereits
gefundenen gemeinsamen Teilers.

ii) Sei p € K[z] ein gemeinsamer Teiler von f und f’, A € L eine Wurzel von p.
Dann gilt in L[z] die Gleichung f = (z — \)g, mit einem geeigneten ¢ € L[z].
Die Produktregel liefert jetzt f' = ¢+ (x — A\)¢’. Da 2 — X\ das Polynom [’ teilt,
ist also # — \ ein Teiler von ¢ und damit f = (x — \)?g, es gibt also tatsiichlich

mehrfache Wurzeln.
O

8.4.8 Hilfssatz Fir irreduzible Polynome f € K[z| gilt:

e f hat genau dann mehrfache Wurzeln, wenn " = 0.
o Ist char(K) =0, dann hat f nur einfache Wurzeln.

o Ist char(K) = p > 0, und hat f mehrfache Wurzeln, dann gibt es g € K[z]
mit f = g(zP).

Beweis:
i) Die Existenz mehrfacher Wurzeln ist #quivalent zur Existenz gemeinsamer
nicht konstanter Teiler von f und f’. Ein solcher Teiler von f ist aber, wegen der
Irreduzibilitdt, zu f assoziiert. Wegen Grad(f') < Grad(f) — 1 ist die Existenz
mehrfacher Wurzeln also dquivalent zu f’ = 0.
ii) Da f nicht konstant ist, folgt, mit char(K) = 0, da f’ # 0, nach i) gibt es
also keine mehrfachen Wurzeln.
iii) Da nach i) f/ =Y (ia;)z"~! = 0, kann wegen char(K) = p ein Koeffizient a;
hochstens fiir durch p teilbare Indizes ¢ von 0 verschieden sein, es gilt also

F= 0 = ) = g(a”)
i=0 J
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O
Nach 8.4.7 kann man das Vorhandensein mehrfacher Wurzeln unter anderem
anhand der Existenz gemeinsamer Teiler von f und f’ feststellen. Es soll des-
halb an den FEuklidischen Algorithmus erinnert werden, der der Ermittlung
von grofiten gemeinsamen Teilern in euklidischen Bereichen dient (vgl. 3.8.5):
Schrittweise Division mit Rest (solange bis die Division aufgeht) ergibt ein Ele-

ment r,, € ggT (f, f') :

=1 a+n
= ri-g+r
e = T2-q3+ 73

Tm—2 = Tm—1'qm +7Tm

Tm—1 = Tm Qdm+1
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8.5 Symmetrische Polynome, Diskriminate und
Resultante

Ein weiteres Verfahren zur Feststellung, ob mehrfache Wurzeln vorliegen, ist die
Betrachtung der Diskriminante, deren Einfithrung jetzt vorbereitet werden soll.
Dazu sei 0 # R ein kommutativer Ring mit 1.

8.5.1 Definition (symmetrische Polynome) Die symmetrische Gruppe S,
operiert kanonisch auf dem Polynomring R[zo,. .., Z,_1]:

Sn X Rlzo,...,2n-1] = Rzo, ..., Tn-1], (7, f) = [(Tr0,. -, Ta(n-1))-
Die Invarianten dieser Operation, also die Polynome f mit
VrmeSy: nf=f
heiflen symmetrische Polynome. °

8.5.2 Beispiele

e Die elementarsymmetrischen Polynome: Diese sind die Bahnensummen
der Polynome xqg---x;,1 € n:
Ugn) =To+...+Tp-1,
aén) =ToT1+ ... +X0Tp—1 +T1T2+ ... + Tp_92Tp_1,

(n) .
On = Tox1 Tp—1-

SchlieBlich setzen wir noch Uén) := 1. Fiir diese Polynome schreiben wir

auch kurz og,01,...,0,, falls n feststeht.

e Die symmetrischen Potenzsummen: Das sind die Bahnensummen der Po-

Q.
lynome x§:
n
Sg ) =r9+ ...+ Tp-1,
(n) ._ .2 2
Sy =xp A ...+ T,
(n) . i i
S =xpt ...+ x,_q,
Diese Polynome kiirzen wir auch mit sq, s9,...,s; ab.

<&

Es gibt weitere Serien symmetrischer Polynome, die von Interesse sind (vgl.
Ubungsblatt).
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8.5.3 Hilfssatz Sei f = Y a;2' € R[z] und R ein Teilring von R mit f =
gil(x—pi), pi € R. Dann gilt, wenn 3; die Polynomfunktion zu o; bezeichnet
und Z(()") =1

n

F=Y" (0" (po, . pn1),

=0

d.h. die Koeffizienten von f “sind symmetrische Funktionen in den Wurzeln”.

Zum Beweis braucht man [[(z — p;) nur auszumultiplizieren. O

8.5.4 Folgerung Sind Xy, ..., \p—1 die Wurzeln von f =" a;z" in einem
Zerfallungskorper L : K, dann gilt fir die Werte der elementarsymmetrischen
Funktionen Zgn) auf den Wurzeln von f:

2 Aoy Anor) €K

8.5.5 Der Hauptsatz iiber symmetrische Polynome Zu jedem symme-
trischen Polynom f € R[xg,...,Tn—1] gibt es genau ein g € Rlzg,...,Tn_1]
mit

f = g(O{n)7 P ,0_7(17’7/))
Der Beweis verlauft konstruktiv:

i) Wir betrachten die Gewichte o := (o, ..., an—1) der monomialen Summan-
QAp—1

den az® := axg®---x,"7" von f = ...+ ax® 4 .... Sie konnen lexikographisch
angeordnet werden:

a > 3 :<=> die erste nicht verschwindende Differenz «; — G; ist grofler als 0.

ii) Ist « das lexikographisch maximale, in f auftretende Gewicht, und damit
f=az*+... mit a # 0, dann gilt wegen der Symmetrie von f, dal cg > a1 >
... > ayu—1. Wir konnen demnach die folgende Differenz bilden:

fii=f—a-of oS T2 gt = hpP e L

Hierbei gilt 5,7, ... < a.
Ist 3 jetzt das lexikographisch maximale, in f; auftretende Gewicht, dann bilden
wir analog die Differenz

fori= f1—b-afo_ﬁla§1_62-~-05”*1 =dad +ex+....

Hierbei gilt entsprechend 6, ¢, ... < 0.

iii) Nach endlich vielen Schritten erhalten wir als Differenz das Nullpolynom,
was die behauptete Existenz eines Polynoms g mit f = g(Ugn), e 7<7£Ln)) beweist,
die Eindeutigkeit erhalten wir aus 8.5.8.

O
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8.5.6 Beispiel
2(568 + 23 4+ 23) — 3(3331:1 + x%s@ + wox? + Toxs + 23Ty + T123)

= 20‘;’ + 1503 — 901 05.

<

8.5.7 Definition (algebraisch unabhngig) Ist R < R, dann heifien Ele-

mente pg,...,pn—1 € R algebraisch unabhdingig tber R, wenn fiir alle f €
R[zo,...,Tp—1]" und fiir die entsprechenden Polynomfunktionen gilt:

F(po,...,pn-1) # 0.

8.5.8 Satz Die elementarsymmetrischen Polynome o; sind algebraisch unab-
hdngig.

Beweis: Sei f € R[zog,...,xn—1]*. Wir betrachten dazu die lexikographisch
grofite Exponentenfolge «, fiir die f einen monomialen Summanden

Qp—an

ap—ag | Qp—1
Txo

Ty T Tp

enthiilt. Diesem entspricht in F(oy,...,0,) der Summand rz®, also gerade das
Monom mit der lexikographisch gréfiten Exponentenfolge. Es kann sich also
nicht wegheben, so dal F(o1,...,0,) # 0 folgt.

O

Mit 8.5.4 ergibt sich

8.5.9 Folgerung Ist g € Klxg,...,xn_1] symmetrisch und hat f € K[z] vom
Grad n die Wurzeln Ao, ..., A\p—1 in einem Zerfillungskérper L : K, dann gilt

G(/\o, ey /\n—l) e K.

8.5.10 Definition (Diskriminante) Sei f € K[z] vom Grad n > 2, und im
Zerfallungskorper L : K gelte f = «[[(x — A;). Dann heifit

D(f)y=r""2 J[ i=N)?

0<i<j<n—1
die Diskriminante von f. .

Die Diskriminante ist also ein Vielfaches des Quadrats der Vandermondeschen
Determinante der Wurzeln des Polynoms und damit symmetrisch. Hiermit und
nach 8.5.9 gilt

8.5.11 Folgerung Fliir die Diskriminante von f € Klz] gilt D(f) € K, und f
hat genau dann mehrfache Wurzeln, wenn seine Diskriminante verschwindet:

D(f) = 0.
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Es bleibt deshalb nur noch eine Berechnungsmethode fiir D(f) anzugeben.

8.5.12 Definition (Sylvester-Matrix) Zu zwei Polynomen f = [ ;2" und
g => ¢ bjz? in K[z], vom Grand n bzw. m, bezeichnet man folgendes Matrix
aus deren Koeffizienten auch als die Sylvester-Matriz, Resultante dieser beiden
Polynome:

an, Qp-1 ... a 0 ... 0
0 Ay, co.oaq ag ... 0
0 0 F
S(f.g) = b b1 OO
0 b 0
0 0 . i oo b

(m erste Zeilen aus den a; wie angegeben, danach n Zeilen aus den b;).
Thre Determinante heifit die Resultante von f und g,

Res(f,g) := det(S(f,9)).

8.5.13 Satz Die Resultante Res(f,qg) von f,g € K[z]* ist genau dann gleich
Null, wenn f und g in Klz] einen nicht konstanten Faktor gemeinsam haben.

Beweis:
i) Nehmen wir an, die beiden Polynome besitzen einen nicht konstanten gemein-
samen Faktor h: f = f1h,g = g1h, mit

n—1 m—1
A=) (—e)at, g =) di'.
=0 =0

Wir betrachten die Differenz fg1 — gfi1 = fihgs — g1hfi = 0. Sie ergibt ein
lineares Gleichungssystem fiir die Koeffizienten d; und c¢; mit der Transponierten
der Sylvestermatrix S(f, g) als Koeffizientenmatrix. Da es nichttriviale Losungen
gibt, muf} die Determinante der Koeffizientenmatrix, also auch die Resultante,
verschwinden.
ii) Ist umgekehrt Res(f,g) = 0, dann gibt es nicht triviale Lésungen obigen
Gleichungssystems, also Polynome f1,g; mit fg; = gf1. Wegen fg1 = ¢gf1 und
Grad(f1) < Grad(f) muf also mindestens ein unzerlegbarer Faktor von f in g
aufgehen.

O

8.5.14 Folgerung Haben f,g € K|z] in L : K eine gemeinsame Wurzel X,
dann gilt Res(f,g9) = 0. Umgekehrt impliziert Res(f,g) = 0, daff f und g in
einer geeigneten Erweiterung L : K eine Wurzel gemeinsam haben.
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Dariiberhinaus lit sich beweisen (Ubungsblatt), daff die Resultante sich auch
in den Wurzeln \; von f und p; von g angeben laft:

n,m

8.5.15 Res(f,g) = al'bl, H (Ao — 115)-

4,J=1

Der Zusammenhang zwischen Diskriminante und Resultante wird von der fol-
genden Gleichung beschrieben:

8.5.16 anD(f) = £Res(f, f').



Kapitel 9

Spezielle Klassen von
Korpern

Es geht insbesondere um endliche Korper, um Kreisteilungskorper und um den
algebraischen Abschlufl eines Korpers.

339
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9.1 Endliche Koérper

Es soll jetzt nachgewiesen werden, daf} es fiir jede Primzahl p und jedes n € N*
bis auf Isomorphie genau einen Koérper der Ordnung p™ gibt.

9.1.1 Hilfssatz In jeder endlichen (multiplikativ geschriebenen) abelschen Grup-
pe G gibt es Elemente einer Ordnung m mit folgender Eigenschaft:

VgeG:gm=1.

Beweis: Der Hauptsatz {iber abelsche Gruppen besagt, daf§ G direktes Produkt
zyklischer Gruppen von Primzahlpotenzordnung ist. Die dabei auftretenden
Primzahlen sind die Primfaktoren p; von |G|. Hélt man eine solche Darstellung
fest, etwa

G:(G11 XG12 X ) X (Ggl XGQQ X ) X ... X (GTl XG»,«-Q X ),
~—_————
p1—Gruppen p2—Gruppen pr—Gruppen

mit |G;1| > |G|, und wihlt zu jedem p; aus dem Faktor mazimaler p;-Potenz-
ordnung G ein erzeugendes Element g;, dann ist

m = [{g1...gr)| = kgV{|Gur| [1 <7 <7}
die Ordnung von g; --- g, und fiir g € G, g = g11g12- - go1 - - - ergibt sich:
9" =gt g5t = (g™ =1,
denn |G,;]| teilt die Ordnung von G;1. a

9.1.2 Satz Jede endliche Untergruppe der multiplikativen Gruppe eines Kéorpers
ist zyklisch, insbesondere also auch die multiplikative Gruppe K* eines endlichen
Korpers.

Beweis: Sei K ein Korper, G eine endliche Untergruppe von K*. Nach 9.1.1 gibt
es ein Element «' in G, fiir dessen Ordnung m folgendes gilt:

VeeG: k™ =1.

Alle Elemente von G sind deshalb Wurzeln des Polynoms 2™ — 1, davon gibt es
aber hochstens m verschiedene, es gilt demnach |G| < m. Da die m Potenzen
von k' € G nach der Definition von m alle verschieden sind, muf auch |G| > m
gelten. G besteht demnach aus den Potenzen dieses Elements «’, ist also zyklisch.
O
Eine sehr wichtige und unmittelbare Konsequenz dieses Satzes ist die folgende
Zusammenfassung der herausragenden Eigenschaften endlicher Korper:

9.1.3 Folgerung Frir endliche Korper K gilt:
e Es gibt eine Primzahl p mit p = Char(K) und ein n € N* mit
K| = p™.
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e Zu jeder Primzahl p und jedem n € N* gibt es einen Korper der Ordnung

23

D

Die multiplikative Gruppe K* ist zyklisch:

JreK*: (\) = K*.

e K ist einfache algebraische Erweiterungen des Primkdrpers
P\ =K.

o Fiir die Elemente k € K gilt
kP =g,

K ist also Zerfillungskorper von

)~z e K[z).

K ist also bis auf Isomorphie eindeutig bestimmit.

O
Der Zerfillungskorper von 29 — z iiber Z,, (¢ = p™,n € N*) heifit das Galoisfeld
der Ordnung ¢, es wird mit

GF(q)

oder auch mit IF, bezeichnet.

9.1.4 Beispiel Das Galoisfeld GF(4) der Ordnung 4 ist also der Zerfillungs-
korper von 2 — x iiber Z,. Fiir dieses Polynom gilt

et —rx=z@®-1)=z(@+1)(a®+2+1).

Der Faktor 2% 4+ x + 1 ist irreduzibel iiber Zo, also das Minimalpolynom seiner
Wurzeln. Ist A eine dieser Wurzeln, dann gilt also

GF(4) = Za(N) = Zo[\] = Zo[z]/(1 + & + 2°).
Daraus erhélt man die Verkniipfungstafeln fiir diesen Koérper. &
9.1.5 Satz In GF(p™) g¢ibt es zu jedem Teiler t von n genau einen Korper der
Ordnung pt. Umgekehrt ist jeder Teilkérper von GF (p™) von dieser Form. Der
Verband der Teilkirper von GF(p™) ist also isomorph zum Verband

({t |t teilt n}, A, V)

der Teiler vonn. (sAt ist der natirliche ggT (s,t), sVt das natiirliche kgV(s,t).)
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Beweis:
Alle Zwischenkérper M von GF (p™) : Z,, sind Vektorrdume iiber Z,, sie haben
als Ordnung deshalb eine p-Potenz p'. Da GF(p™) ein M-Vektorraum ist, folgt
p" = (p')", mit geeignetem r. ¢ ist deshalb ein Teiler von n.
Sei umgekehrt ¢ ein Teiler von n. Wir zeigen, daf in diesem Fall GF(p™) einen
Zerfallungskorper von @) — g enthiilt, also einen Teilkérper der Ordnung pt.
Sei dazu A eine Wurzel von 2®") — z, also AP 1= 1. Weil p* — 1 ein Teiler von
p" — 1 ist, folgt daraus A"~ = 1, A liegt demnach in GF(p").
DaB es zu p* nur einen Zwischenkoérper M mit dieser Ordnung gibt folgt aus der
Tatsache, dafl jede zyklische Gruppe zu jedem Teiler ihrer Ordnung nur eine
Untergruppe dieser Ordnung enthélt.

O
Beispielsweise ist der Verband der Teilkérper von GF(23Y) isomorph zum Ver-
band

({1,2,3,5,6,10,15,30}, A, V)

der Teiler von 30. Das Hassediagramm hierzu ist

30

1
Es zeigt die Elemente des Verbandes, und die Kanten verbinden die unmittel-
baren Nachbarn. Gelesen wird von unten nach oben.
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9.2 Kireisteilungskorper

Hier geht es um eine weitere wichtige Klasse von Korpern, die sogenannten
Kreisteilungskorper. Mit ihrer Hilfe kann man in vielen Fillen exakt rechnen,
d. h. Rundungsfehler beim Rechnen mit reellen Zahlen vermeiden. So lassen sich
beispielsweise alle Rechnungen im Rahmen von Anwendungen der Darstellungs-
theorie endlicher Gruppen in solchen Koérpern fithren. Des weiteren dienen sie
der Untersuchung der Frage, welche regelméfligen n-Ecke mit Zirkel und Lineal
konstruiert werden kénnen.

9.2.1 Definition Sei P ein Primkorper, n € N*.

e Der Zerfillungskorper P(™ von 2™ — 1 iiber P heifit der n-te Kreistei-
lungskorper iiber P.

e Die Wurzeln von z™ — 1 heiflen n-te Einheitswurzeln.

e Die Gruppe der Einheitswurzeln in P(") bezeichnen wir mit

]EI(P,”) ={keP™ |g" =1} = EM™,

e Die Erzeugenden ( von IE]%,") heiflen primitive Einheitswurzeln. Fiir jede
von ihnen gilt also

ESY = (),

und die Menge all dieser Erzeugenden bezeichnen wir mit:

PO o= {¢ ] () = BV}

Beispielsweise ist
—-1) _
74~ = GF(q).
9.2.2 Folgerung Fliir die Kreisteilungskorper gilt:
o P(") = P(EM).

o t|n=EHCE® = P C P,

9.2.3 Satz
° IE]%)”) ist zyklische Untergruppe von P,
o P=7,=E =EU™.

o Char(P)tn = [ESY| =n.
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Beweis:

i) ]EI(P,”) ist, als endliche Untergruppe der multiplikativen Gruppe eines Korpers,
zyklisch nach 9.1.2.

ii) Ist p die Charakteristik, dann gilt " — 1 = (2" — 1)P.

iii) Wegen (2" — 1)’ =n - 2"~ # 0 hat 2™ — 1 keine mehrfachen Wurzeln.
0O

9.2.4 Folgerung Ist Char(P) t n und ¢ eine primitive n-te Finheitswurzel iber
P, dann gilt:

o BYY = () = {1,¢,¢2,..., ¢,
o PO =P(ELY) = P(¢) = P[¢].

[FE7| = p(n) = {i |0 < i <n, 1€ ggT(i,n)}.

Char(P) tm # n = Fp™ N IE‘I(P") = 0.

E]ghn) = Ut|n ]F]P(t)'

Dt #(t) = 1.

9.2.5 Beispiele

i) Hier sind zunéchst einige Anzahlen primitiver n-ter Einheitswurzeln bzw. von
Werten ¢(n) der Eulerfunktion o, fiir die der letzte Punkt der Folgerung eine
Rekursionsformel angibt:

n|1 9 10
o(n) | 1 6 4

2 3 45 6 7 8
1 2 2 4 2 6 4

ii) Fiir den Primkorper Q gilt:

2mik 2k 2k
E((@")—{Ck—GXP T8 cos 2P 4 isin 228 ’ ken},
n n n

sowie

FS) = {¢* € EYY |1 € ggT (k,n)}.

Mit Hilfe der Mengen primitiver Einheitswurzeln definieren wir nun
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9.2.6 Definition (Kreisteilungspolynome) Das n-te Kreisteilungspolynom
iiber P, mit Char(P) 1 n, ist das Polynom

P, = H (x—¢) = H (x—C’“)y

CGIF]&") ken:1eggT (k,n)

wobei ganz rechts irgendeine der primitiven n-ten Einheitswurzeln genommen
werden kann. °

9.2.7 Folgerung Die Kreisteilungspolynome tiber Primkorpern P haben, wenn
Char(P) t n, die folgenden Eigenschaften:

oz —1= Ht|n Py = HCE]E]%”) (x —¢),

e [st n = p eine Primzahl, dann gilt

P —1
O, =P 14, 1=——
p =T + x + 71

e Fs gilt die Rekursionsformel

z" -1
o, =2
Hn>t\n©t

9.2.8 Beispiele Hier sind einige Beispiel von Kreisteilungspolynomen:

o,

rz—1

r+1

22 +z+1

22 +1
42+l
22 —x+1

O Uk W NS

<

9.2.9 Satz Jedes Kreisteilungspolynom ist ein Polynom mit Koeffizienten im
Primkérper P, und fir P = Q gilt sogar:

®,, € Z[zx].
Beweis: Durch Induktion nach n.
i) Wegen ®; = x — 1 gilt die Behauptung fiir n = 1.
ii) Fir n > 1 gilt ®,, = (2™ — 1)/ f, mit
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Nach der Induktionsannahme ist f ein Polynom iiber dem Primkoérper, bei Cha-
rakteristik 0 sogar iiber Z. Division mit Rest im euklidischen Bereich P[x] ergibt

2" —1=f-q+r, mitr=0oder Grad(r) < Grad(f).

Das ist aber auch eine Zerlegung iiber P, und dort gilt: 2" — 1 = f - ®,,, also
ist » = 0. Das impliziert aber ¢ = ®,, € P[z] bzw. € Z[z].
O

9.2.10 Satz Die Kreisteilungspolynome tber Q sind irreduzibel. Fir die Kreis-
teilungspolynome tiber Z, gilt dies jedoch im allgemeinen nicht.

Beweis: Sei (vgl. Unzerlegbarkeitskriterien) ®,, = f-g, mit normierten f, g € Z|x]
(") also f = fo.r-
i) Wir zeigen, da§ F(AP) = 0 gilt, falls p prim ist und n nicht teilt. Der Beweis
verlauft indirekt.

FAP)#0=G(\)=0= fox|g(z?) in Qz] = fox | g(z?) in Zlx],

und irreduziblem f, A sei eine Wurzel von f. Dann ist A € F

etwa g(zP) = fo - h, in Z[z]. Wir rechnen jetzt modular weiter, die Restklas-
sen der Zahlen bzw. die Polynome, die durch Reduktion modulo p entstehen,
kennzeichnen wir durch Querstriche. Die Gleichung

g(a?) = foa-h
—
(g(=z))P

ergibt die Existenz eines gemeinsamen Faktors fo von fg n und h, so daf fol-
gendes herauskommt:

=1 =®,-Gg=f-5-q=f; T
Demnach hat 2™ — 1 mehrfache Wurzeln, im Widerspruch zu p { n.

ii) Jetzt zeigen wir noch die Gleichheit ®,, = f. Wir zeigen dazu, da8 Grad(®,,) =
Grad(f), wozu wir verifizieren, daf} jede primitive n-te Einheitswurzel A Wurzel

von f ist. Sei dazu ¢ € IF("), etwa ¢ = A goT (k,n) > 1. Ist jetzt k = p; ---p,
die Primfaktorzerlegung, dann gilt:

0=F(\) =y FO\") =) FO\"P2) = ... =) F(\*) = F(Q).
iii) Uber Z5 dagegen gilt beispielsweise
Py =at -2+ 1= (22 —20-1)(2® + 22— 1),

hier sind also nicht alle Kreisteilungspolynome irreduzibel.

9.2.11 Folgerung Ist ¢ € IF((@H), dann gilt
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L (I)n = fQ,Ca

9.2.12 Satz Ist das regelmdfSige n-Eck mit Zirkel und Lineal konstruierbar,
dann gilt

’]’L:Qk.pl...pr’
mit verschiedenen Fermatschen Primzahlen (das sind Primzahlen der Form p; =
2mi + 1) P15 Pr.

Beweis:

i) Das regelméBige n-Eck ist genau dann konstruierbar, wenn eine primitive n-te
Einheitswurzel konstruierbar ist.

ii) Nach 9.2.11 und 8.3.5 folgt demnach aus der Konstruierbarkeit, dafl p(n)
eine Potenz von 2 ist.

iii) Ist n = 2% - p¥* ... pkr die Primfaktorzerlegung von n, dann gilt (mit dem
Hilfssatz 9.2.13):

o(n) = e(2")p(pi') - p(pkr) =281 pri‘l(pi —1),

denn fiir Primzahlen p gilt offensichtlich o(p*) = p* — p*~1. Es muf also jeder

Faktor pf"’_l(]?i — 1) eine Zweierpotenz sein, was k; = 1,p; — 1 = 2! impliziert.
O

9.2.13 Hilfssatz Fiir teilerfremde positive natirliche Zahlen a,b gilt:
pla-b) = p(a)p(b).

Beweis: Induktion nach a - b.

i) Ist ab = 1, dann gilt die Behauptung: ¢(1) = 1.

ii) Ist ab > 1, dann haben wir

ab=""¢(t) = p(ab) —p(a)p(b)+ D @(r)e(s) = plab) — p(a)p(b) + ab.

tlab (r,s):r|a,s|b

Hiervon gilt auch die Umkehrung, was wir allerdings mit den vorhandenen Mit-
teln noch nicht beweisen kénnen! Damit ist auch 9.2.12 vollsténdig bewiesen.
Man kann {ibrigens leicht zeigen, dafl der Exponent m einer Fermatschen Prim-
zahl p = 2™ + 1 eine Potenz von 2 sein muf (Ubungsblatt).

9.2.14 Folgerung Fir n € {7,9,11,13,14, 18,19} ist das regelmifige n-Eck
nicht mit Zirkel und Lineal konstruierbar.



348 KAPITEL 9. SPEZIELLE KLASSEN VON KORPERN

Vermutlich ist {3,5,17,257,65537} die Menge aller Fermatschen Primzahlen,
das ist aber noch nicht bewiesen. Zum Abschlufl noch eine besonders elegante
Konstruktion des regelméfigen Fiinfecks (vgl. H. S. M. Coxeter: Unvergiingliche
Geometrie):

9.2.15 Eine Konstruktion des Fiinfecks Ausgangspunkt ist der Kreis vom
Radius 1 um den Nullpunkt O := (0,0) mit den Punkten A := (1,0) und B :=
(0,1) auf der Peripherie. Man fihrt die folgenden Schritte aus:

o Konstruiere den Punkt C' := (0,1/2) und verbinde ihn mit dem Punkt
Py =(1,0).

o Halbiere den Winkel <(O, C, A), sein Schenkel schneidet den Durchmesser
durch den Nullpunkt O und den Punkt A im Punkt D.

Die Parallele durch D zur Geraden durch O und C schneidet den Kreis in 2
Punkten, die zusammen mit A drei Eckpunkte des Finfecks bilden, die beiden
anderen Punkte lassen sich dazu leicht erginzen. (Vgl. H. S. M. Cozxeter: Un-
vergingliche Geometrie.)
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9.3 Normale und separable Erweiterungen

Wir betrachten jetzt noch algebraische Erweiterungen der folgenden Form:

9.3.1 Definition (normale Erweiterung) Algebraische Erweiterungen L : K|
in denen jedes irreduzible f € K[z], das eine Wurzel in L hat, in Linearfaktoren
zerfillt, nennen wir normale Erweiterungen. °

9.3.2 Satz FEine endliche Kérpererweiterung L : K ist genau dann normal,
wenn L. Zerfillungskorper eines Polynoms f € K[z] ist.

Beweis:

i) “=7”: Ist L : K eine endliche normale Erweiterung, {Ag,..., Ap—1} eine K-
Basis von L, dann zerfillt — weil L : K als normal angenommen wird — jedes
fi == fx, in Linearfaktoren, also auch deren Produkt f := [], f;. L ist demnach
Zerfallungskorper von f, denn L ist ja durch Adjunktion der Wurzeln von f
entstanden und die minimale Erweiterung von K, iiber der f zerfillt.

il) “«<": Sei jetzt umgekehrt LL ein Zerfillungskorper von f € K[z] und g € K|z]
irreduzibel, A € L eine Wurzel von g : G(A) = 0. Ist jetzt p eine weitere Wurzel
von g, dann gibt es nach 8.4.4 einen Isomorphismus ¢: K(A) ~ K(u), mit ¢ |
K =id und ¢(\) = p. L = L(\) ist Zerfillungskorper von f iiber K, also auch
iiber K(\), und L(p) ist Zerfallungskorper von f iiber K(u). Nach 8.4.5 gibt es
eine Fortsetzung ®:IL = L(\) ~ L(p) von ¢ mit ® | K = id. Diese Fortsetzung
ist ein K-Isomorphismus von L auf L(x). Zum Nachweis der Gleichheit von L
und L(u) geniigt deshalb ein Vergleich der Dimensionen, denn diese sind ja
endlich:
[L: K] = dimg (L) = dimg (L(p)) = [L(x) : K].

Dabei folgt die mittlere Gleichung aus der Tatsache, dafl ® ein K-Isomorphismus
ist. L enthélt also nicht nur A sondern auch g und (Induktion) damit alle Wur-
zeln von g.

O
9.3.3 Folgerung Sei L : K eine endliche Korpererweiterung, dann gilt
o L [afit sich zu normalem M : K erweitern.
o IstL: K normal, dann auch L : M, fir jeden Zwischenkérper M.
O

9.3.4 Definition (separable Polynome) Wir nennen f € K|x] separabel,
wenn jeder irreduzible Faktor von f nur einfache Wurzeln hat. °

Nach 8.4.8 gilt also
9.3.5 Folgerung

e FEin irreduzibles f ist genau dann separabel, wenn f’ # 0.
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e Bei char(K) = 0 ist jedes f € K[z] separabel.
O

9.3.6 Definition (vollkommene Korper) Korper, iiber denen jedes Polynom
separabel ist, heiflen vollkommen. °

9.3.7 Satz Korper der Charakteristik 0 sind vollkommen. Ist dagegen char(K) =
p # 0, dann ist K genau dann vollkommen, wenn der Frobeniushomomorphis-
mus k — kP surjektiv ist.

Beweis: Die Aussage iiber die Separabilitit von Korpern der Charakteristik 0
steht bereits oben. Sei deshalb char(K) = p # 0.

a) Es sei zunéchst der Frobeniushomomorphismus surjektiv und f ein irredu-
zibles Polynom mit mehrfachen Wurzeln. Nach 8.4.8 gibt es g = >, bz’ mit
f=g(zP) = >, b;z"?. Wegen der Surjektivitit des Frobeniushomomorphismus
gibt es a; mit a¥ = b;. Das ergibt

f(x) = g(aP) = Zbﬂip = Z afxip = (Z aixi)p7

im Widerspruch zur Irreduzibilitdt von f.
b) Ist dagegen k +— kP nicht surjektiv, dann gibt es a € K, so da} f = aP — a
keine Wurzel in K hat. Sei g jetzt ein normierter irreduzibler Teilerr von f = gh,
A € L eine Wurzel von f. Es gilt

f=gh=2?—a=(x—\P.
Weil L[z] ein GauBbereich ist, folgt g = (z — \)!, und weil A ¢ K gilt [ > 2, ¢
hat also mehrfache Wurzeln. a

9.3.8 Satz Endliche Korper sind vollkommen.

Beweis: Der Frobeniushomomorphismus ist von der Nullabbildung verschieden,
und Korper besitzen keine nicht trivialen Ideale, der Frobeniushomomorphismus
ist demnach auf jedem Korper injektiv. Eine injektive Abbildung einer endlichen
Menge auf sich selbst ist aber auch surjektiv.

O

9.3.9 Beispiel Der Korper K(z) der rationalen Funktionen iiber einem Kérper
K der Charakteristik p > 0 ist nicht vollkommen, denn der Frobeniushomomor-

phismus ist dort nicht surjektiv:
P
o (1)
9(x)

ergibe zg(x)? = f(z)P. Mit f = > a2’ und g = >, b;a’ erhielten wir daraus
Z WPl = Z alz'®,

anhand eines Koeffizientenvergleichs also den Widerspruch a; = b; = 0. <&
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O

9.3.10 Definition (separable Elemente und Erweiterungen) Ein Element
A € L : K heifit separabel iiber K, wenn A Wurzel eines separablen Polynoms
f € K[z] ist. L : K heifit separable Erweiterung, wenn jedes A € L iiber K
separabel ist. °

9.3.11 Beispiele
i) i € C ist separabel iiber R :
f=24+1=(z—i)(z+1).
ii) Ist char(K) = p > 0, k keine p-te Wurzel, dann ist 2P — k kein separables

Polynom. <&

9.3.12 Folgerung
o Jede separable Erweiterung ist algebraisch.
e Jede algebraische Erweiterung eines vollkommenen Korpers ist separabel.

o Algebraische Erweiterungen von Kdérpern der Charakteristik 0 und von
endlichen Koérpern sind separabel.

9.3.13 Satz Ist L : K eine algebraische Erweiterung, dann sind die folgenden
Bedingungen fiir A € L dquivalent:

i) X\ ist separabel,
i) fx . ist separabel,
iii) A ist einfache Wurzel von fx i,
w) fi\ # 0.
Beweis:

i)=-ii): Ist A € L separabel, dann gibt es separable g € K[z], die A als Wurzel
haben. Dafiir gilt G(\) = 0, fk,» ist also ein Teiler von g und damit ebenfalls
separabel.

ii)=-iii): Separable Polynome haben ausschliefllich einfache Wurzeln.

ili)=iv): In einer geeigneten Erweiterung M von L gilt fxx = (z — A)g, mit
einem geeigneten Polynom g # 0. In diesem Erweiterungskorper gilt fiir die
formale Ableitung

fier=@—=Ng +g,

und damit Fy \(A) = G(A) # 0 (letzteres, weil A einfache Wurzel des Minimal-
polynoms ist).

iv)=): folgt aus 9.3.5. O
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9.3.14 Satz Jede endliche, normale und separable Erweiterung L : K ust
Zerfillungskirper eines separablen f € K[z].

Beweis: Weil LL : K normal vorausgesetzt wird, ist L Zerfillungskorper eines f €
K[z], das, wegen der Separabilitit von L : K, iiber L in Linearfaktoren zerfillt.
Sei g ein normierter irreduzibler Faktor von f. I enthilt alle Wurzeln von g,
dieses Polynom ist also das Minimalpolynom seiner Wurzeln und separabel, also
ist auch f separabel. o

9.3.15 Der Satz vom primitiven Element L : K sei eine Korpererweiterung,
A ein separables Element, u ein algebraisches Element von L. Es gibt dann

FElemente v € L. mit
K(h 1) = K(v).

Solche v € L heiffen primitive Elemente.

Beweis: Wir unterscheiden zwei Fille, je nachdem ob K endlich ist oder nicht.
Der Beweis ist konstruktiv.

i) Ist K endlich, dann ist die multiplikative Gruppe K(A, u)* zyklisch, jedes
erzeugende Element v dieser multiplikativen Gruppe erfiillt natiirlich die Be-
hauptung.

ii) Sei jetzt K unendlich. A = A1,..., A, seien die Wurzeln des Minimalpolynoms
von A, = py,..., s die Wurzeln des Minimalpolynoms von .

Ist A € K, dann ist natiirlich K(\, p) = K(u), die Behauptung gilt also.

Ist dagegen A\ € K, dann ist » > 2. Wir konnen deshalb zu jedem xk € K die
folgende Menge betrachten:

W(k) ={ Nk +p; |2<i<r1<j<sh

Weil K als unendlich vorausgesetzt ist, gibt es y € K mit
Hj— M
y%{AM

Zu einem solchen y sei

2§i§n1§j§s}

Vi= Ay + p.
Wir wollen zeigen, dafl K(v) = K(A, i) gilt. Dazu bemerken wir zunéchst, dafl
v & W(y), denn andernfalls wire y(A — \;) = p; — p, flir geeignete ¢ und j. Die
Inklusion K(v) C K(A, p) ist trivial, es bleibt die Umkehrung zu zeigen.
Sei h € ggT (fx », fx,u(v —yz)) € K(v)[z]. Das Polynom x — X teilt sowohl fx x
als auch fx ,(v — yx), denn

Fg (v —y\) = Fx u(p) = 0.

Dagegen sind die A;,7 > 2, keine Wurzeln von fx ,(v — yx), denn v — y\; = p;
ergibe v € W (y).

A ist also die einzige Wurzel von h, weshalb h = (x — A)™ gelten muf}; wegen
der Separabilitdt von fg x, einem Vielfachen von h, sogar h = = — A. Da diese
Polynom in K(v)[z] liegt, folgt A € K(v) und daraus auch u = v — Ay € K(v),
was K(A, 1) C K(v) impliziert und den Beweis vervollstandigt. |
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9.3.16 Folgerungen

e Sind Ai,..., A separabel und ist p algebraisch, dann ist K(A1, ..., \r, 1)
eine einfache Erweiterung.

e Jede endliche Erweiterung eines vollkommenen Kdrpers ist einfach.
e Jede endliche Erweiterung eines Korpers der Charakteristik 0 ist einfach.

e Jede endliche Erweiterung eines endlichen Kérpers ist einfach.

Endliche Erweiterungen von Q heiflen algebraische Zahlkorper.

9.3.17 Folgerung Algebraische Zahlkérper sind genau die einfachen Erweite-
rungen von Q.

9.3.18 Beispiel Betrachten wir Q(\, 1) := Q(3/2,v/2). Wir haben
foxr = % — 2, fou= 2 — 2.
Ist ¢ eine primitive dritte Einheitswurzel, dann gilt
A== V2, h = (V2 A3 = (Y2,

und

p=p =2, pp=-v2

Weiterhin gilt

Hj—H
A=
Entsprechend obigem Beweis erhalten wir daraus als primitives Element

v=Apu=V2+V2

2<i<31 gng} — {0,2@%(@‘—1),2\@\3@(42—1)} #1.
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9.4 Algebraisch abgeschlossene Korper

9.4.1 Definition (algebraisch abgeschlossen) Ein Korper K heifit algebra-
isch abgeschlossen, wenn jedes f € K[z] \ K eine — und damit alle — Wurzeln
in K hat. .

9.4.2 Folgerungen Aquivalent sind:
o K ist algebraisch abgeschlossen,
o K ist Zerfillungskorper fir jedes f € Klz],
o Jedes irreduzible f € K[z] ist vom Grad 1,

o K selbst ist die einzige algebraische Erweiterung von K.
9.4.3 Satz Ist L : K algebraisch abgeschlossen, dann ist
AL :K)={AeL| X algebraisch iiber K},

der Korper der algebraischen FElemente von 1L, ein algebraisch abgeschlossener
Korper.

Beweis: Wir wollen Punkt iv) in 9.4.2 benutzen und zeigen, dafi A(L : K) seine
einzige algebraische Erweiterung ist.
Sei deshalb M : A(L : K) eine algebraische Erweiterung, p € M. Weil A(L : K) :
K algebraisch ist, ist u auch algebraisch iiber K, liegt also in . und damit auch
in A(L : K).

O
Unter einem algebraischen Abschlufl von K verstehen wir eine algebraische Er-
weiterung IL : K von K, die algebraisch abgeschlossen ist.

9.4.4 Folgerung Besitzt K algebraisch abgeschlossene Erweiterungen, dann
besitzt K auch einen algebraischen Abschluf.

Ist A C KJ[z], also eine Menge von Polynomen iiber K, dann heifit L : K ein
Zerfallungkorper von A, wenn jedes f € A in L in Linearfaktoren zerfllt und L
durch Adjunktion der Wurzeln der f € A aus K entsteht.

9.4.5 Satz
o Zu jedem A C K[z] gibt es Zerfillungskorper.

o Zu je zwei Zerfillungskorpern L, 1L" von A gibt es Isomorphismen ®: L ~ I
mit ® | K = idk.

Beweis: Wir betrachten die Klasse

M :={(L,B) | B C A,L ist Zerfallungskorper von B}.
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M # () ist induktiv geordnet vermoge
(L,B) < (L',B') == LCL'ABC B

Nach Zorns Lemma besitzt M also maximale Elemente, etwa (L, S). Hierfiir
gilt offensichtlich S = A.

iii) F bezeichne jetzt die Klasse der Zwischenkérperisomorphismen f: M ~ M/,
die idg fortsetzen, fir K < M < L, und K < M’ < /. Auch diese Klasse ist
induktiv geordnet:

(cM—-M)<(mN—-N)<= MCNAT|M=o.

Nach Zorns Lemma gibt es also maximale Elemente in F, etwa f:M ~ M’
Hierfiir gilt (vgl. 8.4.5) M =L, M’ =1/, wegen ?7. O

9.4.6 Folgerung Jeder Kirper K besitzt algebraische Abschliisse, und zu je
2wei algebraischen Abschliissen L und " von K gibt es einen Isomorphismus
O:L~L" mit® | K=idg.

Beweis: L : K ist genau dann algebraischer Abschlufl von K, wenn IL Zerfallungskorper
von K[z] \ K ist. Nach 9.4.5 gibt es Zerfillungskérper K von K[z]\ K, wir wollen

die algebraische Abgeschlossenheit von K beweisen.

Sei dazu LL : K eine algebraische Erweiterung, A € L. Das Minimalpolynom fi

von A zerfillt iiber K in Linearfaktoren, also liegt A in K, also ist L. = K, und

K ist demnach algebraisch abgeschlossen.

Ist umgekehrt K : K algebraischer Abschlufl von K, f € K[z] \ K, dann zerfillt

f in Linearfaktoren. K enthilt demnach einen Zerfillungskérper L von K[z]\ K,
dieser ist algebraisch abgeschlossen. Weil K : K algebraisch ist, gilt das auch fiir

K : L, was K = L impliziert. (]

9.4.7 Beispiele
i) C ist algebraischer Abschlufl von R.
ii) Der Kérper Q der algebraischen Zahlen ist algebraischer Abschluf
von Q :
Q := {2 € C| 2 algebraisch iiber Q}.

iii) Kein endlicher Kérper K ist algebraisch abgeschlossen, denn fiir jedes k € K*
hat das Polynom

f=r+z H(a:—)\)

AeK*

Wurzeln, die nicht in K liegen.
iv) Der algebraische Abschlul IC eines endlichen Koérpers K besteht aus lauter
Einheitswurzeln:

R € K = R algebraisch = [K(%) : K] € N = K(&)* endlich = g¥®I-1 =1,

<
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9.5 Endliche Schiefkorper

In diesem Paragraphen sollen Schiefkérper diskutiert und insbesondere der Satz
von Wedderburn bewiesen werden, daf3 endliche Schiefkorper kommutativ und
damit Kdrper sind. Zuniichst soll aber das prominenteste Beispiel fiir (nicht
kommutative) Schiefkérper eingefithrt werden.

9.5.1 Beispiel Wir betrachten einen kommutativen Ring R und definieren
H(R)={r+is+jt+ku|r s t,uec R}

Die Koeffzienten 1 (von r), 4, j und k dienen uns zur Einfithrung einer Multi-
plikation, die H(R) zu einer Algebra iiber R und damit zu einem Ring macht.
Diese Multiplikation wird als distributive Fortsetzung der durch folgende Tafel
definierten Multiplikation dieser “Basiselemente” definiert:

1 ik
11 @ 4 k
ili -1k —j
jli -k -1 i
klk j —i -1

Die addition sei komponentenweise definiert. H(R) heifit die Quaternionenalge-
bra iiber R. Das H steht fiir Hurwitz. Zu einem Element

p:=r+is+jt+ku e H(R),

heifit
p:=r—is—jt—ku
das konjugierte Element, und
N(p):=p-p=r>+s>+1*>+u?

wird als die Norm von p bezeichnet. Es zeigt sich, dafl p genau dann invertierbar
ist, wenn N (p) eine Einheit ist. Hieran sieht man sofort, dafl die Algebren H(Q)
und H(R) Schiefkérper sind, denn jedes ihrer von Null verschiedenen Elemen-
te ist ja invertierbar. H(Q) ist am bekanntesten und heifit deshalb auch der
Quaterionenschiefkorper oder die Quaternionenalgebra.

Dagegen ist H(Z) kein Schiefkérper. Die Einheitengruppe von H(Z) ist ndmlich

E(H(2)) = {£1,4i, % + k},
die Quaternionengruppe. &
9.5.2 Der Satz von Wedderburn Endliche Schiefkorper sind Kdorper.

Beweis: Sei K ein endlicher Schiefkorper.

i) Das Zentrum
Z(K):={k e K|V e K: kX = Ax}
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von K ist Teilkorper von K, und wir haben die Identitét Z(K) = K zu beweisen.

ii) Als Korper ist Z(K) isomorph GF(q), ¢ geeignet. K ist Vektorraum iiber
diesem Teilkorper, hat also eine Potenz von ¢ als Ordnung, etwa |K| = ¢". Wir
haben also n = 1 zu verifizieren.

iii) Die Gruppe G := K* ist disjunkte Vereinigung ihrer Konjugiertenklassen.
Die Konjugiertenklassen der Ordnung 1 bilden Z(K)*. Auflerdem ist die Ord-
nung einer Konjugiertenklasse, d.h. einer Bahn unter der Konjugation, gleich
dem Index des Zentralisators Ck=(x) (in K*) jedes ihrer Elemente x. Daraus
ergibt sich als Klassengleichung

qn—lzq—l-i-zqni_l
qn(m)_]_’

C ein Reprisentantensystem der Konjugiertenklassen aulerhalb Z(K), denn der
Zentralisator Ck(r) = Cg~(x)U{0} enthilt das Zentrum Z(K) und ist demnach
ein Vektorraum iiber GF(q). Der Zentralisator in K* hat also die Ordnung
¢"") — 1, mit geeignetem n(x).

iv) Die Ordnung jeden Zentralisators teilt die Gruppenordnung also ist ") —1
ein Teiler von ¢™ — 1, also n(k) ein Teiler von n. Hieraus ergibt sich mit Hilfe
der zyklotomischen Polynome (iiber Q, also in Z[z]) und deren Werten an der

Stelle ¢ :
qn -1 _ Ht|n (bt(Q)
qn(K) -1 Ht\n(n) (I)t(q)

fiir ein Polynom f € Z[z].

= 0,(q)F(q),

v) Nach iv) teilt ®@,,(q) sowohl die linke Seite als auch den dritten Summanden
auf der rechten Seite der Klassengleichung, diese Zahl ist demnach auch ein
Teiler von ¢ — 1 > 0, und damit ist |®,(q)] < ¢ — 1.

vi) Unser Ziel ist der Beweis von K = Z(K), also von n = 1. Betrachten wir die
Gleichung

®(q)= [[ (¢-0-

¢EF™)

Fiir n > 1 gibt es eine von 1 verschiedene primitive n—te Einheitswurzel ( € C,
hierfiir ist der Abstand von ¢ aber grofier als der von 1, |[¢ — (] > ¢ — 1,

Vo> 1:|®,(q)] > (g—1)¢" > ¢ —1,

im Widerspruch zu v). O
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Kapitel 10

Galoistheorie

Wir wollen die Kérpertheorie jetzt zur Untersuchung von Gleichungen hoheren
Grades auf ihre Losbarkeit durch Wurzelziehen verwenden. Bekanntlich kann
man quadratische Gleichungen durch Wurzelziehen 16sen: die beiden Losungen
von z2 4 px +q = 0 sind Tio = —g +4/ % — q. Gleichungen dritten und vierten
Grades koénnen ebenfalls durch Ziehen von Wurzeln (Quadratwurzeln, kubische
Wurzeln etc.) von Ausdriicken in den Koeflizienten gelost werden. Lésungen von
quadratischen Gleichungen sind schon vor der Zeitenwende diskutiert worden,
bei den Gleichungen dritten Grades sind die Losungen seit der Mitte des 16.
Jahrhunderts bekannt, fiir die Gleichungen vierten Grades seit dem Ende des
18. Jahrhunderts. Der Beweis dafiir, dafl demgegeniiber Gleichungen fiinften
Grades micht immer 16sbar sind, gelang zu Beginn des 19. Jahrhunderts, zu
einer Zeit als E. Galois den Zugang zur Klassifizierung der 16sbaren Gleichun-
gen fand, einen Zusammenhang zwischen dem Untergruppenverband der soge-
nannten Galoisgruppe der Gleichung und dem Verband der Zwischenkorper des
Zerfallungskorpers. Nach ihm heifit die betreffende Theorie Galoistheorie.

359
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10.1 Galoisgruppen

Unser Ziel ist der Beweis des Hauptsatzes der Galoistheorie, der einen Ordnungs-
isomorphismus zwischen dem Untergruppenverband der sogenannten Galois-
gruppe beschreibt und dem Verband der Zwischenkorper des Zerfallungskorpers.
Definieren wir deshalb zunéchst die Galoisgruppe, die aus den Kérperautomor-
phismen von L besteht, die Wurzeln von Polynomen f € Klz] wieder in Wurzeln
tberfiihren:

10.1.1 Definition (Galoisgruppe) Als Galoisgruppe Gal(L : K) der Kérper-
erweiterung L : K bezeichnet man den punktweisen Stabilisator von K in der
Automorphismengruppe von L :

Gal(L:K) :={c € Aut(L) | Vk € Kio(k) =k} = Aut(L).

Man kan dies auch noch anders formulieren, denn wir wissen ja, dafl L ein
K—Vektorraum ist:

10.1.2 Hilfssatz o € Aut(L) liegt genau dann in Gal(L : K), wenn o eine
lineare Abbildung auf dem K— Vektorraum L induziert.

Beweis: Ist o K-linear, dann gilt
o(k) =0(k-1y) = ko(1L) = k.
Ist umgekehrt o € Gal(L : K), dann haben wir, fiir jedes x € L,
o(kx) = o(k)o(z) = ko(x),
o ist also K-linear. |
10.1.3 Folgerung
Gal(L : K) = Aut(L)g = Endg (L) N Aut(L).

Wir kénnen ein Element o der Galoisgruppe also auch als lineare Abbildung —
und nicht nur als Kérperautomorphismus — betrachten. Eine dritte Interpreta-
tionsmoglichkeit kommt hinzu: o € L zeigt, daB8 o auch als Vektor verstanden
werden kann, denn L ist ja ein L—Vektorraum! Tats#chlich werden wir gleich
sehen, dafl Gal(L : K) sich als linear unabhéngige Menge erweist, so dafi an
wichtigen Stellen dieser Theorie Dimensionsargumente benutzt werden kénnen.
Dies wird mit dem folgenden ganz allgemeinen Satz fundiert:

10.1.4 Der Satz von Dedekind Sei L. ein Kiorper, H eine nicht leere, mul-
tiplikativ geschriebene Halbgruppe. Dann ist die Menge Hom(H,L)* der Ho-
momorphismen # 0 von H in L als Teilmenge des L-Vektorraums L™ linear
unabhdngig.
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Beweis: Sei {0q,...,0n-1}x € Hom(H,L)*. Wir zeigen, per Induktion nach n,
daf jede Linearkombination der Nullabbildung aus diesen ¢; trivial sein muf3.

i) n=1: Wegen og # 0 erzwingt A- o9 =0, da A = 0.

ii) n > 1: Wegen oy # 0,—1 gibt es b’ € H mit o¢(h’) # op—1(h’). Der Ansatz
>; Aio; = 0 ergibt, fiir jedes h € H, die beiden Gleichungen

n—1 n—1
> Xioi(W'h) = 0= a1 (h) D Nioi(h).
i=0 =0

Subtraktion der rechten von der linken Seite liefert — unter Verwendung der
Homomorphieeigenschaft von o; — die Identitét

n—2
> Xiloi(h') = on_1(1))ai(h) = 0.
i=0
Die Induktionsannahme impliziert die lineare Unabhéngigkeit von {oq,...,0,-2},

und damit
)\i(ai(h') — Unfl(h/)) = 0,0 S ) S n— 2,

woraus, wegen og(h’) # o,—1(h'), die Identitit Ay = 0 folgt.

Aus \g = 0 folgt aber Z?:_ll Aio; = 0, so daf} sich mit der Induktionsannahme
auch \; = ... = A\,—1 = 0, und damit die lineare Unabhéngigkeit der oy,
insgesamt also die Behauptung ergibt. O

10.1.5 Folgerung Aut(LL) ist, als Teilmenge des L-Vektorraums L, linear
unabhdngig, ebenso natirlich auch die Teilmenge Gal(L : K). Beide Mengen sind
auch K—linear unabhingig, als Teilmengen von L, als K— Vektorraum.

Dies ermoglicht den Beweis von

10.1.6 Satz Ist [L : K] endlich, dann gilt
dimy (Endg (L)) = [L : K] > |Gal(L : K)|.
Ist [L : K] endlich und L : K normal und separabel, dann gilt sogar
|Gal(L : K)| = [L : K].

Beweis:

i) Ist {Bo,...,0n—1} eine K-Basis von L, dann bilden die f; € Endg(L),i €
n, definiert durch f;(8g) := ;1 eine K-Basis von Endg(LL). Daraus folgt die
Behauptung, denn die Galoisgruppe liegt in Endg (IL), und sie besteht aus linear
unabhéngigen Elementen.

ii) Ist L : K dariiberhinaus normal und separabel, dann gibt es /; mit

L= K(ﬂ(ﬁ v aﬁn—1)~
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Wegen der Separabilitéit sind die (3; separabel, also auch algebraisch. Nach dem
Satz vom primitiven Element folgt die Existenz eines A € L mit

L =K(\).

Das Minimalpolynom fx » von A ist separabel, die Wurzeln A = Ay,..., A, also
alle verschieden, und sie liegen in L, wegen der Normalitdt. Fiir die Erweiterun-
gen gibt es also o; € Aut(L) mit o;(A) = A;, die K elementweise fest lassen. Die
o; liegen also in der Galoisgruppe, und es folgt n < |Gal(L : K)|. Zusammen mit
der Abschétzung der Ordnung der Galoisgruppe nach oben in i) folgt damit die
Behauptung. O

10.1.7 Beispiele Wir fassen zunichst die allgemeine Methode zur Bestim-
mung von Galoisgruppen endlicher normaler und separabler Erweiterungen zu-
sammen, die sich aus obigen Beweisen ergibt:

i) Ist L : K endlich, normal und separabel, dann kann man wie folgt vorgehen:

a) Man ermittelt zunéchst ein primitives Element A, wie im Beweis vom Satz
vom primitiven Element vorgeschlagen.

b) Danach bestimmt man das Minimalpolynom von A, indem man das mini-
male s ermittelt, fiir welches {1, A, ..., A®} linear abhingig ist (vgl. 8.2.6).
Gilt hierfiir

A= ks N 4+ ko,

dann ist

fxa=2° — Ke12° 1 — ... — Ko.

¢) Dann folgt die Berechnung der Wurzeln dieses Minimalpolynoms, hierfiir
sind allerdings nur wenige Methoden bekannt und sie ist nur in giinstigen
Fillen durchfiihrbar.

d) Die abschlieBende Beschreibung der Elemente o;: A — A; der Galoisgruppe
ist einfach, denn ganz offensichtlich gilt

s—1 s—1
o (x = g KjN) — E KA.
Jj=0 Jj=0

e) Zusammenfassend ist also
Gal(L : K) = {01 =idk,09,...,00}.
ii) Ein konkretes und ganz einfaches Beispiel illustriert die gerade beschriebene
Methode:
a) Wegen C = {r +is|r,s € R} ist C: R endlich, [C:R] =2.

b) C : R ist auch normal, denn C ist algebraisch und Zerféllungskérper von
1+ 22,
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c¢) Als Korper der Charakteristik 0 ist C : R zudem separabel.

d) Ein primitives Element ist ¢, C = R(4).

e) Die Menge {1,i,4%} ist linear abhiingig, und es gilt
i’?=-140-i€C,

also
fri=a"+1

das Minimalpolynom von 1.
f) Dieses Minimalpolynom zerfiilt wie folgt in Linearfaktoren:
2?2+ 1=(z—i)(z+1).
Die Galoisgruppe besteht demnach aus den beiden Elementen
o1:1 — iund o9:% — —i.
Offensichtlich ist o7 = id¢ und o9 die Konjugation r + i¢s — r — is.

iii) Die Kreisteilungskorper Q(¢) : Hier ist ¢ eine primitive n-te Einheitswurzel.
Wir wissen bereits, dafl folgendes gilt:

a) [Q(¢) : Q] = ¢(n), der Kreisteilungskérper ist also eine endliche Erwei-
terung. Er ist algebraisch, also normal, denn er ist Zerfallungskorper von
®,,. Als Erweiterung von Q ist er separabel.

b) Das Minimalpolynom von ¢ zerfillt wie folgt:

Joo=%n= 1T (x—¢M).
ken:ggT (k,n)>1

¢) Fiir die Galoisgruppe iiber Q gilt also
G(Q(C): Q) = {on | ¢ = ¢* | ggT (k,n) > 1}.

Diese Galoisgruppe ist also isomorph zur Einheitengruppe des Rings Z,,
also zur primen Restklassengruppe modulo n.

<

Neben dieser systematischen Vorgehensweise gibt es in vielen Fillen erfolgreiche
ad hoc Methoden.

10.1.8 Beispiele

i) Q(¥/2 ) : Q ist keine normale Erweiterung, da /2 die einzige Wurzel von
23 —2in Q(4/2) ist. Liegt o in der Galoisgruppe, dann ist (/2 ) eine Wurzel
des Minimalpolynoms von +/2, die in Q(4/2 ) liegt. Dort liegt aber nur diese
eine Wurzel, so daf} sich o = id ergibt und damit

Gal(Q(V2): Q) = {1}.

ii) Die Korpererweiterung R : Q ist nicht algebraisch, also nicht normal.
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a) Jedes 0 € Aut(R) léBt jedes Element von Q fest: Ist z € Z*, so gilt, weil

o(2) = 20(1) = z,
1_0(2)_2.0(1),

(:)
ol—)=-.
z
Das ergibt natiirlich auch, fiir 2’ € Z,
2! 2!
()2
z z

b) Ist o eine Automorphismus von R, x € R+, dan gibt es y € R mit y? = z,
also

also

N | =

o(x) = o(y*) = o(y)* > 0,

d.h. 0 < z ergibt 0(0) < o(x). Daraus folgt, wegen der Homomorphie bzgl.
Addition, dal < y die Ungleichung o(x) < o(y) impliziert, o respektiert
demnach die Anordnung auf R.

¢) Jede reelle Zahl ist rational approximierbar. Sei (z,,),ecn eine gegen € R
strebende Folge rationaler Zahlen. Fiir alle n € N gibt es dann N,, € N
mit

1 1
VE>N,:z——<zp,<x+ —.
n n
Dies impliziert

1 1
<< =,
o(x) nimk*a(m)—i—n

Hieraus folgt die Konvergenz von (x)ren gegen o(x) und daraus o(z) = x.
o 148t also auch die reellen Zahlen fest, es gilt

Gal(R : Q) = {1}.

iii) Wichtig ist die Galoisgruppe eines Galoisfelds iiber einem endlichen Primkérper.
Hierzu wissen wir folgendes:

a) Der Korpergrad ist [GF(p") : GF(p)] = n.
b) Der Erweiterungskérper GF(p™) ist Zerfillungskorper von (") — z.

¢) Die Erweiterung ist normal und separabel, die Ordnung der Galoisgruppe
also gleich dem Korpergrad n.

d) Wir wissen bereits, da§ der Frobeniusautomorphismus o: x — kP in der
Galoisgruppe liegt, denn er 1ét den Primkorper elementweise fest.
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e) Dieser Automorphismus hat die Ordnung n. Setzen wir ndmlich m = |(o})|,
so gilt
V k€ GF(p"):/@(p ) =k,

was GF(p™) C GF(p™) und damit n < m ergibt. Andererseits gilt aber
m < |Gal(GF(p™) : GF(p)| = n, insgesamt also m = n. o erzeugt demnach
die Galoisgruppe:

Gal(GF(p") : GF(p)) = (o) ~ C,.
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10.2 Galoisverbindungen

Es sei eine Korpererweiterung L : K gegeben. Zu A C Gal(L : K) sei
La:={AeL|VoeA:a)) =},

die Menge der Fixpunkte von A. Man sieht leicht ein, dafi diese Menge ein
Zwischenkorpe ist, K < La < L, der Fizkdrper von A in L. Weil A in der
Galoisgruppe Gal(LL : L4) liegt, gilt die Abschiitzung

10.2.1 |A] < [L: Lyl
Wir wollen jetzt den Untergruppenverband der Galoisgruppe,
U(Gal(L : K)) :={U | U < Gal(L : K)},
mit dem Verband der Zwischenkdrper,
ZwK(L:K):={M | K<M<L},
in Verbindung bringen. Dazu verwenden wir die Abbildungen
®: U(Gal(L : K)) —» ZwK(L : K), U — Ly

und
I ZwK(L : K) — U(Gal(L : K)) , M — Gal(L : M).

Es wird sich zeigen, daf} die im folgenden Hilfssatz aufgelisteten und leicht nach-
vollziehbaren Eigenschaften dieser Abbildungen entscheidend sind:

10.2.2 Hilfssatz
i) ® und T sind antiton,

Uy <U; = LUO > LU17 My <M; = Gal(IL : Mo) > Gal(]L : Ml)

ii) To® und ® o' sind extensiv:

M C Lgaiway, U C Gal(L: Ly).

Das Paar (®,T") dieser Abbildungen ist also eine Galoisverbindung zwischen
dem Untergruppenverband der Galoisgruppe und dem Zwischenkorperverband,
im Sinne der folgenden Definition:

10.2.3 Definition (Galoisverbindung) Sind (M, <) und (N, <) nicht lee-
re Halbordnungen, dann bilden ¢ € N™ und 7 € M" genau dann eine Ga-
loisverbindung (o,7), wenn die beiden Abbildungen o und 7 antiton und ihre
Kompositionen o7 und 7o extensiv sind:

m <m' = o(m) > o(m'), n<n' = 7(n) > 7(n'),
und

m < 7(c(m)), n < o(r(n)).
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Man priift leicht nach, daf} folgendes gilt:
10.2.4 Hilfssatz Fiir Galoisverbindungen (o, 7) gilt stets:
i) oTO =0, TOT =T.

i1) Sind beide Elemente der Galoisverbindung surjektiv oder sind beide Ele-
mente der Galoisverbindung injektiv, dann sind diese beiden Abbildungen
auch bijektiv.

Beweis: Die erste Behauptung folgt leicht mit der Extensivitit und der Anti-
tonie, wihrend man die zweite schnell aus der ersten herleiten kann, denn Ab-
bildungen sind genau dann surjektiv (injektiv), wenn sie rechts (links) kiirzbar
sind. a

10.2.5 Beispiele weiterer Galoisverbindungen:

i) M := N := Q¢ ist, zusammen mit <, eine Halbordnung. Setzen wir ¢ :=
Tiz+— 2~ ! dann ist (o, 7) eine Galoisverbindung.

ii) Die Teilbarkeit definiert eine Halbordnung (N, <) := (N*,|) auf N. Eine
weitere Halbordnung besteht aus den Teilermengen

T(n):={t|t e N* t teilt n}.
zusammen mit der Inklusion:
(M, <) ==({T(n) | neN"},CQ).

Setzen wir

o:{T(n)|neN} =N T(n)—n

und
T:N* = {T(n) |n e N}, n+— T(n),

dann ist (o, 7) eine Galoisverbindung.

iii) Ein interessanteres Beispiel findet sich auf dem Ubungsblatt. Ist X eine
Gruppenoperation, dann gibt es eine natiirliche Galoisverbindung zwichen dem
Untergruppenverband U(G) von G und der Halbordnung (via Verfeinerung) der
Partitionen von X. Man erhélt sozusagen eine Galoistheorie der Gruppenopera-
tion.

iv) Eine weitere wichtige Anwendung einer Galoisverbindung findet man in der
Begriffsanalyse. Dort werden u.a. Kontexte mit Hilfe des zugehorigen Begriffs-
verbands visualisiert, und den Begriffsverband bekommt man mit Hilfe einer
Galoisverbindung.
Unter einem (einwertigen) Kontext versteht man in der Begriffsanalyse ein Tri-
pel

K:=(G,M,I),
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bestehend aus einer Menge G von Gegenstianden, einer Menge M von Merkmalen
und einer Relation I zwischen diesen beiden, also I C Gx M. (g, m) € I bedeute,
der Gegenstand g habe oder besitze das Merkmal m, oder m komme g zu.
Einen endlichen Kontext K = (G, M, I) kénnen wir, wie bei binéiren Relatio-
nen allgemein {iblich, nach Numerierung der Elemente von G und M, etwa
G ={g1,92,...} und M = {mq,mo,...}, als eine |G| x |M|-Matrix I'(XC) mit
Eintragen 0 oder 1 notieren, oder auch als sogenannte Kreuzchentabelle, wobei
anstelle der Einsen ein Kreuzchen X, an allen anderen Stellen nichts eingefiigt
wird:

. 1, falls g;Im
T(R) = (vie), mit i = {0 sonsté.] '

Der mathematische Kontext mit der folgenden Gegenstandsmenge G := {2,1/2, 7}
aus reellen Zahlen und der Merkmalsmenge

M := {rational, irrational, algebraisch, transzendent},

also ein Kontext, der Wissen aus der Algebra-Vorlesung beschreiben kann, ergibt
dabei die 0, 1-Matrix bzw. die Kreuzchentabelle

gi\mg, ‘ r 1 a t gi\mg ‘ r i a t

2 1 01 0 2 X X

10.2.6 NG 01 1 0 bzw. V3 . %
s 0 1 0 1 s X X

Ein Begriff 8 zum Kontext (G, M, I) ist ein Paar (A, B) aus einer Gegenstands-
menge A, dem Umfang von (3, d. h. der Menge aller Gegensténde, die unter den
Begriff 3 fallen, und aus einer Merkmalsmenge B, dem Inhalt von §, d. h. der
Menge aller Merkmale, die dem Begriff 8 zukommen. Dabei muf} jeder Gegen-
stand aus A jedes Merkmal aus B besitzen und umgekehrt, es muf§ also gI'm
gelten fiir alle g € A und alle m € B.

Dieser Zusammenhang zwischen Umfang und Inhalt eines Begriffs legt es nun
nahe, allgemeiner fiir beliebige Gegenstandsmengen A und Merkmalsmengen B
die Ableitungen A’ und B’ einzufiihren:

Ali={meM|VgeA: gim}, B :={geG|YmeB: glm}.

Ein Begriff zum Kontext (G, M, I) ist ein Paar 8 := (A, B) mit AC G,BC M
und A’ = B, B’ = A. Dabei heifle A der Umfang, auch die Extension, und B
der Inhalt oder die Bedeutung, auch Intension, des Begriffs 3. Ein Beispiel fiir
einen Begriff im Rahmen des Kontextes 10.2.6 ist

(A7 B) = ({7-‘—}7 {i,t}).

Mit BV(K) wollen wir die Menge aller Begriffe zum Kontext K = (G, M,I)
bezeichnen, also

BV(K) = {(4,B) | AC G.BC M, A' = B,B = A}.
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Diese Menge kénnen wir hierarchisch anordnen, was der iiblichen Einteilung in
Ober- und Unterbegriffe entspricht. Dazu bemerken wir, dafl die Ableitungen
antiton sind:

A1§A2:>A’12A'2, Blng:BigBé

und extensiv:
ACA" BCB'.
Das Paar (—',—") ist also eine Galoisverbindung!

Da man in den natiirlichen Sprachen als Unterbegriff eines Begriffes § einen
spezielleren Begriff als 3 bezeichnet, also einen, der meist weniger Gegenstéande
als 0 umfafit, dafiir aber in der Regel mehr Merkmale als § aufweist, ordnen
wir BV(K) entsprechend an: Fiir Begriffe (A;, B;) € BV(K), mit i = 1,2, sei

(AlaBl) < (AQ,BQ)Z<:> Al C Ay (<:> By C Bl)

(A1, By) heifit dabei Unterbegriff von (Az, Bs), und entsprechend (Az, Bs) Ober-
begriff von (A1, By). Wir erhalten so die geordnete Menge

(BV(K), <),

den Begriffsverband zum Kontext K. Er veranschaulicht — mit Hilfe geeigneter
Beschriftung — die Information, die in dem Kontext steckt. Fiir unser Beispiel
erhilt man das Hasse Diagramm

[Nl
N o+

<&

Die Kompositionen o7 und 7o der Elemente einer Galoisverbindung (o, 7) haben
eine weitere interessante Eigenschaft, sie sind Hiillenoperatoren im folgenden
Sinn:

10.2.7 Definition (Hiillenoperatoren) (X, <) eine (partiell) geordnete Men-
ge, dann heifit eine Abbildung

X—->X,x—7T
von X in sich Hiillenoperator (auf X'), wenn sie die folgenden Eigenschaften hat:

o ¢ < T (Extensivitit)
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e x <y=7T<7Yy (Monotonie)
e T =7 (Idempotenz)

fiir alle z,y € X; dabei heifit T auch Abschluff von x oder abgeschlossen (bez.
des Hiillenoperators) oder von x erzeugt. .

Hiillenoperatoren kommen héufig vor:

10.2.8 Beispiele von Hiillenoperatoren:

i) Ein Hiillenoperator ist zum Beispiel die Abbildung, die jedem reellen x die
kleinste ganze Zahl > x zuordnet:

[F[IR—=R,z— [z]:=Min{z €Z |z < z}
ist Hiillenoperator auf R.

ii) Noch einfacher sind die identischen Abbildungen x — x, die natiirlich eben-
falls Hiillenoperatoren sind. Bei den folgenden grundlegenden Beispielen ist die
Halbordnung jeweils die Mengeninklusion C auf der Potenzmenge einer Menge
M :

e Die Bildung der konvezen Hiille von Teilmengen x des Raums M = R".

e Die Bildung der transitiven Hiille von Relationen z, also von Teilmengen
rCM=N xN.

e Die Zuordnung der abgeschlossenen Hiille zu einer Teilmenge x eines
topologischen Raums M.

e Das Erzeugnis T einer Teilmenge x einer algebraischen Struktur M, also
beispielsweise die lineare Hiille von x in einem Vektorraum M.

<

Die abgeschlossenen Mengen spielen eine wichtige Rolle, wir erwédhnen deshalb
die folgenden wichtigen Konsequenzen aus dem Bisherigen:

10.2.9 Satz Ist (o,7) Galoisverbindung zwischen (M, <) und (N, <), dann sind
o1 und 7o Hillenoperatoren, und die Mengen der abgeschlossenen Elemente in
N bzw. M sind

N :=o(M)={o(m)|me M}, M:=7(N)={r(n)|ne N}.

Diese beiden Mengen sind ordnungsantiisomorph vermdge der entsprechenden
und zueinander inversen Finschrinkungen von o und T.

Beweis: Die Eigenschaft von o7 und 7o Hiillenoperator zu sein, ist sehr leicht
nachzurechnen, ebenso die Tatsache, dal N bzw. M gerade aus den abgeschlos-
senen Elementen von N bzw. M bestehen.
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Die Ordnungsantiisomorphie bedeutet, daf3
TN — M, 7= 0o(m)— 7(c(m)) = 7()
bijektiv ist und Ordnungsantiisomorphismus, d.h.
n1 <My <= 7(M1) > 7(N2),
bzw. daf} analog fiir
o:M — N, m:=7(n) — o(r(n)) = o(m)

gilt
my <My <= o(m) > o(Mma).

O

Ahnlich wie mit antitonen Abbildungen kann man natiirlich auch mit monoto-
nen verfahren:

10.2.10 Definition (Galoisfunktionen) Sind (M, <) und (N, <) Halbord-
nungen, dann heiit a: M — N Galoisfunktion, wenn eine Abbildung 8: N — M
existiert, so daf gilt

e o und ( sind monoton,
e [a ist exteniv: m < Ba(m),

e af ist intensiv: n > af(n).

(Vgl. Ubungsblatt)
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10.3 Galoiserweiterungen, der Hauptsatz

Kehren wir wieder zu der oben beschriebenen Galoisverbindung (®,I") zuriick.
Wir bemerken zunéchst, dafl gilt:

10.3.1 Satz Ist L : K eine endliche Kéorpererweiterung, dann gilt:
o Fliir jedes U < Gal(LL : K) st

U=Gal(L:Ly), U =[L:Ly.

o I'o® =idy(gaiLk)), [ it also surjektiv, und ® ist injektiv.
Beweis:

i) Trivialerweise ist U < Gal(L : Ly), 10.1.6 liefert |Gal(L : Ly)| < [L : Ly,
es gilt also |U] < [L : Ly]. Zum Beweis des ersten Punkts geniigt demnach der
Beweis von

Ul > [L: Ly,
bzw. der Nachweis, dafl beliebige |U| + 1 Elemente

)\0,...,)\|U‘ elL

iiber Ly linear abhéngig sind. Zu diesem Zweck betrachten wir eine Gleichung
> Az = 0, mit Koeffizienten z; € Ly. Wenden wir auf beiden Seiten o € U
an, so erhalten wir, weil ¢ jedes z; € Ly fest 148t, das lineare Gleichungssystem

V|
20'71()\0.%1 = 0, oeU.
=0

Die Anzahl |U| der Gleichungen ist dabei kleiner als die der Unbestimmten, es
gibt also nichttriviale Losungen

(.’130,...,37|U‘) 75 0.

Ohne Einschrénkung kénnen wir z¢p # 0 annehmen, denn andernfalls kénnen
wir die A; ja umnumerieren. Weil es sich bei dieser nichttrivialen Losung um
eine Losung eines homogenen Gleichungssystems handelt, kénnen wir dieses xg
sogar beliebig vorgeben.

Das Gleichungssystem ist dquivalent zu dem Gleichungssystem

Z)\ZU(ZEZ) :0, o c U,

aus dem wir jetzt, durch Aufsummieren der Gleichungen, die Identitét

> ( Zcr) (€)X =0

i oceU
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bekommen. Nach dem Satz von Dedekind ist > o # 0, es gibt also geeignete
xo € Ly, fiir die (3 o)(xg) # 0 gilt. Die \; sind also tatséchlich linear abhéngig
iiber L. Das beweist den ersten Punkt.

ii) Zum Nachweis der zweiten Behauptung bemerken wir, daf
To®)(U)=T(2(U)) =T(Ly) = Gal(L: Ly) =T,

letzere Gleichung nach 1i).
O

Wir kommen damit zur Formulierung einer Bedingung, die gewéhrleistet, dafl
® und T (zueinander inverse) Bijektionen sind:

10.3.2 Definition (Galoiserweiterung) Eine Korpererweiterung L : K heifit
Galoiserweiterung, wenn

K= LGal(]L:K)
gilt, d.h. wenn K der Fixkorper der Galoisgruppe ist. °

Beispielsweise ist R : Q keine Galoiserweiterung, denn Aut(R) = {1}, wie bereits
erwiahnt. Dagegen ist C : R eine Galoiserweiterung.

Fiir endliche Erweiterungen L : K 148t sich die Bedingung Galoiserweiterung zu
sein auch anders formulieren bzw. nachweisen:

10.3.3 Satz Ist [L : K] € N, dann sind dquivalent:
i) L : K ist Galoiserweiterung,
i) [L: K] =|Gal(L : K,
it1) L : K ist normal und separabel,
i) L ist Zerfillungskorper eines iber K separablen Polynoms.
Beweis:
)= ii):
[L:K] € N=1931|Gal(L: K)| = [L: Laax)] =i [L: K].
ii)= i):
[L: K] =) |Gal(L : K)| =10.3.1 [L : Leaiwx)] & KCLemesr K = Laaiwx)-

i)= iii): Sei A € L. Wir betrachten die Bahn dieses Elements unter der Galois-

gruppe:
Gal(L : K)(A) = {A = Ao, -5 A1),

und das normierte Polynom mit diesen Wurzeln:

f)\ = H(l‘ — )\z) = Z/.ijj, wi € L.

iEn JEN
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Fiir die Fortsetzung & von o auf L[z] gilt

5(h) = Y olu)e’ = [ —o(h)) = fa,

es gilt also p1; = o(u;), fiir alle o € Gal(L : K), also, wegen i), ; € K und damit
fr € Klz]. Weil fy separabel ist, gilt das auch fiir A, die Erweiterung L : K ist
demnach separabel. Sie ist auch normal: Ist {bo, ..., bp.xj—1} eine K-Basis von
L, dann kénnen wir — analog zu f) — die Polynome f;, betrachten, L ist
Zerféllungskorper von deren Produkt f =[], fi,, die Erweiterung also normal.

ili)= iv) ist klar.
iv)= i): Sei L Zerfillungskorper von f € K[z], f separabel. Die Implikation

K C Lgai:k) ist klar, es gilt, die Umkehrung zu beweisen. Wir induzieren nach
der Anzahl r der nicht in K liegenden Wurzeln von f.

I»=0: K=DL ergibt die Behauptung.

ITr>0: Sei A € K, aber Wurzel von f. Dann ist f = fx x - h. Wir betrachten
M := K(N). L ist Zerfallungskorper von f iiber K, also auch iiber M. Die In-
duktionsannahme liefert, dal I : Ml eine Galoiserweiterung ist, es gilt demnach
M = ]LGal(]L:M) und damit

Leawk) € Laawmy = M = K()).

Ist s := [K()) : K] = Grad(fx,»), dann gibt es, zu jedem x € LgaL.x), Elemente
k; von K mit
T =ko+rA F ...+ Rs AL

Wir wollen zeigen, dafl © = k¢ € K.

f ist separabel, also auch fx », die (verschiedenen) Wurzeln dieses Minimalpo-
lynoms seien A = Ao, ..., As—1. Wir wissen, dafl es Isomorphismen ¢;: K(\) ~
K(A;) gibt mit ¢;(A) = A;, und die auf K die identische Abbildung induzieren.
¢; sei die Fortsetzung von ¢; auf L. Wegen ¢; € Gal(L : K) und ¢;(\) = \; gilt

Ve LGal(]L:]K): xr = (i)z(x) = Ko + :‘<61)\741 +...+ lisfl)\fil.

Das Polynom

g .= (FLO — IE) + /{1’[1,1 + ...+ Hsflus_l

hat dann die \;, 4 € s, als Wurzeln, obwohl es nur den Grad s — 1 hat, es muf}
also das Nullpolynom sein, d.h. es gilt * = ko € K und damit Lgawx) € K,
was noch zu zeigen war. |

Endliche Galoiserweiterungen L : K sind also genau die endlichen Korperer-
weiterungen L : K, die normal und separabel sind. Hieraus folgt, dafl endliche
Galoiserweiterungen auch Galoiserweiterungen ihrer Zwischenkorper sind, denn
endliche, normale und separable Erweiterungen sind natiirlich auch endliche,
normale und separable Erweiterungen ihrer Zwischenkorper M. Es gilt demnach

M = IL’Gal(]].,:l\/ll) = (q)r) (M)7

und wir erhalten die
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10.3.4 Folgerung Ist L : K eine endliche Galoiserweiterung und M ein Zwi-
schenkdrper, dann ist L : Ml ebenfalls Galoiserweiterung. Die Komposition ®oT’
induziert die Identitit auf ZwK(L : K), ®:U +— Ly ist also ebenfalls surjektiv.
Die Abbildungen ® und I sind zueinander inverse Ordnungsantiisomorphismen
zwischen U(Gal(L : K)) und ZwK(L : K).

Es bleibt zu untersuchen, wann M : K Galoiserweiterung ist.

10.3.5 Satz Ist L : K eine endliche Galoiserweiterung, M ein Zwischenkdrper,
dann sind dquivalent:

e M : K ist normal,
e o(M) =M, fiir alle o € Gal(L : K),
o Gal(L : M) q Gal(LL : K).
Beweis: M ist einfache Erweiterung, etwa M = K(A).

)= ii): Ist M = K()) normal, dann liegen alle Wurzeln von fx  in M. Das Bild
o(A) von A unter der Operation eines Elements o der Galoisgruppe ist Wurzel,
liegt demnach fiir alle o € Gal(L : K) in M und damit auch o(m = Y, k;\%).
Es folgt o(M) = M.

ii) = i): Ist o(M) = M, dann gilt o(\) € M. Das Polynom
f= I - =3
oe€Gal(L:K) J

hat X als Wurzel und zerféllt in Linearfaktoren. Ist jetzt 7 € Gal(L : K), dann
gilt fiir die Fortsetzung 7 :

7f=[[@=7o0) =1,

also Tp; = pj € K. Der Zwischenkdrper M = K()\) ist demnach Zerfallungskorper
von f iiber K, M : K ist also normale Erweiterung.

ili) < ii): Die Normalteilereigenschaft
I'(M) = Gal(L : M) < Gal(LL : K)

ist dquivalent zu o' (M)o ! = T'(M), fiir alle o € Gal(L : K), und das wiederum
ist, wegen

ol(M)o~" = 6Gal(L : M)o ™" = gAut(L)yo " = Aut(L),qn = IT'(0(M))

dquivalent zu I'(o(M)) = T'(M), fiir alle 0. Wegen der Injektivitét von I' ist das

dquivalent zu (M) = M, fiir alle o aus der Galoisgruppe.
O

Fassen wir zusammen, so ergibt sich der
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10.3.6 Hauptsatz der Galoistheorie Ist L : K eine endliche Galoiserweite-
rung, dann gilt

e Die Abbildungen ®:U — Ly und T:M — Gal(L : M) sind zueinander
inverse Ordnungsantiisomorphismen zwischen dem Untergruppenverband
U(Gal(L : K)) und dem Zwischenkdrperverband ZwK(L : K).

o Fiir alle Zwischenkdrper M ist L : Ml ebenfalls Galoiserweiterung.

o Fiir jede Untergruppe U der Galoisgruppe und fiir jeden Zwischenkorper
M von L : K gilt

M : K] = |Gal(L : K)/Gal(LL. : M)|, |U| = [L: Ly].

e M : K ist genau dann eine Galoiserweiterung, wenn Gal(IL : M) < Gal(LL : K)
ist, in welchem Fall gilt

Gal(M : K) ~ Gal(L : K)/Gal(L : M).
O

(Die letzte Behauptung ergibt sich durch den Nachweis, daf die Einschrinkung
der o auf M einen Epimorphismus von Gal(L : K) auf Gal(M : K) ergibt mit
Gal(L : M) als Kern!)

Als Anwendung konnen wir jetzt beispielsweise die noch fehlende Hilfte des
Satzes iiber die Konstruierbarkeit regelméfliger n—Ecke beweisen:

10.3.7 Satz Das regelmdfSige n-Eck ist genau dann mit Zirkel und Lineal
konstruierbar, wenn

n=2"p; - p,
mit verschiedenen Fermatschen Primfaktoren p1,...,p,.

Beweis:

i) Wir wissen bereits, daf§ diese Form von n notwendig ist (vgl. 9.2.12) fiir die
Konstruierbarkei.

il) Zum Beweis der Umkehrung betrachten wir den Kreisteilungskorper Q(¢),
mit einer primitiven n-ten Einheitswurzel (.

a) Wegen
[Q(C) : Q] = p(n) =27,
m geeignet, ist Gal(Q(¢) : Q) eine 2-Gruppe der Ordnung 2.

b) Da, nach dem Satz von Sylow, jede Gruppe der Ordnung 2" eine Unter-
gruppe der Ordnung 2"~! besitzt, also einen Normalteiler vom Index 2,
gibt es eine Kette

(1} =UpaU 4...aUp = GalQ(C) : Q),
bei der |U;/U;—1| = 2 gilt.
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¢) Nach dem Hauptsatz gibt es deshalb eine Kette von Zwischenkérpern
Q¢¥)=My>M;D>...0M,, =Q,

mit [M; : M;y1] = 2. Damit ist jedes Element von Q(¢) konstruierbar,
insbesondere also ¢ und damit das regelméflige n-Eck.

O
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10.4 Galoisgruppen von Polynomen

Weil der Zerfallungskérper L von f € K[z] \ K bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt ist, konnen wir

Gal(f,K) := Gal(L : K)
als die Galoisgruppe von f diber K (oder auch der Gleichung F(x) = 0) bezeich-
nen.

10.4.1 Beispiele Mit Hilfe der bereits berechneten Galoisgruppen erhalten
wir die folgenden Resultate:

i) GF(p") ist Zerfillungskorper von z(P") — x iiber GF(p), es folgt
Gal(z?") — 2, GF(p)) = Gal(GF(p") : GF(p)) ~ C,,.
ii) Fiir Kreisteilungspolynome erhalten wir
GF(®n, Q) = Gal(Q(C) : Q) = E(Zy).

iii)

Gal(1 + 22, R) =~ Cs.
iv)

Gal(z* — 2,Q) ~ Dj.

<&

10.4.2 Folgerung Ist f € K[z], und hat f nur einfache Wurzeln X;, dann ist
s
0: Gal(f, K) — Swp), 0 — (J()iﬂ)

ein Monomorphismus von Gal(f,K) in die symmetrische Gruppe Sy 5y auf der
Menge W (f) der Wurzeln von f. Die Galoisgruppe eines Polynoms mit n ver-
schiedenen Wurzeln ist also isomorph zu einer Untergruppe der symmetrischen
Gruppe Sy. Man bezeichnet dann einfachheitshalber auch diese Gruppe als Ga-
loisgruppe von f. |

10.4.3 Beispiele
i) Gal(1 + 22, R) = {1,7} ~ Sy, wobei 7:7 — —i.
i) @1 =2t —22 +1=(z—)(x— ) (z — ") (z — (), wobei ¢ = exp(27i/12)
eine primitive 12-te Einheitswurzel ist. Es gilt also
Gal(®12,Q) = Gal(Q(¢) : Q) = {01,05,07,011},
wenn o;: ¢ — (*. Wir erhalten also, wenn \g := , A\; := (%, A\g := (7, Az := (11,
5(01) = 1,8(05) = (01)(23), 6(7) = (02)(13), 6(or1) = (03)(12).

Hieraus folgt
Ga1(<I>12, Q) ~ ‘/47

die Kleinsche Vierergruppe. <&
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Da irreduzible Polynome in ihrem Zerfiallungskorper lauter einfache Wurzeln
haben, ergibt sich unmittelbar die

10.4.4 Folgerung Die Menge

Gal(f, K)\W(f)

der Bahnen der Galoisgruppe von f auf W(f) beteht aus den Wurzelmengen
der irreduziblen Faktoren von f. Ist [ selbst irreduzibel, dann operiert die Ga-
loisgruppe transitiv auf der Wurzelmenge, es gilt dann

Gal(f, K)\W(f) = {W(f)}.

10.4.5 Anwendung Beispielsweise sind also die Bahnen von
Gal(z®") — 2, GF(p)) = Gal(GF(p") : GF(p)) ~ C,,

auf GF(p") die Wurzelmengen der irreduziblen Faktoren von z(P") —z. Das sind
aber gerade die sdmtlichen normierten irreduziblen Polnome f € GF(p)[z] vom
Grad < n, deren Wurzeln in GF(p™) liegen.

Man kann die Anzahl dieser Polynome also als Bahnenanzahl ermitteln. Hierzu
kann man mit Gewinn die Existenz einer sogenannten Normalbasis verwenden,
das ist eine GF'(p)—Basis der Form

B={o(\) | o e Gal(GF(p"): GF(p))},

A € GF(p™) geeignet. (Die Existenz einer solchen Basis kann man fiir jede
endliche Galoiserweiterung beweisen!)

Bei geeigneter Numerierung der Basiselemente operiert die zyklische Gruppe
auf GF(p™) durch zyklische Vertauschung der Basiselemente. Das ist gerade die
Art von Operation

G (YX) )
die wir bei der Definition der Symmetrieklassen von Abbildungen gesehen haben.
Die gesuchte Gesamtanzahl irreduzibler Polynome ist also

|Gal(GFG™) : GE) \GF (") | =G\ | =~ S (/"

tin

Und die Anzahl solcher irreduziblen Polynome vom Grad n ist die Anzahl der
Bahnen von mazimaler Lange n, also gerade gleich

G\, P L= = S e

tin

<

Weil die symmetrische Gruppe Sp, fiir Primzahlen p, mit irgendeinem Zyklus
voller Lange, zusammen mit irgendeiner Transposition erzeugt werden kann

(Ubungsblatt), gilt auch:
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10.4.6 Folgerung Ist f irreduzibel, von primem Grad p, und enthdlt Gal( f,K)
ein Element o der Ordnung p sowie eine Transposition T, dann ist

Gal(f,K) ~ S,,.
Mit Hilfe dieses Resultats werden wir folgendes beweisen kénnen:

10.4.7 Satz Ist f € Q[x] irreduzibel, vom primen Grad p, dann gilt

Gal(f,Q) ~ Sy,

wenn [ genau zwei verschiedene nicht reelle Wurzeln hat.

Beweis: Sind A, € W(f) \ R verschieden, dann fithrt das Element z +— Z der
Galoisgruppe diese beiden Wurzeln ineinander {iber, ist also eine Transposition
auf W (f). Bezeichnet L den Zerfillungskérper von f, und ist v eine Wurzel von
f, dann gilt

[L: Q] =[L:QW]Q¥): Q] =[L: Q)] p,
denn f ist — evtl. bis auf einen Zahlenfaktor — das Minimalpolynom von v.

Nach dem Satz von Sylow enthélt die Galoisgruppe Elemente der Ordnung p,
woraus mit 10.4.6 die Behauptung folgt. O

Jetzt sei an die elementarsymmetrischen Polynome erinnert:

ogn) = Z Tyy Ty, € Klxo,y ...y Zpnoa], 1 <i<n, o'(()") =1,
0<yp<...<v;i—1<n—1

und an die Tatsache, dafl diese wie folgt die Koeffizienten gewisser Polynome
mit Hilfe der Wurzeln auszudriicken erlauben:

n

f= H(m —x;) = Z(_l)io—fn)xn_i'

ien =0

Die symmetrische Gruppe S,, operiert auf K[zo,...,2,_1], also auch auf des-
sen Quotientenkorper K(zo, ..., z,—1), dem Korper der rationalen Funktionen
in den Unbestimmten xy, ..., z,_1. Die Menge der Fixpunkte von .5,,, der Fix-
ring von S,, auf K[z, ..., z,_1], ist der Ring der symmetrischen Polynome, der
Fixkorper

K(l‘o, ce ;xn—l)Sn,

heilt entsprechend der Korper der symmetrischen Funktionen.

10.4.8 Satz Es gilt:

e Der Korper der symmetrischen Funktionen ist der Quotientenkorper des
Rings der symmetrischen Polynome:

K(zo,...,Zn-1)s, = K(Ugn), ce U(")).

n
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e Dieser Korper ist Zerfallungskorper von

n

F=]J@—z)= Y (-1)icz"" e K(o\",...,00")[a].

i€n i=0
e Die Korpererweiterung
K(zg,. .., Tn-1): K(Ugn), o)
ist endliche Galoiserweiterung.
o Fiir die zugehorige Galoisgruppe gilt:
Gal(f,K(o\™,... oM)) ~ S,.

Beweis:

i) Zunichst gilt ganz offensichtlich die Inklusion

K(O’§n), e 70_7(ln)) S K(wo, e ,Z‘n,l)s

e

ii) K(zo,...,z,—1) ist natiirlich Zerfillungskorper des separablen Polynoms
fe K(UYL), o)z,

K(zo, ..., Xpn_1): K(O’;n), cey aﬁ[”) also eine Galoiserweiterung.

iii) Weil dieser Kérper Zerfillungskorper eines Polynoms vom Grad n ist, gilt
fiir den Korpergrad:

[K(zg,...,Tn_1): K(ain), cee agl))] <nl.

Die Galoiserweiterung ist also endliche Galoiserweiterung.

iv) Wegen
Sp < Gal(K(zo, ..., zn-1) : K(zo, ..., 2Tn-1)s,)

folgt schliefllich auch

n! < |Gal(K(zg, ..., 2n-1) : K(zo,...,Zn-1)3,)l,
mit i) also

n! < |Gal(K(zo, ..., 2n_1) : K(a\™, ..., a(™))],

was beweist, daf} die Galoisgruppe von f iiber K(zo,...,Z,—1) isomorph zur
symmetrischen Gruppe S, ist.

v) Obige Ungleichungen sind also aus Dimensionsgriinden Gleichungen, und wir
erhalten somit auch

K(ogn), .. ,07(1")) =K(zg,...,Tn-1)s,:
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was den Beweis vervollstandigt.

O
Das Polynom
hi=a2"4+zez" ' 4+ ...+ ZpoT +Tp_1 € K(xg,y ..., Tn-1)[z]
heif3t allgemeines Polynome n-ten Grades. Weil die Substitution
zi o (<)o)
einen Isomorphismus ¢ von K(zg,...,z,—1) auf K(Ugn), e 0'7(ln)) definiert, bei

dem h auf f = [](x — x;) abgebildet wird, ergibt sich auch die

10.4.9 Folgerung Das allgemeine Polynom hat die symmetrische Gruppe als
Galoisgruppe:
Gal(h, K($0, e 7l‘n_1)) ~ Sn

O
Damit haben wir ein Polynom mit symmetrischer Galoisgruppe. Fiir die Anwen-
dungen der Galoistheorie auf das Problem der Losbarkeit algebraischer Glei-
chungen benttigen wir noch Aussagen iiber Polynome mit zyklischen Galois-
gruppen. Wir betrachten deshalb als néichste die reinen Polynome, das sind die
Polynome der Form z™ — k € K][z], und zu den entsprechenden reinen Gleichun-

gen ™ = k. Wegen der schon angesprochenen Anwendungen machen wir die
Voraussetzung

Char(K) teilt n nicht und K enthélt alle n-ten Einheitswurzeln.

Wir stellen zunéichst folgendes fest: Ist A eine Wurzel des reinen Polynoms ™ —k,
¢ eine primitive n-te Einheitswurzel, dann gilt:

i) A\, AC, ..., AC" ! sind die Wurzeln von 2™ — k.
ii) Diese Wurzeln sind paarweise verschieden.

iii) K(\) ist Zerfiallungskorper von 2™ —k. Dieses Polynom ist separabel, K(\) :
K also eine Galoiserweiterung.

10.4.10 Satz Die Galoisgruppe Gal(z" — x,K) = Gal(K()A) : K) der reinen
Gleichung ist isomorph zu einer Untergruppe von C,, insbesondere also eine
zyklische Gruppe. Ist ™ — Kk irreduzibel, dann ist die Galoisgruppe isomorph C,,.

Beweis: Ist 0 € Gal(z™ — ,K), dann gilt o(\) = A¢¥, mit einem geeigneten k.
Die Abbildung

¢:Gal(z" — K,K) = Zp, 0 — k:=k+ (n)

ist ein Gruppenhomomorphismus von der Galoisgruppe in die additive Gruppe
(Zp,+) = C,.
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Ist ™ — k irreduzibel, dann ist 2™ — K = fx ., also [K(A\) : K] = n. Die
Korpererweiterung K(\) : K ist Galoiserweiterung, es gilt also

Gal(a" — £, K)| = [K(V) : K] = n. = |Cul,
was die Behauptung ergibt.

Hiervon gilt auch die Umkehrung;:

10.4.11 Satz Ist L : K eine Galoiserweiterung, Gal(L : K) ~ C,,, Char(K) kein
Teiler von n, und enthdlt K alle n-ten Einheitswurzeln, dann ist L Zerfillungskérper
eines irreduziblen reinen Polynoms tiber K.

Beweis: Sei Gal(L : K) = (o). Die Menge {1,0,0%,...,0" '} C KK ist nach
dem Satz von Dedekind linear unabhéngig iiber K. Ist { eine primitive n-te
Einheitswurzel, dann liegt diese nach Voraussetzung in K. Wegen der linearen
Unabhingigkeit der o? ist die sogenannte Lagrangesche Resolvente

n—1

W= Zgiai # 0.

=0

Es gibt also A € L mit

n—1

n(N) = _¢la' (V) #0.

=0

Hierfiir ist

a(p(N) =D o) = ¢ u(n) #0.

K2

Es folgt

a(uN)") = (o(u(N)" = (T u(A)" = ¢ uN)" = p(N)"

Wir erhalten also, daB fiir alle &k gilt: o (u(\)") = u(\)", also u(\)" € K. Das
Element u()) ist demnach Wurzel eines reinen Polynoms 2™ — & iiber K.

Betrachten wir jetzt das Minimalpolynom fi (). 0" (u(X)) = ¢7Fu()) ist Wur-
zel dieses Polynoms, 0 < k < n — 1, es hat also einen Grad > n. Da es ein Teiler
von z" — K ist, gleicht es diesem:

vaM()\) =" — K.

L ist also tatséchlich Zerfdllungskorper eines irreduziblen reinen Polynoms iiber
K, wie behauptet. O
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10.5 Die Auflésbarkeit algebraischer Gleichun-
gen
Gleichungen der Form 22 + ax + b = 0, a,b € R, also algebraische Gleichungen

zweiten Grades, besitzen bekanntlich die Wurzeln

$172:7:|:

sie sind also durch Wurzelziehen bei arithmetischen Ausdriicken in den Koef-
fizienten 16sbar. Das gilt auch fiir die Gleichungen 23 + a;22 4 asx + az = 0,
a; € R. Setzt man

] a? ] 243  ajas
pr=as— —, 1= —

27 27 3

_ _ 2i
Pi= ([ r Q= (- C=exn(T0),

dann ergeben sich die Wurzeln zu

L

N[,
= Tw

2
+(137’I"3: 47

sowie

1 :P—&—Q—%,xg :CP+C2Q—%7:E3 :C2P+CQ—%, (Cardano)

Ahnliches gilt fiir Gleichungen vierten Grades, wie man schon im 16. Jahr-
hundert festgestellt hat. 1826 hat dann N. H. Abel bewiesen, dafl Gleichungen
fiinften Grades nicht immer auf diese Weise durch Wurzelziehen lésbar sind,
und E. Galois fand dann eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die
Existenz solcher Losungen. Diese Bedingung soll jetzt hergeleitet werden.

10.5.1 Definition (Radikalerweiterung) L : K heifit Radikalerweiterung,
wenn L von K aus in endlich vielen Schritten durch sukzessives Adjungieren
von Wurzeln reiner Polynome erzeugbar ist, d.h. es gilt . = K oder es gibt eine
endliche Kette

K:KO<...<Km:L

von Zwischenkérpern K; mit K;+q1 = K;(\;), und A" € K;, n; geeignet. .

10.5.2 Hilfssatz Ist L : K eine Radikalerweiterung und Char(K) = 0, dann
gibt es Erweiterungen M : L, so daf§ M : K Galoiserweiterung und Radikaler-
weiterung von K ist.

Beweis: Durch Induktion nach [L : K].
I[L:K]=1:K=L, hier gilt also die Behauptung,.
ITL:K]>1:8i K=K< - <K, =L. Wir unterscheiden zwei Fille:
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a) m = 1:8ei L = K(A) und A" € K. Wir adjungieren, falls notwen-
dig, noch eine primitive n-te Einheitswurzel ¢ und setzen M := L(().
M enthélt mit A und ¢ alle Wurzeln von z" — k, wenn k := A\". M ist
also Zerfallungskorper dieses reinen Polynoms. Demnach ist M : K eine
Radikalerweiterung mit der Kette von Zwischenkorpern

K=Ky CK; =L CKy=M.

AuBerdem ist M : K eine Galoiserweiterung, denn M ist ja Zerfallungskorper
eines iiber K separablen Polynoms.

b) m > 1 : Ohne Einschrinkung kénnen wir K,,_; C L und damit, we-
gen der Endlichkeit von [L : K], die Ungleichung [K,,—1 : K] < [L : K]
voraussetzen, so dafl die Induktionsannahme die Existenz eines Erweite-
rungskorpers M’ (oberhalb von K,,,_1) liefert, der Galoiserweiterung und
Radikalerweiterung von K ist.

Mit Hilfe von dessen Galoisgruppe definieren wir das Polynom

f= I @ —otm).

o€Gal(M’:K)

wobei k und n durch L = K,;,_1(k) und k" € K,,—1 definiert seien (fiir
irgendein k, das durch Adjunktion L ergibt). Wegen 7f = f, fiir alle
7 € Gal(M' : K) folgt f € K[z].

Jetzt sei M definiert als Zerfiallungskorper von f iiber M’. Er entsteht
durch Adjunktion der n-ten Wurzeln der o(k™) an M, also ist M : M/
eine Radikalerweiterung. Da auch M’ : K Radikalerweiterung ist, erweist
sich insgesamt auch M : K als Radikalerweiterung.

Es bleibt zu zeigen, dal M : K Galoiserweiterung ist. M’ ist Zerfillungskorper
eines g € K[z], M ist Zerfiallungskorper von f {iber M'. Insgesamt ist also
M Zerfallungskorper von gf iiber K, also eine Galoiserweiterung von K,
denn gf ist, wegen Char(K) = 0, separabel.

O

10.5.3 Satz Ist Char(K) = 0 und L : K sowohl Galoiserweiterung als auch
Radikalerweiterung, dann besitzt die Galoisgruppe Gal(L : K) eine Normalreihe
mit zyklischen Faktoren.

Beweis: Der Fall L = K ist trivial. Sei deshalb
K=Ky<: - <K,,=L
mit K;11 = K;(\;) und A" € K;. Wir setzen

ni=ng-cNp-t,
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bezeichnen mit ( eine primitive n-te Einheitswurzel und betrachten die Erwei-
terungen K} := K;(¢). Sie bilden die Kette

K<K,<K;<---<K =L"=1L().

In dieser Kette bilden benachbarte Zwischenkérper Galoiserweiterungen Kj_ ; :
K’, denn K/ enthilt ja die primitive n;-te Einheitswurzel ¢"/™, das Polynom
a/mi — At ist also separabel iiber K. Auflerdem ist die Galoisgruppe dieser
Erweiterung, G; := Gal(Kj ., : K}), zyklisch, nach 10.4.10.
Die Erweiterung IL : K ist Galoiserweiterung, also Zerféllungskorper, etwa von
g € Klz]. L(¢) ist dann Zerféllungskorper von g(a™ — 1), L(¢) : K ist also
Galoiserweiterung, und auch L(¢) : K(¢).
Der Kette

K<K,<K;<...<K =L"=1L().

entspricht deshalb, nach dem Hauptsatz der Galoistheorie, die Normalkette der
entsprechenden Galoisgruppen (durch Anwendung von I'):

Gal(L': K) > Gal(L' : Kj)) > ... > Gal(L' : K,) = {1}.
Weiter gilt nach dem Hauptsatz, dafl deren Faktoren
Gal(L': Kj)/Gal(L' : K ) ~ Gal(Kj, : K})

zyklisch sind. Daraus folgt, weil mit L/ : K auch L : K Galoiserweiterung ist,
nach dem Hauptsatz:

Gal(L : K) ~ Gal(L' : K)/Gal(L’ : L).

Demnach besitzt auch Gal(L : K) eine Normalreihe mit zyklischen Faktoren.
O

10.5.4 Satz Ist L : K eine endliche Galoiserweiterung, Char(K) = 0 und
besitzt Gal(L : K) eine Kompositionsreihe mit zyklischen Faktoren, dann gibt es
eine Einheitswurzel ¢, so daff L(¢) : K eine Radikalerweiterung ist.

Beweis: Eine aus dieser Normalreihe durch Verfeinerung hervorgegangene Kom-
positionsreihe sei

Gal(L:K)=Go> G > > Gy, = {1},

mit den (zyklischen!) Faktoren G;/G;y1. Die Abbildung ® aus der Galoisver-
bindung ergibt die entsprechende Kette von Fixkorpern

K=Lg <Lg < -+ <Lg, =L.

Hierfiir gilt nach dem Hauptsatz, wenn K; := Lg,,

a) G; = Gal(L : K;) < Gal(L : K),
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b) K;11 : K; ist endliche Galoiserweiterung,
C) Gal(Ki+1 : Kz) =~ Gal(]L : Kz)/Gal(]L : Ki+1),
und aus der letzten Isomorphie folgt noch, dafi Gal(K;41 : K;) zyklisch ist.

Sei jetzt n := |Gal(L : K)|, ¢ eine primitive n—te Einheitswurzel. Wir wollen
zeigen, dafl L(¢) : K die Behauptung erfiillt.

K;11 : K; ist Galoiserweiterung, also auch K;;1(¢) : K; und K;41 : K;(¢). Die
Einschrankung 1 der Automorphismen auf K;;1 ist ein Homomorphismus

¥: Gal(Ki11(¢) : K;) — Gal(Kiy1 : K;), 0 — o | Kipq.

Dessen Einschrénkung auf die Untergruppe Gal(K;41(¢) : K;(¢)) ist dann ein
Homomorphismus

1/} l Gal(KH_l(g) : Kz(C)) Gal(K,_H(C) : Kl(C)) — Gal(KH_l : Kl), Ot 0 J, Ki+1.

Dieser erweist sich als injektiv: Liegt o im Kern, dann ist o(x) = &, fiir alle
k€ Kip1 UK;(¢) = Ki11(¢), und damit die identische Abbildung.
Wir konnen also darauf schlieflen, dafi Gal(K;41(¢) : K;(¢)) isomorph zu einer
Untergruppe von Gal(K;11 : K;) und damit ebenfalls zyklisch ist, ihre Ordnung
n; teilt n. Also enthélt K;(() eine primitive n; —te Einheitswurzel: ¢ K ©)
entsteht demnach aus K;(¢) durch Adjunktion einer n;—ten Wurzel. Demnach
ist L(¢) : K eine Radikalerweiterung, wie behauptet.

O
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10.6 Auflésbare Gruppen

Unser Ziel ist es jetzt, die Auflosbarkeit algebraischer Gleichungen durch die
Auflosbarkeit der Galoisgruppe zu charakterisieren. Deshalb geht es zunéchst
um die Einfithrung des Begriffs der Auflosbarkeit von Gruppen. Wir erinnern
uns dazu an den Begriff der Kommutatorgruppe: G sei eine Gruppe,

Eine Untergruppe U < G heifit charakteristische Untergruppe, wenn fiir
alle Elemente v der Automorphismengruppe Aut(G) von G gilt

a(U) =T.

Zu zwei Elementen g, h € G heifit
lg,h] == g~ 'h" gh
ihr Kommutator.
Die von allen Kommutatoren erzeugte Untergruppe
GY .= [G,G):= (g *h'gh | g,h € Q)
heifit die Kommutatorgruppe von G.
Die héheren Kommutatorgruppen G werden rekursiv so definiert:
Vi>1:GW = [G0"D, gl
dabei sei G := G.

Die Kommutatorgruppe ist die kleinste Untergruppe mit abelscher Fak-
torgruppe in G. Sie ist charakteristische Untergruppe.

Ein Beispiel ist die Kommutatorgruppe der symmetrischen Gruppe: Sﬁbl) =
A,,. Tatséchlich ist sogar jedes Element der alternierenden Gruppe ein

Kommutator.

Eine Gruppe heifit aufiésbar, wenn G Kompositionsreihen besitzt und die-
se nur Faktoren von Primzahlordnung haben. Wegen

Sg > A3 >1
ist also beispielsweise S3 auflosbar, und nach
S>> A Vi Coy> 1

gilt das auch fiir Sy (fiir S5 dagegen nicht, s.u.).
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— Aquivalent dazu ist offenbar, eine Gruppe als auflosbar zu bezeichnen,
wenn die Faktoren ihrer Kompositionsreihen abelsch sind (denn eine abel-
sche Gruppe G # 1 ist genau dann einfach, wenn sie zyklisch von Prim-
zahlordnung ist, und Gruppen von Primzahlordnung sind zyklisch, insbe-
sondere also abelsch).

<

Wir wollen noch zeigen, dafl die Auflésbarkeit auch mit Hilfe hoherer Kom-
mutatorgruppen charakterisiert werden kann, denn G wird sich als auflésbar
herausstellen, wenn es n gibt mit

G ={1}.

Zuniichst deshalb einige ergéinzende Uberlegungen zu hoheren Kommutator-
gruppen:
10.6.1 Hilfssatz Fir hohere Kommutatorgruppen ist folgendes richtig:

« U<G— U™ G,

e NJG = (G/N)™ = (G . N)/N ~G™ /(G NN),

o (G x H)™W = G0 x H™,
Beweis:
i) ist trivial.
ii) Induktion nach n :

I n=0: dieser Fall ist klar wegen G(©) = G.
IIn>0:

(G/N)=D (G/N)= ]
(G"YN)/N,(G"VN)/N]

{gN |ge GV} {gN | ge G 1}
(90N, 1N ]| gi € G

[90,91]N | gi € G

G™ . N)/N.

@/ =
[
[
=
(
(

iii) ist klar.

10.6.2 Folgerung Fir endliche Gruppen gilt:

e Gibt esn € N mit G = {1}, dann gilt auch fiir jede ihrer Untergruppen
U™ = {1}, und auch fiir jede Faktorgruppe ist (G/N)™) = {1}.
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e Sind Gy, ...,Gm—1 Gruppen mit Gl(,”i) = {1}, n:=kgV{n,; | i € m}, dann
18t
(Go x -+ % Gm_1)(") = {1}

o Ist NG und N = (G/N)™ =1, dann ist G = 1.

O

10.6.3 Satz FEine endliche Gruppe G ist genau dann auflésbar, wenn es ein
ke N gibt mit G®) = 1.

Beweis:

i) Sei zunéchst G auflgsbar. Es gibt also eine Kompositionsreihe
G=Gy>Gi>...>G, ={1}, G;/Gi+1 von primer Ordnung.

Wir verwenden Induktion nach n.
In=0,1: trivial, denn G ist hier abelsch.

I n > 1: Nach Induktionsannahme gibt es ny € N mit ngl) = {1}. Weil die
Faktorgruppe Go/G1 abelsch ist, haben wir auch (Go/G1)™") = {1}, so daB8 wir
auf

G(n1+1) — G(()TL1+1) _ {1}

schlielen konnen.

ii) Ist umgekehrt G(™ = {1}, dann bilden die hoheren Kommutatorgruppen die
Normalreihe

G=GVrcWr. . .M =11}

mit abelschen Faktoren. Aus dieser Kette kann man durch Verfeinerung eine
Kompositionsreihe gewinnen, ihre Faktoren sind ebenfalls abelsch und natiirlich
von primer Ordnung, nach dem Hauptsatz iiber abelsche Gruppen.

O

10.6.4 Definition (auflésbare Gleichungen) Eine algebraische Gleichung
F(z) =0, zueinem f € K[z]\K, heit iber K (durch Radikale) aufigsbar, bzw. f
heifit auflosbar, wenn ihre simtlichen Losungen, d.h. alle Wurzeln von f, aus den
Koeffizienten des Polynoms mit Hilfe der Grundrechnungsarten und Wurzelzie-
hen gewonnen werden kénnen, mit anderen Worten: wenn der Zerfillungskorper
in einer Radikalerweiterung von K liegt. °

10.6.5 Satz Ist Char(K) = 0, dann ist F(x) =0, zu f € K[z] \ K, genau dann
iber K durch Radikale losbar, wenn G(f,K) auflésbar ist.
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Beweis:

i) Ist f durch Radikale aufldsbar, dann gibt es eine Kérpererweiterung IL : K, die
den Zerfallungskorper M umfafit, Galoiserweiterung und Radikalerweiterung ist.
Die Galoisgruppe Gal(L : K) hat abelsche Normalreihen und ist damit auflgsbar.
Weil mit L : K auch M : K eine Galoiserweiterung ist, gilt nach dem Hauptsatz
der Galoistheorie

Gal(L : M) < Gal(L : K) und Gal(M : K) ~ Gal(L : K)/Gal(L : M).

Aus der Auflosbarkeit von Gal(L : K) ergibt sich also auch die von Gal(M : K)
und damit die Auflésbarkeit der Galoisgruppe des Polynoms.

ii) Ist umgekehrt G(f, K) = Gal(M : K) auflésbar, dann gibt es eine Erweiterung
L : K mit K <M < L, die Radikalerweiterung ist, das Polynom ist also
auflosbar.

O

10.6.6 Folgerungen

i) Das allgemeine Polynom vom Grad n ist fir n > 5 nicht durch Radikale
auflosbar.

i1) Das allgemeine Polynom vom Gradn ist fiirn < 4 durch Radikale auflésbar.

iii) Polynome mit abelschen Galoisgruppen sind durch Radikale auflosbar, bei-
spielsweise also die Kreisteilungspolynome.
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Kapitel 11

Kategorien und Funktoren

In den Vorlesungen Lineare Algebra IIT und Algebra LII sind mehrere Klassen
mathematischer Strukturen im Detail betrachtet worden: Mengen, Gruppen,
Ringe, Korper, Vektorrdaume usw. Wir wollen deshalb diese Betrachtung von
Klassen von Strukturen systematisieren und vereinheitlichen unter Verwendung
der — seit etwa 1945 vorhandenen — Begriffsbildung der Kategorie.

393
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11.1 Kategorien

11.1.1 Definition (Kategorie) Eine Kategorie C besteht aus einer Klasse
Ob(C) von Objekten A, B, C, ... und einer Klasse Mor(C) von Mengen hom¢ (A, B)
von Morphismen f,g,h,..., zu jedem Paar (A, B) von Objekten, also

C = (Ob(C), Mor(C)).

Dabei heilt A der Bereich der Morphismen in home(A, B), B ihr Cobereich.
Dariiberhinaus wird die Existenz einer Multiplikation von Morphismen verlangt:

hOch(A, B) X hOmc(B, C) - hOmc(A, O): (f7 g) = gf
Hierfiir miissen die folgenden Bedingungen erfiillt sein:

e (A,B) # (C,D) = hom¢(A4, B) Nhom¢(C, D) = (), mit anderen Worten:
Morphismen f € home (A4, B) sind genau genommen Tripel

(A, Graph(f), B).

e (hg)f = h(gf), d.h. die Multiplikation der Morphismen ist assoziativ
(meist ist sie sowieso einfach gleich der Komposition der Abbildungen).

e Zu jedem Objekt A gibt es in hom¢ (A, A) einen Morphismus 14 mit f14 =
f, fir alle f € home (A, B) sowie 149 = g, fiir alle g € hom¢ (B, A). Diese
Morphismen sind in der Regel natiirlich die Identitéten.

11.1.2 Beispiele Bekannte Beispiele sind

e Die Kategorie S der Mengen (sets), mit den Mengen als Objekten, den
Morphismenmengen homs(A, B) := B4, der Komposition von Abbildun-
gen als Multiplikation: gf = g o f, sowie den Identitdten ida = 14.

e Die Kategorie G der Gruppen, mit den Gruppen als Objekten, den Mor-
phismenmengen homg (A4, B) := Hom(A, B), der Komposition von Abbil-
dungen als Multiplikation, sowie den Identitédten 14 := id4. Die Kategorie
A der abelschen Gruppen ist analog zu G definiert, ebenso die Kategorie
M der Monoide wie auch H, die Kategorie der Halbgruppen.

e Die Kategorie R der Ringe mit Einselement, hier sind die Morphismen
natiirlich die Ringhomomorphismen, die Einselement auf Einselement ab-
bilden. Entsprechendes gilt fiir die Kategorie I der Korper.

e Ist R ein Ring, dann bezeichne p M die Kategorie der R—Linksmoduln,
Mg die der R—Rechtsmoduln, mit den R—linearen Abbildungen als Mor-
phismen. Fiir Korper K sei gV die Kategorie der K—Linksvektorrdume,
analog ist Vg zu verstehen.
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<

Als Teilkategorie von C (kurz D < C) bezeichnen wir jede Kategorie D, deren Ob-
jekteklasse Ob(D) eine Teilklasse von Ob(C) ist, und fiir die gilt homp(A, B) C
home (A, B), falls A, B € Ob(D). Dariiberhinaus wird natiirlich noch verlangt,
daf die Multiplikation zweier Morphismen in Mor(D) dieselbe ist wie in Mor(C),
und dafl die Einsen 14 iibereinstimmen.

Sind die Morphismenmengen sogar gleich, homp (A, B) = hom¢ (A, B), dann
spricht man von einer wvollen Teilkategorie. Beispiele voller Teilkategorien sind

G und A in M.

11.1.3 Definition (Iso-, Mono-, Epimorphismen) Morphismen mit links-
und rechtsinversen Morphismen, d.h. die f € hom¢(A4, B), fiir die es g,h €
home (B, A) gibt mit fg = 1 und hf = 14 (woraus natiirlich g = h folgt, so
dafl wir f=! := g = h setzen diirfen) heiflen auch hier Isomorphismen. Es sind
bijektive Abbildungen.

Mono- bzw. Epimorphismen sind die in Mor(C) links- bzw rechts kiirzbaren
Morphismen, also diejenigen Morphismen f, fiir die zu Morphismen g, h mit
fg = fh folgt g = h bzw. fiir die zu Morphismen g, h mit gf = hf folgt g = h.

Hier ist jedoch Vorsicht geboten, denn wir fordern die Kiirzbarkeit nur bei Pro-
dukten mit Morphismen (und nicht stets!): Beispielsweise ist

[fZ—-Q,z+— 2z

ein Morphismus in der Kategorie R. Sind jetzt g, h € homg (Q, R) Morphismen
mit gf = hf,dann gilt g | Z = h | Z. Weil jeder Homomorphismus auf Q durch
seine Wirkung auf Z vollstédndig bestimmt ist, ergibt das g = h, f ist also rechts
kiirzbar, allerdings keineswegs surjektiv!

11.1.4 Folgerung Fiir Monomorphismen und Epimorphismen in Kategorien
gilt:

o Injektive Morphismen sind Monomorphismen, surjektive Morphismen sind
Epimorphismen,

e Produkte von Monomorphismen sind Monomorphismen, Produkte von Epi-
morphismen sind Epimorphismen,

o Monomorphismen sind aber nicht notwendig injektiv sein, Epimorphismen
nicht notwendig surjektiv.

O

Andererseits git es natiirlich Kategorien, in denen Morphismen genau dann Mo-
nomorphismen (Epimorphismen), wenn sie injektiv (surjektiv) sind:
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11.1.5 Beispiele In den Kategorien
Sa RM7 MR7 KV7 V]Ka A? g

sind genau die injektiven Morphismen Monomorphismen und genau die surjek-
tiven Morphismen Epimorphismen. In der Kategorie

R

dagegen sind die Monomorphismen genau die injektiven Morphismen, die Epi-
morphismen jedoch nicht notwendig surjektiv. &

Vgl. Ubungsblatt.

Interessant ist auch die Klassifizierung von Unter- und Faktorstrukturen: Um
die Unterstrukturen von A € Ob(C) zu klassifizieren, kann man némlich auf der
Klasse der Morphismen f,g mit Cobereich A die folgende transitive Relation
einfithren: Ist f € home (B, A), g € home(C, A), dann sei

fRg:<= Fhehome(B,C): f=gh.
Dann ist namlich
=9 [2gnhg=[f

Eine“Aquivalenzrelation auf der Klasse der Monomorphismen mit Cobereich A.
Die Aquivalenzklassen heiflen Subobjekte von A.

Entsprechend kann man die Epimorphismen mit Bereich A in Aquivalenzklassen
zusammenfassen, die man Fuktorobjekte nennt (vgl. Ubungsblatt).

Abschliefend sei noch bemerkt, dafi man einen Morphismus f € hom¢ (A, B)
als Sektion (Retraktion) bezeichnet, wenn es g € home (B, A) gibt mit fg = 1p

(9f = 1a).
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11.2 Funktoren

Von grofier Bedeutung sind Abbildungen der folgenden Form zwischen Katego-
rien:

11.2.1 Definition (Funktoren) Sind C und D Kategorien, dann besteht ein
(kovarianter) Funktor F:C — D aus zwei Abbildungen, die wir einfachheitshal-
ber ebenfalls mit F' bezeichnen:

o F: A F(A), auf den Objekten von C, mit F(A) € Ob(D),

e und einer Abbildung F: f — F(f) auf den Morphismen von C, wobei
F(f) € homp(F(A), F(B)), falls f € hom¢(A4, B).

Fiir diese wir verlangt, dal F((gf) = F(g)F(f), sowie F(14) = 1p(a).

Ein (kontravarianter) Funktor F:C — D besteht ebenfalls aus zwei Abbildun-
gen,

e A F(A),
o F: f+— F(f), wobeidiesmal F(f) € homp(F(B), F(A)), falls f € hom¢(A, B),
mit F(fg) = F(g)F(f), sowie F(14) = 1p(a). .

11.2.2 Beispiele

e Fin triviales Beispiel ist die Identitit 1¢, die jedes Objekt von auf sich
selbst und jeden Morphismus auf sich selbst abbildet.

e Typische Beispiele von Funktoren sind Vergififunktoren, die sozusagen die
(oder Teile der) Struktur vergessen, z.B.

F:G—S, A— A, f— [,

bei dem die Gruppe A € Ob(G) auf ihre Grundmenge A € Ob(S) abgebil-
det wird etc., oder auch

F:R—-A A— A, fr—f.

Hier wird der Ring A auf seine additive Gruppe abgebildet. Entspre-
chend kann ein Ring mit Einselement natiirlich auch auf seine multiplika-
tive Halbgruppe, ein Monoid, abgebildet werden, wobei sich ein Funktor
F: R — M ergibt.

e Ist n € N*) dann ist
F:R—TR, R—R"™" fisf

ein kovarianter Funktor, der den Ring R auf den Ring der n—reihigen Ma-
trizen iiber R abbildet und dem Ringhomomorphismus f € homg (R, S)
den Ringhomomorphismus

fr RV = S (aik) = (f(air))

zuordnet.
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e Ein kovarianter Funktor ist auch
F:6— A G~ G/|G,G], f— f.

Er bildet die Gruppe G auf die (abelsche!) Faktorgruppe nach der Kom-
mutatorgruppe ab, und dem Homomorphismus f auf G wird der davon
induzierte Homomorphismus auf dieser Faktorgruppe zugeordnet.

e Ein kontravarianter Funktor zwischen g M und Mg ist
**M — M* =hompg(M, R),

wobei vermége (¢ - r)(m) := p(m) - r die Menge M* = homg(M, R) zu
einem R—Rechtsmodul gemacht wurde. Dieser Modul M* heifit der zu M
duale Modul. Einem f € hom  o((M, N) wird dabei f* € homay,, (N*, M*)
zugeordnet, mit

Vi eN": ff(¢)=vof

Dieser Funktor heifit die Dualisierung.

<

Bilder von Isomorphismen unter Funktoren sind wieder Isomorphismen, ent-
sprechendes gilt aber weder fiir Monomorphismen noch fiir Epimorphismen.

11.2.3 Definition (natiirliche Transformation) Sind F' und G zwei Funk-
toren von C nach D, dann heiflt n eine natirliche Transformation von F nach
G, wenn 7 jedem A € Ob(C) einen Morphismus 74 € homp(F(A4), G(A)) zuord-
net, so dafl fiir alle f € home (A, B) und alle A, B € Ob(C) folgendes Diagramm
kommutativ ist:

nA

F(A) G(A)
F(f) O G(f)
F(B) ————" G(B)

Ist dabei jedes 4 ein Isomorphismus, dann heifit 7 ein natirlicher Isomorphis-
mus. .

11.2.4 Beispiele
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Ein Beispiel ist die Abbildung auf die Faktorgruppe nach der Kommutatorgrup-
pe, denn

G 1 G/l6.0]
f O f
H H/|[H H
v /. H]
ist kommutativ, also ist die Abbildung
G = V[G,G]

eine natiirliche Transformation von 1g auf die Abelisierung.
Ein weiteres Beispiel ist die Diagonale: Ist
e gM — g M

der Funktor mit
" M— "M
und

(@"f)(mo, ey mn,l) = (f(mo), ey f(mn,l)),

dann ist, mit der Diagonale A und
Ap:me— (m,...,m),

offensichtlich folgendes Diagramm

A
M M oM
f O e"f
N An e N
kommutativ. &

Abschliefiend sei noch bemerkt, dal die Komposition
GoF:.C—¢&

zweier (kovarianter) Funktoren F:C — D und G:D — & wieder ein (kova-
rianter) Funktor ist. Analoges gilt fiir Funktoren, von denen einer oder zwei
kontravariant sind. Wir werden das gleich anwenden koénnen.
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11.3 Spezies

In einem gewissen Gegensatz zu den Vergififunktoren, die vorhandene Struktur
vergessen, stehen Funktoren F, die Struktur hineinbringen. Die Intention dabei
ist, F' als Konstruktionsverfahren, als Algorithmus zu interpretieren, der einer
endlichen Menge alle Strukturen einer durch F' vorgegebenen Form zuordnet,
die “auf der Menge A leben”, z.B. die Graphen mit A als Knotenmenge etc.

11.3.1 Definition (Spezies) Eine Spezies ist ein kovarianter Funktor auf der
Kategorie §; der endlichen Mengen mit den bijektiven Abbildungen als Morphis-
men. Ist F' ein solcher Funktor, dann heifit F/(A), die Menge aller F'—Strukturen
o auf A, die durch die Elemente a € A eindeutig beschreibbar sind, F'—Struktur
auf A, und F(f), f: A = B, heiit Transport von F—Struktur mittels f. Gemeint
ist damit, dafl man die 7 € F(B) aus den o € F(A) durch die Umbenennung
a — f(a) erhélt. o

Zunéchst ein paar ganz einfache mengentheoretische Beispiele:
11.3.2 Beispiele

e Die Spezies P Potenzmenge bildet M auf die Potenzmengen ab:
P(M):={N|NC M}.

P(M) kann bekanntlich mit der Abbildungenmenge 2™ identifiziert wer-
den.

e Pl¥l die Spezies k- Teilmengen, entsteht durch Abbildung von M auf die
Menge

PH(M) = (J‘Z) = {N|NC M,|N|=k}

aller k—Teilmengen.

e Par bezeichne die Spezies Mengenpartitionen, sie ordnet M die Menge
Par(M) zu, definiert als

{{N(),...,anl} | nEN*,Ni #@,N,LHNJ :®, faHSZ#LUlN,L :M}

<

Mit Hilfe dieser mengentheoretischen Spezies kénnen wir jetzt einige graphen-
theoretische Spezies definieren:

11.3.3 Graphische Spezies

e Die Spezies (schlichte) Graphen ordnet M die Menge Graph(M) aller
schlichten Graphen mit der Knotenmenge M zu. Hier sind zwei Elemente
von Graph({0,1,2,3}),
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Es ist klar, dal ein Graph auf M mit der Menge der Paare verbundener
Knoten identifiziert werden kann, so dafl wir Graph(M) mit der Potenz-
menge

identifizieren diirfen. Es gilt demnach
Graph(M) = P(PP(M)).
e Die Spezies zusammenhdngende Graphen Graph® ordnet M die zusam-

menhéingenden schlichten Graphen auf M zu. Hier ist ein nicht zusam-
menhéngender Graph:

3 2

€ Graph ({0,1,2,3})
. ¢ Graph® ({0,1,2,3})
0 1

e Die Spezies der gerichteten Graphen, also der Graphen mit gerichteten
Kanten, aber ohne Schleifen und ohne Parallelkanten. Hier ein Beispiel
aus Graph?({0,1,2,3}):

-

e Die Spezies der Bdume liefert zu M die Menge aller zusamenhéngenden
Graphen ohne Zyklen. Hier zur Veranschaulichung ein Graph, der kein

Baum ist:
3 2
N ' € Graph[{0,1,2,3}]
v & Baum [{0,1,2,3}]
0 1

e Wurzelbdume sind Bdume mit einem ausgezeichneten Punkt, hier ist ein
Beispiel, ein Element aus Wbaum({0,1,2,3}) :
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Weitere interessante Spezies ordnen M Mengen spezieller Abbildungen zu:
11.3.4 Spezies aus Abbildungen

e Die Spezies Permutationen ordnet M die Menge aller Permutationen von
M zu,
Per(M) := Sy :={n | m: M »» M}.

Hier ist eine Permutation m der Menge M := {0,1,2,3,4,5,6,7} :

PR

Diese Skizze entspricht der Zyklenschreibweise

m = (0425)(13)(6)(7) = (0,7(0), 7*(0), 7*(0))(1, 7(1))(6)(7).

Die Listenschreibweise hierfiir ist

7 = [43512067].

e Die Spezies orientierte Zyklen liefert Zyk°(M).

Beispielsweise ist jede Permutation eine Vereinigung eindeutig bestimmter
orientierter Zyklen, das zeigt voranstehendes Beispiel aus 4 orientierten
Zyklen.

e Die Spezies lineare (oder auch: totale) Ordnungen. Hier ist ein Element
von Lin({0,1,2,3,4,5,6,7}) :

2<4<3<6<T7T<h<1<0.

e Die Spezies Endo der Endofunktionen ergibt
Endo(M) := M™.

Man sieht leicht ein, daff eine Endofunktion € € Endo(M) die Elemente
von M in zwei Teilmengen einteilt, ndmlich in solche m, die durch eine
geeignete Potenz von e auf sich selbst abgebildet werden: m = &™(m), fiir
ein geeignetes n in N*. Diese liegen in orientierten Zyklen. Hier ist ein
Beispiel aus Endo({4,5,6,8,9,a,b,¢,d,e}) :
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Demnach ist eine Endofunktion auf einer endlichen Menge eine Permu-
tation einer Menge von Wurzelbdumen. Unser Beispiel ist eine Permuta-
tion (adceb)(e) der Baume mit den Wurzeln a, b, ¢, d, e. Wir werden diese
Uberlegung weiter unten aufgreifen.

<&

Betrachten wir jetzt den Transport von Struktur und seine Bedeutung fiir Spe-
zies. Ist 3: M »~» N ein Morphismus in S§ und o € F(M) eine F—Struktur auf
M. Die Struktur 7 := F(8)(0) € F(N) ergibt sich durch Ersetzen des Labels
m € M durch das Label n := 3(m) € N. Hier ist ein Beispiel zu F = Graph.

11.3.5 Beispiele
i) Ein Graph auf der Menge M = {0, 1, 2,3} wird mit Hilfe der Bijektion
G:0—a,1—b02c¢3—d,

genauer: Mit Hilfe der Bijektion Graph(3) zu einem Graphen auf N := {a,b, ¢, d} :
Beispielsweise

3 2 d C
6
—

0 1 a b

Formaler liest sich das so: Identifiziert man den Graphen ~ auf M mit seiner
Kantenmenge,

v={{m,m'} | m,m’ € M,m #m/,{m,m'} €},
dann wird hieraus mit Hilfe des Graphenmorphismus Graph(3) der Graph
Graph(B)(v) = {{B(m),B(m")} | m,m' € M,m #m/,{m,m'} € ~}.

ii) Bei Endofunktionen sieht es etwas anders aus: Identifizieren wir e € M™ mit
dem Graphen der Funktion, also

e ={(m,e(m)) | me M},
B: M —» N, dann ist
Endo(B)(e) = {(ﬁ(m),ﬁ(e(m))) | m e M}
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= {(B(m), BB~ (B(m))) | m € M}
= {(n,peB7'(n)) [ne N},

Es hat sich also folgendes ergeben:

Endo(8)(e) = 867"
O

Um spéter weitere Spezies als Kompositionen schreiben zu kénnen, brauchen
wir noch weitere Beispiele, die auf den ersten Blick vielleicht etwas merkwiirdig
anmuten:

11.3.6 Weitere Beispiele von Spezies

e Die Spezies Menge ordnet M die einelementige Menge {M } zu:

Menge(M) := {M}.

Die Spezies Elemente liefert die Menge der Elemente,

Elemente(M) := M.

Die Spezies Singleton ist so definiert:

. My, falls M| =1,
Single(M) := {@, sonst.
e Die leere Spezies wird definiert durch
Leer(M) := 0.

Im Gegensatz zur leeren Spezies sei die Spezies leere Menge so eingefiihrt:

{M}, falls M =0,

LM(M) = {@, sonst.

Schlie3lich sei noch

M}, falls | M| =k,
k — Menge(M) := {é) } sonst‘ |

die Spezies k-Menge.
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11.4 Kardinalitdten

Da jede Bijektion 8: M — N eine Bijektion F'(3) zwischen F(M) und F(N)
induziert, spielt die “Natur” der Elemente von M keine wesentliche Rolle,denn
F(3) entspricht einer Umbenennung, einer Umnumerierung der Elemente m von
M in B(m). Was dagegen eine wesentliche Rolle spielt, ist die Ordnung |M| der
Menge M. Insbesondere hingt die Ordnung |F(M)| nur von der Kardinalzahl
|M| ab. Weil sdmtliche Umbenennungen § auch tatséchlich auftreten, kénnen
wir uns deshalb auf die F'—Strukturen auf den Standardmengen der Ordnungen
n € N konzentrieren, auf
n:={0,...,n—1}.

Hierzu setzen wir noch

fo = 1F(n)].
Die erzeugenden Funktion dieser Kardinalzahlen f,, schreiben wir in Exponen-
tialform, d.h. als formale Potenzreihe

l,n
11.4.1 F(z):=) oy € Qla].
n>0
Sie heiflt Kardinalitdt von F. Hier sind eine paar einfache Fille:

11.4.2 Beispiele

1
Lin(z) = l14z+2?+23+... = 1= = Per(x),
-z
Menge(z) = 7;)2' =e",
Elemente(x) = z%n- % =z-e’,
n>
n
Pz) = Y om- L=
n>0 nl
Single(z) = =,
Leer(z) = 1,
LM(z) = o0,
ny ™
Graph(z) = 22(2) T
n>0
Endo(z) = Z n"- m—|
= n!

<

Wir bemerken noch, da8 — in Ubereinstimmung mit den gerade angegebenen
Kardinalititen — die folgenden Strukturen auf der leeren Menge nicht leer sind:

Lin(0) = Menge(®) = P(0) = LM (D) = Endo(®) = {0} # 0,
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wéhrend
Elemente()) = Single()) = Leere(0) = Graph(@) = 0.

Da wir weiter unten Kardinalitdten ineinander einsetzen wollen, und weil man
f(g(x)), fiir f,g € Q[z] nur bilden kann, wenn das konstante Glied go = 0
ist, ordnen wir jeder Spezies G eine Spezies G, zu, deren Kardinalitdt diese

Eigenschaft hat:
G(M), falls M # 0,
11.4.3 Gy (M) = {0( ), falls M #

Zwei Spezies F' und G mit derselben Kardinalitiat heiflen dquipotent. Ist dies der
Fall, dann schreiben wir
F=d,

als Abkiirzung fiir F'(x) = G(z). Ein offensichtliches Beispiel ist
11.4.4 Per = Lin.

Eine kanonische Bijektion zwischen Per(M) und Lin(M) benutzt die sogenann-
te Listenschreibweise, zum Beispiel entspricht der die Permutation (038)(124)(57)(6)
die folgende Liste

324817650],

die Folge der Bilder der Punkte 0,1,.... Thr wiederum entspricht die lineare
Ordnung
3<2<4<8<CIKT<6<LHKO.

Eine restriktivere Bedingung als Aquipotenz ist die Forderung nach folgender
Eigenschaft:

11.4.5 Definition (Isomorphie von Spezies) Zwei Spezies F' und G heiflen
isomorph,
F ~ @G,

wenn es zu allen endlichen Mengen M, N Bijektionen O ,: F(M) — G(M) und
On: F(N) — G(N) gibt derart, dafl die folgenden Diagramme kommutativ sind,
fiir alle Bijektionen g: M — N :

F(M) G(M)
F(5) G(5)
FOV) — 9% L g

Aquipotenz impliziert natiirlich keineswegs Isomorphie, ein Standardbeispiel
hierfiir ist folgendes:
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11.4.6 Beispiel Wir wissen bereits, dal Per = Lin, und wir wollen zeigen, dafl
diese beiden Spezies nicht isomorph sind:

Per % Lin.

Um dies indirekt zu beweisen bemerken wir, daf§ Isomorphie Per ~ Lin die Exi-
stenz einer Bijektion ©ys: Per(M) — Lin(M) (wir kénnen ja N := M wihlen!)
mit

LG(ﬁ) 00y =00 Per(ﬂ),

fiir jede Bijektion 8: M — M impliziert. Wenden wir dies auf ein M mit |M| >
1, eine Bijektion S # idps, und die Permutation 7 := idy; € Per(M) an.
Betrachten wir die lineare Ordnung

(mo < ... <mp-1) == On(m).
Anwendung der linken Seite obiger Identitdt auf 7 gibt

(Lin(B) oOnr)(m) = Lin(B)(mo < ... < myn-1)
(B(mo) < ... < B(myag-1)) »

wihrend eine Anwendung der rechten Seite folgendes liefert:

(Oar 0 Per(B))(m) = Oum(Bomof™)
= Ou()
= (m0<...<m‘M|,1)

# (Blmo) < ... < B(m-1)),
weil wir § # id); vorausgesetzt haben. &

Aus Aquipotenz kann man also nicht auf Isomorphie schliefien:
11.4.7 F=G#4F~G.
Anstelle von F' ~ G schreibt man oft auch einfach

F=aG,

d.h. man betrachtet eigentlich Isomorphieklassen von Spezies.
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11.5 Summe und Produkt von Spezies

Es gibt diverse Verkniipfungen von Spezies, mit denen man aus bereits vor-
handenen neue Spezies erhalten kann, z.B. Graphen aus zusammenhingenden
Graphen, Permutationen aus orientierten Zyklen usw.

Die einfachste Verkniipfung ist die Summe F' + G der Spezies ' und G mittels
disjunkter Vereinigung:

F(M) + G(M) :== F(M) U G(M),

falls F(M)NG(M) = 0, andernfalls hat man zu erzwingen, dafl diese Mengen
disjunkt sind, durch Umbenennung, etwa durch Ersetzung von F(M) durch
F(M) x {0} und von G(M) durch G(M) x {1}. Die Kardinalitdt dieser Summe
geniigt der Gleichung

11.5.1 (F 4+ G)(z) = F(z) + G(z).

Triviale Beispiele bilden die Strukturen fiir die der Begriff zusammenh#ngend
existiert. Ein Beispiel bilden die Graphen, die entweder zusammenhéngend oder
nicht zusammenhéngend sind:

Graph = Graph® + Graph™.

Diese Summation kann man auf Familien von Strukturen ausdehnen: Die Familie
(F})icr von Spezies heifit summierbar, wenn es fiir jede endliche Menge M nur
endlich viele F;(M) nicht leer sind. In diesem Fall definieren wir die Summe
dieser Familie durch

(Z F) (M) :=> " Fi(M):= | Fi(M) x {i}.
i€l i€l i€l

Dies vertragt sich mit dem folgenden Begriff: Die kanonische Zerlegung von F
gleicht per definitionem der folgenden summierbaren Familie (F),),>0, mit

F(M), falls|M|=n,
0, sonst.

F. (M) := {
Wir kiirzen dies wie folgt ab:
F=Fy+Fi+F+....

Falls F,, = (), fiir n # k, sagen I konzentriere sich auf k. Ein triviales Beispiel
ist die Zerlegung von Menge in k-Mengen:

Menge = Z k — Menge.
k

Im Gegensatz zu dieser Zerlegung von Menge sind die folgenden Zerlegungen
von Per (nach Permutationen mit gegebener Anzahl zyklischer Faktoren) und
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die Zerlegung von Par (nach Partitionen mit gegebener Anzahl von Bldcken)

nicht kanonisch:
Per = Z Perl®l Par = Z Parlkl,
k k

Das Produkt F' - G ist wie folgt definiert:

11.5.2 (F-G) (M) := > F(My) x G(M,).
(Mo, M1): M=MoUM,

11.5.3 Beispiele

e Ein Beispiel ist die (eindeutige) Zerlegung von Permutationen in die Men-
ge ihrer Fixpunkte plus eine fixpunktfreie Permutation, ein sogenanntes
Derangement:

Per = Menge - Der.

e Ein weiteres Beispiel ist die Darstellung der Potenzmenge als Menge von
Paaren, bestehend aus einer Teilmenge und deren Komplement:

P = Menge - Menge.

e Entsprechendes gilt fiir k-Teilmengen:

P — (k — Menge) - Menge.

e Schlieflich haben wir auch noch — per Iterierung — die Potenzen von
Spezies:
Par®l = (Menge,)* .

Zusammen mit

11.5.4 (F-G)(x)=F(z) G(z)
(Ubungsaufgabe) ergeben sich Anwendungsmoglichkeiten,

11.5.5 Beispiel Wenden wir die letzte Gleichung fiir die Kardinalitdt des
Produkts auf die Identitét

Per = Menge - Der

an so erhalten wir, dafl
1

1—x

=e" - Der(z),

woraus sich die folgende Gleichung fiir die Kardinalitéit der Spezies der Deran-
gements ergibt:

Der(z) = e (I+at+a?+2°+..).

1—x
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Der Koeffizient von z™/n! in dieser formalen Potenzreihe ist die gesuchte An-
zahl der Derangements auf n Elementen, also der Anzahl der fixpunktfreien
Permutationen in S, :

—nl. A
11.5.6 der, = n! kg oo
=0

Hier ist eine Tabelle mit den kleinsten Anzahlen von Derangements:

n |0 1
dernHl 0
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11.6 Substitution, Verwurzelung, Komposition

Eine etwas kompliziertere Zusammensetzung von Spezies ergibt sich bei der Su-
che nach einer Spezies, deren Kardinalitét die Substitution F(G(x)) von G(x)
fir z in F(x) ist. Sie ist sehr anwendungsrelevant, erméglicht sie doch die Be-
schreibung von Permutationen als Mengen von Zyklen, oder auch die von Gra-
phen als Mengen zusammenhéngender Graphen. In beiden Féllen miissen wir
deshalb die Punktemenge M partitionieren und dann auf jedem Block der ent-
standenen Partition alle Zyklen bzw. alle zusammenhéngenden Graphen bilden.
Die Definition der Substitution F'(G) der Spezies G in die Spezies F ist also wie
folgt zu formulieren:

11.6.1 Definition (Substitution von Spezies) Sind F' und G Spezies mit
G(P) = 0, dann setzen wir

F(G)(M) = U F(p) x (XierG(pi)) -
p={po,....pr—1}EPar(M)
11.6.2 Beispiel Sei M := 3 = {0,1,2}. Die Menge Par(3) ist
{{0,1,2}}, {{0. 1}, {2}}, {{0, 2}, {1}}, {{1, 2}, {0} }, {0}, {1}, {2} }.
Die Partition {{0, 1, 2}} tragt zur Substitution
Menge(Zyk®)
folgendes bei:

Menge ({{0,1,2}}) x Zyk®({0,1,2}) = { {{0,1,2}} }  {(012), (021}
= {({{0,1,2}}, (012)), ({{0,1,2}}, (021)) }.

Der néichste Summand der gesuchten Menge gehort zur Partition {{0,1},{2}},

es ist die Menge
{{{071}7{2}}} X {((01),(2))}.

Die weiteren Summanden sind

{{0.25 4133} x {((02). )
{t2non} < {(02.0)},

und schlieBlich noch der Summand zur Partition {{0},{1},{2}}, es ist

{ton @3 < {© .2}
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Bilden wir die Vereinigung dieser fiinf Mengen, so erhalten wir eine Menge der
Ordnung 6, die offensichtlich mit der symmetrischen Gruppe S5 identifiziert
werden kann.

Ganz allgemein haben wir die Isomorphie Menge(Zyk®) ~ Per. Wir kénnen
das auch als Identitét schreiben:

11.6.3 Per = Menge(Zyk®).

Auch anhand des Beispiels sieht man, daf
11.6.4 (F(G))(x) = F(G(x)).
Fiir obiges Beispiel ergibt sich

1

.= Per(x) = Menge(Zyk®(z)) = eZVv*° (@),

woraus sich fiir die Kardinalitidt der Spezies der orientierten Zyklen ergibt:

11.6.5 Zyk®(z) =log(1 —2)~ ! = Z %
n>0

Die Anzahl orientierter Zyklen auf einer Menge der Ordnung n ist demnach
gleich
cn = (n—1)Y

ein Resultat, das man natiirlich auch aus der Formel fiir die Ordnungen der
Konjugiertenklassen von Elementen in der symmetrischen Gruppe gewinnen
kann!

Analog folgt die Identitéiten

11.6.6 Graph = Menge(Graph®), Par = Menge(Menge. ),

aus denen man die folgenden Kardinalitdten gewinnt:

z

Graph®(z) = log(Graph(z)), Par(x) =e® ~'.

Als niitzlich erweist sich auch die Bemerkung, dafl aus F' eine Spezies, deren
Kardinalitit sich aus F'(x) durch Multiplikation mit = ergibt, durch Auszeich-
nung eines Punktes, durch Verwurzelung entsteht, wir bezeichnen diese Spezies
wie folgt:

11.6.7 F*(M):=F(M) x M.

Offenbar gilt

11.6.8 F*(z)=x- —F(x).



11.6. SUBSTITUTION, VERWURZELUNG, KOMPOSITION 413

Ein Beispiel ist natiirlich

11.6.9 Baum® = Wbaum.

Eine brilliante Anwendung ist der Beweis von A. Joyal des folgenden beriithmten
Resultats:

11.6.10 Satz (Cayley) Die Anzahl der Biume mit n Knoten ist
|Baum(n)| = n" 2.
Beweis: Aus

Endoy = Pery (Wbaum) = Liny (Wbaum) = Baum®®.

Daraus erhalten wir durch Koeffizientenvergleich:

n™ = n? . |Baum(n)|.

O

Selbstverstindlich existiert auch das cartesische Produkt F' x G zweier Spezies,
definiert durch
11.6.11 (F x G) (M) :=F(M)x GM).

Seine Kardinalitét ist das Hadamardprodukt der Kardinalitdten der Faktoren:
xn
11.6.12 (F x G)(z) = angng.

Schliefllich ist da noch die bereits erwihnte (funktorielle) Komposition F o G,
11.6.13 (FoG)(M):=F(G(M)).

Ein Beispiel bilden die Graphen, denn ein Graph auf n Punkten kann ja als
Teilmenge der Menge aller Zweiermengen der Punktemenge angesehen werden,
so daf}, wie gesagt

11.6.14 Graph = P o PP,

Man kann dies noch weiter zerlegen unter Verwendung des Produkts:
Graph = (Menge - Menge) o (2 — Menge - Menge).

Die Kardinalitdt der Komposition ist

11.6.15 (FoG)(x) :Z(fog)n% :ngn%.

n n
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11.7 Typen von Spezies

Ist F' eine Spezies, dann besteht F(M) aus den F'—Strukturen o auf M, und
diese o sind numerierte Strukturen, denn die “Punkte” tragen ja die Namen,
Nummern oder labels m der elemente von M.

Spielen diese Namen, Nummern oder labels m keine Rolle, beispielsweise, wenn
ein Graph als Wechselwirkungsmodell aufgefafit wird, d.h. wenn es uns nur
darauf ankommt zu zeigen, wieviele Knoten es sind und wieviele Paare von
ihnen auf welche Weise verbunden sind, d.h. wechselwirken, dann geht es uns
um unnumerierte Graphen. Hier ist ein Beispiel:

Solche unnumerierten Strukturen erhédlt man durch Zusammenfassung nume-
rierter Strukturen zu Aquivalenzklassen, die aus denjenigen Strukturen beste-
hen, die bis auf Umnumerierung gleich sind. Dazu geniigt es natiirlich, die
F—Strukturen nur auf den Standardmengen n zu betrachten und diejenigen
zusammenzufassen, die bis auf eine Umnumerierung m: n —» n, also bis auf eine
Permutation 7 € S,,, gleich sind. Mit anderen Worten: Diese Aquivalenzklassen
sind die Bahnen der symmetrischen Gruppen S,, auf den Mengen von F'—Struk-
turen F'(n) unter der Operation

Sp X F(n) = F(n), (7,0) — F(m)(0).

Die Mengen
Sp\F(n), n e N,

dieser Bahnen heiflen die Typen von F'—Strukturen vom Rang n. Hier sind zwei
Graphen auf der Menge 4 = {0, 1,2, 3}, die offenbar vom selben Typ sind:

3 2 2 3

0 1 0 1

Und ihr Typ wird durch den unnumerierten Graphen beschrieben, den wir durch
Entfernen der labels erhalten:
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Die erzeugende Funktion fiir die Anzahlen
=18 \F(n)]
bezeichnen wir mit ~ ~
F(z):= Z fnz"
und nennen sie die Typreihe von F. Hierbei ist zu beachten, dafl die Typreihe
nicht in Exponentialform geschrieben wird! Hier sind ein paar einfache Fille:

11.7.1 Beispiele

. m(x):Menge(x):1%—1+x+x2+x3+...,

7 =

. @/M(x):Elemente(x):L—x—i—ﬁ—f—x?’—i—...,

1—x
~ 2
e Plz)= () =1+x+222+32%+...
1—x ’

—_~— —_~—

e Single(z) = x, LM(z) = 1, Leere(x) = 0.

Wir bemerken noch, daf fiir die Typenreihen von Summe und Produkt gilt

11.7.2 (F+G)(z) = F(z) + G(x), (F-G)() = F(z)-G(x).
Aquipotenz impliziert natiirlich keineswegs die Gleichheit der Typreihen:
11.7.3 F(z) = G(z) % F(z) = G(x).

Eine gemeinsame Verallgemeinerung von Kardinalitdt und Typenreihe ist die
folgende Potenzreihe in mehreren Unbestimmten:

11.7.4 Definition (Zykelindexreihe) Sei F' eine Spezies, und, zu n € N und
6 € Sy, sei

F(n)pp) ={o € F(n)| F(B)(0) =0}
die Menge der Fixpunkte von F(3) auf der Menge F'(n) der F'—Strukturen auf
n. Die Ordnung dieser Menge ist also die Anzahl der Einerzyklen von F(f3) :

a1(F(B3)) = |F(n)r(a)l-

Die folgende formale Potenzreihe iiber Q in den (kommutativen) Unbestimmten
z;, 1 € N*

1 a a
Zp(x1,Ta,...) = Z — Z al(F(ﬁ))xll(ﬁ)x;(m g8 € Q[ay, z, . . ]

heifit die Zykelindezreihe von F. °
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11.7.5 Beispiele Einfach nachzupriifende Beispiele sind
L4 ZLeere = 07

* Zrm =1,

ZSingle =T,

1

ZLin = T—z1’

_ 1
.ZPET—W'

<&

Die Verbindung zwischen Kardinalitdt und Typreihe via Zykelindexreihe stellt
folgendes Resultat her:

11.7.6 Satz Fir jede Spezies F' ergeben sich Kardinalitit und Typreihe aus
der Zykelindexreihe wie folgt durch Einsetzung:

F(ZL‘) = ZF(.’I,‘,0,0, .. )

und B
F(z) = Zp(z, 22, 2°,...).

Beweis: Zum Beweis der ersten Identitdt bemerken wir, dafl
1 a a a
Zp(2,0,0,...) =Y - > ay(F(B))z@ Do) .. gan B,
neN — BeS,

Zur inneren Summe trégt demnach allein das Eiselement 1 € S,, (mit a1 (F(1)) =
fn) bei, so daB

1
Zp(,0,0,..) =D — fo-a" = F(x),

wie behauptet.

Fiir die zweite Substitution ergibt sich

Zp(z,2%2% . )= % > ai(F(B)) 2t =3 f, a2 = F(a).

Als Beispiel ergibt sich aus der oben angegebenen Zykelindexreihe von Per :

1
(1—2)(1—22)(1—23)---

%“(a:) = Zper(z,2%,23,..) =
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Wir halten noch fest, daB Aquipotenz keineswegs die Gleichheit der Zykelindex-
reihen impliziert, Isomorphie dagegen sehr wohl. Interessant sind natiirlich auch
die Identitdten

11.7.7 Zprg =2+ Zg, Zrp.c=2F - Zg.

Aus dem Satz ergibt sich eine Anwendung auf die Bestimmung der Kardinalitét,
der Typenreihe und der Zykelindexreihe der Ableitung F' von F, die wie folgt
definiert wird. Zunéchst einmal definieren wir zu jeder endlichen Menge M die
um ein Element *j;, das nicht in M liegen darf, vergroerte Menge

M+ = MU{*M}

Damit setzen wir
F'(M) := F(M+)

Die Umnumerierung F’(3) wird dementsprechend gleich F(31) gesetzt, wobei

5+1MU{*M}—>NU{*N},J}P—>{6(x)’ ifx e M,
XN, T = *)r1.

Beispielsweise ist
(Zyk®)" = Lin,
und fiir die Kardinalitét dieser Spezies haben wir

F'(z) = %F(m)

Aus obigem Satz erhalten wir dazu

Fl(z) = (a(zlzp) (z,2%,2%,...)

0
ZF’ = <8Qj1ZF> .

sowie
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11.8 Der Ring der Isomorphieklassen von Spe-
zies

Wir koénnen die Isomorphieklassen von Spezies addieren und multiplizieren, ver-
stehen dabei natiirlich unter der Summe von Isomorphieklassen die Isomor-
phieklasse der Summe, entsprechend beim Produkt. Beide Verkniipfungen, die
Summen- und die Produktbildung, sind kommutativ und assoziativ, und es gibt
neutrale Elemente, denn

(F + Leere)(n) = F(n) U = F(n),

(F - LM)(n) = F(n) x {0}.

Die Distributivgesetze sind ebenfalls erfiillt. Soche Strukturen nennt man Halb-
ringe. Es gilt also die

11.8.1 Folgerung Die Isomorphieklassen der Spezies bilden einen Halbring
bzgl. Summen- und Produktbildung. Das neutrale Element bzgl. Addition ist die
leere Spezies, neutrales Element bzgl. Multiplikation ist die Spezies leere Menge.

Mit Hilfe dieses Halbrings kénnen wir einen kommutativen Ring mit den Isomor-
phieklassen als Z-Basis konstruieren. Dazu benutzen wir ein Verfahren analog
zur Konstruktion von Z aus N, d.h. wir bilden das cartesische Quadrat der
Klasse

S

der Isomorphieklassen der Spezies und definieren darauf — mit Hilfe der Addi-
tion — die folgende Aquivalenzrelation auf der Klasse S? der Paare (F,G) von
Isomorphieklassen von Spezies:

(Fo,Go) ~ (Fl,Gl) <= Fy+ Gy =F1+Gy.

Zur Vereinfachung der Notation ersetzen wir die Bezeichnung (F,G) als Paar
durch den Ausdruck
F-G.

Ein einfaches Beispiel ergibt sich aus der Tatsache, dafl die Menge der Permuta-
tionen von n die disjunkte Vereinigung aus der Menge Der(n) der fixpunktfreien
Permutationen und der Menge der Permutationen mit Fixpunkten ist, letztere
wollen wir mit F bezeichnen, also

Per = F + Der,

und damit
F = Per — Der.

Die Menge der Aquivalenzklassen bezeichnen wir mit:
S:=(8x8)/~.

Dies ist ein kommutativer Ring. Elemente der Form (F, Leere) bezeichnen wir
kurz mit ' und die der Form (Leere, F') als —F. —F heifit auch virtuelle Spezies.
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11.8.2 Anwendung Dafl man Wurzelbdume mit Hilfe von Bidumen beschreiben
kann, hatten wir bereits gesehen:

Wbaum = Baum®.

Dafl man umgekehrt aber auch Baume mit Wurzelbdumen beschreiben kann,
ist viel weniger trivial.

Beginnen wir dazu mit der Einfiihrung des Begriffs der Ezzentrizitdit eines Kno-
tens v in einem Baum 7. Man versteht darunter die maximale Distanz zwischen
v einem anderen Knoten des Baumes:

e(v) := max{d(u,v) | u ein Knoten des Baumes 7}.
Ein Knoten heifit zentral, wenn seine Exzentrizitdt minimal ist, d.h. wenn
e(v) = min{e(u) | u € 7}.

Es ist nicht schwierig einzusehen, dafl in einem Baum entweder ein oder zwei
zentrale Knoten existieren (Ubungsblatt), kurz: Das Zentrum eines Baumes
besteht entweder aus einem Punkt oder einer Kante. Man kann also jeden Baum
kanonisch markieren, durch Markieren dieses Zentrums, sei es ein Knoten oder
eine Kante!

Betrachten wir jetzt die Substitution 2 — Menge(Wbaum)(M), also die Menge
U 2 — Menge({ My, M1}) x Wbaum(Mp) x Wbaum(My).
(Mo,Ml): M:M()UMl

Diese Menge von Strukturen kann mit den Bdumen auf M identifiziert werden,
bei denen eine Kante ausgezeichnet ist, denn jedes ihrer Elemente ist ja von der
Form (p,o), mit p € Wbaum(Mp) und o € Wbaum(M;). Die ausgezeichnete
Kante ergibt sich als Verbindung der Wurzeln von p und ¢ durch eine Kante.

Zudem benutzen wir, dal Whaum?(M) und die Menge der nicht kanonisch
markierten Baume auf M bijektiv zueinander sind (Ubungsblatt).

Zusammen ergibt das die Gleichung
Whbaum + 2 — Menge(Wbaum) = Baum + Wbaum?,

bzw. mit Hilfe der gerade eingefiihrten virtuellen Spezies die folgende Beschrei-
bung von Bdumen durch Wurzelbdume:

11.8.3 Baum = Wbaum + 2 — Menge(Wbaum) — (Wbaum)?.

Dieses Resultat heifit auch das Dissymmetrietheorem fiir Biume. Eine unmittel-
bare Folgerung ist die niichste Gleichung fiir die entsprechenden Kardinalitéten:

Baum(z) = Wbaum(x) — %Wbaum(x)?
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11.9 Molekulare und atomare Spezies

Es geht jetzt um eine Verfeinerung der Zerlegung F' = )" F,.

11.9.1 Definition (molekulare Spezies) Eine Spezies F' heifit molekular,
wenn es genau einen Typ von F'—Strukturen gibt. °

Dies bedeutet, daf3
e [ nicht die leere Spezies ist:

F # Leere,

e dafl F sich auf ein n konzentriert:

33 neN: F(n) #0,

e und dafl es genau einen Typ von F—Struktur auf diesem n gibt, d.h. daf
die Operation der symmetrischen Gruppe .S, via Transport von F'—Struktur

Sp X F(n) = F(n), (m,0) — F(r)(0)

dort transitiv ist:
S \F(n) ={F(n)}.

Beispiele sind bereits vorhanden: Single, LM, k — Menge, natiirlich auch die
Spezies Zyk? der orientierten Zyklen der Langenn, die Spezies Lin,, der linea-
ren Ordnungen auf n Elementen usw.. Nicht molekular sind dagegen die Spezies
Wbaum,,, Graph.,,, Per, der Wurzelbdume, der Graphen oder der Permutatio-
nen auf n > 2 Elementen.

Mit anderen Worten: Die Zerlegung von F in die F,,, also in die Spezies F'—Strukturen
auf n Elementen kann durch Zerlegung von F), in die molekularen Subspezies
verfeinert werden:

11.9.2 F:ZFn:Z Z G.

n GCF,,G mol.
Beispiele solcher Zerlegungen sind, wie bereits erwéahnt,

Zyk® = Z Zyk?, Lin = ZLinn.

Der interessanteste Aspekt dabei ist, daf§ die molekularen Subspezies mit sehr
einfachen Spezies formuliert werden kénnen, z.B. ist die Zerlegung von Wbaum
die folgende:

Single + Single* + (Single® + Single - (2 — Menge))
+(2 - Single* 4+ Single? - (2 — Menge) + Single - (3 — Menge)) + ...

Dabei ist zu beachten, dal hier Vielfachheiten auftreten, beispielsweise kommt
der Typ von Single* unter den molekularen Spezies der Wurzelbdume mit 4
Knoten zweitmal vor, entsprechend den zwei wesentlich verschiedenen Méglich-
keiten, im Graphen
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einen Punkt als Wurzel zu markieren:

®©&—eo—o—o

oder so:

R e S ]

Interessante Konsequenzen ergeben sich aus dem, was wir bereits iiber Bahnen
von Gruppen wissen:

11.9.3 Folgerung

e Die molekularen Spezies auf F'(n) entsprechen Bahnen
Sn(c) € S \F(n), o € F(n),
der symmetrischen Gruppen S,,.

e Bahnen von S, sind bijektiv zu Mengen von Linksnebenklassen:
Sn(a) = Sn/ (Sn)y
mit dem Stabilisator (Sy,), der F—Struktur o € F(n).

e Die Operation von Sy, auf der Bahn Sy,(o) entspricht also der Operati-
on von Sy, auf der Menge S,/ (Sn), von Linksnebenklassen, und diese
Operation ist genaw dann zu der auf S/ (Sy), isomorph, wenn die Sta-
bilisatoren (Sy), und (Sp). zueinander konjugierte Untergruppen von S,
sind.

T

e Die molekularen Spezies entsprechen also den Konjugiertenklassen wvon
Untergruppen der symmetrischen Gruppen!

Firn =0,1,2,3,... sind die Anzahlen der Konjugiertenklassen von Untergrup-
pen in S, gleich

1,1,2,4,11,19, 56,96, 296, 554, 1593, 3093, . . ..

Und mit Hilfe der oben eingefiihrten Spezies kann man nachpriifen, daf§ die
Mengen
M;

der molekularen Spezies auf den kleinsten ¢ € N die folgenden sind:
My = {LM]},

M; = {Single},

My = {Single?,2 — Menge},
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M3 = {Single3, Single - (2 — Menge),3 — Menge, Zyk3},

Ist G eine modulare Spezies, und ist U < S,, der entsprechende Stabilisator,
dann schreiben wir auch kurz o

U

fiir den Typ von G. Diese Schreibweise bewéhrt sich, wenn man Verkniipfungen
bildet, z.B. ist
Single™  Single™  Single™*™"
U v  UaV

etc.

11.9.4 Definition (atomare Spezies) Moleculare Spezies G # LM heiflen
atomar, wenn sie nur trivial multiplikativ zerlegbar sind:

G=H - K= H=LMVK =LM.
[

Man kann zeigen, dafl jede molekulare Spezies als Monom aus atomaren ge-
schrieben werden kann.
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11.10 Aquivalenz von Kategorien

Kehren wir wieder zu allgemeinen Kategorien zuriick. Man nennt zwei Katego-
rien C und D isomorph und schreibt

C~D,

wenn es Funktoren F:C — D und G:D — C gibt mit FG = 1p sowie GF =
l¢. Ein Beispiel bilden die Kategorie C = A der abelschen Gruppen und die
Kategorie D = M der Z—Linksmoduln,

A~ Z./\/l.

Das Konzept der Isomorphie ist jedoch zu restriktiv, denn solche Kategorien
wird man als im wesentlichen gleich ansehen. Ein geeigneter aber weniger ein-
schrinkender Begriff ist folgende:

11.10.1 Definition (Aquivalenz von Kategorien) Zwei Kategorien C und
D heiflen dquivalent,
C=D,

wenn es Funktoren F:C — D und G: D — C gibt mit natiirlichen Isomorphismen
von F'G auf 1p und von GF auf 1¢, kurz:

FGElD, GFZlc.
[ ]

Zur Vorbereitung der Demonstration eines Beispiels — und zur genaueren Ana-
lyse dieses Begriffs Aquivalenz — bemerken wir zunéchst folgendes:

11.10.2 Hilfssatz Ist H:C — D ein Funktor mit H ~ 1¢, dann ist die Abbil-
dung
home (A, B) — homp(H(A), H(B)), f+— H(f)

bijektiv.
Beweis: Die Kommutativitit von
na

A H(A)
f O H(f)
B o H(B)

ergibt H(f) = npfny*. Aus der Bijektivitiit von n4 und np folgt also die Be-
hauptung.

O
Tatséichlich geniigt es im Fall der Aquivalenz, von den beiden Funktoren F und
G nur einen zu kennen, weil der andere daraus folgt. Deshalb die
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11.10.3 Definition (Aquivalenzabbildung) Ein Funktor F:C — D heifit
Aquivalenzabbildung, wenn es einen Funktor G: D — C gibt, so dal F'G ~ 1p
und von GF ~ 1¢. °

11.10.4 Hilfssatz F:C — D ist genau dann eine Aquivalenzabbildung, wenn

e F:home(A,B) — homp(F(A),F(B)), f — F(f) bijektiv ist, fir alle
A, B € Ob(C), und

o fir jedes A’ € Ob(D) ein Objekt A € Ob(C) existiert, so daff F(A) und
A’ isomorph sind.

Beweis: Ubungsaufgabe.
Ein Beispiel dquivalenter Kategorien ist
11.10.5 Mpr = Mpnxn.
Beweis: Zu R—Rechtsmoduln M sei
M®™ .= @"M = {(mq,...,mn_1) | m; € M}
und zu f € hompg(M, N) entsprechend
f = @ M® — N (o, ) > (f(m0),s - f(17nr).
Wir wollen zeigen, dafl
F: M — M™, f— f(n)

eine Aquivalenzabbildung ist.
a) Die Injektivitét ist klar.

b) Zum Nachweis der Surjektivitiit betrachten wir ein g € hom gnxn (M ™ N (™)),
Ist ;. die Matrix mit einer Eins in i—ter Zeile und k—ter Spalte und sonst nur
Nullen 4, k € n, dann ist, weil g mit E;; vertauschbar ist,

g(M™ Eqy) € N Ey.
Also gilt beispielsweise (i = k := 0):

9(z,0,...,0) = (y,0,...,0),

mit einem y € N, und man iiberlegt sich leicht, dafl die Abbildung f, die durch
f(z) = y definiert wird, in hompg (M, N) liegt. Wahlt man ¢ = 1,k := 1, so
erhélt man

9(0,z,0,...,0) = (0,y,0,...,0),

usw.. Insgesamt ergibt sich desshalb mit dem gerade definierten f, dafi g = f(™),
und die Surjektivitdt ist nachgewiesen.
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c) Es bleibt zu einem R™*™—Modul M’ ein R—Modul M zu finden, so da M’
isomorph F'(M) ist.

Die Diagonaleinbettung r +— 7/ := (r,...,r) ist ein Homomorphismus von R in
R™ ™. Damit kann M’ zu einem R—Rechtsmodul gemacht werden: m/r := m/r’.
Die Teilmenge M := M’'Eyq ist dann, wegen r’ Eqg = Egor’, ein Untermodul von
M.

Wir wollen zeigen, da§ die Abbildung
nmr: M/ — F(M) = M(n) 5 m' — (m/Eoo,m/Elo, . ,m/En,LO)

ein Isomorphismus ist.

Zum Nachweis der Injektivitit bemerken wir, dafl m'E;y = 0 fiir alle 3, m’ =0
impliziert:

m' =m/ (Z Eu) =m/ (Z EiOEOi> = Z (m'Ej) Eoi = 0.
Die Surjektivitéit ergibt sich durch Nachweis eines Urbildes von (mq, ..., m,—1).
Zu jedem m; gibt es ja, nach der Definition von M, m/ mit

/
m; = miEoo .

Das Bild von ), m;Ey; ist

UG (Z m;E0i> = Z (e (M5 Eoi))

K2

= Z (7’)’L{L~E‘01‘E‘007 - ,m;EOZ‘Eio, e ,m;E()iEn,LO) = Z(O, ey O,mi, O7 ey 0)

% i
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Kapitel 12

Konstruktive Algebra

Die algebraische Konstruktion anwendungsrelevanter mathematischer Struktu-
ren soll jetzt noch mit Hilfe von Vertiefungen der Theorie der Gruppenope-
rationen anhand von exemplarischen Beispielen weiter vorangetrieben werden.
Dabei werden auch Methoden und Ergebnisse von Forchungsprojekten am Lehr-
stuhl IT geschildert, die diesem Themenkreis gewidmet sind. IThre Anwendung
auf die Konstruktion kombinatoricher Designs wir detailliert beschrieben.

427
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12.1 Gruppenoperationen auf Halbordnungen

Wir betrachten jetzt Gruppenoperationen auf strukturierten Mengen, die eine
Halbordnung oder eine Verkniipfung oder beides respektieren, insbesondere sol-
che, die Halbordnungen und/oder die Verkniipfungen A und V auf einem end-
lichen Verband respektieren. Es geht also jetzt um endliche Operationen von
Gruppen als Gruppen von Automorphismen auf Halbordnungen, Halbgruppen
oder Verbdnden, in folgendem Sinne:

12.1.1 Definition (ordnungsgemiifie Operation) Ist (X, <) eine Halbord-
nung, ¢ X eine Operation von G auf X, dann operiert G auf X als eine Gruppe
von Automorphismen genau dann, wenn

VgeG, z,2 € X (z <2’ < gz <gr)).

Wir kiirzen dies wie folgt ab:

G (Xv S)a
und nennen die Operation auch ordnungsgemdys. .
Ein Beispiel ist die Operation
a(L(G), ).

von G auf dem Untergruppenverband via Konjugation.

12.1.2 Hilfssatz Ist (X, <) eine endliche ordnungsgemdfle Operation, dann
gilt:

o Je zwei Elemente in derselben Bahn sind unvergleichbar, d.h Bahnen sind
Antiketten.

e Man kann die Bahnen w; von G auf X so numerieren, dafl

widx <z cw,=1<k.

Fiir jede Bahn w und fir festes x € X sind die Anzahlen
[{z' cwl|z<a'}| und |[{2/ ew|z>a'}|

nur von der Bahn von x abhdngig und nicht von der Wahl des Reprdsentanten
T.

Fiir alle x,2' € X haben wir

G@)[{z" € X [z <a” € Ga)} = |Ga)|-{a" € X |2’ = 2" € G(x)}].
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Beweis:

i) Wire z € X vergleichbar mit gz # x, und etwa (0BdA!) x < gz, dann ergéibe
sich der Widerspruch

x<gz<gzz<...<g*1x<x.

ii) Seien zg,x1 € w;,x(,x) € wg,i # k. Angenommen xy < z( und xy,z]
seien vergleichbar. Dann wiirde 1 > ) ergeben, fiir geeignete g,¢' € G:
gro = 11 > ¥y = g'z{), also xg > g g'zf, was den Widerspruch z{, > g~ g’z
ergibt. Demnach kann die Halbordnung in eine Totalordnung eingebettet wer-

den, welche die Halbordnung respektiert:

T0s T1s - -+ Tlasg|—15 Tlasg s« - - » Tlawo|+|wi|—1 - - - » WObel x; < xy impliziert i < k.

€ wo € w
iii) ist klar nach 12.1.1.

iv) folgt mit Hilfe einer doppelten Abzihlung. Wir betrachten dazu den bi-
partiten Graphen aus den beiden Bahnen G(x) und G(z'), wobei vergleichbare

Elemente durch eine Kante verbunden seien:
! 1

O

12.1.3 Folgerung Jede endliche ordnungsgemdfle Operation (X, <) induziert
eine Halbordnung (G\X, <) auf G\ X :
w<w = FJzrcwr cu: z<a.
O

Hilfssatz 12.1.2 zeigt, da8 fiir jede endliche ordnungsgeméfle Operation (X, <)
und jede Numerierung ihrer Bahnen w; (mit Représentanten z; € w;), die den
Bedingungen des Hilfssatzes gehorcht, erhalten wir die beiden Matrizen

AT = (afk) und A" = (aizk),
definiert durch
a, = [ {z" € wp | #; < 2"}| und g, = [ {z" € wi | 3 > 2"} .

Ihre Eintridge hiangen iiber die folgenden Identitdten eng zusammen, so daf3 die
eine aus der anderen mit Hilfe der Bahnenléngen berechnet werden kann:

< >
12.1.4 |wil - ag, = |wi| - ag;.

Ein Verband (L, A, V) definiert eine Halbordnung (L, <) und liefert dariiberhinaus
die beiden Halbgruppen (L, A) und (L, V), denn beide Verkniipfungen sind ja as-
soziativ.
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12.1.5 Hilfssatz Sei L eine endliche Operation auf einem Verband (L, A\, V).
Dann sind die folgenden drei Bedingungen dquivalent:

e Vo, g: v<1 = gx<gr,
eV g: glx Na')= gz Aga,

eV g: glxava)=gzxVga
Beweis:

i) = ii)Aiii): Weil « A 2’ kleiner gleich 2 und kleiner gleich 2’ ist, erhalten wir
aus i), dafl g(z A z’) kleiner gleich gz ist und kleiner gleich ga’. Das liefert

glx ANZ') < gz Agr'. (%)
Wire g(a A 2') strikt kleiner als gz A g/, dann hétten wir, nach i):
gz na’) <glgz Aga') < g°z A g,

wobei sich die letzte Ungleichung sich aus (x) ergibt. Demnach haben wir, fiir
jedes n € N,

gz N < g'x A gra,
was einen Widerspruch ergibt, wenn wir n := |(g)| setzen. Also muB} g(z Az') =
gz A gz’ gelten. Die dritte Identitit folgt ganz analog.

il) = i): Die Annahme = < 2’ ergibt z A 2’ = z, so daB g(x A z’) = gz, und
damit, wegen ii), gx < ga’. Dies impliziert gz < ga’, weil z # '.

iii) = 1) ergibt sich ganz entsprechend.
O

12.1.6 Definition (Verbandsoperation) Ist eine dieser Bedingungen erfiillt,
dann schreiben wir
G(L7 /\a V)

und nennen die Opertion eine Verbandsoperation. .

Eine direkte Konsequenz von 12.1.2 ist, dafl in diesem Fall die folgenden An-
zahlen nicht von der Wahl der Représentanten sondern nur von deren Bahn
abhéngen:

1217 aj), == |{2' €wp |z <2’} | and a3}, = [ {2’ € wi | @ > 2"},

wobel wieder z; € w;.

Erfiillt die Numerierung die Bedingung von Punkt ii) in 12.1.2, dnn ist A" :=
(a}),) eine obere, A := (a;},) eine untere Dreiecksmatrix. Die Hauptdiagonalen
bestehen aus Einsen, beide Matrizen sind also invertierbar iiber Z. Weiterhin
folgt aus 12.1.4, daf die Elemente dieser Matrizen iiber die folgenden Gleichun-
gen zusammenhéngen:

|wil - afi = |wil - ay;.

(L,A) und (L, V) sind Halbgruppen. Betrachten wir deshalb jetzt den allgemei-
neren Fall:
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12.1.8 Definition (Halbgruppenoperation) Ist (X, -) eine Halbgruppe, dann
heifit ¢ X Halbgruppenoperation, wenn

Va2’ ,g: glz-2')=gw-gx

Wir bezeichnen sie mit
G (X7 ) .

Sind dabei

woy -+ -y Wd—1

die Bahnen, dann bemerken wir zunéchst, dal die Anzahlen der Losungen
(z,2') € w; X wj von x -z’ = z, nicht von der Auswahl des Reprisentanten
z, sondern nur von dessen Bahn abhéngen, denn aus Losungen (z,z’) der Glei-
chung z - 2’ = z ergeben sich bijektiv die Paare (gz, ga’) mit gz - gz’ = gz. Wir
konnen demnach die folgenden Anzahlen definieren, fiir xj, € wy,

12.1.9 aj = | {(z,2") €wi xwj | -2’ = a1} .

Jetzt soll ein Ring definiert werden, der diese Zahlen als Strukturkonstanten
hat. Zu diesm Zweck betrachten wir den Halbgruppenring von X iiber Z,

¥ ={f| f: X — Z},

mit punktweiser Addition und Faltung als Multiplikation:

(f + (@) = f@) + f(2), (f* @)= Y f)f (")

x' -z =x

Wir bezeichnen diesen Ring mit Z*>. Seine Elemente schreiben wir wie meist
iiblich als “formale Summen”

f=>_ few, mit fp = f(2).

reX
Ist jetzt ¢ X eine Halbgruppenoperation, dann gilt:
12.1.10 Folgerung Fiir jede endliche Halbgruppenoperation ¢(X,-) gilt:

e Die G-Invarianten von f € ZX bilden den Teilring:

2y ={f: X —Z|VgeG:f=fog '}

e Dieser Teilring hat als Z—Basis die Bahnensummen

w; = ZJZ € Zg

TEW;
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e Die Strukturkonstanten von Z)G(" sind die a;;, von 12.1.9, d.h. fir die
Produkte der Basiselemente gilt

Wik W = Y G W
k

Anwendung auf Verbandsoperationen liefert
12.1.11 Folgerung

e Jede endliche Verbandsoperation (L, A, V) liefert die beiden Halbgruppen-
ringe
Z5" und 72V

e Sie enthalten als Teilringe die Invariantenringe
Ze" baw. 5.

e 7Z—Basen dieser Teilringe sind die Bahnensummen, und ihre Strukturkon-
stanten sind die

apy, = [{(z,2') € wi x wj | w A" =z},
bzw.
ajyr = [{(z,2') €wi xwj |z Va' =z }].

O

Ein paradigmatisches Beispiel ist der Untergruppenverband L := L(G) mit der
Konjugation als Operation.

12.1.12 Der Satz von Plesken Sei (L, A, V) eine endliche Verbandsopertion
mit den Bahnen w, ..., wq—1 und deren Summen wy,...,wq4—1 im Halbgruppen-
ring, numeriert entsprechend 12.1.2.

e Die Abbildung
ag
% —
a?i\fl,k

. . . . . . LA .
definiert einen Ringisomorphismus zwischen 25" und 74, wihrend

o die Abbildung
v
Q. k
% —
aZz/—l,k-
einen Ringisomorphismus zwischen Zé’v und Z.%, dabei sei Z¢ der Ring der
Abbildungen von d nach Z mit punktweiser Addition und Multiplikation.
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Beweis: Um zunéchst die Homomorphieeigenschaft zu beweisen, betrachten wir
das Hadamardprodukt a; - a} von i-ter und j-ter Spalte von A". Wir wollen
verifizieren, daf

A A _2 : A A
a; - Clj = aijkak.
k
Aus der Definition von aj; ergibt sich (fiir ein festes x € wy):

ap-afy =y ewi |y >a}-{zew; | 2> a}
=W, 2) €wixwj |z < (A2} = aljap,
k

was die Homomorphie beweist. Um die Isomorphie zu zeigen, verwenden wir,
daBl sowohl A" := (af}.) als auch A := (a;},) invertierbar sind iiber Z. Das zeigt
Isomorphie und vervollstandigt den Beweis des ersten Teils der Behauptung, der
zweite Teil ergibt sich ganz analog.

O
Dekorative Verbinde, auf denen endliche Gruppen als Gruppen von Automor-
phismen operieren, bilden die Flachen, Kanten und Ecken der reguldren Poly-
eder: Tetraeder, Wiirfel, Oktaeder, Dodekaeder, Tkosaeder usw.. Betrachten wir
den einfachsten Fall, das Tetraeder:

1
Seine vier Fléchen, sechs Kanten und vier Ecken bilden zusammen mit dem
Tetraeder T selbst und mit der leeren Menge () einen Verband L der Ordnung 16,
der per Inklusion halbgeordnet ist. Offenbar operiert die alternierende Gruppe
Ay auf L und respektiert Inklusionen, d.h. sie operiert auf L als Gruppe von
Automorphismen. Die entsprechenden Matrizen A" und AV sind:

1 4 6 4 1 1
1331 11
AN = 12 1], Av=1]1 2 1
11 13 3 1
1 1 4 6 4 1

Als eine Anwendung betrachten wir einmal das Hadamardprodukt zweier Spal-
ten und schreiben dieses als Linearkombination der Spalten, z.B.

24

= 2a} + 3a;.

OO NO



434 KAPITEL 12. KONSTRUKTIVE ALGEBRA

Diese Identitét zeigt, daB afy, = 2 and abs; = 3, und dies wiederum bedeutet,
daf} jede Kante des Tetraeders auf genau zwei Weisen als Infimum einer Fliche
und einer Kante beschrieben werden kann, wihrend eine Ecke auf genau drei
Weisen als ein solches Infimum dargestellt werden kann.

Ein weiteres Beispiel ist der Verband
Par(n),

halbgeordnet via Verfeinerung. Hier ist eine Skizze von Par(4) :

0123

012/3 013/2 01/23 02/13 03/12 023/1 123/0

01/2/3 02/1/3 03/1/2  12/0/3 13/0/2 23/0/1

0/1/2/3

Ordnen wir die Lingen der Blécke von p € Par(n) absteigend in eine Folge «,
dann erhalten wir eine Zahlpartition

a(p) = (ag,01,...) Fm,
den Typ von p.

Sy operiert auf Par(n) als Gruppe von Automorphismen. Die Bahnen sind die
Mengen der Partitionen vom selben Typ. Wihlen wir fiir unser Beispiel die
Numerierung

wo := S1(0/1/2/3), wy := S4(01/2/3), wa = S4(01/23),
W3 ‘= 54(0].2/3), Wy = 54(0123),

dann sehen die Matrizen A" und AY von Par(4) so aus:

16 3 41 1
11 2 1 11
AN = 1 0 1|, AV=1]1 2 1
11 1 3 01
1 1 6 3 4 1
Wieder liefern Spaltenprodukte interessante Abzéhlresultate, z.B. zeigt

0
0

af ay = 2 | =2a) +12ay,
0
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dal es genau zwei Moglichkeiten gibt, eine Mengenpartition vom Typ (22) der
Menge 4 als Supremum p V p’ aus einer Partition p vom Typ (2,1%) und einer
Partition p’ vom Typ (22). Dariiberhinaus zeigt diese Gleichung noch, daf8 die
Partition 0123 vom Typ (4) auf genau 12 Weisen als Supremum pVp’ geschrieben
werden kann, mit a(p) = (2,12) und a(p’) = (22).
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12.2 Kombinatorische Designs

Designs sind kombinatorische Strukturen, die aus der statistischen Versuchspla-
nung (design of experiments) und aus der Geometrie stammen, auch System-
tips im Lotto gehéren dazu. Sie werden mit Hilfe von Parameterquadrupeln
t,v,k,\ € N* beschrieben, so dafl sich u.a. auch die Frage stellt, zu welchen
Parameterquadrupeln Designs existieren.

Bei entsprechenden Untersuchungen spielten in jlingster Zeit Verbandsopera-
tionen eine zentrale Rolle, diese werden jetzt bechrieben. Dabei gelang u.a. die
weltweit erste Konstruktion eines 7-Designs (f = 7) mit kleinen Parametern
durch die Verwendung einer Matrix A", im Zusammenspiel mit einer modernen
Implementierung des LLL-Algorithmus zur Losung diophantischer Gleichungen.

12.2.1 Definition ( ¢ — (v, k, A\)-Design) Ein ¢ — (v, k, \)-Design ist eine Teil-

menge
v

-
5< (i)

der Menge der k-Teilmengen einer Menge v von Punkten. Die Elemente B € B
heiflen Blocke, und die Parameter t, v, k und A miissen den folgenden Bedin-
gungen geniigen:

VTeG): |{BeB|TCB}| =\

d.h. jede t-Teilmenge der Punktemenge liegt in genau A Blocken. °

12.2.2 Beispiele aus der Geometrie sind die projektiven Ebenen.

i) Hier zunéchst ein gut bekannter Spezialfall, die Fanoebene,

Hierbei ist
B=1{{1,2,3},{3,4,5},{5,6,1},{0,1,4},{0,2,5},{0,3,6},{2,4,6}},

v = 7, k = 3. Die Fanoebene ist ein 1-Design mit A = 3, und sie ist auch ein

2-Design mit A = 1.

ii) Wie die Fanoebene sind sémtliche projektiven Ebenen 2-Designs mit A = 1
(und der Zusatzbedingung, daf je zwei Blocke genau einen Punkt gemeinsam ha-
ben). Genauer: Die klassischen projektiven Ebenen sind, fiir Primzahlpotenzen
q,2—(¢> +q+1,q+1,1)Designs. O



12.2. KOMBINATORISCHE DESIGNS 437

Die Designs auf der Punktemenge v kann man mit Hilfe der Inzidenzmatriz My,

beschreiben, deren Zeilen zu den T' € (1’) gehoren, die Spalten zu den K € (Z)
Die Eintrige mfp, von My, sind wie folgt definiert:

v )1, fallsT CK,
MTK =10, sonst.

Ein t— (v, k, \)-Design B ist dann eine Auswahl geeigneter Spalten dieser Matrix:

12.2.3 Folgerung Die Menge aller t — (v, k, \)-Designs auf v ist die Menge
der Blockemengen B, die man aus den 0-1-Lésungen x des linearen Gleichungs-
systems

A
ngk.r: :
A

B={pe(}) [an=1}

MY, ist eine (;’) X (Z)-Matrix, und die Ermittlung von 0-1-Lésungen ist ein
schwieriges Problem. Nach der Konstruktion der ersten 6-Designs versuchte man
lange vergeblich, 7-Designs mit moderaten Parametern zu finden (solche mit
“astronomischen” Parametern waren aus einem Existenzsatz von Teirlinck seit
1987 bekannt). Es bestand bald die Vermutung, dafl es womdglich 7-Designs
mit v = 33 und k = 8 geben konne. In diesem Fall hat die Inzidenzmatrix etwa
6 - 10'3 Eintrige, A war unbekannt, es war (und ist) aber zur Zeit unméglich,
0-1-Losungen fiir derart grole Systeme zu finden.

wie folgt bekommt:

O

Der “Trick” war (und ist) es, zur Reduktion des Problems weitere Bedingun-
gen an die Designs zu stellen, die wir konstruieren wollen. Als sehr wirksam
hat sich die Methode erwiesen, eine Untergruppe G < S, wvorzugeben, die in
der Automorphismengruppe enthalten sein soll. Das ist natiirlich riskant, denn
oft wird es keine Designs mit dieser Eigenschaft geben. Andererseits reduziert
man den Suchraum und die Datenmenge ganz gewaltig. Hinzukommt, daf§ diese
Methode auch bei anderen Strukturen verwendbar ist, z.B. bei der Suche nach
linearen Codes mit vorgegebener Minimaldistanz (M. Braun und A.Kohnert ha-
ben auf diese Weise mehrere Hundert Codes gefunden mit besseren Parametern
als bisher bekannt).

Im Fall der 7-Designs hatte man tatséichlich eine Gruppe “in Verdacht”, konnte
aber das entsprechende Gleichungssystem nicht 16sen, was dann hier in Bay-
reuth 1995 gelungen ist. Seitdem konnte mit dieser Methode die Existenz von
t — (v, k, \)-Designs fiir Tausende neuer Parameterquadrupel (¢, v, k, \) nachge-
wiesen werden (R. Laue).

Ein Element 7 € S, heifit Automorphismus des Designs B, wenn gilt
7B :={rB:={rb|be B}|Be B} =B.
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Jede Untergruppe G < S, die aus solchen Automorphismen besteht, heift
eine Gruppe von Automorphismen des Designs, und die Gruppe aller dieser
Automorphismen heifit die oder die volle Automorphismengruppe:

Aut(B) :={mr € S, | B = B}.

Die Aufgabe ist also die Berechnung von mindestens einem ¢ — (v, k, A)-Design,
das G in seiner vollen Automorphismengruppe enthélt und, wenn méglich, alle
solchen ¢ — (v, k, A)-Designs zu ermitteln und zu klassifizieren. Natiirlich hétte
man auch gerne all diejenigen Designs bestimmt, die G als volle Automorphis-
mengruppe haben.

Um diese Probleme in die Reichweite heutiger PCs zu bringen, betrachten wir,
anstelle von M}, , eine weit kleinere Matrix, die mit Hilfe von G' gewonnen
wird. Diese Matriz ist eine Teilmatriz der Matriz A 2ur Verbandsoperation
¢(2Y,N,U), die oben schon erwihnt wurde:

M, = (m§ 1), mit m§ = |[{K' € G(K) | T € K},

T durchlduft dabei eine Transversale von G'\\(}), K eine Transversale von
G\ ()
Es sei jetzt daran erinnert, dal die Berechnung solcher Transveralen via Dop-

pelnebenklassentransveralen erfolgen kann: S, operiert transitiv auf (Z) und auf

(;’), wir erhalten also — iiber das Fundamentallemma — Bijektionen

G\ (Z) — G\S,/Sk ® Sy, G(YE) — G(Sk © Sy,

wobei K :={0,1,...,k =1} € (}), Sk ® Sy\); der Stabilisator von K, v € S,,.
Ganz entsprechend haben wir auch

G\(}) = 6\8u/5:® i, GOT) = 659 500

Man kann also aus Transversalen dieser Mengen von Doppelnebenklassen Trans-
versalen der Bahnen von G auf den k— und auf den ¢—Teilmengen gewinnen,
also die Spaltenindizes K und die Zeilenindizes T" der gesuchten Matrix MtGk =

(m% ), samt den entsprechenden Eintrégen.

Spielentscheidend sind dabei Methoden, Transversalen von solchen Doppelne-
benklassenmengen
G\Sv/st S2) Svft

sukzessive nach ansteigendem ¢ zu berechnen (das Leiterspiel).

Weil G in der Automorphismengruppe liegen soll, besteht jedes Design B aus
vollen Bahnen von G auf (Z), und weil G die Inklusion von ¢— in k—Teilmengen
erhalt, gilt
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12.2.4 Der Satz von Kramer und Mesner Die Menge aller t — (v, k, \)-
Designs mit G < S, als Gruppe von Automorphismen ergibt sich aus der Menge

der 0-1-Lésungen x von
A

O

12.2.5 Beispiel Betrachten wir zunéchst ein Beispiel mit den sehr kleinen
Parametern t := A :=1, v:=4 und k := 2. Wegen

(3) = {{05 1}’ {07 2}7 {07 3}7 {1’ 2}’ {1’ 3}’ {2’ 3}}

und @ — {{0}. {1},{2}. 3}}

ergibt sich als Inzidenzmatrix

11100 0
w a1 00110
e =Mia=1 9 1 01 0 1

001011

Schreibt man jetzt als Zusatzbedingung die folgende Gruppe von Automorphis-
men vor:

G = ((0123)),

eine Untergruppe der Ordnung 4 in Sy, dann ergeben sich die Bahnenmengen

6\ (y) = {011 031 02231 (0.2, 131

und
6\ (}) = {10 1. 2 31},

Diese Bahnenmengen entsprechen den Spalten bzw. den Zeilen der Kramer—
Mesner—Matrix
ME =M =(2 1).

Aus der Inzidenzmatrix mit 12 Elementen ist also eine Kramer—Mesner—Matrix
mit nur noch 2 Eintragen geworden, und man sieht sofort, dal das lineare Glei-
chungssystem

My, z=(2 1) z=()\

fiir A = 1 genau eine Losung hat,

(7).
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Das entsprechende Design ist

B = {{0,2},{1, 3}}

Demnach existiert genau ein 1 — (4,2,1)-Design mit G als einer Gruppe von
Automorphismen. (Weil G, als Gruppe der Ordnung 8, maximal in Sy ist und
Sy offenbar nicht in der Automorphismengruppe liegt, ist G sogar die wvolle
Automorphismengruppe dieses Designs.) &

Das historisch erste 7-Design mit moderaten Parametern, das gefunden wurde,
war ein 7 — (33,8, 10)-Design mit G = PI' Ly(32), einer Untergruppe von Sss
mit den Erzeugenden

(0%

0)(124816)(36122417)(510209 18)(7 1428 25 19)
11221326 21)(15 3029 27 23)(31)(32)
11830)(22112)(31028)(43132)(524 14)(6 7 17)(8 25 27)
91920) (1115 13)(16 23 29)(220 26).

o~ o~ o~ —~

Die Kramer—-Mesner—Matrix, die bereits Magliveras und Leavitt bekannt war,
und die von A. Betten erneut und mit Hilfe von Doppelnebenklassen berechnet
wurde, ist

2222222222222000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
2101110000000211112111111111111000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
1110000001000100200000000001000111112112111111100000000000000000000000000000000000000000000000000
0011000000000021001000000000000100011000000100012131111111110000000000000000000000000000000000000
0001200000000000000001000001001110000000010010010011000100001121111111100000000000000000000000000
0000110000000001000000100020000001001000001100111000000101001000000110021111110000000000000000000
0000013000110100100000101001001000100020001000100101010010000001000100010010001000000000000000000
0000004200000000020000200220000000020000002000000000000200000200000000000002000200000000000000000
0000000220000000002000002000002000002000020000000020000000000200002000022020000000000000000000000
0001000121000001100100000101000000001000100010100100001000000010011100000101001011100000000000000
0000002001200010011011010000110000001101000110010000010000000000100000000100001010011000000000000
0000000200020200000002200020000200000022000000020000200000000000000000000020000000020000000000000
0000000001012000000000101000022000000000000000111000000110010110000100100100010200101000000000000
0200000000002210020000101000001111000000000100000000000000001000110010100000001000010111000000000
0010100000001001001200100000010001000002000000001001011011000100000000000001010000000102110000000
0000110011000010100001020100000000000000101000000101000000010100100000000010000000010211001110000
0011020000000010010000000100100000010001000000000001010000100000100011000010001010212000001001000
0000000220000000000240002000000000000000000000000000000000000000200220000000220200000000002000000
0000010010011000010110010011001110000100000001000001010001000000001000000101100010000000100011000
0200000200000200000200000200020002000000002020000000000000200000000000000200020000000000000020000
0001000001010011000000000001000011000100010000100001000001000011000000100000000020010031010100100
0010100000011000102001001000000001000110000101100100110000000000200000100000000000100000100000300
0200000000000001000001000000000010220100000110000000000010010010011000000100011010021000010000100
0011000000000000100001000000010100011010000001000100000010100000020100000101000000101002000100120
0000000200000000000020020000000000000020000000200000000200000000020020220000000000002000200002000
0010000000000000000110000101000000000000100000010010100002001000001101110011000000001110000002110
0000000000010000010000011010000000000010001020000000200110000200000010010000111000100110001001010
0000000000000000000010010100010110000100000100001010101100000010001010002010011000000000003001100
0000000010000001000000000010100011010001001000011100100010000001001000110001000000000111001011001
0000000005000000000000000000000000000500000000000500050000000000000000000000000000000000050000001
0000000000000000000000000000000000000000000000005000000005000000050005000000000050000000000000001
0000000000000000000000000000000000000000000000000050000000000050000000000000000000500500000500001
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Sie hat um den Faktor 10'° weniger Eintrige als die Inzidenzmatrix, so dafl mit

der verbesserten Implementierung des LLL-Algorithmus durch A. Wassermann
die folgenden beiden Losungen des Gleichungssystems mit A = 10 und A = 16
gefunden werden konnten:

0011100010100100110001101000010010000000101101100010111100000001001001010000110111011001010111000
1100011101011011001110010111101101111111010010011101000011111110110110101111001000100110101000111

Es zeigte sich spéiter, dal es insgesamt 4 996 426 0-1-Vektoren x gibt, die das
System fiir A = 10 16sen. In der Zwischenzeit sind auch 8-Designs, 9-Designs ...
gefunden worden.
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12.3 Leiterspiel und Homomorphieprinzip

Zur Ermittlung von Kramer—Mesner—Matrizen benotigen wir also zunéchst ein-
mal Transversalen der Bahnenmengen G \\(:) und G \\(Z)7 oder, bijektiv dazu,
Transversalen der Doppelnebenklassenmengen

G\S, /St & Syy, tnd G\Sy/Sk & Sy -

Dabei ist t < k, es wire also zweckméfig, einen Algorithmus zu entwickeln, der
die sukzessive Berechnung von Transversalen der Doppelnebenklassenmengen

G\Sy/Su & Suru

zu berechnen erlaubt, sukzessive nach an- oder absteigendem u.

Ein solcher Algorithmus existiert, das Leiterspiel, und er ist sehr vielseitig ver-
wendbar. B. Schmalz hat ihn erstmals zur systematischen Berechnung von De-
signs mit gegebener Gruppe von Automorphismen verwendet (1990), hier in
Bayreuth. Er verwendet auf- und absteigende Folgen von Untergruppen, wie
beim Leiterspiel, daher der Name.

Nehmen wir beispielsweise einmal an, es gehe um die Berechnung von 1 —
(6,2, \)-Designs. Zur Ermittlung der Kramer—-Mesner—Matrix brauchen wir dann
Transversalen von G\Sg/S1 @ Se\1 und von G'\Sg/S2 @ Sg\2. Das Problem ist,
daf} die beiden Stabilisatoren S1 & Sg\; und Sz @ Sg\2 unvergleichbar sind bzgl.
Inklusion, keine ist in der anderen enthalten. es gibt also keine absteigende oder
ansteigende Kette von Untergruppen, in der beide enthalten sind. Es gibt aber
eine auf- und absteigende Leiter von Untergruppen, die beide enthélt:

Se

S1 @ 56\1

S2 @ Se\2

S1 @ 52\1 @ 56\2

Es stellt sich also die Frage, wie wir sukzessive Transversalen der Doppelneben-
klassenmengen

G\Ss/U
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berechnen kénnen, fiir die U aus dieser Leiter. Diese Doppelnebenklassenmengen
sind Bahnenmengen G \\ Sg /U, es geht also um Transversalen der Bahnenmengen
von G auf den Nebenklassenmengen Sg/U, sukzessive zu berechnen fiir die U
entlang der Untergruppenleiter.

Ein Problem entsteht z.B. wenn wir von U zu einer Untergruppe V < U
iibergehen. Es fragt sich, wie wir aus einer Transversale von G\ Ss/U eine
Transversale von G \\Sg/V ermitteln kénnen. Hier hilft die Anwendung des im
folgenden beschriebenen Homomorphieprinzips. Dazu bezeichnen wir wei Ope-
rationen ¢ X und gY als epimorph, kurz

¢X —ag gy,

wenn es eine surjektive Abbildung 6: X — Y gibt mit
0(gz) = g0(x).

Hier ist eine Skizze dieser Situation:

oX

cY

- . mit 6(gz) = go(x).

Die Frage ist, wie man aus einer Transversalen Ty von G \\Y, eine Transversale
Tx von G\ X ermitteln kann. Der folgende Satz gibt hierauf eine Antwort:

12.3.1 Das Homomorphieprinzip fiir Gruppenoperationen Gegeben sei-
en zwei epimorphe Operationen ¢X und gY, d.h. wir haben eine surjektive
Abbildung 0: X — Y mit 0(gx) = g0(x), fir alle x € X, g € G. Weiterhin
sei bereits eine Transversale Tg\y von G\Y ermittelt worden. Es gilt dann
folgendes:

e Jede Bahn w € G\ X schneidet genau eines der Urbilder 6~ (y) der Ele-
mente y € Ta\y,

VweG\X 1 yeTo\y: wnNo(y) 0.

e 071(y) zerfillt in Bahnen von G, und zwei verschieden G,-Bahnen auf
0=1(y) liegen in verschiedenen Bahnen von G auf X.

o FEs folgt, dafi man eine Transversale T\ x von G\ X als (disjunkte) Ver-
einigung von Transversalen der Bahnen auf diesen Urbildern bekommi:

Tovx = |J To, v

yeTg\v
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Beweis:

i) Da w € G\ X in genau einem Urbild représentiert ist folgt so:

a) Wegen der Surjektivitit von 6 hat jede Bahn w € G\ X einen nicht leeren
Schnitt mit einem Urbild #~1(y), fiir ein geeignetes y € Y, etwa

rewnf(y) #0.

b) Wird die Bahn dieses y von 3y’ = gy € Tg\y représentiert, dann gilt
0(gx) = gb(z) = gy = ¥/, so daB gz € 67 1(y'), also

gr€wnNOt(y) #0.

¢) Umgekehrt ist das Bild 6(¢'z) jedes ¢’z € w Element der Bahn von ¢/,
es gibt also tatséchlich genau ein Transversalenelement, dessen Urbild w
schneidet.

ii) Punkt i) hat gezeigt, da8 wir nur die Urbilder 6~ (y) der y € T \v betrach-
ten miissen, um eine Transversale von G \ X zu ermitteln:

aX

cY

0~ (y) y€Ta\y

Tatséchlich brauchen wir dort nicht G zu betrachten (i.a. ist 67!(y) auch keine
Vereinigung von G-Bahnen), sondern es geniigt die Verwendung der oftmals
deutlich kleineren Untergruppe G,. Sind némlich z,2’ € 7! (y), mit 2/ = gz,
dann gilt

y=0(z) =0(z') = 0(g9z) = gb(x) = gy,

was g € G ergibt. Dariiberhinaus zerfillt ! (y) ganz in Bahnen von G, denn
r €wNO (y) und g € G, implizieren

0(gr) = g0(x) = gy = y.

Hinzukommt schliefflich noch, daf8 verschiedene Bahnen von G, in verschiedenen
Bahnen von G liegen.

Punkt iii) fafit i) und ii) zusammen.

O
Eine direkte Konsequenz des Homomorphieprinzips ist die folgende systemati-
sche Methode zur rekursiven Berechnung von Transversalen:
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12.3.2 Surjektive Auflosung G operiere auf den Mengen X;,i € m, und es
seien surjektive Abbildungen

Oiy1: Xip1—> X5, zujedemiem—1
gegeben, die mit der jeweiligen Operation kommutieren:
Oir1(92ziv1) = 90iy1(xig1), fir jedesi € m —2,9 € G w11 € Xiq1.

Wir kinnen dann eine Transversale T,,—1 von G\ X,,—1 ermitteln, indem wir
sukzessive, und ausgehend von einer Transversalen Ty von G\ Xy und den Sta-
bilisatoren ihrer Elemente, die Urbilder 07" (x) der x € Ty und Transversalen
der G, \0y ' (x) berechnen. Aus der so berechneten Transversale Ty von G\ X,
erhdlt man analog Ts usw. bis hin zu T,,—1, wie in 12.3.1 beschrieben.

O

Wir kénnen diese Methode auf die rekursive Berechnung von Transversalen von
Symmetrieklassen von Abbildungen f € YX anwenden, die Rekursion ist eine
nach |Y] :

12.3.3 Anwendung (Reprisentanten von Symmetrieklaasen) Einfach-
heitshalber sei
YX =mn.

G operiere also auf n und damit in kanonischer Weise auf YX = m™. Die
Methode der Surjektiven Auflosung 12.3.2 kann hier angewandt werden, denn
die folgende Abbildung kommutiert mit der Operation von G auf den G-Mengen
Xy :=k" k> 2,

Op: k" — (k—1)", f— [,

mit f’, definiert durch

£00) = {f(i), falls f(i) € k — 1,

k —2, sonst.

Wir kénnen demnach von X; := 1™ starten, einer Menge, die au einer einzigen
Abbildung besteht, ndmlich aus der konstanten Abbildung ¢ — 0,7 € n. Der
Stabilisator ist G, das Urbild die Menge X5 := 2™. Im ersten Schritt haben
wir also eine Transversale T von G \2" zu ermitteln. Nehmen wir an, dies sei
geschehen, und betrachten wir ein fo € 1o, Gy, sei der Stabilisator. Es bleibt,
eine Transversale T3 von

sz \\93_1(.]02)

zu bestimmen. Dieser Schritt kann wie folgt ausgefiihrt werden. Zwei Elemente
f3 und f4 von 65 '(f2) konnen sich nur auf dem Urbild f; (1) des Punktes 1
unterscheiden, und dort kénnen nur die Werte 1 oder 2 angenommen werden.
Wir brauchen deshalb nur eine Transversale T' von

Gy, \{1,2}2 .
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Die gesuchte Transversale T3 besteht dann aus den Abbildungen f§ € 3™ mit

Y1) e, und £ L n\fa (1) = f2 L n\f5 (D).
&

Man kann dieses Verfahren beispielsweise zur Berechnung von Katalogen von
k-Graphen verwenden, d.h. von Multigraphen mit durch k bechrinkten Kanten-
vielfachheiten. Eine Erweiterung ist Th. Griiners Generator chemicher Struktur-
formeln, zusammenhéingender Multigraphen mit gegebener Eckengradfolge.

Ein konkretes Beispiel aus den Naturwissenschaften soll diesen Paragraphen
(und die Vorlesung) abschliefien:

12.3.4 Anwendung Wir wollen die 22 Permutationsisomere des Diozin kon-
struieren. Die chemische Formel ist C1205Cl4Hy. Unter den Permuationsiso-
meren des Dioxin versteht man die Molekiile mit dieser Formel und folgendem
Molekiilgeriist:

| |
| |
) 4

Es wird angenommen, dafl dieses Geriist planar und regelméflig, die Symme-
triegruppe also die Kleinsche Vierergruppe Vj ist, die Symmetriegruppe des
Rechtecks. Es geht also um die Bahnen dieser Gruppe auf den Abbildungen

fe{H,Cl}®,

von der Menge 8 der acht freien Plitze des Molekiilgeriists in die Menge {H, Cl},
denn von diesen acht Plidtzen sollen 4 durch ein Wasserstoffatom und 4 durch
ein Chloratom besetzt werden. Es geht also genauer um die Bahnen von Vj
die aus Abbildungen vom Inhalt (4,4) bestehen, also um eine Transversale der
Bahnenmenge

Vi\,0{H,C1}>.

Die symmetrische Gruppe Sg ist transitiv auf der Menge dieser Abbildungen
vom Inhalt (4,4). Der Stabilisator einer dieser Abbildungen ist Sy @ Sg\4, die
Bahnenmenge also bijektiv zu

Vi\Ss/S4 @ S8\4~

Wir koénnen also auch hier Untergruppenleitern und Homomorphieprinzip ver-
wenden. Eine geeignete Leiter ist



12.3. LEITERSPIEL UND HOMOMORPHIEPRINZIP 447
Ss

S1 @ Ss\1
Sz ® Ss\2
S1® So\1 ® Sg\2 S5 ® Sss
So @ S3\2 D Sg\3 Sy @ Sg\4

53 @ S4\3 @ 58\4
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